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Exercice 1 (4 points). Soit E = R,[X ] 'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal & 2 et
g la forme quadratique sur E définie par

VP E€E, P(X)=ag+a; X +a,X?, q(P) =ay*+3a;*>+8a,> +4aya; +6aya, + 14a;a,.
Déterminer une base de E orthogonale pour g et donner la matrice de g relativement a cette base.
Exercice 2 (7 points). Soit q la forme quadratique définie sur R* par
Vx € R, q(x) = x105 — X34.

1. Déterminer la matrice de g relativement a la base canonique de R*.
2. Déterminer le rang et la signature de q.

Soit H un hyperplan vectoriel de R*, d’équation cartésienne x; + ax, + f8 x5 +y x4 =0, avec a, f3 et y des réels.
3. Quelle est la dimension de 'orthogonal de H pour g ? En donner une base.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur a, 8 et y pour que la restriction g, de q a 'hyperplan H soit
dégénérée. Quel est son rang dans ce cas?

Exercice 3 (4 points). Soit n un entier naturel non nul. On considére la forme quadratique définie sur R" par

Vx €R", q(x)= Y > min({i, j}) x.x;.

i=1 j=1

1. Déterminer la matrice de g relativement a la base canonique de R".

Vx €R", g(x)= Zn: (anzn:xixj) s

k=1 \i=k j=k

2. En déduire que

et utiliser cette écriture pour trouver la signature et le rang de q.

Exercice 4 (5 points). Soit a un nombre réel. On considére 'application b, de R® x R® & valeurs dans R définie par
V(x,y) €R®xR?, by(x,y) = x1y1 +(a+5) xpy5 +(a® +a+2) X33+ X1 y3+ X371 +2 (X1 ¥+ X271) + (@ +3) (X235 + X35).
Déterminer pour les valeurs de a pour lesquelles b, est un produit scalaire.

Exercice 5 (bonus, hors baréme). Soit n un entier naturel non nul et E 'espace vectoriel des matrices d’ordre n a coefficients

réels. L'application définie par
n

¥(A,B) € E2, (A,B) = > aby

i=1

est-elle un produit scalaire sur E ? On justifiera la réponse.



