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Exercice 1 (7 points). Soit a et 3 deux nombres réels et g 'application de M,(R) dans R définie par

a;; a
VA€ My(R), A= (ai a;z) , q(A) = a(ay1 a5y — ay5ay;) + Blag; +ag)*.

Montrer que g est une forme quadratique.
Ecrire la matrice de q relativement a la base canonique de M,(R).

Déterminer le noyau de q, en discutant selon les valeurs des nombres a et 3.

H Wb =

Montrer que q(A) peut s’écrire comme une combinaison linéaire de tr(A2) et tr(A)?.
Indication : on pourra utiliser le théoréme de Cayley—Hamilton.

5. En utilisant cette derniére expression pour écrire de deux manieres la forme polaire de g et en supposant a non nul,
en déduire l'identité

Y(A,B) € (M,(R))?, det(A+ B) — det(A) — det(B) = tr(A)tr(B) — tr(AB).

Exercice 2 (réduction de Gauss, 7 points). Effectuer une réduction de Gauss de la forme quadratique
Vx € R*, q(x) = x1% + 9x,% + x3% — 4x,2 + 6x7X5 + 2x7 X3 + 4x1 X, + 10X,05 + 4X5X4 + 43Xy,
et en déduire la signature de g, une base orthogonale pour g et la matrice de q relativement a cette base.
Exercice 3 (restriction d’une forme quadratique et sous-espace totalement isotrope, 7 points). Soit E un espace vec-

toriel réel de dimension finie, ¢ une forme quadratique sur E et F un sous-espace vectoriel de E.
1. Expliciter le noyau de la restriction g a F, notée g, , et en déduire que la forme g|, est non dégénérée si et seulement
si FNFL = {0;}).
Dans le reste de 'exercice, on suppose la forme g non dégénérée (sur E).
2. Montrer que la restriction q|, est non dégénérée si et seulement siE =F & F L
On suppose enfin que F est totalement isotrope pour g, c’est-a-dire que la restriction g, est la forme nulle.
3. Montrer que F C F* et en déduire que 2dim(F) < dim(E).

4. Donner un exemple pour lequel on a égalité dans I'inégalité précédente.



