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UNIVERSITE PARIS Algébre linéaire 3
Département MIDO Année 2020/2021

Examen d’appel du 29 juin 2021

Les documents, calculatrices et téléphones sont interdits. Le baréme n’est donné qu’a titre indicatif et pourra étre
modifié. Il sera tenu compte de la présentation de la copie et de la rédaction dans Uévaluation.

Durée : 2h

Exercice 1 (5 points). Pour tout nombre réel a, soit la forme quadratique définie sur R® par
Vx € R3, g (x) = a(x;? + x93+ x32) —2x7x5 — 2 X1 X3 — 2 X5 X3.

1. Effectuer une réduction de Gauss de g, en tenant compte de la valeur de a. Pour quelles valeurs de a la
forme est-elle non dégénérée ? Montrer qu’elle est définie positive si et seulement si a > 2.

2. Soit D la droite vectorielle engendrée par le vecteur (2,2,1). Trouver une base de I'orthogonal D* de D
pour la forme qj. Les sous-espaces D et D+ sont-ils supplémentaires ?

Exercice 2 (4 points). Soit n un entier naturel non nul et xg,...,x, des réels distincts. On considére I'espace
vectoriel R,[X] et 'application ¢ définie par

¥(RQ) € R, [X])?, @(RQ)= > P(x)Q(x,).
i=0

1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R, [X].

2. Montrer que

V(BQ) € (R,[X])? ¢(XPQ)=¢(PXQ).

3. Déterminer une base orthonormale de R,[X ] pour ce produit scalaire (on pourra considérer la famille des
polyndémes de Lagrange associés aux neceuds X, ..., X,).

Exercice 3 (3 points). Soit E I'ensemble des fonctions de classe 6! sur I'intervalle [0, 1] et N I'application définie
par

1 2
VfGE,NU)=(U®D”+J(WUD%h)-
0

Montrer que N est une norme euclidienne sur E et déterminer le produit scalaire auquel elle est associée.

Exercice 4 (4 points). On rappelle que

- 1)(2n+1
VnEN*,Zkzzn(n+ )6(n+ ).
k=1

1. Montrer que

& DV2n+1
VYn € N¥, E k\/ESn(n—i_ )van+ .
o 243

2. Montrer que
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Exercice 5 (3 points). Soit E = R et le produit scalaire sur E défini par

1
V(x,y) €E?, o(x,y) =2x1y1 +2XoY9 + X3y3— E(xl.)/Z +Xo)1 +X1Y3 + X3y1 + X2Y3 + X3Y32).

Déterminer une base orthonormale de E muni de ce produit scalaire.

Exercice 6 (4 points). On considére la matrice

1 8 —4
8§ 1 4
4 7

Sans calculer son polynéme caractéristique, justifier que M est diagonalisable, déterminer ses valeurs propres
avec leurs multiplicités respectives et donner son polynéme minimal.

Exercice 7 (6 points). Soit E un espace vectoriel euclidien, de norme notée ||-||, et u une isométrie vectorielle de
E. On pose v = u —idg, ol idy désigne I'application identité de E.

1. Montrer que Ker (v) = (Im(v))*. En déduire que (Ker (v))* = Im(v).

2. Soit
1 n—1
k
VneN*, u, = ;Zu ,
k=0
ot u¥ = yo---ou. On va montrer que, pour tout vecteur x de E, la suite (u,(x)),cn converge vers le
~——
k fois

projeté orthogonal de x sur Ker (v).

(a) Soit y un vecteur de Ker(v). Montrer que
VneN* u,(y)=y.

(b) Soit & présent z un vecteur de (Ker (v))*. En se servant de la premiére question, montrer qu’il existe
un vecteur z’ de E tel que

YneN, u,(z)= % (u”“(z/) —z/).

En déduire que la suite (u,(z)),en+ @ pour limite le vecteur nul.

(c) Conclure.



