Pauphine | PS

UNIVERSITE PARIS = Algébre linéaire 3
Département MIDO Année 2020/2021

Corrigé (succinct) de 'examen d’appel du 29 juin 2021

Exercice 1. Pour tout nombre réel a, soit la forme quadratique définie sur R® par
Vx € R3, q,(x) = a(x;? + x5% + x32) — 2 X1 x5 — 2 X7 X3 — 2 X5 X3.

1. Effectuer une réduction de Gauss de g, en tenant compte de la valeur de a. Pour quelles valeurs de a la
forme est-elle non dégénérée ? Montrer qu’elle est définie positive si et seulement si a > 2.

Poura=0,ona:
1 2, 1 2 2
Go(x) = —2x7x5 —2Xx1X3 —2X9X5 = —E(Xl + x5+ 2x3)° + E(X1 —X9)" + 2x5

et donc sign(qy) = (2,1).
Pour a # 0, on a

Sia =1, on trouve
2 2 2 2
q1(x) = (x1 —x3—x3)" —4x3x3 = (X1 — X3 —x3)" — (xg + x3)° + (X2 — x3)°,

d’ou sign(q;) = (2,1).
Sia=-—1,ona
q—1(x) =—(x; —xy— Xs)z,

d’ou sign(g_;) = (0, 1).
Enfin, si a ¢ {—1,0, 1}, on trouve

qa(x):a(xl—%—%)2+(a—%)(){2—ai1x3)2+(a—%)(1—ﬁ)x3z.

Une étude de signe des coefficients apparaissant dans cette forme réduite montre alors que

(0,3) siag]—o0,—1]
on(a) = (2,1) siae]—1,0[u]o,1[U]1,2[
MM = 5 0) sia=2 '

(3,0) sia€]2,+o0]

En conclusion, on trouve

(0,3) siae]—o0,—1]
(0,1) sia=-1
sign(q,)=14(2,1) siae]—1,2[
(2,0) sia=2

(3,0) sia€]2,+00]

La forme quadratique est donc non dégénérée pour tout a différent de —1 et 2 et définie positive pour tout a
strictement plus grand que 2.



2. Soit D la droite vectorielle engendrée par le vecteur (2,2,1). Trouver une base de 'orthogonal D de D
pour la forme qj. Les sous-espaces D et D sont-ils supplémentaires ?

La forme polaire de g, est
V(x,y) € (R%)?, b(x,y) = —(x1y5 + Xoy1 + X1Y3 + X3)1 + X2¥3 + X3¥2).
Par définition, I'orthogonal de D pour la forme g, est alors
Dt ={x€R®|3x;+3x,+4x3 =0},

et une base de ce sous-espace vectoriel est donnée par la famille {(—4,0, 3), (0,—4,3)}.
La famille {(2,2,1),(—4,0, 3), (0,—4, 3)} étant libre, on en déduit que D et D' sont supplémentaires.

Exercice 2. Soit n un entier naturel non nul et x, ..., x,, des réels distincts. On considére 'espace vectoriel R,,[X ]
et application ¢ définie par

¥(PQ) € (R,[X])?, @(PQ)= Y P(x)Q(x,).
i=0
1. Montrer que ¢ est un produit scalaire sur R, [X].

On note tout d’abord que ¢ est une application de (R,[X])? dans R. On a

V(RQ) € (R,[X])%, 9(RQ) = Y P(x)Qx) = . QMx)P(x) = ¢(Q.P),

i=0 i=0

¥(RQ.R) € (R,[X])°, YAER, 9(AP +Q,R) = D (AP +Q)(x)R(x;)

i=0

= Z(A p(Xl') + Q(xi))R(xi)

=0
= Z P(x;)R(x;) + Z Q(x;)R(x;)
i=0 i=0

=A¢(PR)+ ¢(Q,R)

VP € R,[X], 9(BP)= > (P(x))* 20,
i=0

et
0(BP)=0 < Vi€ {0,...,n}, (P(x;))> =0 < Vie{0,...,n}, P(x;)=0,
d’out P est de degré inférieur ou égal a n et admet au moins n+1 racines distinctes, ce qui implique que P = O _(x7-

On peut donc conclure que ¢ est un produit scalaire sur R, [X].

2. Montrer que
V(BQ) € (R,[X]), ¢(XPQ) = p(PXQ).

On a
¥(PQ) € (R[X]?, 9(XPQ) = Y (XP)(x)Q(x) = Y x;P(x)Q(x;)
i=0 i=0

= Px)x,Qx) = Y P(x)XQ)(x;) = p(RXQ).

i=0 i=0

3. Déterminer une base orthonormale de R,[X ] pour ce produit scalaire (on pourra considérer la famille des
polynomes de Lagrange associés aux nceeuds X, - .., X;).



Soit (Ly)x—o ... n la famille des polynémes de Lagrange associés aux nceuds xg, ..., Xx,. On a

.....

k€ {0,...,n} IILl? = (L, L) = D (Le(x))* = D (5y)* =1,

i=0 i=0

n n
V(k,D) €{0,...,n}% k#1, ¢(Li, L) = ZLk(Xi)Ll(xi) = Z 0i0i1 = 0y = 0.
i=0 i=1
La famille des polynémes de Lagrange associés aux noeuds X, - .., X, est donc une famille orthonormale de n+ 1

vecteurs de R,[X], qui est un espace vectoriel de dimension n + 1. C’est donc une base orthonormale de cet
espace.

Exercice 3. Soit E 'ensemble des fonctions de classe 6! sur I'intervalle [0, 1] et N I'application définie par

1 3
Vf€E, N(f)= ((f(O))2+ J (f'(t))zdt) .
0

Montrer que N est une norme euclidienne sur E et déterminer le produit scalaire auquel elle est associée.
Soit b 'application de E? dans R définie par

V(f,g) €E* b(f,g)= % (N + ) = (N(F))* — (N (2))?),
soit, apres calculs,

1
V(f,g) € E%, b(f,g) = f(0)g(0) +f f'()g'(t)de.
0
1

1
V(f,8) € E?, b(f,g) = f(0)g(0) +J f'(0)g'(t)dt = g(0)f (0) +f g'(Of (t)dt = b(g, f),
0 0

I'application est donc symétrique,
1
V(f,g,h) €E>, VAER, b(Af +g,h)=(Af +g)(0)h(0)+f (Af +g) (O (t)de
0

1
= (A f(0)+ g(0))n(0) + f A () + g ()R’ () de
0
1 1
= A f(0)h(0) + g(0)h(0) + A J F/(OR'(t)dt + J g'(OR'(t)dt
0 0

1

1
=2 (f (0)h(0) + J FIOR'(E) dt) +g(0)h(0) + f g'(O'(¢)de
0 0
= Ab(f,h)+b(g,h),
I'application est donc linéaire par rapport a son premier argument et donc, par symétrie, bilinéaire. Enfin, on a
1
Vf €E, b(f,f) = (£(0))* +J (f'(0))*dt =0,
0
par positivité de I'intégrale notamment. De plus, il vient

1
b(f,f)=0 < (f(0))*=0et f (f'(1))’dt =0 = (f(0))*=0et YVt €[0,1], (f(1))*=0,
0

par continuité et positivité de (f/)? sur [0, 1]. On en déduit que

f(0)=0etVte[0,1], f/(t)=0,



ce qui signifie encore que la fonction f est constante, de valeur égale a f(0), sur l'intervalle [0,1], dou f = 0.
L’application b est donc un produit scalaire sur E et 'application f — 4/b(f, f) = N(f) est une norme euclidienne
sur E.

Exercice 4. On rappelle que

n
VneN, Zkzz n(n+1{6(2n+1).
k=1

1. Montrer que

n
T~ Zk\/ES n(n+1)v2n+1.
= 2v/3

On consideére le produit scalaire canonique sur R" et les vecteurs x et y de R" définis par
Vke{l,...,n}, x=kety,= Vk.

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on peut écrire

k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

B \J n(n+1)(2n + 1)% n(n+1) _\J n2(n+1)2(2n + 1)
B 6 2 12 '

2. Montrer que
n

¥ne N, Y(xkor,.n € (R, (Z xik) (Z xk) > n?.

k=1 k=1

On considére de nouveau le produit scalaire canonique sur R" et les vecteurs y et z de R" définis par

1
Vke{l,...,n}, yp = — et g = /Xx.
v/ Xk

Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a alors

n 2 n n n
(z 1) () < (zw) (z@kf) _ ( i)( )
=1 k=1 =1 =1 Xk ) \i=1

Exercice 5. Soit E = R et le produit scalaire sur E défini par

=

1
V(x,y) €E?, o(x,y) =2x1y1 +2XoY9 + X3y3— E(Xﬂ’z +Xoy1 + X1Y3 + X3Y1 + X3Y3 + X3Y32).

Déterminer une base orthonormale de E muni de ce produit scalaire.
On applique le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt a la base canonique (eq, e,, e3) de R afin d’obtenir
une base orthonormée (u;,u,, u3). On trouve successivement

1

1 V2
el = V2, dottuy=—e;=| 0 |,
1 1 NG 1 .

( ) 1 ( ) 1
ey, Uy) =———=, eg—(eg,Uy) Uy = —e] + ey =
2, U1 /2 2 )t =7 €17 e

(@RI N



1 1
1 V30
dott uy = 222 ir =22
2 1/TS m )
0 0
2 l
1 5 11 3
es, ———, {eq,Uuy) = ———, e5— e, U )U; = —e1+—eys+es=1| 3|,
(epm) == leata) == = D e mu = ger 4 gt :
1
dotus=21351=| %
1) |5
V2
Exercice 6. On considére la matrice
1 1 8 —4
M==]18 1 4
—4 4 7

Sans calculer son polynome caractéristique, justifier que M est diagonalisable, déterminer ses valeurs propres
avec leurs multiplicités respectives et donner son polynéme minimal.

La matrice M est réelle symétrique, on sait donc qu’elle est diagonalisable et que ses valeurs propres sont réelles.
Le calcul de M "M montre que la matrice est de plus orthogonale, ce qui réduit ses valeurs propres possibles
a —1 ou 1. D’autre part, la trace de M vaut é(l + 1+ 7) =1 et on sait qu'elle est invariante par changement
de base. Ainsi, la somme des valeurs propres de M (en tenant compte de leur multiplicité) est égale a 1, ce qui
permet d’en déduire que —1 est une valeur propre simple et 1 est une valeur propre double. Enfin, la matrice
M étant diagonalisable, on sait que son polynéme minimal est nécessairement scindé a racines simples, d’ol
() = (X + DX —1).

Exercice 7. Soit E un espace vectoriel euclidien, de norme notée |||, et u une isométrie vectorielle de E. On pose
v =u—1idg, ol idy désigne I'application identité de E.
1. Montrer que Ker (v) = (Im(v))*. En déduire que (Ker (v))* =Im(v).

On a d’une part
yeKer(v) <= v(y)=0; < u(y) =y,

et d’autre part
zelm(v) < Ix€E, v(x)=2 < Ix€E, u(x)—x =3,

et par conséquent
(¥, x) = (y,u(x) = x) = (y,ulx)) = (¥, %) = {w(y), u(x)) = (y,x) = (y,x) = (y,x) =0,
car u est une isométrie vectorielle. On en déduit que Ker (v) C Im (v)L. On conclut alors en utilisant que
dim(E) = dim(Im (v)) + dim(Ker (v)) = dim(Im (v)) + dim(Im (v) 1),

la seconde égalité s'obtenant par passage au complémentaire orthogonal, I'espace E étant de dimension finie.
2. Soit

n—1
1
VneN', u, = —Zuk,
iy

ot u¥ = yo---ou. On va montrer que, pour tout vecteur x de E, la suite (u,(x)),cn- converge vers le
|
k fois

projeté orthogonal de x sur Ker(v).

(a) Soit y un vecteur de Ker (v). Montrer que
VneN* u,(y)=y.

On a précédemment vu que u(y) = y et on montre donc aisément que, pour tout entier naturel k non nul,
k o 7 . . _ 1 n _
on au“(y)=y.On en déduit que, pour tout entier naturel n non nul, on a u,(y) = 5 Zk:l y=y.



(b) Soit 4 présent z un vecteur de (Ker (v))*. En se servant de la premiére question, montrer qu'il existe
un vecteur z’ de E tel que

VneN*, u,(z)= % (u““(z’) —z/).

En déduire que la suite (u,(2)),en+ @ pour limite le vecteur nul.

On a vu que (Ker(v))* = Im(v), il existe donc un vecteur 2’ de E tel que z = v(z’). On a donc u(z) =
u(v(z')) = u?(z") —u(z’), d’oty, en raisonnant par récurrence, u*(z) = u**1(z’) — u*(z’) pour tout entier
naturel k non nul. Par conséquent, on trouve que

n+1 n
() = - (Z ut(z) —Zuk(z’)) = %(u"“(z’)—u(z')).
k=1

n k=2

Par passage a la limite, il vient enfin
: : 1 n+le./ / / . 2
0< lim |lu,(z)ll= lim —|u"" (z")—u(z)l <[lz']| lim —=0,
n—+00 n—+00 n n—+oo n

puisque, pour tout entier naturel n non nul, |Ju™!(z")|| = |lu(z")|| = ||#’||, u étant une isométrie vectorielle.
On en déduit la conclusion.

(c) Conclure.

Tout vecteur x de E peut s'écrire comme la somme y + z, avec y dans Ker (v) et z dans (Ker (v))*, y étant
par ailleurs le projeté orthogonal de x sur Ker (v). Les deux derniéres questions permettent alors de montrer
que

im0 = lim () + @)=y +0p =,

ce qui est le résultat attendu.



