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Exercice 1 (polynéme annulateur, 2 points). Soit E un espace vectoriel et u un endomorphisme de E, admettant
un polynome annulateur de degré p non nul. Montrer que, pour tout entier naturel m, 'endomorphisme u™
appartient a Vect({uk}ke{o’m’p_l}).

Exercice 2 (positivité de formes quadratiques, 3 points). Déterminer si les formes quadratiques suivantes sont
positives (a, A et u étant des parametres réels, on discutera en fonction de leurs valeurs respectives).

1. Vx € RY, q(x) = x12 +3x52 +4x32 + x4% + 2 x7 X9 + X1 X4.

2. Vx €R3, q(x) = x;2 + x52 + 2 x3(cos(a) x; + sin(a) x5).

3. Vx eR? q(x)=(1—A)x12+ (1 + A1) x2 + 2ux1 x5

Exercice 3 (pseudo-solutions d’un systéme linéaire, 8 points). Soit m et n deux entiers naturels non nuls et A
une matrice de M,, ,(R).

1. Donner les dimensions de la matrice ATA et établir que Ker (A) = Ker (AT A).
2. Justifier alors que Im (AT)=Im(ATA).
3. Etablir que la matrice AT A est diagonalisable et montrer que ses valeurs propres sont des réels positifs.

Dans la suite de I'exercice, on s’intéresse a 'équation matricielle AX = B, avec X une matrice de M, ;(R) et B une
matrice de M, ;(R). Plus précisément, une matrice X de M, ;(R) est dite solution de cette équation si elle vérifie
I'égalité, et elle est dite pseudo-solution de cette équation si elle vérifie

VZ € M, 1(R), |IAX —B|| < ||IAZ —B]|,

ol ||-|| désigne la norme euclidienne sur M,, ;(R).

4. On suppose qu'il existe au moins une solution de I'équation. Montrer qu'une matrice de M, ;(R) est une
pseudo-solution de I'équation si et seulement si elle est une solution de I'équation.

5. On suppose que la matrice X de M, ;(R) est une pseudo-solution de I'’équation. Montrer que
VAER, VY € M,1(R), A2AY > +2AYTAT(AX —B) >0

(on pourra écrire tout vecteur Z de M, ;(R) sous la forme Z = X + 1Y, avec A un nombre réel et Y une
matrice de M, ;(R)). En déduire que

ATAX =ATB
(on pourra chercher & montrer a partir de I'inégalité que YTAT(AX — B) = 0 pour toute matrice Y de
Mn,l(R))-

6. Réciproquement, montrer que toute matrice X vérifiant la derniére égalité est une pseudo-solution de
I’équation et en déduire qu'il existe toujours au moins une pseudo-solution de ’équation.

7. A quelle condition sur le rang de A 'équation admet-elle une unique pseudo-solution ?



Exercice 4 (polynomes de Hermite, 7 points). Soit E 'ensemble des fonctions f de R dans R continues et telles
2
que l'intégrale f g (x))?e™*" dx converge.
1. Etablir que
2 Lo o 42
V(a,b) € (R,)", ab < E(a + b*).

2. En déduire que, pour toutes fonctions f et g de E, 'intégrale fR f (x)g(x)e_x2 dx est convergente.

On note (-,-) I'application de E? dans R définie par

V(f.g)€E% (f.g) = % f}R{f(X)g(X)e_"2 dx,

F l'espace vectoriel réel des applications polynomiales de R dans R et, pour tout entier naturel n, F, le sous-espace
vectoriel de F des applications polynomiales de degré inférieur ou égal a n.

3. (a) Montrer que E est un espace vectoriel réel.
(b) Montrer alors que (-, -) est un produit scalaire sur E.
(c) Montrer enfin que F C E.

Dans la suite, on notera encore (-,-) la restriction a F (ou F,) du produit scalaire (-,-) sur E, cette restriction
définissant un produit scalaire sur F (ou F,).
Pour tout entier naturel k, on note H; I'application de R dans R définie par

k
Vi €R, Hy(x) = (1) (e,
dxk

En particulier, Hy = 1.
4. Pour tout réel x, calculer H;(x), Hy(x) et H5(x) (on donnera les calculs sur la copie).
5. Montrer que
Yk €N, Vx €R, Hy(x) = 2x Hi(x)— H'(x).
En déduire que, pour tout entier naturel k, H; est une application polynomiale de degré k et donner le
coefficient de son terme de plus haut degré.
6. (a) Montrer que
Yk €N*, VP € F, (BH) = (P',H),

(on pourra réaliser des intégrations par parties et exploiter la relation de récurrence obtenue plus
haut), puis que _
VkEN, Vje{0,...,k}, YP €F, (BH,) = (PY,H,_;).

(b) En déduire que
Yk € N*, VP e Fk—l: (P,Hk> =0.

(c) Conclure que, pour tout entier naturel n, la famille (Hy,...,H,) est orthogonale dans F et que c’est
une base de F,.



