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Calculer le rang de A + 51, et la trace de A.
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Justifier soigneusement que ’on peut déterminer le polynéme caractéristique de A en utilisant sim-
plement les informations de la question précédente.
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La matrice A est-elle diagonalisable dans R ?
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Soit B = ( 2 1 2). En utilisant la matrice B + 313, montrer que B n’est pas diagonalisable.
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Exercice 2. Pour P et Q dans R,[X], on pose (P,Q) = [', P(z)Q(x)dz.

Montrer que (-,-) est un produit scalaire sur R,,[X].
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Pour P € R[X], on définit ®(P) = ((1—X?)P’)". Montrer que ® définit un endomorphisme de R,,[X],
et que de plus, ¢ est autoadjoint pour le produit scalaire (-, -).
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SiB=(R,..., P,) est la base orthonormale de R,,[X] obtenue par le procédé de Gram-Schmidt a
partir de la base (1, X, ..., X™), montrer que pour tout k € [0,n], ®(Py) € Vect(Fp,..., Py), et en
déduire que la matrice de ® dans la base B est diagonale.
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Exercice 3. Espace vectoriel engendré par les matrices spéciales orthogonales.

Soit n > 3. On identifie R™ aux vecteurs colonnes, et on note (ey,...,e,) sa base canonique.

Pour ¢,j € [1,n], on note E; ; la matrice élémentaire dont la j-éme colonne vaut e; et les autres

colonnes sont nulles. Pour ¢ # j on note S;; = I, — 2E;; — 2E; ;. Calculer I'image de la base B
par S; ;, montrer que S, ; € SO(n) et décrire I'isométrie vectorielle correspondante.
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En déduire que (E;; + E;;) € Vect(SO(n)), puis en prenant k # i et k # j (ce qui est possible
puisque n > 3) et en utilisant également (E; ;+ Ej i) et (E;;+ Ej 1), montrer que E; ; € Vect(SO(n)).
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Pour i # j on note R;; la matrice dont la i-¢me colonne est e;, la j-éme colonne est
tout k différent de 7 et de j, la k-iéme colonne est ej. Quelle est I'image de la base B par R;;?

Montrer que R; ; € SO(n) et décrire I'isométrie vectorielle correspondante.

Limage de la base B est donc une base orthonormale aussi.
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Donc c'est bien une isométrie vectorielle. Et en développant par
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Lisométrie correspond a une rotation dangle 1/2 dans le plan Vect({ei, e;})
En effet la matrice de I'isométrie restreinte a ce plan, dans la base
(ei,ej) est
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Calculer R, ;E;; et en déduire que Ej i € Vect(SO(n)).

(Ia’i-€me colonne

K Eu ek fOs k“-ﬁ '10 p t,} -'1 i este)

R e = e) “k"‘

Gumpe Exce Mk (s0)) , ona =t Ao+l

Donc /EJ’ o, Ryh, "'+'°<"‘w"' < Veok (SO()

= ) €50k (C“V éff,mjé/ ';2% %%w} 5_5_(‘.‘)_\1 ,




Si M commute avec toutes les matrices de SO(n), montrer que M est proportionnelle a I,, (on
pourra observer les lignes de E; ;M et les colonnes de M E; ;). Est-ce le cas pour n =27
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Probleme : Théoréme de Perron dans le cas symétrique

I. Introduction. On s’intéresse a des matrices symétriques et a coefficients strictement positifs.

Donner un exemple (simple) en dimension 2 d’une telle matrice qui a une valeur propre A < 0 (et
n’est donc pas définie positive).
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Observer que cette matrice a aussi une valeur propre positive p > |A|, et qu'il existe un vecteur
propre associé a p qui a toutes ses coordonnées strictement positives.
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Le théoreme de Perron généralise ceci : si A est une matrice a coefficients tous strictement positifs,
il existe une valeur propre simple p > 0, et un vecteur propre v associé a p a coordonnées strictement
positives. Toute autre valeur propre (éventuellement complexe) A vérifie |\| < p, et si un vecteur propre
est a coordonnées positives, alors il est proportionnel a v. C’est un théoreme puissant, utilisé notamment
dans le domaine des chaines de Markov en probabilités.

L’objectif de ce probleme est de démontrer le théoreme dans le cas ot A est symétrique, et de 'appliquer
dans un cas particulier. Dans ce probléme, on identifie R™ a I’ensemble des vecteurs colonnes et on le munit
du produit scalaire canonique, noté (-, ).



I1. Soit A =

(@ j)1<ij<n € Sp(R) une matrice symétrique telle que a; ; > 0 pour tout 1

<4,J<n.

On note p sa plus grande valeur propre. Montrer que si x € R" on a (z, Ax)
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Siy = (yi)i1<icn € R", on note [y| = (|yil)1<icn- Montrer que si y # 0, alors —(y, Ay) < (yl, Aly),
et que s'il existe i, jo tels que y;,, > 0 et y;, <0, alors (y, Ay) < (|y|, Aly]).
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Donc en faisant la somme sur i et j on a bien 'inégalité stricte demandée :
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Soit v = (v;)1<i<n, Un vecteur propre associé a p, tel que v;, > 0 pour un iy € [1,n]. Montrer que pour
tout i € [1,n], v; > 0. En écri

0. En écrivant Av = pv, en déduire que p > 0 et que pour tout ¢ € [1,n], v; > 0
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Si w = (w;)1<i<n est un vecteur propre associé a p, on note o = maxe[i,] o Montrer que av — w
. K3
a toutes ses coordonnées positives et au moins une coordonnée nulle. En déduire que 1’espace propre
associé a p est de dimension 1.
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Si y = (¥i)1<i<n €St un vecteur propre associé a A # p, que vaut (y,v) 7 En déduire qu’il existe g, jo

tels que y;, > 0 et y;, <0, et que |\ < p.
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Si z € R, montrer que HpimAmx - WW’ z)v][2 =0
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ITI. Application & une matrice (dite « bistochastique »). Soit A = —— :
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Trouver (deviner...) un vecteur propre de A & coordonnées strictement positives, et déduire de la

partie précédente la plus grande valeur propre de A. ,
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montrer qu’elles convergent et donner leur limite en fonction de ag, 5y et Y.

o(hr) m (')(e
Oh ‘\(/Th' g/m — ﬂ (@ :&ol .
m @ Phq (e:(‘)L /{
On o elonc {/7C»‘ ~ &)WV | o avecV= j’i (IvI=1)
Lototde [A° %G
Donc (v, PV = 3 //l(\) _ & )
Rot docfiVe \ . Olt/3400
g Done X, %l%i /[Zm-> i /4?(,,\._4 o




