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Exercice 1 (décomposition de Schur). Soit n un entier naturel non nul. Montrer que toute matrice d’ordre n réelle M dont
le polynéme caractéristique est scindé se décompose sous la forme

M =QTQ",

ol Q est une matrice orthogonale et T est une matrice triangulaire supérieure.

Soit u 'endomorphisme de R" canoniquement associé a M. Par hypothese, cet endomorphisme est trigonalisable, c’est-a-dire
qu'il existe une base {eq,...,e,} de R" telle que, pour tout entier i de {1,...,n}, u(Vect({eq,...,e;})) C Vect({e,...,e;}). Soit
{fi,---, fa} la base orthonormale de R" obtenue a partie de {e;,...,e,} par application du procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt. Par propriété du procédé, on a, pour tout entier i de {1, ...,n}, Vect({f;,..., fi}) = Vect({e;, ..., e;}) et cette
derniére base est donc aussi une base de trigonalisation de u. La matrice de passage Q de la base canonique a {fi,..., f,}
étant la matrice de passage d’'une base orthonormale a une autre, elle est orthogonale et le résultat est donc démontré.

Exercice 2. Soit E un espace vectoriel euclidien et u un endomorphisme de E tel que
Vx €E, [lu(x)ll < llx]l.

Montrer que
Vx €E, [lu()ll < llx]|.

En utilisant I'inégalité de Cauchy—Schwarz et I’hypothése, on a
Vx € E, [ ()lI* = (u(x), u(x)) = {u(u*(x)), %) < [lu@CNllxll < llu*Gollllxll,
dont on déduit le résultat, que u*(x) soit nul ou non.

Exercice 3. Soit n un entier naturel non nul, M une matrice d’ordre n réelle symétrique définie positive et N une matrice
d’ordre n réelle symétrique positive.

1. Montrer que la matrice I, + MN est inversible.

La matrice M étant réelle symétrique définie positive, elle est inversible, son inverse est aussi une matrice réelle symétrique
définie positive et on peut donc écrire I, + MN = M(M~! + N). La matrice M~! + N est réelle symétrique et on a alors

VX € My (R)\ {0y, )}, X' (MT'+N)X =X "M™'X + X 'NX > 0.

On en déduit que la matrice M~ + N est définie positive, donc inversible, et la matrice I, + MN est inversible en tant que
produit de matrices inversibles.

2. On suppose dans cette question que la matrice N est de plus définie. Montrer que (M +N)™' # M1 +N~! (on pourra
raisonner par I'absurde).

On raisonne par 'absurde en supposant que (M + N)(M ! + N~!) = I,.. En développant, il vient alors
MN'+NM'+1,=0,.

La matrice M étant réelle symétrique définie positive, elle est inversible, et, en multipliant ’égalité ci-dessus a droite par la
matrice M, on arrive a la relation équivalente

MN'M+N+M=0,.
Les matrices M, N et N~! étant définies positives, on a alors
VX € M1 (R)\ {0y )}, X (MN'M +N +M)X = (MX)'N'(MX)+X 'NX +X MX >0,

ce qui est absurde.



Exercice 4. Déterminer la nature de 'endomorphisme de I'espace euclidien R® orienté dont la matrice dans la base canonique
est

(-2 6 -3
2le 3 2
7\-3 2 6

On note M la matrice. On a MM " = I,, 'endomorphisme est donc une isométrie vectorielle. La matrice est également
symétrique, on en déduit que 'endomorphisme est une symétrie orthogonale. On détermine enfin le sous-espace de R®
invariant par 'endomorphisme en caractérisant ker(M — I3). On a
—9x1 + 6X2 - 3X3 =0
Xerr(M—I3) — 6X1_4X2+2.X3=0 — BX1_2X2+X3=O,
_3X1 +2X2_X3 == O

et 'endomorphisme est donc la réflexion par rapport au plan d’équation cartésienne 3x; —2x, + x5 = 0.

Exercice 5 (polyndmes d’Hermite). On note E 'ensemble des applications f de R dans R continues et telles que I'intégrale
+0oo 2 —x2 . . . . .
f_oo (f(x))?e™ dx est convergente, F le R-espace vectoriel des applications polynomiales de R dans R et, pour tout entier
naturel n, F, le R-espace vectoriel des applications polynomiales de R dans R de degré inférieur ou égal a n. On rappelle

que

+00
J e dx = V7.

1. (a) Etablir que
Y(a,b) €[0,+00[?, ab < %(a2 + b?2).

Pour tout couple de réels (a,b), on a 0 < (a — b)? = a® —2ab + b2, d’ot1 2ab < a® + b2. On obtient le résultat en
divisant par 2 cette derniere inégalité.

(b) En déduire que, pour tout couple (f, g) d’applications de E, I'intégrale ff:: f(x)g(x)e™ dx est convergente.
En utilisant le précédent résultat, on a

Vx eR, |f(x)g()l = 1f (gl < % (If GOl +1g()I?).

2 . o . e . ’ .
*", qui est strictement positive, et en intégrant, on obtient

d <+ U (f (O))%e™ dx + J (g(x))2e™ dx),

2 —o0 —00

En multipliant cette inégalité par e™

f [F (g™

dont on déduit que I'intégrale est absolument convergente, puisque f et g sont des éléments de E, et donc convergente.
(c) Montrer que E est un R-espace vectoriel.
On montre que E est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des applications de R dans R continues. Tout

d’abord, si f est 'application nulle, 'intégrale f j:: (f (x))%e™™" dx est nulle et donc convergente. Ainsi, 'ensemble E
n’est pas vide. Ensuite, pour tout couple d’applications (f, g) de E et tout réel A, la fonction Af + g est continue et
on a

+00 +00

f (Af () + g(x))%e ™ dx = Azf (f ())e™ dx +2 f FG)g(x)e™ dx + f (g(x))%e™ dx.

—0Q —0oQ —0Q
Les trois intégrales du membres de droite étant convergentes par définition de E et par la question précédente, on en
déduit que Af + g est un élément de E, ce qui achéve de montrer que E est un sous-espace vectoriel.
(d) Montrer alors que I'application notée (-,-) et définie par

V(f,g) € E% (f,g) = % f F0)g(x)e™ dx,

est un produit scalaire sur E.
On note tout d’abord que, I'intégrale définissant le produit scalaire étant convergente pour tout couple d’éléments de
E, application est a valeurs dans R. Elle est clairement symétrique, par commutativité de la multiplication de réels.
Soit A un réel et f, g et h trois éléments de E. On a

1 +00 . B +00 .
(Af +g,h) = Jr JOO (Af () + g(x)h(x)e™ dx = W foo (Af (0)h(x) + g(x)h(x))e™ dx
2 +00

= 7= . f()h(x)e™ dx +

1

ﬁfoo g(x)h(x)e™ dx,



toutes les intégrales étant convergentes. L'application est donc linéaire a gauche et donc, par symétrie, bilinéaire. On
a également que

Vf €E, (f.f)= % f (f (x))%e ™ dx > 0,

par positivité de I'intégrale d’une fonction positive. Enfin, si (f, f) = 0, cela implique que, par continuité et positivité
de I'intégrande ainsi que la stricte positivité de la fonction exponentielle,

Vx €R, (f(x))2 ™ =0 < Vx€R, f(x)=0 < f=0,.

L'application définit bien un produit scalaire sur E.
(e) Montrer que F C E.

11 suffit de montrer que, pour tout entier naturel n, la fonction puissance x — x" appartient a E. Il découle des
. ; . . . —x2

croissances comparées des fonctions puissance et exponentielle que x*"e™ = o (xl—z) lorsque |x| tend vers +00. On

peut alors conclure par comparaison des intégrales généralisées de fonctions positives.

Dans la suite, on note ||-|| la norme associée a ce produit scalaire et on admet que la restriction de ce produit scalaire a F
(ou & F,)) est encore un produit scalaire, que 'on continue de noter (-, -).

On note ¢ l'application de R dans R, de classe ¢ °°, définie par ¢(x) = e et, pour tout entier naturel n, H, 'appli-
cation de R dans R définie par la formule de Rodrigues :

Vx €R, H,(x) = (—1)"e* o™ (x),

ot1 ™ désigne la dérivée ne de . En particulier, on a : Hy = 1.

2.

(a) Donner, en faisant apparaitre les calculs, les applications H;, H, et Hj.

On a
Vx €R, ¢'(x)=—2xe™, ¢"(x) = (4x>—2)e™ et " (x) = (—8x> + 12x)e ™,

d’ou
Vx € R, Hy(x) = 2x, Hy(x) = 4x>—2 et Hy(x) = 8x° —12x.

(b) Montrer la relation de récurrence suivante :
VneN, Vx €R, H,1(x)=2xH,(x)—H, (x).
En dérivant la formule définissant H,, pour tout entier naturel n, il vient

Vx €R, H,'(x) = (=1)"2xe™ ™ (x) + (—=1)"e* ™D (x) = 2xH, (x) — H,., (x).

(c) En déduire que, pour tout entier naturel n, H, est une application polynomiale de degré n et déterminer le
coefficient de son terme de plus haut degré.

On raisonne par récurrence sur I'entier n. Pour n = 0, la propriété est vraie puisque H, = 1. On suppose que la
propriété soit vraie pour un entier naturel n. Les applications H," et x — 2xH,(x) sont polynomiales, respectivement
de degré strictement inférieur a n et de degré n+ 1, on déduit donc de la relation de récurrence précédente que H,,,,
est une application polynomiale de degré n + 1. Pour tout entier naturel n, on note a,, le coefficient du terme de plus
haut degré de H,. On a a, = 1 et, pour tout entier naturel n, on déduit de la relation de récurrence précédente que
Q41 = 2a,. La suite (a,) ey €st donc une suite géométrique de raison 2 et de premier terme 1, d’ou a,, = 2".

(d) Calculer alors H,.
En utilisant la relation de récurrence précédente et le calcul de H; effectué plus haut, on trouve

Vx € R, Hy(x)=2x(8x%—12x) — (24x* —12) = 16x* — 48x% + 12.

(e) Montrer enfin que
VneN, Vx €R, H(—x) = (—1)"H,(x).

Que dire de la parité de 'application H,, ?
On montre facilement, en raisonnant par récurrence, que

VYneN, Vx €R, o™ (—x) = (=1)"¢™(x)
Ainsi, on a
VneN, Vx €R, Hy(—x) = (—1)"e o(—x) = (=1)"e* (—1)"¢™(x) = (—1)"H,(x).

On en déduit que I'application H, possede la méme parité que I'entier n.



3. (a) Montrer que
VneN, YPeF, (P H, )= (PH,).

On considere I'intégrale définissant le membre de gauche de I’égalité, mais sur un intervalle borné [m, M ], et on réalise
une intégration par parties, toutes les fonctions impliquées étant de classe 6* sur R. On a, en utilisant la relation de
récurrence précédente au rang n— 1,

M

M
J P'(x)H, 5 (x)e ™ dx = [p(x)Hn,l(x)e*XZ]’f +f P(x)H, (x)e ™" dx

m m

On conclut en divisant par 4/7, en faisant tendre m vers —oo et M vers +00 et en utilisant les croissances comparées
des applications polynomiales et exponentielles.
(b) En déduire que
VneN*, YPE€F,_;, (BH,) =0.

En raisonnant par récurrence sur I'entier n et en procédant comme dans la question précédente, on établit facilement
que
VTl € N*’ VP € Fn—1’ (P’Hn> = <P(n)’Hn—n> - <P(n)’H0> :

La dérivée ne d’une application polynomiale de degré n — 1 étant identiquement nulle, le membre de droite de cette
derniére égalité est nul.
(c) En déduire que, pour tout entier naturel n, la famille (Hy, ..., H,) est orthogonale dans F.

Silentier n est nul, le résultat est clairement vrai. On suppose que n est non nul et on considere deux entiers distincts
ietjde{0,...,n}. Par symétrie du produit scalaire, on peut supposer dans perte de généralité que i < j. On sait
d’apres la question 2.(c) que H; appartient a F; C F;_; et que H; appartient a F;. Le résultat de la question précédente,
appliqué pour n = j et P = H;, montre alors que (Hl-,H j> = 0, ce qui implique que les éléments de la famille sont
orthogonaux deux a deux.

(d) Etablir que, pour tout entier naturel n, la famille (H,, ...,H,) est une base de F,.

D’apres les précédentes questions, la famille (H,...,H,) est orthogonale et constituée d’éléments non nuls de F,,.
C’est ainsi une famille libre de cardinal n+ 1 d’un espace vectoriel de dimension n+ 1, et donc une base de cet espace.

(e) Montrer enfin que, pour tout entier naturel n, ||H,||*> = (Hn(“),H()) et en déduire la valeur de ||H,||.

En raisonnant par récurrence comme a la question 3.(b), il vient
1 +00 1 +00 1
2 2
|H,|I* = (H,,H,) = (H,",Hy) = — H,™(x)Hy(x)e™ dx = — 2"nle™ dx = —=2"nly/m = 2"n!,
VT ) e Vo N

d’ou ||H,|| = v2"n!.

On note u, v et w les applications de F dans F respectivement définies par
VP EF, Yx €R, u(P)(x)=—P"(x)+2xP'(x)+ P(x), v(P)(x) = 2xP(x)—P’(x), w(P)(x) = P’'(x).

4. Montrer que u est un endomorphisme de F.

Pour tout P de F, I'application u(P) est une combinaison linéaire d’applications polynomiales, donc un élément de F. Pour
tout réel A et tout couple (P,Q) d’éléments de F, on a, par linéarité de la dérivation,

Vx €R, u(AP +Q)(x) = —(AP +Q)"(x) + 2x(AP + Q) (x) + (AP + Q)(x)

=—AP"(x)—Q"(x)+2AxP’(x) + 2xQ’(x) + AP(x) + Q(x)
= A(—P"(x) +2xP'(x) + P(x)) + (—Q"(x) + 2xQ’(x) + Q(x))
= Au(P)(x) + u(Q)(x),

et donc u est une application linéaire.

On admet que v et w sont aussi des endomorphismes de F.

5. (a) Etablir quevow=u—idy etwov =u+idg.
On a, pour tout P de F et tout x de R,

vow(P)(x)=v(P")(x)=2xP'(x)—(P")(x)=—P"(x) +2xP'(x) + P(x) — P(x) = u(P)(x) — P(x)
et

wov(P)(x)=(v(P))(x)=2P(x)+2xP'(x)—P"(x) = —P"(x) + 2xP’(x) + P(x) + P(x) = u(P)(x) + P(x).



(b) En déduire que uocv—vou=2v.

En utilisant les résultats de la question précédente, on a
vowov=(vow)ov=(u—idp)ov=uov—vetvowov=vo(wov)=vo(u+idy)=vou+v,

dottuov—vou—2v=0gcp).
6. Montrer que, pour tout réel A et tout P de F, si u(P) = AP, alors u(v(P)) = (A + 2)v(P).

On a, d’apres la question précédente,
2v(P) =uov(P)—vou(P)=u(v(P))—v(u(P)) = u(v(P)) —v(AP) = u(v(P)) — Av(P),

d’ott u(v(P)) = 2v(P) + Av(P).
7. (a) Calculer u(Hy).
On a H,' =H,"” = 0p, dott u(H,) = H,.
(b) Calculer, pour tout entier naturel n, v(H,,) et en déduire que u(H,) = (2n+ 1)H,,.

En utilisant la relation de récurrence établie a la question 2.(b), on a
VneN, Yx €R, v(H,)(x) = 2xH,(x) —H,'(x) = H,1(x).

On raisonne par récurrence pour prouver I'identité. Pour n = 0, le résultat est vrai d’apres la question précédente. On
suppose alors que, pour un entier naturel n, u(H,) = (2n+ 1)H,,. En utilisant la question 6, on a alors

u(H,y1) =u(v(H,)) = (2n+1)+2)v(H,) = (2(n + 1) + 1)H, ;.

8. Etablir que
V(BQ) € F?, (P',Q) = (u(P),Q) — (PQ).

Comme dans la question 3.(a), on considere I'intégrale définissant le membre de gauche de I’égalité, mais sur un intervalle
borné [m, M], et on réalise une intégraltion par parties, toutes les fonctions impliquées étant de classe €' sur R. On a

M

M
¥(BQ € F, f PIIQ e dx =[P)Quoe™ ]| - f (P(x) — 2xP'())Q(x)e ™ dx

m

M
:[p’(x)Q(x)e*XZ]f+ f ((P)(x) — P(x))Q(x)e™ dx.

En divisant par /7, en faisant tendre m vers —oo et M vers +00 et en utilisant les croissances comparées des applications
polynomiales et exponentielles, on arrive au résultat attendu.

9. Soit n un entier naturel.

(a) Montrer que la restriction de u a F,, notée u|_, est un endomorphisme de F,,.

Pour tout élément P de F,, u(P) est une combinaison linéaire d’éléments de F, et donc un élément de F,. La restriction
de u a F, définit donc un endomorphisme de F,,.

(b) Montrer que cet endomorphisme est auto-adjoint.

D’apres la question 8, on a, en particulier,

Y(BQ 2, (u, (P),Q)=(u(P),Q) =(P,Q)+(RQ), (1, (Q),P) = (u(Q),P) = (Q’,P')+ (@,P),

dont on déduit que, par symétrie du produit scalaire,

V(RQ) e F,2 (u, (P),Q)=(Pu, (@)).

(c) Donner une base orthonormale de F, constituée de vecteurs propres de u,
n

On sait d’apres la question 3.(d) que la famille (Hy, ..., H,) est une base orthogonale de F,,. Par ailleurs, on sait d’apres
la question 7.(b) que, pour tout entier naturel i de {0, ...,n}, H; est un vecteur propre de uj_ associé a la valeur propre

2i + 1. Il résulte alors de la question 3.(e) que la famille (%)0<_< est une base orthonormée de F,, constituée de
. sisn

vecteurs propres de u,_.
n



