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Exercice 1 (réduction d’une forme quadratique). Déterminer une base orthonormée de R* relativement a laquelle la
matrice de la forme quadratique

Vx € R, q(x) = 2x12 + 4x,% + 2x3% + 442 — 6X1 X5 + 27 X3 + 621 X4 — 6X5X5 — 85X 4 + 6X3X,

est diagonale. En déduire la signature et le rang de q.
On détermine une telle base en diagonalisant la matrice de g relativement a la base canonique, qui est la matrice réelle
symétrique

2 -3 1 3

-3 4 -3 —4

M= 1 -3 2 3/

3 -4 3 4
dans une base orthonormée. On a y,(X) = (X + 1)X(X —1)(X —12), d’ot1 les valeurs propres de M sont —1,0, 1 et 12. Il y
a deux valeurs propres strictement positives, une strictement négative et une nulle, on en déduit donc que la signature de
q est (2,1) et que le rang de q est 3. Une base orthonormée de R* relativement & laquelle la matrice de q est diagonale est
obtenue en déterminant une base orthonormée de vecteurs propres de M. On a

SX1_3X2+X3+3X4=O
_SX1+5X2_3X3_4X4:0 3 3
MX =—-X — = X =X3= —Xg = —=Xy,
X1_3X2+3X3+BX4=0 2 2
3x1 —4x5+3x3+5x4,=0
2X1_3X2+XS+3X4:O
—3x1 +4xy—3x3—4x,=0
MX =0 < — x;=x3=0et xy =Xy,
X1 —3x,+2x3+3x4,=0
3X1_4X2+3.X3+4X4=0
X1_3X2+X3+3X4:O
MX =X < _BX1+3X2_3X3_4X4:O = X2:X4ZOCtX1:—X3,
3X1_4X2+3X3+3X4=0
_1OX1_SX2+X3+3X4:O
_3x1_8X2_3X3_4X4:0 2 2
MX =12X < — x1:X3:——X2:—X4’
X1_3X2_10X3+3X4=0 3 3
3x1—4X2+3X3—8X4:0

dont on déduit la base

\]‘gﬁﬁ\]‘g_ﬁ\ﬁ 0 Y2 Y2 (V2 Y2, 5@_(&@\]‘3
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qui est telle que voulue.

Exercice 2 (probleme aux moindres carrés). Calculer

1
inf f (In(t) —at — b)?dt.
0

(a,b)eR?

On reconnait un probléme aux moindres carrés en considérant 'espace vectoriel E des fonctions réelles définies et continues
sur l'intervalle ]0, 1] et de carré intégrable, muni du produit scalaire

1
V(f,g) €E, (f,g>=f f(t)g(t)de.
0



La quantité recherchée est alors d(f,F)?, avec d la distance euclidienne dans E, f : t — In(t) et F = Vect({t — 1,t — t}).
On a alors d(f,F)? = |If —pr(f)II?, ot pp est la projection orthogonale sur F. Il est clair que les fonctions t — 1 et
t — t sont linéairement indépendantes. On peut donc poser pg(f)(t) = at + b, sachant que (f,t— 1) = (pp(f),t — 1) et
(f,t = t) = (pp(f),t — t), puisque f —pgp(f) est orthogonal a F. On a

1 1
1
(f,tH1>=f In(e)de = [¢In(t)— ], =—1, (pF(f),tHI)zf (at—i—b)dt:[%tz—i-bt] =§+b,
0 o =0
1 1 571 1 1
t t 1 a b a b
gt ty=| In(H)tdt=—| —-dt=—|— =—_, Lt t) = at+b)tde = —t3+—t2:| =—+4 -,
Grom= | == [ fa——| ] =L im0 = | @ermia=[feede] 24l
et on obtient ainsi le systéme linéaire
—1=24p
2
Ll_a )b
4 3 2
qui a pour solutiona =3 et b = —%. On en conclut que la borne inférieure atteinte vaut, par utilisation de la relation de

Pythagore, ||f —ps (NI = lIf I? = lps(AI* =2—F = 3.

Exercice 3 (représentation d’une forme linéaire). Soit n un entier naturel et E = R,[X ] 'espace vectoriel des polyndmes
a coefficients réels de dégré inférieur ou égal a n.

1. Justifier existence et 'unicité d’'un polynéme Q de E tel que

1

VP e€E, P(O)= f P()Q(t)dt.

0

Il est clair que I'application de E dans R définie par P — P(0) est une forme linéaire non nulle sur E. De la méme maniére, on
peut montrer que 'application de E X E dans R définie par (P,Q) — fol P(t)Q(t)dt est un produit scalaire sur E. Lexistence et
l'unicité du polynome Q est alors une conséquence du théoréme de représentation de Riesz dans I'espace euclidien constitué
par E muni de ce produit scalaire.

2. Montrer que le polyndéme Q est de degré n.
Indication : on pourra se servir du fait que Uinverse de la matrice H d’ordre m, avec m un entier naturel non nul, ayant

pour coefficients h;; = iﬂ%l, a des coefficients entiers, s’exprimant en fonction de coefficients binomiaux, donnés par
. _ i m+i—1\(m+j—1\(i+j—2)>
V() € (eesm)?, (7 = (-0 - T (T
m—j m—i i—1

L'identité de la premiére question étant vraie pour tout polynéme de E, elle I'est en particulier pour ceux de la base canonique
de E. Il en résulte que les coefficients du polynome Q dans la base canonique de E sont solutions d’'un systeme linéaire de
n+ 1 équations a n + 1 inconnues, dont la matrice H a pour coefficients les scalaires

1 1
V(i,j)e{l,...,n+1}% h”:J ti‘ltf‘ldt:J tH2dr = ———|
0 0

et pour second membre

0
Il en résulte que les coefficients de Q sont ceux de la premiére colonne de I'inverse de H. Ces derniers étant tous non nuls
d’aprés l'indication, on en déduit que Q est de degré n.

Exercice 4 (propriétés des endomorphismes antisymétriques). Soit n un entier naturel, E un espace euclidien de dimen-
sion n, de produit scalaire noté (-, ), et u un endomorphisme de E. On rappelle que u est dit antisymétrique si et seulement
si u* = —u, ou I'endomorphisme u* désigne I'adjoint de u.
1. Pour tout couple de vecteurs x et y de E, développer (u(x + y),x + y), puis montrer que u est antisymétrique si et
seulement si
Vx € E, (u(x),x)=0.

On a
V0, y) € E%, (u(x +y),x+y) = (u(x),x) + u(x),y) + (), x) + w(y),y).



On suppose que u soit antisymétrique. Par propriété de ’adjoint, on a alors

V(x,y) € E%, (u(x),y) =—{x,u(y)),
et donc, pour y = x,
Vx €E, (u(x),x)=—(x,u(x)) =—(u(x),x) &< Vx €E, (u(x),x)=0.
Réciproquement, si on a
Vx €E, (u(x),x)=0.

En utilisant le calcul du développement précedent, on trouve que

V(x,y) €E?, 0= (u(x+y),x +y) = (u(x),y) + (u(y),x),

d’ou
V(x,y) € E?, (u(x),y) =—(u(y),x) =—(x,u(y)).

2. On suppose dans cette question que la dimension de E est non nulle. Soit 8 = {e,,...,e,} une base orthonormée
de E.

(a) Donner une expression des coefficients de la matrice M de u dans la base 4.

On a
V@i, i) €{L,...,n}% my; = (u(e;), e;).

(b) Que dire de la matrice M si u est un endomorphisme antisymétrique ?

Si u est un endomorphisme antisymétrique, on a
V(i) € {1y, my = (ule)), ) = —(ejule) = —(ule), ¢;) = —my;,

et la matrice de 'endomorphisme est antisymétrique.
Réciproquement, si la matrice M est antisymétrique, on a

V(x,y) € E2, (u(x),y) = Matz(u(x))) "Matz(y) = (MMat 4(x)) Mat 4(y)
= (Mat4(x))"M "Mat 4(y) = —(Mat(x)) " MMatg(y) = —(Matg(x)) Maty, (u(y)) = — (x,u(y)),

et 'endomorphisme est antisymétrique.
Dans cette partie, on suppose 'endomorphisme u antisymétrique et non nul.
3. Montrer que si le nombre réel A est une valeur propre de u, alors A = 0.

Soit A une valeur propre réelle de u et x un vecteur propre associé. On a
0= (u(x), x) = (Ax,x) = A {x,x) = Allx|]*.

Puisque le vecteur x est non nul, le réel ||x|| est non nul, d’ou A est nulle.

4. Montrer que les sous-espaces vectoriels ker(u) et Im (u) sont supplémentaires orthogonaux. En déduire que ker(u) =
ker(u?), ot u®> =uou.

Soit x un élément de ker(u) et y un élément de Im (u). Il existe un vecteur z de E tel que u(z) = y. Il vient alors

(X,y) = (X’u(Z» = —<U(X),Z> = <OE’Z> =0,

ce qui montre que ker(u) et Im (u) sont orthogonaux. En particulier, on a ker(u) N Im (u) = {0z}, ce qui permet de conclure
que ker(u) et Im (u) sont supplémentaires en utilisant le théoréeme du rang.

Il est clair que ker(u) C ker(u?). Soit x un élément de ker(u?). On a u%(x) = u(u(x)) = 0, d’ot1 u(x) appartient a ker(u) N
Im (u). On en déduit que u(x) = O, d’ot1 x appartient a ker(u) et donc ker(u?) C ker(u).

5. Montrer que ’'endomorphisme 12 est auto-adjoint et que ses valeurs propres sont négatives ou nulles.

L'endomorphisme u étant antisymétrique, on a
V(x,y) € B, (u*(x),y) = — (u(x), u(y)) = —(—{x,1*(3))) = (x,u*(1)).

Ceci montre que I'endomorphisme u? est auto-adjoint. Soit A une valeur propre de u? et x un vecteur propre associé. On a
alors
MlxlI> = A (x, x) = (1 (x), x) = = (ux), u(x)) = —[luC)l1*.

2
Le vecteur x étant non nul,ona A = — Hlﬁ(;ll)zn et il est clair que A est un réel négatif ou nul.




6. (a) Montrer que 'endomorphisme u? admet au moins une valeur propre non nulle.

Lendomorphisme u? étant auto-adjoint, il est diagonalisable et il existe une base de E formée de vecteurs propres de
u?. Si 0 est la seule valeur propre de u2, alors ker(u?) est le seul sous-espace propre de u?, d'ott E = ker(u?). Ceci
implique, par une question précédente, que E = ker(u), et u est donc 'endomorphisme nul, contredisant ’hypothese
faite en début de partie. Ainsi, 'endomorphisme u? admet au moins une valeur propre non nulle.

Soit x un vecteur propre de u? associé a une telle valeur propre. On note F le sous-espace vectoriel de E engendré
par la famille {x,u(x)}.

(b) Montrer que F est stable par u et de dimension égale a 2.

On sait qu'il existe un réel A non nul, et méme strictement négatif, tel que u?(x) = Ax. Ainsi, on a
u(F) = u(Vect({x,u(x)})) = Vect({u(x), u*(x)}) = Vect({u(x), Ax}) C F,

ce qui assure que F est stable par u.

La famille {x,u(x)} étant génératrice de F, on va montrer qu’elle est libre. Pour cela, on suppose la famille liée. Le
vecteur x étant non nul, il existe un réel a tel que u(x) = ax. On a alors u?(x) = a?x = Ax, ce qui entraine que
A = a?, contredisant que A est strictement négatif. La famille est donc libre et F est un sous-espace vectoriel de E de
dimension 2.

(c) Montrer que le supplémentaire orthogonal F* est stable par .

Soit y un élément de F1. Pour tout vecteur z de F, u(z) appartient a F, d’ot1 (u(z), y) = 0. Lendomorphisme u étant
antisymétrique, on a alors — (z,u(y)) = 0, d’ott u(y) appartient & F*. Le sous-espace vectoriel F* est donc stable
par u.

(d) Montrer que 'endomorphisme induit par u sur F*, noté u , , est antisymétrique et qu'on aIm (u) = F&Im(u ).

Lendomorphisme induit par u sur F* est un endomorphisme de F* tel que

0oy e (FL), (u,, (0, y) = (u(x), y).

C’est donc un endomorphisme antisymétrique. On déduit de la question précédente que son image est un sous-espace
de F*, ce qui implique que F NIm (um) = {0z}. Les sous-espaces F et Im (um) sont donc en somme directe.

On a précédemment établi que x = u (%u(x)) et donc x est un élément de Im (u). Ainsi, le sous-espace F est inclus
dans Im (u). L'image de u,, étant aussi contenue dans Im (u), la somme F & Im (u|F | ) est contenue dans Im (u).
Réciproquement, soit y un élément de Im (u). Il existe alors un vecteur z de E tel que u(z) = y. Les sous-espaces F
et F1 état en somme directe, on peut écrire z comme la somme z = 2’ + 2", oll 2’ appartient a F et z” appartient a
F*.On a alors u(z) = u(z’") + u(z"), ot le vecteur u(z’) appartient a F, par stabilité de F par u, et u(z”) appartient a
Im (u‘Fl ). Ainsi, le vecteur y appartient a F @ Im (u‘FL ).

Par double inclusion, on a montré que Im (u) = F & Im (u|F )

7. En déduire que le rang d’'un endomorphisme antisymétrique est pair.
Indication : on pourra raisonner par récurrence sur la dimension de E.

On raisonne par récurrence sur la dimension de E. Si E est de dimension nulle, alors nécessairement Im (u) = {0z}, et le
rang de u est nul et donc pair.

Soit n un entier naturel. On suppose que tout endomorphisme antisymétrique d’un espace vectoriel euclidien de dimension
inférieure ou égale a n soit de rang pair. Soit u un endomorphisme antisymétrique d’un espace vectoriel E de dimension
n+ 1. Si u est nul, son rang est nul et donc pair. Si u est non nul, alors u? posséde un valeur propre non nulle et, pour
tout vecteur propre x associé a cette valeur propre, le sous-espace F = Vect({x,u(x)}) est de dimension 2 et stable par u,
impliquant que F est stable par u. Lendomorphisme induit par u sur F* est antisymétrique et tel que Im (u) = F ®Im (u| ).

On a dim(F') = dim(E) —dim(F) =n+1—2=n—1, le rang de up, est donc pair en vertu de 'hypothese de récurrence.
Il reste a remarquer que rang(u) = dim(Im (u)) = dim(F) + dim(Im (u| )=2+ rang(u| ) pour conclure que le rang de u
est pair.

On considére une application des précédents résultats. L'espace euclidien E est ici de dimension 4 et u est un endomorphisme
de E de matrice

0 4 1 -1
—4 0 -1 -1
M=1_11 0 =s
1 1 5 0

dans une base % = {e,, e,, e5,¢e,} orthonormée de E.

8. (a) Montrer que 'endomorphisme u est antisymétrique.

On observe que la matrice M est antisymétrique. Comme c’est la matrice de u dans un base orthonormée, on en déduit
que u est un endomorphisme antisymétrique.

(b) Vérifier que le vecteur x = e; + e, — e5 est un vecteur propre de u?.



On a

1 3 -9 1
1 -3 -9 1
2 — — —
MA 1 [=Ml o |5 o |70 )
0 -3 0 0

dont on déduit que e; + e, — e5 est un vecteur propre de u? associé a la valeur propre —9.

(c) Soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par la famille {x,u(x)}. Déterminer une base orthonormée de F
et une base orthonormée de F*.

On sait déja que la famille {x,u(x)} est une base de F, et méme une base orthogonale, puisque (u(x),x) = 0. Une
base orthonormée de F est donc {‘/%(e1 +ey—e3), ‘/%(el —e,—e,)}. Lorthogonal F* est de dimension 2 et un systéme
d’équations cartésiennes de ce sous-espace est donné par

X1t Xyg—Xx3=0etx; —Xy—Xx3=0 & X3=Xx1 +Xy €L X4 =X —X>.

On en déduit que {%(el +es+ey), %(62 +e3— e4)} est une base orthonormée de F*.

(d) En déduire une base orthonormée de E et deux nombres réels a et 3 tels que la matrice de u dans cette base soit

0 —a 0 0
a 0 0 0
0 0 0 —B
0 0 B O

Les sous-espaces F et F' étant supplémentaires, une base orthonormée de E est obtenue par réunion des bases
orthonormées de F et de F* trouvées dans la question précédente. On détermine la matrice de u dans cette base. On a

u(i(e +es+e ))—Lu(e +es+e )—i(e —e,—ey)
1/5 1 3 4 1/§ 1 3 4 1 2 4)

V3
et
u(%(el —ey —e4)) = %u(el —ey—ey) = —%(el +e,—es3),
puis
1 1 6
u(ﬁ(el +es+ 64)) = ﬁu(el +egte,)= —ﬁ(ez +e3—ey),
et

1 1 6
u (—(e2 +eq —e4)) =—u(e,+e;—ey) =—=(e; +es+ey).

V3 V3 V3

La matrice de u dans la base orthonormée trouvée est donc

o O wo
O OO O



