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Exercice 1 (forme quadratique, 5 points). Soit n un entier naturel. On considere I'application définie sur I’en-
semble des polynomes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n par

1

VP € R,[X], q(P) = f (P'(x))* w(x) dx,

0

ol P’ désigne le polyndme dérivé de P et w est une fonction définie sur I'intervalle [0, 1] & valeurs réelles, continue
et strictement positive.

1. Montrer que g est une forme quadratique.
2. Déterminer la forme polaire de g, son cOne isotrope et son noyau.

3. En déduire un sous-espace vectoriel F de R,[X] sur lequel la restriction de la forme polaire de q est un
produit scalaire.

4. On suppose dans cette question que la fonction w est constante et égale a 1. Déterminer la matrice de g
relativement a la base canonique de R,,[X]. Quel est le rang de cette matrice ?

Exercice 2 (inégalité arithmético-géométrique, 4 points). Soit n un entier naturel non nul supérieur ou égal
a2.
1. Montrer que la fonction logarithme népérien In est strictement croissante et concave sur son domaine de
définition.
2. En déduire l'inégalité
1 A+ +A
(Ag...Ap)n < 21
n
ol A4, ..., A, des nombres réels strictement positifs. On pourra pour cela admettre le résultat suivant : soit
I un intervalle réel et f une fonction de I dans R. Si f vérifie la condition suivante pour p = 2, alors elle la
vérifie pour tout entier p supérieur ou égal a 2 :

V(Xl,---,xp)élp, f(ll +.l-).+7tp) < f()\l)+.P.).+f(Ap)‘

3. En déduire I'inégalité

(der(s))7 < 7

pour toute matrice S une matrice symétrique positive de M, (R).

T 3
det(M)] < (M) ,

4. En déduire l'inégalité

pour toute matrice M de M,(R).

Exercice 3 (théoréme de Courant-Fisher, 7 points). Soit n un entier naturel non nul, E un espace euclidien de
dimension n, de produit scalaire noté (-,-) et de norme associée notée ||-||, et u un endomorphisme auto-adjoint
de E. Le but de cet exercice est de donner une caractérisation variationnelle des valeurs propres de u.



1. Justifier que u possede n valeurs propres Aq,...,A,, telles que A; < --- < A,, et qu'il existe une base
B ={ey,...,e,} orthonormée de E formée de vecteurs propres associés.

On souhaite montrer que

Vke{l,...,n}, A, = inf sup M’
FeGexer\fog)  IIXIl
ol G désigne I'ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimension k.

2. Montrer que
VYke{l,...,n}, Yx € Vect({eq,...,ex}), (u(x),x) < Allx|.

3. En déduire que

Vke{l,...,n}, A= — (u(x),zx).
xeVect({eq,....ex })\{O0g} ||X||

4. Soit k un entier de {1,...,n} et F un élément de Gy.

(a) Montrer que l'intersection de F et de Vect({ey,...,e,}) ne peut étre réduite au vecteur nul.
Indication : on pourra utiliser la formule de Grassman.

(b) Montrer que
(u(x), x)

v € (F nVeet(fep, - en)\ {0e}, A< =

{u(x),x)
2

llx]]

(c) Montrer que I'ensemble { ,Xx €F\ {OE}} est une partie non vide et majorée de R.

(d) Déduire alors des questions précédentes que

A= sup (U(X),ZX) < sup (U(X),2X>.
xevect(fey, e \0g} 11Xl xer\fog}  I1xIl

5. Montrer alors que

)\k=£nin sup (u(x—),zx),
G yer\{0,} 11Xl

et conclure.

Exercice 4 (norme de Frobenius et valeurs singuliéres, 4 points). Soit m et n deux entiers naturels non nuls
et M une matrice non nulle de M, ,(R).

1. Rappeler ce qu’est une décomposition en valeurs singulieres de la matrice M.
On consideére la norme de Frobenius de M, donnée par |[M||; = v/ tr(MTM).

2. Montrer que pour toute matrice orthogonale P d’ordre m et toute matrice orthogonale Q d’ordre n, on a
IPM|lp = IMQIlr = lIM]|F.

3. Montrer alors que
M|l = o1® +---+ 0,7,

ouoq,...,0, sont les valeurs singulieres de M. En déduire ’encadrement

4. On suppose dans cette question que la matrice M est de rang un, c’est-a-dire qu’il existe X de M,, ;(R) et
Y de M, 1(R) telles que M =X Y. Montrer que

IM[p = IIXIp Y]]

En déduire I'unique valeur singuliére de M.



