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Exercice 1 (forme quadratique). Soit n un entier naturel. On considére I'application définie sur 'ensemble des
polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a n par
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ol P’ désigne le polyndme dérivé de P et w est une fonction définie sur I'intervalle [0, 1] & valeurs réelles, continue
et strictement positive.

1. Montrer que q est une forme quadratique.
On introduit I'application
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Celle-ci est clairement une forme bilinéaire symétrique (ceci résulte de la linéarité de la dérivation et de I'intégrale
et de la commutativité du produit de nombres réels) et on a

VP €R,[X], b(RP)=q(P).

On en déduit que la forme q est quadratique.
2. Déterminer la forme polaire de g, son cone isotrope et son noyau.

La forme bilinéaire b associée a g introduite dans la question précédente est symétrique; c’est donc la forme
polaire de g. La fonction w étant strictement positive, on peut par ailleurs observer que g est une forme quadra-
tique positive (ceci résule de la positivité de I'intégrale), d’oti son céne isotrope coincide avec son noyau. Le cone
isotrope est constitué des polynémes dont les polynémes dérivés sont nuls en tout point de I'intervalle [0, 1],
c’est-a-dire des polynomes constants.

3. En déduire un sous-espace vectoriel F de R,[X] sur lequel la restriction de la forme polaire de g est un
produit scalaire.

D’apres ce que l'on vient de voir, la forme polaire de g est positive. Elle est donc un produit scalaire sur tout
sous-espace vectoriel de R,[X] dans lequel son noyau est réduit au polynéme nul, c’est-a-dire le seul polyndme
constant est le polyndme nul. On peut donc poser

F={PeR,[X]|P(0)=0}.

4. On suppose dans cette question que la fonction w est constante et égale a 1. Déterminer la matrice de q
relativement a la base canonique de R,[X]. Quel est le rang de cette matrice ?

Soit M la matrice de g relativement a la base canonique {1,X,...,X"}. Ona

0 sii=1louj=1,

Y(i,)efl,....,n+1}% m;j = fl(i—1)(j—1)xi+j_4dx= i—1)(G—-1)
o i+j—3

sinon.

Le noyau de la forme quadratique étant le sous-espace des polynomes constants, le rang de cette matrice est égal
an.

Exercice 2 (inégalité arithmético-géométrique). Soit n un entier naturel non nul supérieur ou égal a 2.



1. Montrer que la fonction logarithme népérien In est strictement croissante et concave sur son domaine de
définition.
La fonction In est de classe 62 sur R* . Sa dérivée In’(x) = }( est positive, et ne s’annule qu’'en x = 1, sur ce
domaine, ce qui fait de In une fonction strictement croissante, et sa dérivée seconde In”(x) = —)% est négative,
ce qui en fait une fonction concave.

2. En déduire l'inégalité
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ol Aq,..., A, des nombres réels strictement positifs. On pourra pour cela admettre le résultat suivant : soit
I un intervalle réel et f une fonction de I dans R. Si f vérifie la condition suivante pour p = 2, alors elle la
Vvérifie pour tout entier p supérieur ou égal a 2 :
Al+---+xp) _FO) e+ F ()
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Par stricte croissance de la fonction In sur R’ , démontrer I'inégalité équivaut a montrer

A’1+'”+A’n)
n 5

In((A...2,)7) < m(
soit encore, par propriété du logarithme,

In(A,)+---+1n(A,) Sln(kl+~-+kn)
n n

La fonction In étant par ailleurs concave, son opposée est une fonction convexe, qui vérifie par conséquent la
condition du résultat de 'énoncé pour p = 2. Il en résulte que I'inégalité ci-dessus est vraie.

3. En déduire I'inégalité

(det(s)t < O,

pour toute matrice S une matrice symétrique positive de M, (R).

La matrice S étant réelle symétrique, elle est diagonalisable, ce qui implique, par invariance du déterminant et de
la trace par similitude, que det(S) = A;... A, ettr(S) = A, +---+ A,, ot A4,..., A, désignent les valeurs propres
de S. La positivité de S entraine par ailleurs la positivité de ses valeurs propres. Si I'une des valeurs propres
est nulle, I'inégalité est alors trivialement satisfaite. Sinon, il suffit d’utiliser I'inégalité arithmético-géométrique
précédemment démontrée, en considérant que les nombres réels A4,..., A, sont les valeurs propres de S.
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4. En déduire I'inégalité

pour toute matrice M de M,(R).

. ; I . T T .
La matrice M " M est réelle symetrique, puisque (MTM) =MT (MT) =M"M, et positive, car
VX € M,1(R), X 'M"MX = (MX)"MX =||MX|]*> 0.
On déduit alors de la question précédente que

tr(M™M)

(det (MTM))% < —

Par propriété du déterminant, on a det (M ™ ) = det (M T) det(M) = det(M)?* = |det(M)|?, ce qui permet de
conclure par croissance de la fonction x — xZ sur R,.
Exercice 3 (théoreme de Courant-Fisher). Soit n un entier naturel non nul, E un espace euclidien de dimension

n, de produit scalaire noté (-, -) et de norme associée notée ||-||, et u un endomorphisme auto-adjoint de E. Le but
de cet exercice est de donner une caractérisation variationnelle des valeurs propres de u.



1. Justifier que u possede n valeurs propres Aq,...,A,, telles que A; < --- < A,, et qu'il existe une base
B ={ey,...,e,} orthonormée de E formée de vecteurs propres associés.

L'endomorphisme u étant auto-adjoint, on sait qu'il est diagonalisable dans une base orthonormée de E et que
ses valeurs propres sont réelles.
On souhaite montrer que

Vke{l,...,n}, A, = inf sup M,
FEGk vep\fop}  I1XII2
ol Gy désigne I'ensemble des sous-espaces vectoriels de E de dimension k.
2. Montrer que
Vke{1,...,n}, Yx €Vect({ey,...,ex}), (u(x),x) < Agllx|.
Pour tout vecteur x de Vect({e;,...,ex}), ona

k

k k
X = le-ei et (u(x),x) = Zlixiz < Akaiz = Agellx||*.
i=1

i=1 i=1

3. En déduire que

VkE{l,...,n}, A,kz Sup (U(X),ZX).
xeVect({eq,....ex })\{0g} ||X||

Le vecteur e; étant un vecteur propre associé a la valeur propre Ay, on a

(uler), ex) = (Axex, ex) = Axllerll.
On déduit alors de la précédente inégalité que

u(eg),e 5
A = ( ( k) k) _ max (U(X) X)
llex |1 xeVect({eg,ex D\O0g}  ||x||2

I'existence du maximum assurant celle de la borne supérieure (puisque c’est la borne supérieure).
4. Soit k un entier de {1,...,n} et F un élément de Gy.

(a) Montrer que l'intersection de F et de Vect({es,...,e,}) ne peut étre réduite au vecteur nul.
Indication : on pourra utiliser la formule de Grassman pour minorer la dimension de cette intersection.

11 découle de la formule de Grassmann et du fait que la famille {ey,...,e,} est orthogonale que

n > dim(F + Vect({ey, ...,e,})) = dim(F) + dim(Vect({ey, . .., e,})) — dim(F NnVect({eg, ..., e,}))
=k+(n—k+1)—dim(F nVect({ey,-...,e,})),
d’ott
dim(F NnVect({ex,...,e })) = k+(n—k+1)—n=1.
Il n’est donc pas possible que l'intersection soit réduite au vecteur nul.

(b) Montrer que
{u(x), x)

]2

Tout vecteur x non nul de F NVect({ey,...,e,}) peut sécrire x = Y., x;e;, d'olt

Z?:k Aix;? _ (u(x), x)
Dk X2 [l ]2

Vx € (F nVect({eg,...,e,})) \ {0g}, Ax <

Ay <

(c) Montrer que I’ensemble { (uﬁiﬁ’zx) ,Xx €F\ {OE}} est une partie non vide et majorée de R.

Lensemble est non vide, puisque F contient un vecteur non nul appartenant a Vect({ey,...,e,}) d’apres la
question précédente. Par ailleurs, 'application de 'inégalité établie a la premiere question dans le cas k = n
conduit, en utilisant que Vect({e;,...,e,}) =E, a

(), x) _

Vx € E\ {0z}, ———— <21,
x € E\{0g} <2

ce qui fait que 'ensemble est majoré.



(d) Déduire alors des questions précédentes que

Ap = sup —(u(x),zx) < sup —(u(x),zx).
xeveet(fey, e 0} 11Xl xer\{og}  I1xIl

La question précédente assure que I'ensemble { <u|?§ﬁ’2x> ,Xx €F\ {OE}} admet une borne supérieure, qui est

nécéssairement telle que
u(x),x
A < sup <—)’2>,
x€F\{0g} [l ||
compte tenu de I'inégalité obtenue plus haut. On se sert alors de la caractérisation de A, trouvée dans la
question 3.

5. Montrer alors que

Ak=£11in sup (u(x—),zx),
G yer\{0,} 1l

et conclure.

Le sous-espace vectoriel Vect({eq,...,e;}) est de dimension k et appartient donc a Gy. Il résulte de la précédente
question que
u(x), x ) u(x), x
xevect({ey,..e)\0g} Xl FE€G yep\{0,) Il

I'existence du minimum assurant celle de la borne inférieure (puisque c’est la borne inférieure).

Exercice 4 (norme de Frobenius et valeurs singuliéres). Soit m et n deux entiers naturels non nuls et M une
matrice non nulle de M, ,(R).

1. Rappeler ce qu’est une décomposition en valeurs singulieres de la matrice M.

Une décomposition en valeurs singulieres de M consiste en I'écriture
M=UxV',

ou U est une matrice orthogonale d’ordre m, V est une matrice orthogonale d’ordre n et X est la matrice de

M, »(R), écrite par blocs,
2 0
2 — r r,n—r ),
(Om—r,r Om—r,n—r

avec 2. une matrice diagonale d’ordre r égal au rang de M,

(o8] 0 0
0 -
2, = 5
0
0 0 o,

dont les coefficients diagonaux sont réels et tels que 0y > -+ > o, > 0.
On consideére la norme de Frobenius de M, donnée par ||M||z = v/ tr (M TM).

2. Montrer que pour toute matrice orthogonale P d’ordre m et toute matrice orthogonale Q d’ordre n, on a
IPMllr = IMQllr = IM]l-

On a d’une part

IPM|lz = v/tr(PM)TPM) = /tr (MTPTPM) = /tr (MT,,M) = || M|,

et d’autre part, en utilisant une propriété de la trace,

IMQllr = Vtr (MQ)TMQ) = r(QTMTMQ) = tr (MTMQQT) = y/tr (MTMI,) = ||M||5.



3. Montrer alors que
IMIlg* = 01 + -+ 0,2,

ol 04,...,0, sont les valeurs singulieres de M. En déduire 'encadrement

En utilisant I'invariance de la norme de Frobenius par transformation isométrique démontrée dans la question
précédente et en reprenant les notations utilisées plus haut pour une décomposition en valeurs singuliéres de M,

il vient
m

n r
2 _ 5T 2 _ 2 _ 2 _ 2
IMIle> = UMV = (1312 = DD (2 = Do
i=1 j=1 k=1
La plus grande valeur singuliére étant o;, on peut minorer cette derniére somme par 0,2 et la majorer par ro;2,
dont on déduit I'encadrement voulu.

4. On suppose dans cette question que la matrice M est de rang un, c’est-a-dire qu’il existe X de M,, ;(R) et
Y de M, 1(R) telles que M =X Y. Montrer que

IMIle = IXIE 1Yl

En déduire 'unique valeur singuliere de M.

La matrice M étant de rang un, on sait qu’elle possede une unique valeur singuliére, qui vaut donc ||M ||z d’apres
la question précédente. On a

M|y = v/tr (MTM) = \/tr((XYT)TXYT) =/t (YXTXYT).

La matrice X ' X est carrée d’ordre 1, d’'unique coefficient valant Z?:l x;2. On en déduit que

IM|[p =

n
> ix2 /(YY) =
i=1

n
> 2V e = XY e
i=1

L'unique valeur singuliere de M est donc || X||z||Y ||z.



