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Exercice 1. Soit A la matrice
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Calculer son polynoéme caractéristique, noté P, et factoriser
son polynome dérivé P’.
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La matrice A est-elle diagonalisable dans C? :
ls Mmewes de P7 sonk Oeb s .
On Q P(O>: ‘V’S; s 'P(B) et 32"- 8*33+4g.x3?— —-\[—5: 7 O
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[ Exercice 2. Soit A € M5(R) une matrice inversible, vérifiant Tr(A) = 6 et A3 — 34% + 24 = 0.

Montrer qu’il existe un polynéme annulateur de A de degré 2.

On o A(A-3A 10T)=0 o onme A ol bl
on opfiok A=3A+2 T =0.

P(X}: xl— 3K +;Z; Q/Srvﬂ P"Rf“‘;"tf’ ﬁhm/&:'f@f’if 64///4
(de deg 2)

La matrice A est-elle diagonalisable ? Quelles sont ses seules valeurs propres possibles ?
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Déterminer ’ordre de multiplicité de chacune des valeurs propres, et en déduire le polynéme caracté-
ristique de A, ainsi que son polynéme minimal.
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[ Exercice 3. Soit E = M, ,(R), avec n et p dans N*.

Pour A, B € E, on pose (A, B) = Tr(A" B). Montrer que l’application (-, -) ainsi définie est un produit
scalaire sur L.
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doe Yoy ay =0, 0 f=0.
Den(, <‘/ -> &M dégﬂle P?S(l?ifg/ .
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carrées, et B € M, ,(R). Montrer que M commute avec sa transposée M T si et seulement si B = 0
et A et C commutent avec leurs transposées (penser a prendre la trace du bloc haut gauche).
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Soit M = ( ) une matrice triangulaire par blocs, avec A € M, (R) et C € M,(R) des matrices




Exercice 4. Soit F I'espace vectoriel des formes bilinéaires de R™ x R".

Quelle est la dimension de E? On pourra donner un isomorphisme d’un espace de matrices dans F.
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- Pour b € E, on note ¥(b) 'application (x,y) — b(y,x). Montrer que I’application ¥ ainsi définie est un
endomorphisme de F et décrire les sous-espaces vectoriels ker(U — idg) et ker(¥ + idg)
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L’endomorphisme ¥ est-il diagonalisable?
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Probléme : polynémes annulateurs de deux matrices différentes.

Soit A; € Mu(R), et Ay € M,(R), avec n,p € N*. On suppose que on a @, et Qo dans R[X] tels que

— ()1 est un polynéme annulateur de Ay,
— ()9 est un polynome annulateur de As,
— (1 et () sont premiers entre eux.

I. Etude d’un endomorphisme de M, ,(R). Si H € M, ,(R), on note ®(H) = A H — HA,.

Montrer que 'application ® ainsi définie est un endomorphisme de M, ,(R).

Dour 'féM/P (ﬂ@ on a blen @M\
e e O ,/4 EMG(8)  on abie
O lh+50E,) = AA(Aan\H (H-r(w Jh = 4 (B H- H/%L)u(/m M)
A@(P) £ @[H)
Done § ot Do Ae My p(R) dine Jui- mime

Si w et si () X]. montrer que Q(A;)H = HQ(A;) (on pourra commencer avec @ = X*).
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On considere des polyndmes R; et Ry de R[X] tels que Q1R +Q2Ry =1 (de tels polynomes existent par
le théoréme de Bézout). En exprimant (Q; Ry )(A;)+(Q2R2) (A1), montrer que que Q2(A;) est inversible.

Cna @b QRIW-T - His o QRN
"Donc LQZ (AA) EQ(AA> = I
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Déduire des deux questions précédentes que ® est injectif, puis montrer qu’il est bijectif.
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par blocs, avec B € M,, ,(R). L’objectif est de montrer que ()1Q4 est un polynéme annulateur de M.

II. Application a I’étude d’une matrice par blocs. Soit M = € M, 1,(R) une matrice

Soit H € M, »(R). On pose P = (IO ?) Montrer que P~! = (Ig }H>, puis calculer PM P!
P
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Commp/ @ o B(Jé(/hx{& /TJ? QM\SJZ H *0? 7(/6 @ZH};B ) fzw{m
Tenc B H/}Z‘Hl%l = ﬁ(foH/}Z 72H = i

Done PMP™ - (?; O> ?M_

Déduire de la partie précédente (I'étude de ®) que M est semblable a M =

Si Q € R[X], calculer Q(M) en fonction de Q(A;) et Q(Az) (on pourra commencer avec Q=% Bn
déduire que (Q1Q9 est un polynome annulateur de M.

On q M k-« (AA > (pmf e Fleda, rmmoﬂnf&> :
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Done ¢ o quxk Q(ﬁ):Zﬂk&/k: (’3’/{/} ¢, > (/’n)
k=0 . k=0 O ?

Si Q € R[X], calculer Q(PM P~ 1) en fonction de Q( ), puis en conclure que Q@2 est un polynoéme
annulateur de M.
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