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Le symbole ¢ indique un exercice difficile.
Dans ces feuilles, on désignera par K un corps qui peut étre R ou C.

0 Révisions

Les exercices de cette section portent sur des notions et résultats de base introduits durant la premiere année de licence.
Ils ne seront pas traités en séance, sauf ceux relatifs a la notion de base duale, qui intervient dans I'étude des formes
quadratiques. Il est néanmoins essentiel de parfaitement maitriser 'ensemble des concepts sous-jacents.

Exercice 1. (sous-espaces vectoriels) Pour chacun des sous-ensembles de R® suivants, indiquer s’il s’agit d’un sous-espace
vectoriel et, le cas échéant, en donner la dimension et une base, préciser s’il s’agit de I'espace entier ou en donner un
supplémentaire.

E,={x €R®| —x; +2x,+ x5 =0} 2. Ey = {x € R®|x;x, =0}.
E;={x €R®|2x; —x, = 1}. 4. E,={x €R®|x, = x;%}.
Es = {x € R®| —x; +2x, +4x5 > 0}. 6. Eg = {0} x R x {0}.

E,={x € R®|2x; +3x,—5x3 =0} N {x € R®|x; —x, + x3 =0}
Eg = {x € R®|2x; + 3x, — 5x3 = 0} U {x € R®| x; — x5 + x5 = 0}.
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Exercice 2. (sous-espaces vectoriels) Déterminer si les ensembles suivants sont ou ne sont pas des sous-espaces vectoriels.
1. E; ={P e R[X]|P(0)=P(2)}.

E,={P eR[X]|P'(0) =2}.

L'ensemble des fonctions de R dans R qui sont dérivables.

L'ensemble des fonctions de R dans R qui sont bornées.

L'ensemble des fonctions de R dans R qui sont majorées.

L'ensemble des fonctions de R dans R qui sont paires.

L'ensemble des fonctions de R dans R qui sont paires ou impaires.
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L’ensemble des solutions de 'équation différentielle y’(x)+a(x)y(x) = 0, ol a est une fonction de R dans R continue.

Exercice 3. (sous-espaces vectoriels engendrés) Dans chacun des cas suivants, donner la dimension et un systeme d’équa-
tions du sous-espace vectoriel engendré par la famille de vecteurs.

1. {(9,2),(8,-3),(3, )} 2. {(6,0,—5),(-1,2,1),(0,1,—1)}.
3. {(5,-4,7,8),(-3,3,1,-2)}. 4. {(-1,2,1,4),(0,3,—1,2),(—2,1,3,6)}.

Exercice 4. (intersection de sous-espaces vectoriels) Déterminer l'intersection des plans P; et P, de R3 dans chacun des
cas suivants.

1. P; a pour équation cartésienne x; —2 x5, + x5 = 0 et P, a pour base {(1,0,2),(0,1,3)}.
2. P, et P, ont pour équation cartésienne x; —2x, + x3 =0 et ax; + b x, + x3 = 0 respectivement.
3. P; et P, ont pour base {(1,1,1),(1,2,0)} et {(1,0,1),(1,1,0)} respectivement.

Exercice 5. (intersection et union de sous-espaces vectoriels) Soit E un K-espace vectoriel, n un entier naturel supérieur
ouégal a2etEy,...,E, des sous-espaces vectoriels de E.

1. Montrer que N}_, E; est un sous-espace vectoriel de E.



2. Montrer que U}_, E; est un sous-espace vectoriel de E si et seulement si I'un des sous-espaces contient les autres.

Exercice 6. (sous-espaces supplémentaires) On se place dans 'espace R>.

1. Trouver une condition nécessaire et suffisante sur le réel a pour que le plan P d’équation cartésienne x; + x5, +x3 =0
et la droite D de vecteur directeur u, de coordonnées (a,1,1) dans la base canonique, soient deux sous-espaces
supplémentaires de R®.

2. On suppose a présent que a = 1. Wérifier que P ® D = R>. Déterminer une base {e;,e,} de P. Pourquoi la famille
{e;,e,,u} est-elle une base de R* ? Déterminer les coordonnées dans cette nouvelle base du vecteur ayant pour coor-
données (1,2, 3) dans la base canonique.

Exercice 7. (sous-espaces supplémentaires) Soit E I'espace vectoriel des fonctions de R dans R, F le sous-espace vectoriel
des fonctions périodiques de période 1 et G le sous-espace vectoriel des fonctions tendant vers 0 en +00. Démontrer que
F NG = {0}. Les sous-espaces F et G sont-ils supplémentaires ?

Exercice 8. On note E = R;3[X ] 'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a trois. On
considere les sous-espaces vectoriels de E suivants :

H={P€E|P(2)=0} etD= {P €E|P(1)=P'(1)=P"(1)=P"(1)}.

1. Rappeler quelle est la dimension de E et donner sa base canonique.
2. Donner une équation et trouver une famille génératrice de H. Quelle est la dimension de ce sous-espace ?

3. Ecrire la formule de Taylor pour un polynéme P appartenant i D et en déduire la forme générale des éléments de D.
Quelle est la dimension de ce sous-espace ?

Exercice 9. (base des polynomes de Lagrange) On note E = R3[X ] 'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels
de degré inférieur ou égal a trois.

1. Déterminer les quatre polynémes L;, k =0,1,2,3, de E tels que
Vke{0,1,2,3}, Ly(k)=1et, Vie{0,1,2,3}\ {k}, L (i) =0.

2. Montrer que la famille {L,, L;, Ly, L5} est une base de E et donner les coordonnées d’un polynéme quelconque de E
dans cette base.

Exercice 10. Soient f; et f, les deux éléments de £ (R?,R) définis par

f1(x, x5) = x1 + x5 et fo(x1,x5) = x1 — X,
1. Montrer que (fi, f,) forme une base de (RZ)*.
2. Exprimer les formes linéaires suivantes dans cette base :
g(x1,x3) = x1, h(xy,x5) = 2x; — 6x5.
Exercice 11. Soit f I'application linéaire de R*® dans R* ayant pour noyau le plan P défini dans l'exercice 6 et telle que

£((1,1,1)) = (1,2, 3). Ecrire la matrice de f dans la base {e, e, u} déterminée dans 'exercice 6, puis dans la base canonique
de R3.

Exercice 12. On note E = R,[X] 'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré inférieur ou égal a deux.

1. Montrer que {1,X,X?} et {1,X —1,X?} sont des bases de R,[X].

2. Ecrire la matrice de passage de {1,X,X?} vers {1,X —1,X?}.

3. Déterminer la matrice de 'endomorphisme de E défini par P — P’ dans ces deux bases.
Exercice 13. (forme linéaire) Soit f la forme linéaire sur R* définie par

Vx € RY, f(x)=2x,—x3+x,.
Déterminer la matrice de f dans la base canonique de R* et donner une base de son noyau.
Exercice 14. (forme linéaire) Déterminer la forme linéaire f définie sur R® telle que
f(1,1,1)=0, f(2,0,1)=1et f(1,2,3) =4,

et donner une base de son noyau.



Exercice 15. Déterminer le noyau et I'image de 'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base canonique est

1 -1 1
M=|-1 1 1
0 0 O

Ces deux sous-espaces sont-ils supplémentaires ?

Exercice 16. Soit f I'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique {e;, e,, e5,e,} est

7 3 -1 —2
54 3 0
M=111 1 s
8§ 5 2 4

Montrer que f n’est pas bijectif.

Montrer que {f (e,), f (es), f (e4)} est une base de 'image de f.

Calculer f((1,—2,1,0))

Déduire des questions précédentes la dimension du noyau de f et la forme générale de ses éléments.
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Exercice 17.Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle, f et g deux endomorphismes de E.
1. Montrer que rg(f o g) < rg(g) avec égalité si et seulement si ker(f)NIm(g) = {0z}
2. Montrer que rg(f o g) < rg(f) avec égalité si et seulement si rg(g) = rg(f) + dim(Ker () N Im(g)).

Exercice 18. (caractérisations des homothéties) Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle. On dit qu'un
endomorphisme u de E est une homothétie s’il existe un scalaire A tel que, pour tout vecteur x de E, on a u(x) = A *.

1. Soit u un endomorphisme de E tel que, pour tout vecteur x de E,la famille (x,u(x)) est liée. Montrer que u est une
homothétie.

2. En déduire que, si un endomorphisme v de E n’est pas une homothétie, alors il existe deux vecteurs e; et e, de E qui
sont linéairement indépendants et tels que e, = v(e;).

3. Soit u un endomorphisme de E qui commute avec tout endomorphisme v de E. Montrer que u est une homothétie.

Exercice 19. (produits matriciels possibles) On considére les matrices suivantes :

1 2 1 5 s -1 1 3
A=(1 2 3),3:(_2),c= -3 0 ,D:(5 0),15: -1 —4 0
1 2 0 2 5

Quels sont les produits matriciels possibles entre ces matrices ?

Exercice 20. (calcul d’inverses de matrices) Dire si les matrices suivantes sont inversibles et, le cas échéant, calculer leur
inverse :

Exercice 21. (rang d’une matrice a parametre) Déterminer, suivant la valeur du réel a, le rang de la matrice suivante :

3

1 a d a

A= a a@® a® 1
a2 @ 1 a
a 1 a a

Exercice 22. (trace et produit de matrices) Soit n un entier naturel non nul, A et B deux matrics de M, (R).
1. On suppose que tr(AAT) = 0. Que dire de la matrice A?
2. On suppose que, pour tout X de M,(R), on a tr(AX) = tr(BX). Montrer que A = B.

Exercice 23. (changement de bases) Soit f I'application linéaire de R® dans R? dont la matrice dans les bases canoniques
respectives de ces espaces est
2 -1 1
A= (3 2 —3) '

On note (e;, e,, e3) la base canonique de R® et (fi, f,) celle de R2. On pose alors

1 1
e;=eytes, e, =e3+el, e;=e +eyetf/ = E(fl +£2), fy = E(fl_fz)-



1. Montrer que (e}, e}, e}) est une base de R*, puis que (f, f,) est une base de R?.

2. Quelle est la matrice de f dans ces nouvelles bases ?

Exercice 24. (base duale) Soit E un R-espace vectoriel et {e;, e;,e3} une base de E, de base duale notée {e],e;,e;}. On
définit des formes linéaires f", f." et f," sur E par

fi=2el+es+e;, f =—el+2e;, f =e]+3e;.
Montrer que {f, f,’, f;'} est une base de E* et déterminer la base {fi, f,, f3} de E dont elle est la base duale.

Exercice 25. (polyndmes et base duale) Soit E = R3[X]. On considére la famille {{,,£,,£{,,{5} d’éléments de E* définis
par
Vie{0,...,3}, VP €E, {;(P)=P(i).

Montrer que {{y,{;,¢,,{;} est une base de E* et déterminer la base de E dont elle est la base duale.

Exercice 26. (changement de base et base duale) Soit n un entier naturel non nul et E un espace vectoriel de dimension
finie égale a n. Soit 8 = (e;,...,e,) une base de E et B’ = (f1, ..., f,) une base de E distincte de 9. Exprimer la base duale
de #’ en fonction de celle de 2.

1 Réduction des endomorphismes

1.1 Sous-espaces vectoriels stables par un endomorphisme

Exercice 27. Soit E un K-espace vectoriel, u un endomorphisme de E et x un vecteur non nul de E. Montrer que Vect({x})
est stable par u si et seulement s’il existe un scalaire A tel que u(x) = A x.

Exercice 28. Soit E un K-espace vectoriel, u un endomorphisme injectif de E et F un sous-espace vectoriel de dimension
finie de E stable par u. Montrer que 'endomorphisme induit par u sur F est bijectif.

Exercice 29. Soit E un K-espace vectoriel, u un endomorphisme de E et p une projection de E. Montrer que

pou=uop < Im(p) et Ker(p) sont stables par u.

Exercice 30. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle, u un endomorphisme de E et x un vecteur non nul
de E.

1. Justifier qu’il existe un entier naturel non nul p tel que la famille (x,u(x),...,u?"(x)) est libre alors que la famille
(o, u(x),...,uP7(x),uP(x)) est lide.

2. Observer qu’alors le sous-espace vectoriel E, (x) = Vect({x, u(x),..., up_l(x)}) est stable par u.

Exercice 31. (suites des noyaux et images itérés) Soit E un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de E.
1. (a) Montrer que, pour tout entier naturel k, on a Ker (u*) ¢ Ker (u**1).

(b) Dans cette question, on suppose qu’il existe un entier naturel p tel que Ker (u?) = Ker (u?*1). Montrer que, pour
tout entier k supérieur ou égal 4 p, on a Ker (u*) = Ker (u**1).

(c) On suppose dans cette question que E est de dimension finie n non nulle. Pour tout entier naturel k, on pose
d, = dim(Ker (u¥)).
i. Montrer que la suite (d )rey €St monotone.
ii. En raisonnant par 'absurde, montrer qu’il existe un entier naturel r inférieur ou égal a n tel que d, =d, ;.
iii. En déduire que la suite (d; )iy €St stationnaire.

2. (a) Montrer que, pour tout entier naturel k, on a Im (u**') ¢ Im (u*).
(b) Dans cette question, on suppose qu’il existe un entier naturel q tel que Im (u9*!) = Im (u?). Montrer que, pour
tout entier k supérieur ou égal & g, on a Im (u**') = Im (u).
(c) On suppose dans cette question que E est de dimension finie n non nulle. Pour tout entier naturel k, on pose
— di k
d; = dim(Im (u")).
i. Montrer que la suite (d; )yey est monotone.
; 1 ol r est 'entier défini dans la question 1(c)ii.
iii. En déduire que la suite (d; )xey est stationnaire.

ii. Montrer que d’ =d

3. On suppose dans cette question que E est de dimension finie n non nulle. On pose

N = U Ker(u¥) et I = m Im (u®).
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(a) Montrer que N =Ker(u") et I =Im(u"), ou r est 'entier défini dans la question 1(c)ii.
(b) Etablir que N et I sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires stables par u, tels que les restrictions de u a
N et I sont respectivement nilpotente et bijective.

(c) Réciproquement, on suppose E = F & G avec F et G des sous-espaces vectoriels stables par u tels que les restric-
tions de u a F et G sont respectivement nilpotente et bijective. Etablirque F =N et G =1.

1.2 Eléments propres

Exercice 32. Calculer les valeurs propres et les vecteurs propres des matrices a coefficients réels suivantes :

-1 2 -1 1 1 -1 0o -1
1. .2 . 3. .4 .
1 -2 2 -2 1 1 1 2
Que dire si I'on considere que ces matrices sont a coefficients complexes ? Dans ce dernier cas, vérifier que la trace d’'une
matrice est la somme de ses valeurs propres et que son déterminant est le produit de ses valeurs propres.

Exercice 33. Soit n un entier naturel non nul et A une matrice de GL,(K), A une valeur propre de A et X un vecteur propre
associé a A. Montrer que A # 0, puis que % est une valeur propre de A~ ayant X pour vecteur propre associé.

Exercice 34. Soit n un entier naturel non nul supérieur ou égal a 2 et A une matrice de M,(R) de rang 1. Montrer que A+1,
ou A—1I, est inversible.

Exercice 35. Soit A une matrice de M,(K). Les matrices A et A" ont-elles les mémes vecteurs propres ?

. . . L a b
Exercice 36. Déterminer les valeurs propres et les vecteurs propres de la matrice réelle A = ( b c)'

Exercice 37. Soit E = 4 °°(R, R) l'espace des fonctions de R dans R indéfiniment dérivables et u 'endomorphisme de E qui
a toute fonction f de E associe sa dérivée f’. Déterminer le spectre de u et les sous-espaces propres associés.
Exercice 38. Déterminer le spectre et les vecteurs propres de 'endomorphisme u lorsque :

— u est une projection de I'espace sur un plan parallelement a une droite,

— u est la rotation vectorielle du plan d’angle de mesure 7,

— u est la rotation vectorielle du plan d’angle de mesure 3.

Exercice 39. (matrice stochastique) Une matrice de M,(C) est dite stochastique si ses coefficients sont des réels positifs
ou nuls et la somme des coefficients de chacune de ses lignes est égale a 1. Soit M une telle matrice.

1. Montrer que si A est une valeur propre complexe de M, alors |A| < 1.
2. Montrer que 1 est valeur propre de M et donner un vecteur propre associé.

3. Montrer que si tous les coefficients diagonaux de M sont strictement positifs et que A est une valeur propre complexe
de M, alors |A| =1 implique que A = 1.

Exercice 40. ¢ Soit n un entier naturel non nul, E = K,,[X ] et u 'endomorphisme de E défini par u(P) = X(X—1)P'—2nXP.
Chercher le spectre et les vecteurs propres de u.

Exercice 41. Soit E = CN I'espace des suites a coefficients complexes et u 'endomorphisme de E qui & une suite (v )rey

associe la suite (wy)rey définie par
Vi + Vi
wy =g et, Yk eN¥, w, = %
Déterminer le spectre et les vecteurs propres de u.

Exercice 42. Soit n un entier naturel non nul, A et B deux matrices de M, (R) telles que AB—BA =A.
1. Montrer que, pour tout entier naturel k, on a AKB — BA* = kA,

2. On considere I'application ugz de M,(R) dans M, (R) définie par uz(M) = MB —BM. Vérifier que ug est un endomor-
phisme de M, (R).

3. Justifier qu’un entier naturel k est une valeur propre de uy si A* # 0.

4. En déduire l'existence d’un entier naturel m tel que A™ = 0.

Exercice 43. Soit m et n deux entiers naturels non nuls, u une application linéaire de R™ dans R" et v une application
linéaire de R" dans R™.

1. Montrer que uo v et v ou ont les mémes valeurs propres non nulles (s’il y en a).



2. Lorsque m = n, montrer que uo v et v ou ont les mémes valeurs propres.

Exercice 44. Soit 8 un nombre réel. Déterminer le spectre de la matrice
0 sin(0) sin(20)

sin(0) 0 sin(20)
sin(260) sin(6) 0

Exercice 45. ¢ Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et ay, ..., a, des réels. Chercher le spectre de la matrice

o ... O a;

: : s,
o ... 0 a_,
a, cee Apq a,

en distinguant les cas (ay,...,a,_1) # (0,...,0) et (a;,...,a,_1) = (0,...,0). En déduire le spectre de la matrice

o ... 0 1
0 0 n—1
1 n—1 n

Exercice 46. ¢ Soit E I'espace vectoriel des fonctions continues de R, dans R et u I'application qui a toute fonction f de E
associe la fonction F = u(f) définie par

F(0)=f(0) et, Yx €]0,+00[, F(x) = %f f(t)de.
0

1. Montrer que u est un endomorphisme de E. Est-il injectif?

2. Déterminer les réels A et les fonctions f vérifiant u(f) =Af.

Exercice 47. Pour tout réel a, on pose
Vx €R, f(x)=e*".

Montrer que la famille (f,),eg est libre dans 4 °° (R, R), I'espace des fonctions de R dans R indéfiniment dérivables.

1.3 Polynome caractéristique

Exercice 48. Soit n un entier naturel non nul, A et B des matrices d’ordre n et A un scalaire.

AL, —B (I, B
U_(_A In)etv_(on Aln)'

1. On considére les matrices par blocs

Calculer UV et VU.

2. En déduire que y,5 = ¥pa-
Exercice 49. Soit A une matrice de M;(R). Vérifier que

Az A3
a3z dss

a;; dis
as; dss

a;; diz
az; da2

xa(X) =X3 —(A)X> + ( + )X — det(A).

Exercice 50. Soit n un entier naturel non nul et A une matrice d’ordre n inversible. Etablir que

x" 1
Vx € R, g (x) = —— (_)
X a1 (X) XA(O)XA X

Exercice 51. Trouver le polyndme caractéristique d'un endomorphisme nilpotent d’un K-espace vectoriel de dimension finie
non nulle.



Exercice 52. Soit n un entier naturel non nul et A une matrice de M,(K) telle que y,(X) = X" — 1. Déterminer A™! en
fonction de A.

Exercice 53. Soit n un entier naturel strictement plus grand que 2. Déterminer le polynéme caractéristique de la matrice

a b ... b
A= b

: . . b

b ... b a

de M, (C). A quelle condition nécessaire et suffisante la matrice A est-elle inversible ?

Exercice 54. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie, u un endomorphisme de E et F un sous-espace vectoriel de E
stable par u. Etablir que le polynéme caractéristique de 'endomorphisme induit par u sur F divise le polynéme caractéristique
de u.

Exercice 55. Soit n un entier naturel non nul.
1. Soit M et N deux matrices de M,(C). Montrer que MN est inversible si et seulement si M et N sont inversibles.
2. Soit A et B deux matrices de M, (C). Montrer que

xa(B) € GL,(C) < Sp(A) N Sp(B) = 0.
Exercice 56. Soit n un entier naturel non nul et A une matrice inversible de M, (K). Montrer que A est triangulaire supérieure

si et seulement si, pour tout entier naturel k supérieur ou égal a 2, la matrice A est triangulaire supérieure. Ce résultat
reste-t-il vrai si on ne suppose pas que A est inversible ?

1.4 Diagonalisation

Exercice 57. Diagonaliser les matrices suivantes.

0o 2 -1 0 3 2 1 0 O
.{3 -2 O} 2.|{-2 5 2]. 3.0 1 O
-2 2 1 2 -3 0 1 -1 2
Exercice 58. Expliquer sans calcul pourquoi la matrice
2 1 3
0 2 1
0O 0 2

n’est pas diagonalisable.
Exercice 59. (matrices élémentaires) Parmi les matrices élémentaires de M,(R), lesquelles sont diagonalisables ?

Exercice 60. Soit a, b et ¢ trois nombres réels. La matrice

0 —-b ¢
a 0 —c
—a b 0

est-elle diagonalisable ?

Exercice 61. (diagonalisation d’une matrice de rang 1) Soit la matrice

1111
2 2 2 2
A=|3 3 3 3
4 4 4 4

Déterminer, sans calculer son polyndéme caractéristique, les valeurs propres de A. Cette matrice est-elle diagonalisable ?

Exercice 62. (diagonalisation d’une matrice circulante) Soit a, b et ¢ des nombres complexes. On pose

M(a,b,c) =

St o Q
o Qo
Q o0

etJ =M(0,1,0).



1. Exprimer M(a, b, c) en fonction de I, J et J2.
2. Montrer que J est diagonalisable et donner son spectre.

3. En déduire que M(a, b, ¢) est diagonalisable et donner son spectre.

Exercice 63. Soit n un entier naturel non nul, E = R,[X] et f 'endomorphisme de E défini par f(P) = P — (X + 1)P’.
Justifier que f est diagonalisable et donner son spectre.

Exercice 64. Soit n un entier naturel non nul, E = R,[X] et f I"endomorphisme de E défini par f(P) = X"P ( )l() Montrer
que f est diagonalisable.

Exercice 65. (transposition) Soit n un entier naturel non nul, E = M,(R) et f ’endomorphisme de E défini par f (M) =M.
Déterminer le spectre de f et montrer que cet endomorphisme est diagonalisable.

Exercice 66. Les matrices de I'exercice 32 sont-elles diagonalisables dans R ? Dans C?

Exercice 67. ¢ Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Diagonaliser la matrice de M,(K) suivante

0O ... 0 1
0

0o .

1 0 0

Exercice 68. A quelle(s) condition(s) sur les réels a, b et ¢ la matrice

O O
O N R
= o o

est-elle diagonalisable ?

Exercice 69. Soit E = R? et u un endomorphisme de E tel que u* = u? et dont —1 et 1 sont valeurs propres. Montrer que u
est diagonalisable.

1.5 Trigonalisation

Exercice 70. Montrer qu'une matrice triangulaire inférieure est trigonalisable et proposer une matrice de passage réalisant
cette trigonalisation.

Exercice 71. (trigonalisation et puissances de matrice) Soit u I'endomorphisme de R® dont la matrice dans la base
canonique est donnée par

1 0 1
A=|-1 2 1
1 -1 1

1. Montrer que u est trigonalisable.

2. Montrer que le sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est de dimension égale a 1. Montrer que ¢] = (1,1,0)
est un vecteur non nul de ce sous-espace.

3. Montrer que e;, = (0,0,1) est tel que (u—idgs)(e;) = e].

4. Chercher un vecteur propre e; associé a la valeur propre 2. Montrer que (e}, e, e;) est une base de R3. Calculer la
matrice T de u dans cette base.

5. Calculer uk(e’z) pour tout entier naturel k. En déduire T*.

6. Calculer A* pour tout entier naturel k.

Exercice 72. Trigonaliser les matrices suivantes.

1 -3 0 3 3 -1 1 =7
1 4 -2 2 -1 -1
-2 —6 0 13 9 -3 -7 -1
.10 6 =3 212 1 -=2]. 3. 4.
0 -3 1 3 0 0 4 -8
-1 4 O 3 -1 -2
-1 —4 0 o 0 2 -4



Exercice 73. Soit m et n deux entiers naturels non nuls, A une matrice de M,(K), B une matrice de M,,,(K) et C une matrice

N . . . A C
de M, ,,(K). On considere la matrice triangulaire par blocs M = (O B)'

1. SSA=P,T,P,"! et B=P,T,P,”}, avec T, et T, des matrices triangulaires supérieures, trouver une matrice inversible
P de M, ,,(K) et une matrice triangulaire supérieure T telles que M = PTP*.

2. SiA= AI, et que le scalaire A n’appartient pas a Sp(B), trouver une matrice inversible P telle que M = P (AOI n g) P

1.6 Polynomes annulateurs

01 1 1

. . . 1 0 1 1
Exercice 74. Soit la matrice A= 11 0 1
1 1 1 0

1. Calculer A et en déduire une relation simple liant A%, A et I.
2. En déduire que A est diagonalisable et donner son spectre.

3. Diagonaliser A.

Exercice 75. Soit n un entier naturel non nul supérieur ou égal a 2 et A une matrice de M,(R) et @ un réel non nul. On
suppose que A(A— aI,) = Oy (r). Montrer que A est diagonalisable.

Exercice 76. Soit n un entier naturel non nul. On suppose que le polynéme P(X) = X(X + 2) est un polynéme annulateur
d’une matrice A de M,,(R) non nulle. Montrer que —2 est valeur propre de A et que A est diagonalisable.

Exercice 77. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe un
polyndme P annulateur de u tel que P(0) = 0 et P’(0) # 0. Montrer que Ker(u) NIm(u) = {0z} et en déduire que E =
Ker (u) ® Im (u).

Exercice 78. Soit p et g deux entiers naturels non nuls et M la matrice triangulaire par blocs
A C
v=(o )
ol A appartient a M,(K) et B appartient a M,(K). On suppose que P est un polynéme annulateur de A et que Q est un
polynéme annulateur de B. Déterminer un polynéme annulateur de M.

Exercice 79. ¢ Soit n un entier naturel non nul et A une matrice de M, (R).
1. On suppose que A> —3A—4I, = O, (r)- Montrer que A est de déterminant strictement positif.
2. On suppose que A2 +A+1I, = O, (r)- Montrer que n est pair.
3. On suppose que A® + A% + A= 0y z). Montrer que le rang de A est pair.

Exercice 80. ¢ Soit E un R-espace vectoriel et u un endomorphisme de E. Existe-t-il toujours un polynéme annulateur de u
autre que le polynéme nul ?

Exercice 81. Trouver le polynéme caractéristique d'un endomorphisme nilpotent d’'un K-espace vectoriel de dimension finie
non nulle en utilisant la notion de polynéme minimal.

Exercice 82. Soit A une matrice diagonale. Déterminer le polynéme minimal de A.

Exercice 83. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E dont polynéme minimal est
U, (X) = (X — 2)*(X — 1). Déterminer le polynome minimal de u + idg.

01 1
Exercice 84. Soit la matriceA=|1 0 1
0 0 1

1. Déterminer le polynéme minimal de A.
2. En déduire A™! et A3,

Exercice 85. Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie et u un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe deux
sous-espaces F et G, supplémentaires et stables par u. Montrer que u, = ppcm(uu‘ﬁ, Wy, ).

. . . . (ps . A I
Exercice 86. Soit n un entier naturel non nul et A une matrice d’ordre n. On définit la matrice par blocs B = ( 0 f'\l)



Calculer B* pour tout entier naturel k.
Soit P un polyndéme. Montrer que P annule B si et seulement si P et P’ annulent A.

En déduire le polyno6me minimal uz de B.

H W=

Le polynome uj peut-il étre scindé a racines simples ?

Exercice 87. Soit n un entier naturel non nul et J la matrice d’ordre n ne comportant que des 1.
1. Déterminer le polynéme minimal de J.
2. Calculer J¥ pour tout entier naturel k.

Exercice 88. Soit a,,...,a, des nombres complexes vérifiant : Vp € N*, 22:1 af =0.
On souhaite prouver que tous ces nombres sont nuls. Pour cela, on note D la matrice diagonale dont les coefficients diago-
naux sont d, ..., d,.

1. Déterminer la trace de D? pour tout entier naturel non nul p.
2. En utilisant le théoreme de Cayley-Hamilton, prouver que 'un des nombres ay,...,a, est nul.
3. Conclure.

Exercice 89. Soit E un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de E. Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 2 et
P,,...P, des polyndmes de K[X ], deux a deux premiers entre eux, tels que 1_[5(:1 P; annule u. Pour tout entier j appartenant
a{l1,...,k}, on définit le polynéme Q; = ]_[i# P; et on introduit les polynémes Ry, ..., R, tels que ZleRiQi = 1. Enfin, on
note, pour tout entier j appartenant a {1,...,k}, p; la projection sur Ker (P;(u)) parallelement a &;,;Ker (P;(u)).

1. Montrer que, pour tout entier j appartenant a {1,...,k}, p; =R;(u) o Q;(uw).

2. Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u. Montrer que

k
F = P (F nKer (P,(w))).

i=1

Exercice 90. Soit E un K-espace vectoriel et u un endomorphisme de E. On suppose qu’il existe deux polynéomes P et Q
premiers entre eux tels que PQ annule u.

1. Montrer que, si E est de dimension finie, alors E = Ker (Q(u)) ® Im (Q(w)).
2. Montrer que I'égalité est vraie si E est de dimension infinie (on pourra utiliser la relation de Bézout).

1.7 Réduction de Jordan

Exercice 91. Calculer une réduction de Jordan de chacune des matrices suivantes.

0 -1 4 010
4 3 -2 0o 4 2
01 0 O 2 2 30
1. {-3 -1 3 2.1-3 8 3| 3 . 4.
0 0 1 -1 0 2 O
2 3 0 4 -8 2
0 0 0 1 4 0 1 2
-1 0 -1 1 3 0
21 -1 0 00
5 0 4 -2 -3 0o 1 o0 o o0 0 o
02 1 0 0O
-2 3 -3 2 4 21 2 -1 -1 -6 O
00 2 0O0DO0
510 0 3 0 O 6 7.1-2 0 -1 2 1 3 O
00 0 210
0o o 0 3 1 0o o o o 1 o0 o
00 0 0 21
0 2 -1 1 o o o o O 1 o
0O 0 0 O 0 4
-1 -1 0 1 2 4 1

1.8 Décomposition de Jordan—-Chevalley

Exercice 92. Calculer la décomposition de Jordan—Chevalley de chacune des matrices suivantes.

1 11 21 -1
.10 1 1. 2.3 3 —4
0 0 2 3 1 -2
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1.9 Applications de la réduction

Exercice 93. (matrices semblables ?) Les matrices

0 0 4 21 1
A=|1 0 —8]etB=(0 0 -2
01 5 0 1 3

sont-elles semblables ?

Exercice 94. (puissance d’une matrice diagonalisable) Diagonaliser la matrice

3 0 -1
A= 2 4 2
-1 0 3

et en déduire la matrice A* pour tout entier naturel k.

Exercice 95. (puissance d’une matrice par la décomposition de Jordan-Chevalley) Déterminer la matrice A* pour tout
entier naturel k pour

21 -1
A=|3 3 —4
3 1 =2

en utilisant la décomposition de Jordan-Chevalley calculée dans I'exercice 92.

Exercice 96. (suites récurrentes) On considere les suites (u,,)pen, (Vi)nen €t (Wp)nen définies par la donnée de leur premiers
termes respectifs u, v, et wy et les relations de récurrence suivantes :

Upt1 = _4un - 6vn
YneN, { v, =3u,+5v,

W, = 3u, +6v, + 5w,
Déterminer les termes u,, v, et w, en fonction de n.

Exercice 97. (commutant d’'une matrice) Diagonaliser la matrice

et en déduire toutes les matrices qui commutent avec elle.

Exercice 98. Soit E un espace vectoriel réel et u un endomorphisme de E diagonalisable et a valeurs propres positives.

Montrer qu’il existe un endomorphisme v de E tel que u = v2.

Exercice 99. Soit E un K-espace vectoriel de dimension n non nulle et u un endomorphisme de E admettant n valeurs
propres distinctes.

1. Montrer qu’il existe un vecteur x de E tel que la famille (x, u(x),...,u"(x)) soit une base de E.

2. Quelle est la forme de la matrice de u dans cette base ?
Exercice 100. Soit A une matrice dont le polynéme caractéristique est scindé. Etablir que, pour tout entier naturel k,
Sp(A*) = {A* |1 € Sp(A)}.
Exercice 101. Soit n un entier naturel non nul et A une matrice de M, (K) dont le polynéme caractéristique s’écrit

20 =] Jec=2).
i=1

Pour tout polynéme P de K[X ], déterminer le polynéme caractéristique de P(A).

Exercice 102. Soit n un entier naturel non nul, A et B deux matrices de M,,(R). On suppose que A possede n valeurs propres
distinctes et que tout vecteur propre de A est également vecteur propre de B. Montrer qu’il existe un polynéme P de R[X]
tel que P(A) =B.

11



2 Formes bilinéaires

Exercice 103. Soit E = M,(R) l'espace vectoriel des matrices a coefficients réels d’ordre 2. On considére I'application b de
E x E dans R définie par
Y(A,B) €E x E, b(A,B) = tr(A'B).
1. Vérifier que b est une forme bilinéaire symétrique sur E.
2. Montrer que pour tout A de E, b(A,A) > 0 avec égalité si et seulement si A = Oy, ().

3. Déterminer la matrice de b relativement a la base canonique de E.

Exercice 104. Soit
Vx €R?, Vy €R?, by(x,y) = by(y,x) = x1¥1 + 22X, Y5 + X1 Y3 + Xo )1 + X2)3.

1. Montrer que b, est une forme bilinéaire sur R? x R® et b, une forme bilinéaire sur R® x R2. Déterminer les matrices
respectives B, et B, de b, et b, relativement aux bases canoniques de R? et de R3. Quelle relation a-t-on entre ces
matrices ?

2. Ecrire b; et b, dans les bases canoniques de £(R?,R%;R) et £Z(R%, R?;R).

3. Déterminer les matrices de b, et b, en considérant la base {(1,0),(1,1)} de R? et la base {(1,0,1),(1,1,1),(0,0,1)}
de R3.

Exercice 105. Donner l'expression de la forme bilinéaire associée a chacune des matrices suivantes relativement a la base
canonique.

1 0 O 1 0 4
.10 1 1} 2.({0 1 1. 3.
1 1 2 4 1 0

m O AN N
= O = AN
= O O O
e =

Exercice 106. On définit 'application b de M,(R) x M,(R) dans R par
b(A,B) = det(A+ B) —det(A—B).
Montrer que b est une forme bilinéaire et déterminer sa matrice relativement a la base canonique de M,(R).

Exercice 107. Soit E un espace vectoriel de dimension finie sur un corps K et E* son dual, 9 une base quelconque de E et
$B* la base duale associée a 98. Montrer que la matrice de la forme bilinéaire canonique de E x E* dans K, définie par

Vx €E, Vf €E*, (x,f)pp = f(x),
relativement aux bases & et B* est la matrice identité.

Exercice 108. Dans E = R,[X ], on consideére I'application b de E x E dans R définie par

1

Y(PQ) € E? b(PQ) = J P(0)Q'(t)dt.

0
Justifier que b est une forme bilinéaire sur E.
Déterminer la matrice de b relativement a la base canonique % = {1,X,X?2} de E.

Quel est le rang de b ?

H W=

La forme b est-elle symétrique ? Antisymétrique ? Déterminer sa partie symétrique et sa partie antisymétrique.
5. A-t-on b(B, P) > 0 pour tout polynéme P de E ? A quelle condition sur P a-t-on b(B,P)=0?

Répondre aux mémes questions avec b(P,Q) = fol P(t)Q(1—t)dt et b (PQ) = Zle P(1)Q(i) avec k € N*.

Exercice 109. (forme bilinéaire réflexive) Soit E un K-espace vectoriel et b une forme bilinéaire sur E x E telle que

V(x,y)€EXE, b(x,y)=0 b(y,x)=0.

Le but de cet exercice est de montrer que la forme b est symétrique ou antisymétrique.

1. Montrer tout d’abord que
V(x,y) € E X E, b(x,x)(b(x,y)—Db(y,x))=0.

2. On suppose a présent qu’il existe un vecteur z de E tel que b(z,z) # 0.

12



(a) En déduire que
Vy €E, b(z,y) = b(y,2).

(b) Si x est un vecteur de E tel b(x,z) =0, calculer b(x + 2, x +2) et montrer que
Vy €E, b(x,y)=Db(y,x).

(¢) Sinon, calculer b(x + tz,x + tz), ot 'on a posé t = — z((’z(j)) , et montrer que

Vy €E, b(x,y)=b(y,x).
3. On suppose enfin que
Vx €E,b(x,x)=0.
Montrer que la forme b est antisymétrique.

4. Conclure.

Exercice 110. Soit E un espace vectoriel sur R, supposé de dimension finie strictement plus grande que 1. On considére
l'application f de Z(E,E;R) dans Z(E, E;R) telle que
Vb e £(E,E;R), ¥(x,y) € E*, f(b)(x,y) = b(y,x).

1. Montrer que f est un endomorphisme de Z(E, E;R).

2. Déterminer le spectre de f, ainsi que les sous-espaces propres associés.

Exercice 111. Soit Z l'ensemble des formes bilinéaires sur R® de la forme

Vx €R® Vy €R®, b(x,y) = A1 X1y1 + Ay X2¥5 + A3 X3Y3 + Ag X1 Y2 + As X2 )1,
ott (A1, Ay, A3, Ay, A5) ER.
1. Montrer que & est un sous-espace vectoriel de £ (R3,R?;R). Quelle est sa dimension ?

2. Déterminer les sous-espaces vectoriels #; = Z N ¥ (R%,R%;R) et £, = Z N .#(R3 R%R), ot &(R3, R3R) (resp.
o/ (R3,R3; R)) désigne I'ensemble des formes bilinéaires symétriques (resp. antisymétriques) sur R>. Quelles sont
leurs dimensions respectives ?

3. Montrer que & = %, ® Z,.

Exercices supplémentaires

Exercice 112. Soit n un entier naturel non nul et E un espace vectoriel de dimension n sur un corps K, muni de la base
B ={ey,...,e,}. Onnote B* = {e],...,e’} la base duale associée a 2. Pour tout couple (i, j) de {1,. ..,n}?, on pose

V(x,y) € ExE, vi(x,y) = ef(x)e; (y).

1. Montrer que y;; est une forme bilinéaire sur E x E.
2. Déterminer la matrice de y;; relativement a la base 2.

3. Montrer que la famille (y;;);<; j<, forme une base de £(E, E; K).

Exercice 113. (une forme sesquilinéaire) Soit E un espace vectoriel sur C, 8 = {e;,e,} une base de E et b une forme
sesquilinéaire a gauche sur E dont la matrice relativement a la base 9 est

w=(; 2)

1. Calculer b(x,y), b(x,x) et b(y, y) dans les deux cas suivants :
(@) x=e;+iey ety =e; —iey,
(b) x=e;+2e,ety=ie,.
2. En déduire qu'il existe une base de E relativement & laquelle la forme b a pour matrice (§ ), c’est-a-dire qu’il existe

=T
une matrice inversible P telle que P MP = (} %).
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3 Formes quadratiques

Exercice 114. Déterminer lesquelles des applications suivantes définissent une forme quadratique et, le cas échéant, donner
leur forme polaire.

1. VP eR[X], q(P) =P(0)P(1)P(2). 2. YPeR[X],q(P)=2P(1)P'(1). 3. VP eR[X], q(P)=|P(0)P(1).

Exercice 115. Soit q I'application de M,(R) dans R définie par
VA € M,(R), q(A) = det(A).

1. Montrer que g est une forme quadratique et écrire la matrice qui lui est associée relativement a la base canonique.
2. Déterminer la signature, le rang et le noyau de gq.

3. Soit F 'ensemble des matrices de trace nulle. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de M,(R) et déterminer son
orthogonal par rapport a q.

Exercice 116. Soit E un espace vectoriel sur R et b une forme bilinéaire sur E. On note q la forme quadratique associée a b.
Etablir que

L V(x,y,2) €E% q(x + y) +q(y +2) +q(x +2) —q(x + y +2) = q(x) + q(¥) + q(2).

2. V(x,y) €E* q(x +y) +q(x —y) =2q(x) +2q(y) et g(x + y) —q(x — y) = 2(b(x, y) + b(y, x)).

Exercice 117. (cOne isotrope) Soit E un R-espace vectoriel et g une forme quadratique sur E. On rappelle qu'un vecteur x
de E est dit isotrope pour q si g(x) = 0 et qu'un couple de vecteurs (x, y) de E sont orthogonaux pour q si b(x,y) =0, ou
b est la forme polaire de q.

1. Soit x un vecteur de E. Montrer que
X est isotrope pour ¢ = VYA €R, A X est isotrope pour q.

2. Soit x et y deux vecteurs de E qu’on suppose isotropes pour q. Montrer que

X + y est isotrope pour ¢ = x et y sont orthogonaux pour q.

Exercice 118. On considére la forme quadratique définie par
Yx € R?, q(x) = x;2 + 4x,% — 3 x;X,.

1. Déterminer la matrice de q relativement a la base canonique de R?.
2. Donner la forme polaire de q.

3. Réduire q sous la forme d’une combinaison linéaire de carrés de formes linéaires indépendantes.

Exercice 119. Effectuer une réduction de Gauss, puis déterminer la signature, le rang et le noyau des formes quadratiques
suivantes.

1. Vx €R3, q(x) = x;2 +5x5% +3x32 + 4x,x5 + 2x; 3.
2. Vx €R3, q(x) =2x12—2x,% —6x3% +3x,x, — 4 X, X3 + 7 XX3.

3. Vx €R3, q(x) = x;2 + (1 + a)x,2 + (1 + a +a?)x3% + 2 x,x, — 2a x,x; (on discutera suivant la valeur du parametre
réel a).

4. Vx € R3, q(x) = x12 + x,%2 —ax3% + 3 x;x, — b x; X3 + X,Xx5 (on discutera suivant les valeurs des paramétres réels a
et b).

5. Vx € R, q(x) = x1X5 + XoX3 + X3X4 + X1 X4.

6. Vx €R* q(x) =x2+(1+2a—B)x2 + (1 +a)xs? + (1 +2a+ B)xs2 +2x1x5 +2x73x5 —2x7%,4 + 2(1 — a)xyx5 —
2(1 4+ a)xyx4 +2(a—1) x3x,4 (on discutera suivant les valeurs des parameétres réels a et f3).

7. Vx €R®, q(x) = X1X5 — X1X4 + X5X3 — XoX4 + X X5 + X3X4 — X3X5 + 2 X4Xs.
Exercice 120. Soit q la forme quadratique définie par
Vx €R3, q(x) =4x;%+2x,2 +10x3% +2x7x5 + 10 X7 X3 — 2 X5 X5.

1. Ecrire la matrice de q relativement 2 la base canonique de R®.
2. Montrer que la forme q est définie positive en utilisant le critere de Sylvester.

3. De la méme facon, étudier la forme q(x) = 4x;% +2x5% + 9 x3% + 2 x5 + 10 X735 — 2 X5X5.
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Exercice 121. Soit A et u deux nombres réels. On définit sur E = M,(R) la forme g suivante
VYA€ E, q(A) = Atr(A%) + u det(A).

1. Vérifier que g est une forme quadratique.

2. Déterminer en fonction de A et de u le rang et la signature de q, en séparant les cas A =0 et A # 0.

Exercice 122. Soit g la forme définie sur E = R,[X] par
VP €E, q(P)=P(0)P(1).

. Montrer que g est une forme quadratique.
. Déterminer la matrice de q relativement a la base canonique de E.

1
2
3. Donner la signature de q. La forme g est-elle positive ? Négative ?
4

3

. Déterminer une base (Py, P,, P;) de E pour laquelle > P )= a2 —ay?.
1, £2,F3 p q q i=1 Xl 1 2

Exercice 123. Soit n un entier naturel non nul. Pour tous polynémes P et Q de R,[X], on pose

1
b(P,Q)ZJ tP()Q'(¢)dt et q(P) = b(RP).
0

Montrer que b est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique ? Antisymétrique ?
Montrer que g est une forme quadratique. Est-elle définie ? Si ce n’est pas le cas, exhiber un vecteur isotrope non nul.
Calculer la matrice de g relativement a la base canonique de R,[X].

Pour n = 2, déterminer la signature de q. La forme g est-elle positive ? Négative ?

o h W=

Déterminer une base de R,[X ] qui soit orthogonale par rapport a q.

Exercice 124. Soit n un entier naturel non nul. On consideére la forme q définie par

1

VP eR,[X], q(P) = f P(t)P(—t)dt.

-1
1. Montrer que tout polynéme P de R,[X] peut s’écrire comme la somme d’un polyndme pair et d’'un polynéme impair.

2. Montrer que q est une forme quadratique et déterminer sa signature.

Exercice 125. Soit n un entier naturel non nul, q; et g, deux applications respectivement définies par
VA€ My(R), q:(4) = (tx(A))? et go(4) = tr(A"A).
Montrer que q; et g, sont des formes quadratiques. Sont-elles positives ? Définies positives ?

Exercice 126. Déterminer la matrice relativement a la base canonique de R", la signature et le rang des formes quadratiques
sur R" suivantes.

L q(x)=>", 2;21 X;X;.
2. q)=31, Z;l=1 J2xix;.

n—-1 -1 ... -1

Exercice 127. ¢ Soit n un entier naturel non nul. La matrice d’ordre n ’ ) ) est-elle positive ? Si oui,
VU |
-1 ... =1 n—-1
est-elle définie ?

Exercice 128. Soit une forme quadratique sur un espace vectoriel réel, que 'on suppose définie. Montrer qu’elle garde un
signe constant.
Exercice 129. Soit

E={A€ My(R)| a1, — gy = O} ethG _11)

Pour toutes matrices A et B de E, on pose
b(A, B) = tr(AJB).
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. Montrer que b est une forme bilinéaire. Est-elle symétrique ?

. (1 0\ (0 1 0 0
Montrerquelafamllle%—{(o 1),(0 0),(1 0)} est une base de E.

Déterminer la matrice de la forme quadratique g associée a b relativement a la base 2.

4. Déterminer la signature de g, son rang et son noyau.

Déterminer F, l'orthogonal par rapport 4 q de I'ensemble

F={A€E|a12:a21:0}.

Exercice 130. Soit n un entier naturel non nul et g 'application de M, (R) dans R définie par

VA€ M,(R), q(A) =tr(A?).

Montrer que g est une forme quadratique et donner son noyau.

2. Montrer que la restriction de g au sous-espace des matrices symétriques est définie positive.

3. Donner une base de M, (R) relativement a laquelle la matrice associée a g est diagonale. Expliciter cette matrice et

donner la signature de q.

Exercice 131. (produit de Schur de deux matrices) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2, A= (a;;)1<; j<, €t B =
(bij)1<i,j<n deux matrices de M, (R). On définit le produit de Schur de A et de B comme étant la matrice A-B = (a;;b;j)1<; j<n-

1.

Si A est symétrique, positive et de rang 1, montrer en effectuant une réduction de Gauss de la forme quadratique
associée a A qu'il existe des réels A4, ..., 4, tels que q;; = A;4;.

2. Si A et B sont symétriques, positives et de rang 1, montrer que la matrice A- B est positive.

3. De maniére plus générale, si A et B sont symétriques positives, montrer que la matrice A- B est symétrique positive.

4. Si A est symétrique positive, montrer que la matrice E = (e“/);<; j<, est symétrique positive.

4 Espaces euclidiens

4.1

Produits scalaires

Exercice 132. Dire si les formes suivantes sont linéaires en la premiére variable, en la deuxiéme, bilinéaires, symétriques,
positives, non dégénérées et si elles définissent un produit scalaire sur I’espace vectoriel considéré. Dans le dernier cas,
écrire I'inégalité de Cauchy-Schwarz associée.

1.

V(x,y) €R3 xR3, b(x,y) =2x;y; —3XyYs — X33

2. V(x,y) €R3xR3, b(x,y) =2x;2 + y32 +3x1Y5 + 5X53.
3.
4. V(BQ) € Ry[X] x Ry[X], b(BQ) = (g + @)y + (g + 3 a;)fy + 3 ayfy, avee P(X) = apg+ a; X + a4, X* et Q(X) =

neN*, V(x,y) €ER"xR", b(x,y) = Do, X; ;.

Bo+ B X + By X2

Exercice 133. Soit a et f deux nombres réels et la forme b définie par

V(x,y) €R* x R?, b(x,y) =x1y1 + B X1 Y5 + B X1 + A X2y,

Donner, lorsqu’il y en a, les valeurs de a et 8 pour lesquelles b est

1.

linéaire en la premiére variable,

2. linéaire en la deuxieme variable,
3. symétrique,

4.
5
6

positive,

. non dégénérée,

. un produit scalaire.

Exercice 134. (produit scalaire pour des matrices) Soit n un entier strictement positif. On pose

1.

Y(A,B) € M,(R) x M,(R), (A,B) =tr(A"B).

Montrer que la forme ainsi définie est un produit scalaire sur M, (R).
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2. En déduire que, pour toutes matrices réelles symétriques A et B, on a

(tr(AB))? < tr(A?)tr(B?).

Exercice 135. Montrer que chacune des formes suivantes définit un produit scalaire sur 'espace vectoriel E considéré.
1
1. E=<%'([0,1LR), YV(f,g) € E%, (f,g) = £(0)g(0) + [, f'(0)g’(t)dt.
2. E=%([a,b],R),Y(f,g) €E?, (f,g) = fabf(t)g(t)w(t) dt, ou w est une fonction continue telle que w > 0 sur ]a, b[.

Exercice 136. (condition nécessaire et suffisante pour avoir un produit scalaire) Soit E un espace préhilbertien réel de
produit scalaire noté (-,-), a un vecteur unitaire de E et k un réel. On définit 'application b par

V(x,y) €EXE, b(x,y)=(x,y) +k(x,a)(y,a).
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur k pour que b soit un produit scalaire sur E.

Exercice 137. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. On considére deux vecteurs non nuls u et v d’un espace
euclidien E de dimension n, dont le produit scalaire est noté (-, -) et la norme associée est notée ||-||, et la forme quadratique
q définie par

Vx €E, q(x)= (u,v){x,x)— (u,x){(v,x).

1. Vérifier que la forme polaire b de q est donnée par

Ve, ) € B2 b, ) = v ) = 5 (@ x) () + ) ().

2. On suppose dans cette question que les vecteurs u et v sont colinéaires, c’est-a-dire qu’il existe unréel A tel que v = A u.
Exprimer la forme q en fonction du vecteur u et du réel A. En déduire le rang et la signature de q en fonction de la
valeur de A.

On suppose dans suite de I'exercice que les vecteurs u et v ne sont pas colinéaires et I'on pose v = Au+w, ot A € R et
w € (Vect{u})*, w # 0.
3. Ecrire la forme polaire de g en fonction de u, w et A.
4. Soit 8 ={e,,...,e,} une base orthonormée de E telle que e; = . et e; = pr
a la base 4, en fonction de A, ||ul| et ||w]].

. Exprimer la matrice de g relativement

5. Quels sont le rang et la signature de q lorsque A = 07? Lorsque A # 0?

Exercice 138. ¢ (théoréme de Fréchet-Jordan-von Neumann) Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie. Soit |||
une norme sur E vérifiant l'identité du parallélogramme !

V0, y) € B, llx + yIP + llx = yII* = 2 (x> + lly ).

On se propose de démontrer que || - || est associée a un produit scalaire. Pour cela, on définit la forme b suivante :
1
V(x,y) €E* b(x,y) = 2 (Il + yIP=llx = y11?).

Montrer que pour tout (x,y,z) de E3, on a b(x +z2,y) + b(x —z,y) = 2b(x, y).
Montrer que pour tout (x,y) de E2, on a b(2x,y) = 2b(x, y).

Montrer que pour tout (x, y) de E2 et tout rationnel r, on a b(r x, y) = r b(x, y).
Montrer que pour tout (u,v,w) de E3, b(u,w) + b(v,w) = b(u + v, w).

Montrer que b est symétrique et définie positive.

o vk Wb =

Déduire des questions précédentes que b est bilinéaire et conclure.

Exercice 139. ¢ On considére I'espace vectoriel R[X ] des polynémes a coefficients réels muni du produit scalaire (P,Q) =
fol P(t)Q(t)dt. Existe-t-il un polynéme R tel que (P,R) = P(0) pour tout polynéme P ?

Exercice 140. ¢ (famille obtusangle) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et E un espace euclidien de dimension
n. On suppose qu’il existe n + 1 vecteurs e, ...,e,,; tels que

V(i,j) € {1,...,n+1)% i #j = (e, e;) <0.

1. Montrer, en utilisant la norme de x, que, si x = Zle Aie; = 0g, alors Z?:1|7Li|€i = 0.
2. Montrer que n quelconques de ces vecteurs forment une base de E.

1. En géométrie, la régle du parallélogramme dit que la somme des carrés des longueurs des quatre co6tés d’un parallélogramme est égale a la somme
des carrés des longueurs de ses deux diagonales.
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Exercice supplémentaire

Exercice 141. (le cas complexe) Dire si les formes a valeurs dans C suivantes sont semi-linéaires en la premiére variable,
linéaires en la deuxiéme variable, sesquilinéaires, a symétrie hermitienne, positives, définies et si elles sont des produits
scalaires hermitiens. Le dernier cas échéant, écrire 'inégalité de Cauchy-Schwarz associée.

L V(x,y) €C x C3, s(x,y) = X1y, — 2iX5y, + (1 +1)x27 + X35

2. V(X,_Y)GCSXCB,S(x,}’)Zx_lyl_zx_zJ’z+x_3)’3-

3. ne N, V(A B) € M,(C) x M,(C), s(4,B) = tr(A*B), ol A* = A .
fliited

4. E=¢°([0,1],C), V(f,g) €E X E,s(f,g) = [, f()g(t)dt.

4.2 Inégalité de Cauchy-Schwarz et applications

Exercice 142. Soit n un entier naturel non nul et a,,...,a, des réels.

1. Montrer que l'on a
n 2 n
(Za) <n3a

i=1 i=1
et étudier les cas d’égalité.
2. On suppose maintenant que les réels a4, ..., a, sont strictement positifs et tels que a; +--- + a,, = 1. Montrer que

n

1
I
iz di
en étudiant les cas d’égalité.

Exercice 143. Soit A une matrice de M,(R). On note [|-||, la norme euclidienne usuelle sur M, ;(R). Pour toute matrice

colonne X, on suppose que ||AX ||, < ||X||,. Pour toute matrice colonne X, montrer que ||A"X|l, < [|X||,.
. . . 7 2 2 2 2 17
Exercice 144. Soit x, y et z trois réels tels que 2x“ + y“ + 52 < 1. Montrer que (x +y +2)* < 5.

Exercice 145. Soit f une fonction continue strictement positive sur [0, 1]. Pour tout entier naturel k, on pose I}, = fo (f(£)kdt.

(1 (e .
Montrer que la suite (’;—*kl)k &t définie et croissante.
€

. ;o 4 . ros ro 7 1 k k
Exercice 146. (nature d’une série) Etudier la nature de la série de terme général Wy ijo \/ (})

. P . . . b b
Exercice 147. (calcul de borne inférieure) Soit E = 6([a, b], R*). Déterminer infcp (fa f(t)de f " ]% dt). Cette borne
inférieure est-elle atteinte ?

Exercice 148. Soit f et g deux applications de R dans R, continues sur R et telles que

Vx €R, f(x)g(x)=>4.

1 1
365( f(t)dt) (J g(t)dt).
-2 -2

4.3 Orthogonalité dans un espace euclidien

Montrer que

Exercice 149. (condition nécessaire et suffisante d’orthogonalité) Soit E un espace vectoriel euclidien et x et y deux
éléments de E. Montrer que x et y sont orthogonaux si et seulement si

VAER, [x+ Ayl > |lx]|.

Exercice 150. Soit E un espace préhilbertien et A et B deux parties de E. Prouver les relations suivantes :
1. AcB = Bt cal

. (AUB)Yt =AtnB*t.

. At =Vect(A)*.

. Vect(4) c (AH)*.

. On suppose que E est de dimension finie. Montrer que Vect(A) = (A1)*.

gu W DN

Exercice 151. Soient A et B deux sous-espaces vectoriels d’un espace préhilbertien E. Montrer que :
1. (A+B)t =AtnB,
2. At +B* c (AnB)*. Que peut-on dire quand E est de dimension finie ?
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4.4 Bases orthonormales

Exercice 152. Dans R® muni de la structure euclidienne canonique, orthonormaliser la base {(1,0,1),(1,1,1),(—1,—1,0)}
selon le procédé de Gram—Schmidt.

Exercice 153. Déterminer une base orthonormale de R,[X ] par rapport au produit scalaire

1
(PQ)= f P(0)Q(t)dt.

-1

Exercice 154. (une caractérisation des bases orthonormales) Soit E un espace préhilbertien et {e;,...,e,} une famille
de n vecteurs de E de norme unitaire, tels que 'on a

n

Vx € E, [lx|® =D (x, e

k=1

Montrer que E est de dimension n et que la famille {e;,...,e,} est une base orthonormale de E.

Exercice 155. (caractérisation des similitudes) Soit E un espace euclidien, u un endomorphisme de E et A un réel stric-
tement positif. On dit que u est une similitude de rapport A si

Vx € E, [Ju(x)|l = Allx]].

1. Question préliminaire : soit x et y des vecteurs de E tels que x + y L x — y. Montrer que ||x|| = ||y].

2. Montrer que u est une similitude de rapport A si et seulement si
V(x,y) € E?, {u(x),u(y)) = A% (x,y).
3. On souhaite prouver que u est une similitude si et seulement u est non nulle et conserve 'orthogonalité : pour tout
couple (x,y) de E2, si x L y, alors u(x) L u(y).
(a) Prouver le sens direct.

On va a présent démontrer le sens réciproque.

(b) Soit {ey,...,e,} une base orthonormale de E. Montrer que, pour tout couple (i, j) de {1,...,n}, [lu(e;)[| = |[u(e;)||.
(c¢) Conclure.

Exercice 156. (généralités sur les polyndmes orthogonaux) Soit w : [a,b] — R une fonction continue strictement
positive. Pour E = R[X ], on pose
b

V(RQ)€E? (PQ) = f P()Q()w(t)dt,

a
dont on admet qu’il s’agit d’un produit scalaire sur E.

1. Montrer qu’il existe une unique suite de polynémes (P,),>, formée de polynémes deux a deux orthogonaux avec
chaque P, de degré n et de coefficient de plus haut degré égal a 1.

2. Montrer que, pour tout n > 2, P, ; —XP, est orthogonal a R,_,[X].

3. En déduire, pour tout n > 1, l'existence de a, et b, tels que

PTl+1 = (X +an)Pn + bl’lPrl—l‘

Exercice 157. ¢ (inégalité de Hadamard) Soit n un entier naturel non nul, E un espace euclidien de dimension n, et #
une base orthonormée de E. Montrer que

V(eln-”’en) EEn’ |det$(ela--~:en)| < ”31” ”en”’

en précisant les cas d’égalité.

19



Exercices supplémentaires

Exercice 158. Dans R® muni de la structure euclidienne canonique, appliquer le procédé de Gram-Schmidt 4 la famille de

vecteurs {(1,1,0),(0,v2/2,1),(+/2/2,0,1)}.
Exercice 159. On munit R* de la structure euclidienne canonique et on considére les vecteurs e; = (0,0,0,1), e, =
(1,0,1,0), e = (1,—3,0,2) et e, = (3,—3,—2,1).

1. Montrer que 9B = {ej, e,, 5,4} est une base de R*.

2. Orthonormaliser %4 selon le procédé de Gram-Schmidt.

Exercice 160. Dans R* muni de la structure euclidienne canonique, on considére le sous-espace vectoriel F engendré par
les vecteurs (1,2,—1,1) et (0,3, 1,—1). Déterminer une base orthonormale de F et un systéme d’équations de F*.

Exercice 161. Soit E un espace euclidien et u un endomorphisme de E pour lequel il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est triangulaire supérieure.
1. Montrer qu'il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u est triangulaire supérieure.
2. On suppose de plus que
Vx €E, (u(x),x)=0.
Montrer que

V(x,y) € E%, (u(x),y) =—(u(y),x).

Que peut-on dire de u?

4.5 Projections orthogonales

Exercice 162. Soit E un espace vectoriel euclidien et p un projecteur de E. Montrer que p est un projecteur orthogonal si
et seulement si pour tout x de E, on a ||p(x)|| < ||x]|.

Exercice 163. On considére 'espace R® muni de la structure euclidienne canonique. Soit D la droite de vecteur directeur
(1,2,0). Déterminer I'expression analytique de la projection orthogonale sur D.

Exercice 164. Dans R* muni de la structure euclidienne canonique, on considére le sous-espace vectoriel F défini par
F= {x€R4|x1+x2+x3+x4=0etx1 +x2—x3—x4=0}.

1. Quelles sont les dimensions de F et F'? Donner un systéme d’équations cartésiennes de F.

2. Déterminer les matrices dans la base canonique de la projection orthogonale sur F et de la symétrie orthogonale par
rapport a F.

3. Déterminer la distance d’un élément x quelconque de R* & F.

Exercice 165. Dans R® muni de la structure euclidienne canonique, déterminer la matrice dans la base canonique de :
— la projection orthogonale sur la droite d’équations 3 x; = 6 x4 = 2 X3,
— la projection orthogonale sur la droite engendrée par le vecteur unitaire (a, b, ¢),

— la projection orthogonale sur le plan d’équation a x; + b x, + ¢ x5 = 0, ot les réels a, b et ¢ sont les coordonnées du
vecteur u ci-dessus.

Exercice 166. Soit R® muni de sa structure euclidienne canonique et u un endomorphisme de E dont la matrice dans la
base canonique est

s 21
M==| —2 2 2
6\ 1 2 5

Démontrer que u est une projection orthogonale sur un plan dont on précisera '’équation. Déterminer la distance du point
de coordonnées (1,1, 1) a ce plan.

Exercice 167. (polynomes et projection) Soit E = R3[X], muni de la structure euclidienne canonique, et I'hyperplan
H={Pe€E|P(1)=0}deE.
1. Déterminer une base orthonormale de H.

2. En déduire la projection orthogonale de X sur H, puis la distance de X a H.
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Exercice 168. Soit E = R,[X ], muni du produit scalaire

1

V(PQ)€E? (PQ)= f P(6)Q(t)dt.

0

1. Montrer que le sous-ensemble F de E formé des polynémes P tels que P(1) = 0 est un plan vectoriel de E.
2. Déterminer 'orthogonal de F.

3. Déterminer la projection orthogonale du polynéme constant égal a 1 sur F.

Exercice 169. Soit un entier naturel supérieur ou égal a 2 et E = M,(R), muni du produit scalaire

¥(A,B) € M,(R) x M,(R), (A,B) =tr(ATB)=>_> a;b,;.

i=1 j=1
1. Soit D, le sous-espace vectoriel des matrices scalaires :
Dy ={AI,|A€R}.

Déterminer D, et les projections orthogonales sur D, et Dy*.

2. Faire de méme pour le sous-espace D; des matrices diagonales.

Exercice 170. Soit E 'ensemble des fonctions continues sur [0, 7] & valeurs réelles, muni du produit scalaire défini par

V(f,g)€E% (f,g) =f f(D)g()de.
0

Soit F le sous-espace vectoriel de E engendré par les fonctions t +— sin(t) et t — cos(t).
1. Déterminer une base orthonormale de F.

2. Soit ¢ un réel. On pose

I(a,b) = J (a sin(t) + b cos(t) —c)?dt.
0

Déterminer les réels a, et b, réalisant
I(ay,by)= inf I(a,b
(a0, bo) = inf I(a,b)

et calculer I(ay, by).

Exercice 171. (probléme aux moindres carrés) Soit n et p deux entiers naturels non nuls tels que p < n. On munit
M, 1 (R) de sa structure euclidienne canonique. On considere une matrice A de M,, ,(R) dont le rang vaut p et une matrice
B de M, ;(R).

1. Montrer qu’il existe une unique matrice X, de M, ;(R) telle que
lAX, — Bl| = inf{||AX — B|| | X € M,,,(R)}.
2. Montrer que X, est 'unique solution de I'équation matricielle
ATAX =ATB.

3. Application : déterminer
inf{(x +y—1)%+(x—y)? +(2x + y +2)*| (x,y) € R?*}.

Exercice 172. ¢ (déterminant de Gram) Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension p, avec p > 2, sur R, de produit
scalaire noté (-, -). Pour toute famille de vecteurs {e;,...,e,} de E donnée, on pose G(ey,...,e,) = ((ei, ej>)1<i i<n (matrice

de Gram) et y(eq,...,e,) = det(G(eq,...,e,)) (déterminant de Gram).
1. Montrer que rang(G(e,...,e,)) =rang({e,...,e,}).
2. Montrer que la famille {e;,...,e,} est liée si et seulement si y(e;,...,e,) = 0 et qu’elle est libre si et seulement si
y(eq,...,e,) > 0.

3. On suppose maintenant que {e;,...,e,} est libre dans E (et donc que n < p). On pose F = Vect({e;,...,e,}). Pour x
dans E, on note py(x) la projection orthogonale de x sur F puis dz(x) = ||x — pr(x)|| la distance de x a F. Montrer

que dp(x) =
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Exercice 173. Soit E un espace vectoriel euclidien, p et ¢ deux projecteurs orthogonaux définis sur E. Montrer que
Im(p) cIm(q) < Vx €E, |lp()ll < llg()ll-

Exercice 174. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2, E un espace vectoriel de dimension n et {ey, ..., e,} une famille
de vecteurs unitaires de E. On suppose que

Vi, ) efl,....n}% i#j = lle—ell=1.
Montrer que {eq,...,e,} est une base de E.

Exercice 175. Soit n un entier naturel, E =R, [X] et a,, ..., a, des réels distincts. On pose
n
Y(PQ) € E (RQ) = Y P(a)Q(ay).
k=0

1. Vérifier que la forme (-, -) définit un produit scalaire sur E.
2. Déterminer une base orthonormale de E.

3. Déterminer la distance d’un polyndéme Q de E au sous-espace H = {P €E| ZZZOP(ak) = 0}.

Exercice 176. On considére I'espace vectoriel M5(RR), muni du produit scalaire canonique.

1. Déterminer 'orthogonal de A;(R), le sous-espace vectoriel des matrices antisymétriques de M5(R).

2. Calculer la distance de la matrice M = (§ é ((1;) aAs(R).

. . e s . 1 . ..
Exercice 177. Prouver I'existence et 'unicité des réels a et b tels que fo (x* —ax — b)? dx soit minimum. Les calculer.

Exercice 178. (régression linéaire par la méthode des moindres carrés) Un médecin imagine que la taille des enfants
doit, grossierement, croitre proportionnellement a leur masse. Il pense donc qu’il doit exister une relation mathématique
du type

taille en cm ~ a + b x masse en kg.

Afin de calculer a et b, le médecin mesure 10 enfants volontaires agés de 6 ans et obtient le tableau suivant :

Enfant 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Taille (en cm) | 121 | 123 | 108 | 118 | 111 | 109 | 114 | 103 | 110 | 115
Masse (en kg) | 25 22 19 24 19 18 20 15 20 21

Le médecin, bien que peut-étre reconnu en pédiatrie, est malheureusement un piétre mathématicien. Il a donc calculé,
en désespoir de cause et sans trop comprendre pourquoi, les différentes moyennes suivantes :

10 10
M:ZMi/lozzo,:; kg, T:ZTi/loz 113,2 cm,

i=1 i=1

10 ) 10
o=>(M;—M) /10=7,61kg?, R= Y T,M;/10=2312,6kg.cm.

i=1 i=1

Aider le médecin en donnant (et en la justifiant) une expression de a et b en fonction des différentes moyennes M, T,
R et o. Calculer (de maniére approchée) a et b et commenter, si possible, les résultats en utilisant les ratios (approchés)
suivants :

— — —2
M TM TM

R =304, RM =6169, — =302, —— =6130.

o o o o

4.6 Endomorphismes des espaces euclidiens
4.6.1 Adjoint d’un endomorphisme
Exercice 179. Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E. Montrer que det(u*) = det(u).

Exercice 180. Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E.
1. Montrer que ker(u) = ker(u* o u).
2. Montrer que rang(u) = rang(u* o u) = rang(u o u*).

3. En déduire que Im (u) = Im (u o u*).
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4. Exprimer le sous-espace Im (u* o u) en fonction de ker(u).

Exercice 181. Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E tel que u*> =0 o (E)-
1. Montrer que ker(u + u*) = ker(u) Nker(u*).

2. Etablir u + u* est inversible si et seulement si ker(u) = Im (w).

Exercice 182. Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E vérifiant
Vx € E, [lu(o)ll < [lx]|.

1. Montrer que si u(x) = x alors u*(x) = x.

2. Montrer que E = ker(u —idg) & Im (u —idg).

Exercice 183. Soit n un entier naturel non nul. On munit 'espace M,,(R) du produit scalaire canonique. Soit A une matrice
d’ordre n et u 'endomorphisme de M, (R) défini par

VM € M,(R), u(M) =AM
Déterminer I'adjoint de u.

Exercice 184. Soit E = R,[X] I’espace vectoriel des polynémes a coefficients réels de degré au plus 2, muni du produit

scalaire défini par
1

V(PQ) € E?, (P,Q)=f P(t)Q(t)dt.

0
1. Déterminer la matrice M du produit scalaire relativement a la base {1,X X 2} de E.

2. Soit u 'endomorphisme de E défini par u(P) = P’ pour tout P de E. Déterminer la matrice de son adjoint dans la base
{1,x,x?} de E.

4.6.2 Isométries vectorielles et matrices orthogonales

Exercice 185. Soit n un entier naturel non nul. On munit 'espace M,,(R) du produit scalaire canonique. Soit A une matrice
d’ordre n et u 'endomorphisme de M, (R) défini par

VM € M,(R), u(M) =AM
A quelle condition u est-il une isométrie vectorielle ?

Exercice 186. Soit E un espace euclidien, u et v deux isométries vectorielles de E.
1. Montrer que si le vecteur x de E est tel que u(x) # v(x), alors {(u(x), v(x)) < |[uC)|l|lv()Il.

2. On suppose qU'il existe un réel A appartenant a ]0, 1[ tel que Au+ (1 —A)v est une isométrie vectorielle. Montrer que
u=v.

Exercice 187. Soit E = R3[X ] muni du produit scalaire

1

V(RQ) € E% (RQ) =f P(0)Q(t)dt.

-1
On considere 'endomorphisme u de E défini par u(P)(X) = P(—X) pour tout P de E. Montrer que u est une symétrie
orthogonale.
Exercice 188. (sur les coefficients d’'une matrice orthogonale) Soit n un entier naturel non nul et M une matrice ortho-
gonale d’ordre n.

1. Montrer que | >, D%, m;;| < n. Cette inégalité est-elle optimale?

n n 3/2
2. Montrer que >, 7., Imy| <n 2,

3. Montrer que >, Z};l Im;;| = n.

Exercice 189. (valeurs propres réelles d’une matrice orthogonale) Soit n un entier naturel non nul. On munit I'espace
M, 1(R) de la structure euclidienne canonique. Soit M une matrice orthogonale d’ordre n.

1. On suppose que M admet une valeur propre réelle A et on considere un vecteur propre X associé a cette valeur propre.
En calculant de deux facons différentes || MX |2, montrer que A2(|X||? = ||X||2.
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2. En déduire que Sp(M)NR c {—1,1}.

3. Donner un exemple de matrice orthogonale d’ordre 2 qui ne posséde pas de valeur propre réelle.

Exercice 190. (matrices orthogonales triangulaires supérieures) Caractériser les matrices orthogonales qui sont trian-
gulaires supérieures.

Exercice 191. Soit n un entier naturel non nul et a,,...,a, des réels tels que Z?:l a;2 = 1. On considére la matrice A de
M, (R) telle que
.. 2
V(i,j)€{1,...,n}", a;; =y,

et B=2A—1I,. Montrer que B est orthogonale. Quelles sont les valeurs propres de A?

Exercice 192. (matrice de Householder) Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2. Pour tout vecteur u non nul de R",
on désigne par H(u) la matrice

vu’

UuTu

ol la matrice colonne U représente le vecteur u dans la base canonique.

Hw=1I,-2

1. Montrer que la matrice H(u) est symétrique et orthogonale.

2. Soit Q une matrice orthogonale d’ordre n. Montrer que si V = QU alors H(v) = QH (wWQT, ot v est 'élément de R"
représenté par V dans la base canonique.

3. On désigne par 9 la droite vectorielle engendrée par u et par 2+ ’hyperplan orthogonal de 2 dans R". Montrer que
9 est stable par H(u) et que H(u)W = W pour toute matrice colonne W représentant un élément w de 9.

Exercice 193. (matrices circulantes de O(3,R)) Soit (a,b,c) € R®. Onpose S=a+b+cet o =ab+ bc+ca, et

b
a
c

=

Il
oo Q
Q oo

1. Démontrer que M appartient a O(3,R) si et seulement c =0 et S = £1.

2. Démontrer que M appartient a SO(3,R) si et seulementsic =0et S =1.

Exercice 194. Montrer que les matrices suivantes sont orthogonales et décrire géométriquement les isométries vectorielles
de R® qu’elles représentent dans la base canonique.

3 1 /6 —2 -1 2
1. =] 1 3 —«/8.2.—%2 -2 1
—/6 V6 2 1 2 2

Exercice 195. On considére R® muni de sa structure canonique. Déterminer la nature géométrique de I'endomorphisme
dont la matrice dans la base canonique est

-8 4 1
1

“4 7 4
1 4 -8

Exercice 196. Soit 8 = {e;,e,, e;} une base orthonormée de R®. Déterminer la matrice dans la base % de la rotation
vectorielle d’axe dirigé et orienté par le vecteur u = e; —2e, et d’angle de mesure 6 = .

Exercice 197. Préciser la nature géométrique des endomorphismes de R® associés aux matrices suivantes dans la base
canonique.

1 -2 =2 2 2 -1 0 1 O
1. % -2 1 =21 2. % -1 2 21]1. 310 0 -1
-2 -2 1 2 -1 2 -1 0 O

Exercice 198.

1 1
1. Trouver une matrice M de O(2,R) qui vérifie M ( ) = ( ) et det(M) = 1. Une telle matrice M est-elle unique ?

2. Trouver une matrice M de O(2,R) qui vérifie M ((1)) = ((1)) et det(M) = —1. Une telle matrice M est-elle unique ?
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3. Soit X une matrice de M, ;(R), X # (8) et M une matrice de O(2,R) telles que MX = X. Montrer que soit M = I,
soit det(M) = —1.

Exercice 199. Déterminer les réels a, b, c, d et e tels que la matrice

S = sl
5l
Qu

représente une rotation de R>.

Exercice 200. ¢ (exponentielle de matrice réelle antisymétrique et groupe spécial orthogonal) Soit n un entier naturel
non nul.
1. Montrer que, pour toute matrice réelle antisymétrique A d’ordre n, la matrice * est un élément de SO(n, R).

2. Réciproquement, montrer que toute matrice de SO(n, R) est de la forme e#, oll A est une matrice réelle antisymétrique.

Exercice 201. Soit n un entier naturel non nul. Montrer que la matrice

1 1 1 1
Oz e Jo=n
1 1 1 :
vn V2 V6
I
vn V6

. .. 1 1

1/(n72)(n71) 1/(n71)n
0 _ n—2 1
1/(n72)(n71) 1/(n71)n
\l 0o ... .. 0 - )
/n V(=

est orthogonale.

4.6.3 Endomorphismes auto-adjoints et matrices symétriques

Exercice 202. (symétrique entraine linéaire) Soit E un espace euclidien et u une application de E dans E telle que
V0x, y) € B2, (u(x), y) = {x,u(y)).

Montrer que u est un endomorphisme.

Exercice 203. Soit u un endomorphisme auto-adjoint d’'un espace euclidien E vérifiant, pour tout vecteur x de E, (u(x), x) =
0. Que dire de u?

Exercice 204. Soit E un espace vectoriel euclidien, u et v deux endomorphismes symétriques de E.

i
1. Montrer que Ker(u) @ Im(u) =E.

2. Montrer que u o v est auto-adjoint si et seulement siuov =vou.

Exercice 205. Soit u un endomorphisme auto-adjoint d’'un espace euclidien E de dimension n non nulle. On note A; < A, <
-+ < A, les valeurs propres de f, comptées avec leur multiplicité. Montrer que

Vx €E, 2 lIxI* < (uCx), x) < A, llx|1%.

Exercice 206. Caractériser les endomorphismes auto-adjoints orthogonaux d’un espace vectoriel euclidien.

Exercice 207. Soit n un entier naturel non nul. On munit 'espace M,,(R) du produit scalaire canonique. Soit A une matrice
d’ordre n et u 'endomorphisme de M,(R) défini par

VM € M,(R), u(M) =AM
A quelle condition u est-il auto-adjoint ?

Exercice 208. Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2, E un espace euclidien de dimension n, a un vecteur unitaire
de E et A un réel.
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1. Montrer que l'application u définie par
Vx €E, u(x)=x+A{x,a)a

définit un endomorphisme auto-adjoint de E.

2. Déterminer le spectre de u et les sous-espaces propres associés.

Exercice 209. Soit E un espace euclidien de dimension n non nulle, u un endomorphisme auto-adjoint de E, {e;};—; _, et
{fi}i=1,. n deux bases orthonormales de E.

1. Montrer que
D lluCe)l? = > IluC)IR.
i=1 i=1

2. Soit A une matrice réelle symétrique d’ordre n, de valeurs propres A4, ..., A, comptées avec leur ordre de multiplicité.

Montrer que
n n n
2 _ 2
PHAIE IS
i=1

i=1 i=1

Exercice 210. Soit A une matrice réelle.
1. Montrer que A"A est réelle symétrique et positive.
2. Montrer que ker(A) = ker(ATA), puis que rg(A) = rg(ATA).

Exercice 211. Soit u et v deux endomorphismes d’'un espace euclidien E qui commutent entre eux. On suppose que les
matrices S et T, représentant respectivement u et v dans une méme base orthonormale de E, sont respectivement symétrique
et antisymétrique. Montrer qu’on a

Vx €E, u(x) Lv(x) et |[u(x)+v(x)| = [lulx)—v(x)|.

Exercice 212. Soit n un entier naturel non nul, E un espace euclidien de dimension n et u et v deux endomorphismes de E
auto-adjoints, ayant tous deux des valeurs propres positives.

1. Montrer qu'’il existe un endomorphisme ¢ auto-adjoint de E, ayant des valeurs propres positives et tel que u = @ o .

2. Montrer que ker(u + v) = ker(u) Nker(v).

Exercice 213. Soit E un espace euclidien et u un endomorphisme auto-adjoint de E. On suppose qu’il existe une constante
réelle a positive ou nulle telle que
Vx €E, |lu(x)|l = allx||.

Montrer que u? = a?idg.
Exercice 214. Soit n un entier naturel supérieur ou égal & 2 et A la matrice de M, (R) telle que
Vi, j)e{l,...,n}* az>leti#j=>a;=1
Montrer que A est symétrique définie positive.
Exercice 215. Déterminer les matrices de M5(R) symétriques, orthogonales et dont la premiére ligne est (1 0 O).

Exercice 216. (matrice symétrique a puissance nulle) Soit A une matrice réelle symétrique. On suppose qu’il existe un
entier naturel p tel que A? = 0. Que dire de A?

Exercice 217. (limite de suite) Soit

A=

SRS

’S|mwl>—l-l>l»—\
—

S| (RINT

1. Montrer que la suite de matrices (A*),cy. converge.
2. Soit N = lim,_, , o AX. Caractériser géométriquement 'endomorphisme associé a N.
U
3. Soit (X )ren la suite de matrices colonnes définie par X, =| Vv, | etX,,; =AX, pour tout entier naturel k. Prouver
Wo
que cette suite converge et déterminer sa limite en fonction de ug, vq et wy,.
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4.6.4 Diagonalisation des matrices symétriques et applications

Exercice 218. Dans chacun des cas suivants, déterminer une matrice diagonale D et une matrice orthogonale P telles que
A=PDPT.

2 1 1 0 1 -1 5 -1 1
1.A=|1 2 1]. 2. A= 1 2 —-1|. 3.A=|-1 1 =3
1 1 2 -1 -1 0 1 -3 1
Exercice 219. Soit la matrice
11 -5 5
A=|-5 3 =3
5 -3 3

1. Diagonaliser A.

2. Soit q la forme quadratique de R® canoniquement associée a A. Utiliser la question précédente pour trouver une base
g-orthogonale de R et déterminer la signature de q.

Exercice 220. Déterminer une base orthonormée formée de vecteurs propres de la matrice

5 -1 2
A=|-1 5 2
2 2 2

Interpréter géométriquement 'endomorphisme qui est représenté par A dans la base canonique de R®.

Exercice 221. Soit n un entier naturel non nul supérieur ou égal a 2 et la matrice

0 1 0

A= 1
1
0 1 0

de M, (R) (cest-a-dire que 'ona a;; =1sii=j+1oui=j—1 et 0 sinon).
1. Soit A un réel. Que peut-on dire du rang de A— A I, ?

2. Montrer que A admet n valeurs propres réelles deux a deux distinctes.

Exercice 222. Soit n un entier naturel non nul. Déterminer les matrices A de M, (R) vérifiant AATAATA=1,.

Exercice 223. Soit n un entier naturel non nul, A une matrice réelle d’ordre n et p un entier naturel non nul. Montrer que
(A+AT)P est nulle si et seulement si A est antisymétrique.

Exercice 224. Pour n un entier naturel non nul supérieur ou égal & 2, on considere M, ; (R) muni de la structure euclidienne
canonique et A une matrice inversible de M, (R).
1. Montrer que les valeurs propres de B = ATA sont strictement positives.

2. Montrer que si la famille {X;,...,X,} de vecteurs de M, ;(R) est orthonormale et que la famille {AX;,...,AX,} est
orthogonale, alors les vecteurs X3, ..., X, sont des vecteurs propres de la matrice B.

Exercice 225. (forme quadratique de trace nulle) Soit n un entier naturel non nul et E un espace vectoriel euclidien de
dimension n. Si q est une forme quadratique sur E, on appelle trace de q la trace de toute matrice de g relativement a une
base orthonormée.

1. Montrer que cette définition a bien un sens.

On souhaite démontrer que la trace de g est nulle si et seulement s’il existe une base orthonormée {e,...,e,} de E telle que
q(e;) =0 pour tout i de {1,...,n}.

2. Montrer I'implication réciproque.
3. On suppose maintenant que la trace de g est nulle.

(a) Trouver un vecteur e; de norme unitaire tel que g(e;) = 0.
(b) En déduire la propriété voulue.
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Exercice 226. (« réduction » simultanée) Soit n un entier naturel non nul et M et N deux matrices réelles symétriques
d’ordre n, avec M définie positive. Montrer qu’il existe une matrice réelle inversible C telle que

C'MC=1,etC'NC=D,
ol D est une matrice diagonale réelle.

Exercice 227. (racine carrée d’'une matrice symétrique positive) Soit M une matrice réelle symétrique positive. Montrer
qu’il existe une matrice réelle symétrique positive R telle que M = R%. Que dire de I'unicité d’une telle matrice ?

Exercice 228. (décomposition polaire) Soit A une matrice réelle inversible. Montrer qu’il existe un unique couple de
matrices (U, H), U étant orthogonale et H réelle symétrique définie positive, tel que A= UH.

Exercice 229. (factorisation de Cholesky et factorisation QR) Soit n un entier strictement positif et A une matrice réelle
d’ordre n.

1. On suppose dans cette question que la matrice A est symétrique définie positive. Montrer qu’il existe une matrice
triangulaire supérieure R a coefficients diagonaux strictement positifs, telle que A=R'R.

2. On suppose dans cette question que la matrice A est inversible. Montrer qu’il existe un unique couple de matrices
(Q,R), avec Q une matrice orthogonale et R une matrice triangulaire supérieure a coefficients diagonaux strictement
positifs, tel que A= QR.

4.6.5 Décomposition en valeurs singuliéres

Exercice 230. Trouver une décomposition en valeurs singuliéres de la matrice suivante
1 0 1
-1 1 o)
Exercice 231. calcul de pseudo-inverse Déterminer le pseudo-inverse de la matrice suivante

(4 %)

4.6.6 Endomorphismes normaux et matrices commutant avec leur transposée

Exercice 232. Soit u un endomorphisme normal d’un espace euclidien E.
1. Montrer que les endomorphismes u et u* ont les mémes sous-espaces propres.

2. Montrer que les sous-espaces propres de u sont deux a deux orthogonaux.

Exercice 233. Soit u un endomorphisme normal d’un espace euclidien E, supposé diagonalisable. Montrer que u est auto-
adjoint.

Exercice 234. Soit u un endomorphisme d’un espace euclidien E. Montrer que u est normal si et seulement si

Vx € E, |lu(o)ll = [lu (o).

Exercice 235. Soit n un entier naturel non nul et A une matrice d’ordre n inversible commutant avec sa transposée. Montrer
. T
que la matrice (A 1) A est orthogonale.
Exercice 236. Soit n un entier naturel non nul et A une matrice d’ordre n commutant avec sa transposée. On suppose qu’il
existe un entier naturel non nul p tel que A? = 0.
1. Montrer que A" A est nulle.

2. En déduire que A est nulle.
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