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Chapitre 1

Eléments de logique

Nous rappelons ou introduisons dans ce chapitre préliminaire quelques éléments de logique et de vocabulaire
mathématique indispensables a la compréhension des démonstrations des chapitres suivants.

1.1 Assertions

Dans le cadre d'une théorie mathématique donnée, une assertion est une phrase mathématique a laquelle on
peut attribuer une, et une seule, valeur booléenne, a savoir vrai (V en abrégé) ou faux (F en abrégé). Certaines
assertions sont déclarées vraies a priori : ce sont les axiomes ; sinon, la véracité d’une assertion doit résulter d'une
démonstration.

Les assertions démontrées sont appelées théorémes ou propositions suivant leur importance. Un lemme est un
résultat préalable utile a une démonstration plus conséquente, tandis qu'un corollaire est une assertion vraie qui
découle d’un résultat précédent.

1.1.1 Opérations sur les assertions

A une assertion, on peut associer sa négation, a deux assertions, leur disjonction ou leur conjonction. Les valeurs
booléennes des ces assertions associées dépendent des valeurs des assertions de départ et sont données par les
définitions suivantes.

Définition 1.1 La négation d’une assertion (P) se note (non P). Lassertion (non P) est vraie si et seulement si (P)
est fausse.

Définition 1.2 Etant données deux assertions (P) et (Q), on appelle disjonction de ces deux assertions Uassertion
(P ou Q) qui est vraie si et seulement si 'une au moins des assertions est vraie.

Définition 1.3 Etant données deux assertions (P) et (Q), on appelle conjonction de ces deux assertions Uassertion
(P et Q) qui est vraie si et seulement si les deux assertions sont simultanément vraies.

A ces trois opérations ou connecteurs, on ajoute les opérations d’'implication et d’équivalence.

Définition 1.4 Etant données deux assertions (P) et (Q), on définit Uassertion « (P) implique (Q) », appelée implica-
tion et notée (P = Q), de la maniére suivante : Uassertion (P = Q) est vraie quand (P) est fausse ou lorsque (P) et
(Q) sont vraies.

On dit encore que « (P) est une condition suffisante pour (Q) » et que « (Q) est une condition nécessaire pour (P) ».
L'assertion (P) est appelée 'hypothése et (Q) la conséquence.

Définition 1.5 Etant données deux assertions (P) et (Q), on définit Uassertion « (P) équivaut a (Q) », appelée
équivalence et notée (P < Q), de la maniére suivante : Uassertion (P < Q) est vraie si (P) et (Q) sont toutes les
deux vraies ou fausses.

On dit encore que « (P) et (Q) sont équivalentes » ou que « (P) est une condition nécessaire et suffisante pour (Q) ».
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1.1.2 Tableaux de vérité

La définition des assertions précédentes est résumée dans les tableaux de vérité ci-dessous.

(P) | (Q || (PouQ) (P) | (Q || (PetQ)
(P) || (non P) vV |V v V|V vV
vV F V | F \% V | F F
F \% F |V \% F |V F
F F F F F F
P Q]| P=Q) P Q| P=Q)

vV [V \% vV [V vV

V | F F V | F F

F | V \% F | V F

F F \% F | F \%

Les opérations que nous venons d’introduire peuvent étre répétées pour former des assertions dépendant
d’assertions initiales (P;), (P,), (Ps), etc... Deux assertions ainsi construites sont dites synonymes si elles ont le
méme tableau de vérité.

Exemple. Montrons que lorsque I'on a simultanément (P = Q) et (Q = P), on a (P < Q). On établit pour cela
le tableau de vérité suivant

P)|@ | (P=Q) |@Q@=P)| (P=Qet(Q=>P)) | (P=Q)
V[V v v v v

V | F F \Y F F

F |V \% F F F

F | F \ \ \ \

Quelques synonymies classiques. Soient (P), (Q) et (R) trois propositions. On a alors
— (non (P ou Q)) est équivalente a (non P et non Q),
— (non (P et Q)) est équivalente a (non P ou non Q),
— (P = Q) est équivalente a (non Q = non P),
— (P ou (Q et R)) est équivalente a ((P ou Q) et (P ou R)),
— (P et (Q ou R)) est équivalente a ((P et Q) ou (P et R)).
La preuve des ces affirmations est laissée en exercice au lecteur (il suffit d’écrire les tableaux de vérité).

1.2 Quantificateurs

Les quantificateurs sont des symboles utilisés pour écrire des énoncés. Une phrase quantifiée est une assertion
mathématique contenant un ou des quantificateurs.
Le symbole 3 désigne le quantificateur existentiel. Ainsi, x se lit « il existe au moins un élément x » et 3!x signifie
« il existe un et un seul élément x ».
Le symbole V désigne le quantificateur universel et Vx signifie « pour tout élément x ».
La lettre affectée par un quantificateur est muette et peut étre remplacée par n‘importe quelle autre lettre n’ayant
pas déja une signification dans I’énoncé.

Exemple. La notation x € E signifie « x appartient a E ». Soit par ailleurs P(x) une assertion dépendant de x.

Alors
(Vx €E, P(x)) = (Vy €E, P(y)),
(Ix €E, P(x)) = (Ay €E, P(y)).

La négation d’'une phrase quantifiée se définit comme suit :

(non (Vx € E, P(x))) < (dx € E, non P(x)),
(non (Ix € E, P(x))) & (Vx € E, non P(x)).
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1.3 La démonstration en mathématiques

Dans le cadre d’une théorie mathématique, une démonstration consiste, en général, a établir une proposition
de la forme (H = C) avec (H) vraie (sinon, il n’y a rien a faire), ou bien a montrer quune assertion (C) est vraie.
On dispose pour cela non seulement de (H) mais aussi de toutes les propositions de la théorie concernée déja
établies. On met alors en évidence une suite d’assertions (Py), (P;),..., (P,), ou (P,) est (H) et (P,) est (C), telles
que la vérité de chaque (P;), i =1,...,n, puisse étre déduite des précédentes par I'intermédiaire des propositions
établies et des régles de logique.

Il existe plusieurs types de démonstration : la démonstration directe, la démonstration par Uabsurde, la démons-
tration par contraposé et la démonstration par récurrence.

1.3.1 Démonstration directe

La démonstration directe de (H = C) consiste a établir successivement des assertions intermédiaires pour
arriver a (C) en partant de (H).

Exemple de démonstration directe. Démontrons directement que, pour tout entier naturel n, on a n est impair
ou n? est pair.

Notons (P) I'assertion « Uentier n est impair » et (Q) l'assertion « entier n? est pair ». Dans ce cas, (H) est « n est un
entier naturel » et (C) est (P ou Q). Nous avons a établir que (P ou Q) est vraie. Supposons que I'assertion « n est
impair » soit fausse. Alors n est pair, il existe un entier p tel que n = 2p. Il s'ensuit que n?> = 4p?, et donc n? est pair.

1.3.2 Démonstration par ’absurde

La démonstration par I'absurde qu’une assertion (P) est vraie consiste a supposer que (P) est fausse et a
montrer que (non P = Q) est vraie, avec (Q) une assertion dont on sait qu’elle est fausse d’ot une contradiction. Il
en résulte que (P) est vraie car (non P = Q) est équivalente a (non Q = P) (on pourra vérifier cette affirmation
en exercice).

Exemple de démonstration par ’absurde. Démontrons que le réel +/2 est irrationnel.

Ici, Iassertion (P) est « +/2 est irrationnel ». La négation de (P) est donc « +/2 est rationnel ». Nous la supposons
vraie et il existe alors deux entiers naturels p et g (avec q # 0) premiers entre eux ! tels que v/2 = %. De 2¢% = p?,
nous déduisons que p? est pair et donc que p est pair (voir I'exemple suivant). Ecrivant ensuite p = 2k avec k
entier, il s'ensuit que g = 2k2, montrant ainsi que g2, et donc g, est pair. Les nombres p et g ont 2 comme diviseur
commun, ce qui est contradictoire avec le fait que p et g sont premiers entre eux.

1.3.3 Démonstration par contraposée

La démonstration par contraposée s’appuie sur la régle logique :

(P = Q) est équivalente a (non Q = non P).

Exemple de démonstration par contraposée. Soit n un entier naturel. Démontrons que si n? est pair alors n
l'est aussi.

Ici, (P) est l'assertion « n? est pair » et (Q) est I'assertion « n est pair ». La négation de (Q) est alors « n est impair ».
Supposons (non Q) vraie. Dans ce cas, n = 2k + 1, k étant un entier, et donc n? = 4k? + 4k + 1 est impair.

1.3.4 Démonstration par récurrence

La démonstration par récurrence s'utilise pour prouver des propositions dont ’énoncé dépend d’un entier
naturel n. Elle s’appuie sur une propriété (admise) particuliére de 'ensemble des entiers naturels N.

1. C’est-a-dire sans diviseur commun autre que 1.
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Théoreme 1.6 Toute partie de A de N, contenant Uentier p et telle que, pour tout n appartenant a A, n+ 1 appartient
a A, contient Uensemble des entiers plus grands ou égaux d p.

Corollaire 1.7 Soient (P(n)) une proposition dépendant de Uentier n et p un entier naturel. Si on a
i) (P(p)) est vraie,
ii) Pour tout entier naturel n > p, (P(n) = P(n+ 1)),

alors (P(n)) est vraie pour tout entier naturel n = p.

DEMONSTRATION. On pose A 'ensemble des entiers naturels n pour lesquels la proposition (P(n)) est vraie et on applique le
théoréeme 1.6. On en déduit que A contient 'ensemble des entiers plus grands ou égaux a p. O

Exemple de démonstration par récurrence. Démontrons par récurrence que, pour tout entier naturel n, I'entier
3

n° —n est divisible par 3.
Posons tout d’abord (P(n)) I'assertion « n® — n est divisible par 3 ». Nous vérifions ensuite que
i) 0 =0 x 3 donc 0%+ 0 = 0 est divisible par 3 et (P(0)) est vraie.

ii) Soit n un entier naturel tel que (P(n)) est vraie (on dit que c’est 'hypothese de récurrence). Alors il existe un
entier k tel que n® —n = 3k et

(n+1P -+ =n*+3n*+3n+1—n—1=n*—n+3(n%+n)=3k+3(n%+n).

Donc (n+ 1)3 —(n + 1) est divisible par 3. On conclut que si (P(n)) est vraie, alors (P(n + 1)) est vraie.

La démonstration est alors terminée.

1.3.5 Le contre-exemple

Pour infirmer une assertion, on peut utiliser un exemple ou un cas particulier qui la contredit, qu’on appelle
alors un contre-exemple.
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Chapitre 2

Ensembles et relations

Le cadre dans lequel nous allons travailler est celui de la théorie des ensembles. L'objectif de ce chapitre est
d’en présenter une théorie « naive » : langage des ensembles, opérations sur les ensembles, etc...

2.1 Ensembles

En mathématiques, on étudie des objets de différents types : des points, des nombres ou encore des vecteurs
par exemple. Ces objets ou éléments forment ou constituent, en vertu de certaines propriétés, des collections ou
ensembles. Parmi les ensembles déja rencontrés par I'étudiant, citons notamment

— N I'ensemble des entiers naturels,

— Z lensemble des entiers relatifs,

— Q T'ensemble des nombres rationnels,

— R ’ensemble des nombres réels,

— C Tensemble des nombres complexes,

— Z(N,R) 'ensemble des suites réelles ou des fonctions réelles définies sur N,

— sia et b sont deux réels, [a, b[ est 'ensemble des réels x qui vérifient a < x < b.

On notera, en général, un élément par une lettre minuscule ('élément x) et un ensemble par une lettre majuscule
(Pensemble E).

Un ensemble peut étre fini ou infini. S’il est fini, il peut étre donné en extension, c’est-a-dire par la liste (non
ordonnée) de ses éléments, a priori supposés distincts. S’il est infini (ou méme fini), 'ensemble peut étre donné en
compréhension, c’est-a-dire par une ou des propriétés définissant ses éléments. Nous reviendrons brievement sur
les notions d’ensembles finis et infinis dans la section 2.4.

Un ensemble formé d’un et un seul élément est appelé un singleton.

Définition 2.1 On dit que ’ensemble E est égal a I’ensemble F (et l'on note E = F) si tout élément de E est un
élément de F et si tout élément de F est un élément de E. Lorsque les ensembles E et F ne sont pas égaux, ils sont dits
distincts et Uon note E # F.

2.1.1 Appartenance

La relation d’appartenance se note x € E et s’énonce « x appartient a Uensemble E », ou encore « x est un élément
de E ». La négation de cette relation est une autre relation, qui se note x ¢ E et s’énonce « x n’appartient pas a
Uensemble E », ou encore « x n'est pas un élément de E ».

Exemples. Le nombre 1 est un entier naturel, ce qui se représente par 1 € N. De méme, le nombre 7 est un
nombre réel, d’ott € R, mais il n’est pas un nombre rationnel, d’ot 7 ¢ Q.

2.1.2 Inclusion

On définit la relation d’inclusion de la maniére suivante.
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Définition 2.2 On dit qu’un ensemble E est inclus dans un ensemble F, ce que U'on note E C F, si et seulement si tout
élément de E appartient a F :
ECF< (VYx€E, xE€F).

Cette relation est synonyme de F D E, qui se lit « F contient E ». Par ailleurs, on note E ¢ F la négationde EC F :
E¢F < (dx€E, x ¢F).

Lorsque E C F et qu’il existe au moins un élément de F qui n’appartient pas a E, on dit que E est un sous-ensemble
propre de F, ce qui est noté E & F.

Exemple. Lensemble constitué de I'entier 1, ou ayant pour unique élément l'entier 1, est le singleton noté {1} et
l'ona {1} CN.

Les propriétés suivantes sont immédiates. Soient E, F et G trois ensembles, on a
— ECE.
— (ECFetF cG)= E CG (transitivité de I'inclusion).

Proposition 2.3 Etant donnés deux ensembles E et F, on a E = F si et seulement si l'on a simultanément E C F et
F CE.

2.1.3 Partie d’'un ensemble. Ensemble des parties

Définition 2.4 Soit E un ensemble. On appelle partie de E (ou sous-ensemble de E) tout ensemble A vérifiant A C E.

Exemple. Dans I'ensemble N des entiers naturels, la propriété de divisibilité par 2 définit une partie Ade N :
I'ensemble des nombres pairs. Un entier naturel n appartient a A s'il existe un entier naturel p tel que n =2p. On
note alors

A={neN|3JpeN, n=2p}.

La partie de E n’ayant aucun élément se nomme l'ensemble vide de E et se note &. Si E est un ensemble
alors @ C E. En effet, sinon, en raisonnant par I'absurde, il existerait au moins un élément appartenant a & qui
n’appartiendrait pas a E. Or, ceci est impossible, puisque ’ensemble vide n’a pas d’élément. Donc, & C E est une
assertion vraie.

Enfin, toutes les parties de E constituent un nouvel ensemble, noté #(E), que 'on nomme ensemble des parties
de E. Pour tout ensemble E, E et @ appartiennent a 2 (E).

Remarques. Ona
1) Ace #(E) < ACE.
2) {x}e#(E)=x€<€E.

Exemple. SiE=1{0,1,2},ona

2 (E) ={2,{0},{1},{2},{0,1},{0,2},{1,2},{0,1,2}}.

Définition 2.5 Soient E un ensemble et & une partie de Z(E). On dit que & est une partition de E si et seulement
s

(i) VAe Z,A# @,

(ii) VAe #,VBe ®?, (A#B < ANB =Q),
(iii) Yx €E,JA€ 2, x €A

Exemple. Pour tout ensemble non vide E, {E} et {{x} | x € E} sont des partitions de E.
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2.1.4 Opérations sur les ensembles

Considérons un ensemble E. Nous allons tout d’abord définir deux lois de composition internes dans & (E).

Intersection

Définition 2.6 Soient A et B deux parties de E. On appelle intersection des ensembles A et B U'ensemble des éléments
qui appartiennent a la fois a A et a B. Celui-ci est noté AN B. Lorsque AN B = & (c’est-a-dire lorsque A et B n’ont
aucun élément commun), on dit que A et B sont disjoints.

Réunion

Définition 2.7 Soient A et B deux parties de E. On appelle réunion des ensembles A et B 'ensemble des éléments
qui appartiennent a A ou a B. Cet ensemble est noté AU B.

Soient A, B et C trois sous-ensembles de E. Lintersection et la réunion sont des lois sont commutatives :
ANB=BNAetAUB=BUA,

et associatives :
AU(BUC)=(AuB)UC,
ANn(BNnC)=(ANnB)NC.

Elles sont également distributives 'une pour l'autre :

AUBNC)=(AUB)N(AuUC),
ANBUC)=(ANB)UANC).

La preuve de ces propriétés est basée sur les synonymies introduites dans la sous-section 1.1.2 du chapitre 1. Si 'on
définit la proposition (P(x)) (resp. (Q(x)), resp. (R(x))) comme étant vraie si et seulement si x € A (resp. x € B,
resp. x € C), la proposition x € BNC est alors équivalente a (P(x) et Q(x)) et x € BUC a (P(x) ou Q(x)). Ainsi, x €
AU (BNC) est équivalente a (P(x) ou (Q(x) et R(x))), ce qui est équivalent a ((P(x) ou Q(x)) et (P(x) ou R(x))),
ou encore a x € (AUB)N (AU C). On procéde de maniére identique pour montrer les autres assertions de ce
chapitre.

Nous introduisons a présent la notion de complémentaire d’un sous-ensemble.

Complémentaire

Définition 2.8 Soit A un sous-ensemble de E. On appelle complémentaire de A dans E, et I'on note Ci(A), Uensemble
des éléments de E qui n’appartiennent pas a A.

Différence

Définition 2.9 Soient A et B deux parties d’un ensemble E. On appelle différence de A et de B, et on note A\B,
Uensemble des éléments de E appartenant a A mais pas a B.

Toutes ces opérations sont résumées sur la figure suivante sous la forme de diagrammes de Venn *.

Remarques. Les démonstrations des propriétés suivantes sont laissées en exercice au lecteur. Soient A et B deux
parties d'un ensemble E. On a
s AN =,
ANA=A,
ANE =A (on dit que E est neutre pour N),
ANB=B &< ACB.

1. John Venn (4 aofit 1834 - 4 avril 1923) était un mathématicien et logicien anglais. Il est célébre pour avoir concu les diagrammes portant
son nom, qui sont notamment employés en théorie des ensembles, en probabilité, en logique, en statistique et en informatique.
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.o, P

E E

FIGURE 2.1 — Diagrammes de Venn représentant (en bleu) respectivement les ensembles C;(A), AUB, ANB et A\B,
ol A et B sont des sous-ensembles d’un ensemble E.

o AU =A (on dit que & est neutre pour U),
AUA=A,
AUE =E,
AUB=B < ACB.
e AN(AUB)=AU(ANB)=A.
* Cx(@)=E, Cx(E) =0,
Cp(Cp(A) =A,
ANCz(A) =g,
AU Cg(A) = E.
On déduit de ces deux derniéres égalités que {A, Cz(A)} est une partition de E.
® Cz(ANB) = Cg(A) U Cg(B),
Cr(AUB) = Cx(A) N Cx(B) (lois de De Morgan2).
o F\A=Cg(A),
A\B=g < ACB,
A\B =ANCg(B)=A\(ANB).

2.1.5 Produit d’ensembles

Etant donnés deux ensembles E et F, on peut associer  tous éléments x € E et y € F le nouvel objet (x, y)
appelé couple ordonné. Ce couple est un élément d’un nouvel ensemble, que 'on nomme ensemble produit de E par
F.

Définition 2.10 Soient E et F deux ensembles. On appelle ensemble produit de E par F (ou produit cartésien de
E et de F), et l'on note E x F, Uensemble des couples (x,y), telsque x €Eety €F :

ExF={(x,y)|x€Eety€F}.
L'égalité entre couples est définie par ’équivalence logique suivante :
(a,b)=(c,d) & (a=cetb=d).

Remarque. Lorsque E = F, E x F = E2. Par extension, étant donnés un entier n > 1 et des ensembles E;,..., E,,

on appelle produit de E,..., E, 'ensemble de tous les n-uplets (x4, ...,x,) tels que x; € Ey,..., x, € E,. Cet
ensemble est noté E; x --- x E, ou encore r[?zl E;. Lorsque E; =--- = E, = E, l'ensemble produit est noté E".

2. Augustus De Morgan (27 juin 1806 - 18 mars 1871) était un mathématicien britannique. Il est considéré comme I'un des fondateurs de
la logique moderne.
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2.2 Relations

2.2.1 Généralités

Définition 2.11 Soient E et F deux ensembles. Une relation (ou correspondance) Z de E vers F est définie par
tout triplet (E,R,F) ott R est une partie de E X F.

Considérons un couple (x, y) de E x F vérifiant (x, y) € R. On dit que I'élément x de E est en relation par # avec
I'élément y de F, ce que 'on note xZy. L'ensemble E s’appelle 'ensemble de départ de &, F 'ensemble d’arrivée de
Z et R est le graphe de Z. Enfin, on appelle ensemble de définition de & la partie A de E définie comme suit :

A={x€E|3Jy€F, xRy},
et ensemble image de % la partie B de F définie par :
B={yeF|3dx€E, xRy}.

Définition 2.12 Soient E, F, G trois ensembles, &, (resp. &) une relation de E vers F (resp. F vers G). On définit la
relation composée de # et &, notée & o %, de E vers G par :

V(x,2) €EXG, (x¥oRz <= (Jy €F, xRy et yFz)).

Exemple. Soient E = F = G l'ensemble des droites d’'un plan affine euclidien et Z = & =1, la relation
d’orthogonalité. Alors & o # =||, la relation de parallélisme, car, pour toutes droites D et D” du plan E, on a :

(DI D)< (3AD'€E, D LD etD' L D")
On peut donc écrire ici : L o L=|.
Proposition 2.13 Soient E, F, G, H des ensembles et Z (resp. &, resp. ) une relation de E vers F (resp. F vers G,

resp. G vers H). On a alors :
(ToF)oR =T o(S oR).

DEMONSTRATION. On remarque tout d’abord que les relations (7 o &) o Z et 7 o (& o Z) ont le méme ensemble de départ
(E) et d’arrivée (H). Soit (x,t) € ExH.Ona:
xX(ToSL)oRt = (Ay €F, (xRy et yT o Ft))
< (Ay €F, 32 € G, (xRZy et yFz et 2Tt))
S (I2€G, (xS o Rz et 2Tt))
S xT o(S o R)t.
O

Définition 2.14 Soient E, F deux ensembles et & une relation de E vers F. On définit la relation réciproque de %,
notée Z~*, de F vers E par :

Y(x,y)€EEXF, (yZ 'x & xZY).
Proposition 2.15 1) Pour toute relation Z, ona : ()™ = &.
2) Soient E, F, G trois ensembles et & (resp. &) une relation de E vers F (resp. F vers G). On a :
(FoR) ' =R o
DEMONSTRATION.
1) Clest immédiat.
2) V(x,z)€ExG,ona:
2(SoR)x & x(F o R)z

< (dy €F, (xZy et y2))

S Ay €F, S 'y et y2'x))

Sz o s,

Définition 2.16 Soit E un ensemble. Une correspondance de E vers E est appelée une relation binaire dans E.

11
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Exemples.

— Soit n un entier naturel. et Z = {(p,q) € Z? | 3k € Z, p — q = kn}. La relation ainsi définie est appelée
congruence modulo n. Au lieu d’écrire (p,q) € Z ou encore p%q, on note p = q (mod n).

— La relation d’égalité a = b sur un ensemble E est une relation binaire dont le graphe est la diagonale de
E2?, C’est-a-dire 'ensemble des (x, x) quand x parcourt E. Les ensembles de définition et image de cette
relation coincident avec E.

— Soient E un ensemble, A et B deux parties de E. La relation d’inclusion A C B est une relation binaire dans
P (E). Les ensembles de définition et image de cette relation coincident avec & (E) tout entier.

Définition 2.17 Une relation binaire & dans un ensemble E est dite :

o réflexive si et seulement si : Yx € E, xZ X,
symétrique si et seulement si : Y(x,y) € E2, (xRy = yRx),
antisymétrique si et seulement si : V(x,y) € E?, (xRy et yRx) = x =),
transitive si et seulement si : ¥(x,y,2) €E3, (xRy et yRz) = xRz2).

Exemples.
— La relation d’égalité dans un ensemble quelconque est réflexive, symétrique et transitive.
— Linclusion dans 2 (E) est réflexive, non symétrique, antisymétrique et transitive.
— Dans 'ensemble des droites du plan affine euclidien, la relation | d’orthogonalité est symétrique, mais
n’est ni réflexive, ni antisymétrique, ni transitive. Une droite n’est en effet pas perpendiculaire a elle-méme
et, d’autre part, D L. D’ et D’ L D" entrainent D || D” (D paralléle a D) et non D L D”.

Définition 2.18 Soient E un ensemble, & une relation binaire sur E et A une partie de E. La relation binaire dans A,
notée #,, définie par :
V(X;.)’) EAZ’ (x'%Ay g x'%.y):

est appelée relation induite par % sur A.

2.2.2 Relations d’équivalence

Définition 2.19 Soit # une relation binaire dans un ensemble E. On dit que & est une relation d’équivalence si et
seulement si # est réflexive, symétrique et transitive.

Etant donnée une relation d’équivalence, on identifie les éléments qui sont en relation en introduisant les classes
d’équivalence.

Définition 2.20 Soit Z une relation d’équivalence dans un ensemble E. Pour chaque x de E, on appelle classe
d’équivalence de x (modulo %) le sous-ensemble de E défini par :

C(x)={y<€E|x2y}.

Tout élément de 6 (x) est appelé un représentant de la classe 6 (x). Lensemble des classes d’équivalence modulo %
se nomme ensemble quotient de E par % et se note E/ .

Exemples.
— Comme on I'a déja vu, la relation d’égalité dans un ensemble E quelconque est une relation d’équivalence,
d’ensemble quotient {{x} | x € E}.
— Lorsque la relation d’équivalence est la congruence modulo n, avec n un entier positif, dans Z, 'ensemble
quotient est noté Z/nZ et on a :

Z/nZ = {€(0),%(1),...,¢(n—1)},
avec 6(i)={i+nk|keZ},0<i<n—1.

— Dans l'ensemble des droites d'un plan affine, la relation de parallélisme || est une relation d’équivalence.
Pour toute droite D, la classe de D modulo || est appelée la direction D.

12
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Théoréme 2.21 A toute relation # d’équivalence dans un ensemble E correspond une partition de E en classes
d’équivalence et réciproquement, toute partition de E définit sur E une relation d’équivalence &, dont les classes
coincident avec les éléments de la partition donnée.

DEMONSTRATION. Soit £ une relation d’équivalence dans E. Pour tout élément x de E, 6(x) est non vide car x appartient a
%(x). Soit (x,y) € E? tel que 6(x) N 6 (y) # @. Il existe donc z € € (x)N €(y). On a alors x%z et y Rz, d'ol (par symétrie
et transitivité de la relation) x%y. On en déduit que 4 (x) C €(y). Soit en effet t de €(x), on a xZt et xZy, d'ou y#t,
soit encore t € 6(y). Puis, x et y jouant des rdles symétriques, on a ¢ (x) = € (y). Comme, pour chaque élément x de E, x
appartient a 6(x), la réunion des éléments de E/Z est E.

Réciproquement, soit & une partition de E et # la relation définie dans E par :

V(x,y) €E?, (xRy < (AP € P, (x €P et y € P))).
Par définition, il existe, pour chaque x de E, un élément P de & auquel x appartient, on a : Yx € E, xZx, et donc & est

réflexive.
Pour tout (x,y) de E2,on a:

xRy < @APe P, (xcPetyeP)= AP P, (ycPetx €P)) = yAx,

et donc Z est symétrique.
Soit (x,y,z) € E® tel que xZy et yRz. Il existe P et Q € @ tels que :

((xePetyeP)et(ycQetzeQ)).

Comme PN Q # @ et que & est une partition, on a P =Q, donc (x € P et z € P) d'ou x%z. Ainsi, Z est transitive.

Enfin, soit x un élément de E. Il existe P de & tel que x appartient & P et 'on a alors 6(x) = P. En effet, pour tout y de P,
(xePetyeP)doncxZy.
Pour tout élément y de €(x), il existe Q appartenant a & tel que (x € Q et y € Q) et Q = P (pour les mémes raisons que
précédemment) et donc y € P. Ceci prouve que E/%#Z C &.
Réciproquement, soit P € 2. 1l existe x appartenant a P et 'on a alors ¢ (x) = &. Ceci montre que & C E/%. O

2.2.3 Relations d’ordre
Généralités

Définition 2.22 Soit # une relation binaire dans un ensemble E. On dit que Z est une relation d’ordre si et
seulement si &# est réflexive, antisymétrique et transitive.

Une relation d’ordre est souvent notée < ou encore <. Le couple (E, <), ot E est un ensemble et < une relation
d’ordre, est appelé ensemble ordonné. La relation x < y et x # y est notée x < y.

Définition 2.23 Soit (E, <) un ensemble ordonné. La relation < est dite relation d’ordre total si deux éléments
quelconques de E sont comparables :

V(x,y)€E? (x<youy<x).
Dans le cas contraire, Uordre est dit partiel.
Exemples.

— La relation < usuelle sur R est une relation d’ordre total.
— Si E est un ensemble ayant au moins deux éléments, l'inclusion dans & (E) est une relation d’ordre partiel.

Soient E un ensemble, < une relation d’ordre sur E et A une partie de E. La relation induite par < dans A est une
relation d’ordre appelée relation d’ordre induite par < sur A.

13
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Eléments remarquables d’un ensemble ordonné

Définition 2.24 Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E.

1) Un élément x de E est appelé un majorant (resp. minorant) de A dans E si et seulement si :
VacA a<x (resp. Ya€A, x <a).

2) Ondit que A est majorée (resp. minorée) dans E si et seulement si A admet au moins un majorant (resp. minorant)
dans E, c’est-a-dire :
dx €E, Va€A a<x (resp. Ix€E, Va€A, x <a).

3) Un élément x de E est appelé un plus grand (resp. plus petit) élément de A si et seulement s’il appartient a A et
s’il majore (resp. minore) A, cest-a-dire :

(xeAet (VacA, a<x)) (resp. (x€Aet (VaeA, x <a))).
4) Soit x appartenant @ A. On dit que x est un élément maximal (resp. minimal) de A si et seulement si :

VaeA (x<a=>x=a) (resp. Va€A, (a <x=x=a)).

Exemples.
— Dans (R, <), R, n’a pas d’élément maximal.
— Dans (R, <), [0,1] admet un élément maximal et un seul, qui est 1. C’est aussi le plus grand élément de
[0,1].

Définition 2.25 Soient (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E. On dit qu’un élément M de E est la borne
supérieure de A dans E, notée supA, si l'ensemble des majorants de A dans E admet M comme plus petit élément. Un
élément m de E sera appelé la borne inférieure de A dans E, notée infA, si Uensemble des minorants de A dans E
admet m comme plus grand élément.

Exemples.
— Dans R muni de 'ordre usuel, N ne possede pas de borne supérieure, [0, 1[ possede une borne supérieure
égale a 1 et une borne inférieure égale a 0.
— Dans Q muni de I'ordre usuel, on considére A= {x € Q. | x2 < 2}. Lensemble des majorants de A dans
Qest {x €Q, x2>2}={xe€Q, x?> 2}, quin’a pas de plus petit élément (cela revient & v2 ¢ Q) ; A
n’admet donc pas de borne supérieure dans Q.

2.3 Applications

Nous allons a présent étudier des relations particulieres nommées applications.

2.3.1 Définitions

Définitions 2.26 Soient deux ensembles E et F. On appelle fonction de E dans F une relation qui a x de E associe
au plus un élément y de F. Lensemble des éléments de E auxquels f associe exactement un élément dans F est appelé
l’ensemble (ou domaine) de définition de f.

On dit que y est I'image de x par f, ce que l'on note f (x), tandis que x est un antécédent de y par f. On dit aussi
que E (resp. F) est I'ensemble de départ (resp. 'ensemble d’arrivée) de f . Le graphe de la fonction est 'ensemble des
couples (x, f (x)) lorsque x parcourt E.

Notons que tout élément de F n’est pas nécessairement I'image d’'un élément de E.

Définitions 2.27 Une fonction de E dans F est une application si et seulement si son domaine de définition est égal
aE.

Une application de E dans F est souvent notée f : E — F. La définition de I'égalité de deux ensembles implique
que deux applications f, g : E — F sont égales si, pour chaque x € E, on a f (x) = g(x).
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Exemples d’applications.

e Soient E, F deux ensembles et a € F. Si tout élément x de E a pour image f(x) = a, I'application est dite
constante et égale a a.

e Soit E un ensemble. L'application qui a chaque élément x de E associe lui-méme est appelée application
identique ou identité de E. On la note I.

e Soient E un ensemble et A une partie de E. On appelle fonction caractéristique de A dans E ou fonction
indicatrice de A dans E la fonction de E dans {0, 1} telle que f(x) =1six € Aet f(x)=0si x € Cg(A).

¢ La fonction qui a chaque nombre réel x associe 0 est appelée fonction nulle et on la note 0.

e Soient n un entier positif, ay, a,,..., a, des réels, la fonction p : R — R qui a chaque réel x, associe :

p(x)=ay+a;x+--+a,x"

est appelée une fonction polynéme.
e Soient p et g deux fonctions polynémes avec q # 0. Dans ce cas, I’ensemble des racines du polynéme q :

{xeR|q(x)=0}

est ou bien égal a 'ensemble vide @&, ou bien il existe un entier k > 1 et x; € R,..., x; € R tels que
{x eR|q(x)=0}={xy,...,x;}.

. AN . X . .
La fonction qui a x € R\{xy,..., X} associe I& est une fonction rationnelle.
q(x
e Les fonctions exponentielle, cosinus et sinus.
e La fonction logarithme népérien In, définie sur ]0,+oo[.
sinx

T
e La fonction tangente, notée tan et définie sur R\ {(Zk + 1)5, ke Z} par tanx = .
cosx

Définition 2.28 Une partie A d’'un ensemble E est dite stable par une application f : E — E si et seulement si :
Vae€A, f(a)€A

2.3.2 Surjection. Injection. Bijection
Soient E et F deux ensembles et f une application de E dans F.
Définition 2.29 Lapplication f est dite surjective (on dit encore que f est une surjection) si et seulement si :
Yy €F, dx €E, y = f(x),
C’est-a-dire si tout élément de F est l'image par f d’au moins un élément de E.
Définition 2.30 Lapplication f est dite injective (ou f est une injection) si et seulement si :
f)=f(x") = x=x', Vx,x' €E,
C’est-a-dire si deux éléments distincts de E ont des images distinctes.

Définition 2.31 Lapplication f est dite bijective (ou f est une bijection) si et seulement si elle est a la fois surjective
et injective.

Toute bijection de E dans E s’appelle une permutation.

Proposition 2.32 Lapplication f est bijective si et seulement si tout élément y de F posséde un unique antécédent x
par f dans E :
Vy€F 3lx€E, f(x)=y.

DEMONSTRATION. Si f est bijective, alors f est surjective. Par conséquent, tout élément y appartenant a F admet au moins un
antécédent x par f dans E. Supposons maintenant que y ait deux antécédents x; et x,. On a alors y = f(x;) = f(x;), d'ou
X, = X, puisque f est injective. On en déduit que y admet un seul antécédent.

Réciproquement, si tout y de F admet un unique antécédent x par f dans E, alors f est surjective de E dans F. Soient x;, X,
de E tels que f(x;) = f(x,). Posons y = f(x;) = f(x,), alors x; et x, sont deux antécédents de y. Par unicité de 'antécédent,
on a x; = X,, ce qui prouve l'injectivité de f. L'application f est donc bijective de E dans F. m|

Lorsqu’une application est bijective, il est possible d’introduire la notion d’application réciproque.
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Définition 2.33 Soit f : E — F une application bijective de E dans F. On définit alors une application de F vers E
en associant a tout élément y de F son seul antécédent. Cette application, appelée application réciproque de f et
notée f~1, vérifie donc :

Vx€E, VyeFx=fYy)ey=Ff(x).

Lapplication f~* est également bijective et (f 1)™! = f.

Exemples d’applications réciproques.

— Si E est un ensemble, I; est bijective et Igl =I5

— La fonction qui a x € R associe e* €]0, +0o[ est bijective et son application réciproque est la fonction In.

— La fonction qui & x € [0, 7t] associe cos x € [—1, 1] est bijective. Sa fonction réciproque est notée arccos.
Pour chaque y € [—1,1], arccos y est I'unique réel x appartenant a [0, t] tel que cosx = y.

— La fonction qui a x € [—r/2, t/2] associe sinx € [—1, 1] est bijective. Sa fonction réciproque est notée
arcsin. Pour chaque y € [—1,1], arcsin y est I'unique réel x appartenant a [—7n/2, /2] tel que sinx = y.

— La fonction qui a x €]—7t/2, /2[ associe tan x € R est bijective. Sa fonction réciproque est notée arctan.
Pour chaque y € R, arctan y est 'unique réel x appartenant a ]— /2, 7t/2[ tel que tanx = y.

2.3.3 Restrictions et prolongements

Définition 2.34 Soient E, F deux ensembles, f : E — F une application et A une partie de E. On appelle restriction
de f a Alapplication, notée f,, définie par :

fi,t A — F
x —  f(x).

Définition 2.35 Soient E et F deux ensembles, f : E — F une application et G un ensemble tel que E C G. On appelle
prolongement de f a G toute application f : G — F telle que :

Vx €E, f(x)=f(x).

2.3.4 Composition des applications

Définition 2.36 Soient E, F, G trois ensembles, f : E— F et g : F — G deux applications. Lapplication g o f de E
dans G définie par g o f (x) = g(f (x)) est appelée composée de g et de f.

Pour pouvoir définir g o f, il est nécessaire que 'ensemble de départ de g soit égal a 'ensemble d’arrivée de f.
L'ordre de composition est également important. Méme dans le cas ot 'on peut composer dans les deux sens, on a
en général gof # fog.
Proposition 2.37 Soient E, F, G et H quatre ensembles. Pour toutes applications f : E - F, g : F — G et
h:G—-H,ona:

(hog)of =ho(gof).
On se réferera a la preuve de la proposition 2.13 pour une démonstration, cette proposition en étant un cas
particulier.

Proposition 2.38 La composée de deux injections (resp. surjections, resp. bijections) est une injection (resp. surjection,
resp. bijection).

DEMONSTRATION. Soient f : E — F et g : F — G deux applications.

1) On suppose f et g injectives. On a, pour tout (x,x’) € E? :

(gof)x)=(gof)x) = g(f ()N =g(f(xN=f(x)=f(x)=>x=x,
d’ott g o f est injective.
2) On suppose f et g surjectives. Soit z € G. Puisque g est surjective, il existe y € F tel que z = g(y). Puis, comme f est
surjective, il existe x € E tel que y = f(x). On a donc z = g(f (x)) = (g o f)(x), ce qui montre que g o f est surjective.
3)
(f et g bijectives) = { f et g injectives { g o f injective

f et g surjectives g o f surjective = (g o f bijective).
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Remarque. Sif : E — F est une application bijective, on a déja vu que son application réciproque f ' est aussi
bijective. On a également f o f 1 =TI et f~lof =1I.

Proposition 2.39 Soient E, F, G trois ensembles, f : E — F et g : F — G deux applications.

1) Si gof estinjective, alors f est injective.

2) Si gof estsurjective, alors g est surjective.
DEMONSTRATION.
1) On suppose g o f injective. On a, pour tout (x,x’) € E2 :
f)=f)=g(fGN=g(f(xN) < (gofIx)=(gofx)=>x=x,

ce qui montre que f est injective.
2) On suppose g o f surjective. Soit z € G. Il existe x € E tel que z = (g o f)(x) = g(f (x)). Ceci montre que g est surjective.
O

Proposition 2.40 Soient E, F, G trois ensembles, f : E— F et g : F — G deux applications bijectives. On a alors
gof : E— G bijectiveet (gof)=ftog™

Cette propriété résulte d’une part de la proposition 2.38 et d’autre part de la proposition 2.15.

Définition 2.41 Soit E un ensemble. On appelle involution de E toute application de E dans E telle que f o f = I.

2.3.5 Images directes ou réciproques de parties par une application

Définition 2.42 Soient E et F deux ensembles, f une application de E dans F, AC E et B C F. Limage directe de A
par f (ou, plus simplement, image de A par f), notée f (A), est le sous-ensemble de F contenant l'image des éléments
de Apar f :
flA)={yeF|IxeA y=f(x)}.
Limage réciproque de B par f, notée f ~(B), est le sous-ensemble de E contenant les antécédents des éléments de B
par f :
fiB)={x€E|f(x)€B}.

Remarque. Si f est une application d’'un ensemble E dans un ensemble F, il est toujours possible de définir
f~1(B), méme si f nest pas bijective. Si c’est cependant le cas, et donc si f ! existe, on pourra vérifier que I'image
directe d’'une partie B de F par f ! est aussi 'image réciproque f (B) de B par f. En effet, x € f ~}(B) signifie
que f(x) € B et réciproquement, si I'on pose y = f(x), ona x = f '(y) avec y € B, ce qui équivaut & x € f 1(B).
La proposition qui suit nous sera utile en pratique pour déterminer si une application est surjective ou non.

Proposition 2.43 Soit f une application de E dans F. Elle est surjective si et seulement si f(E) =F.
DEMONSTRATION. On a toujours f (E) C F. D’autre part, F C f(E) si et seulement si tout élément de F est 'image d’au moins
un élément de E par f, ce qui signifie que I'application f est surjective de E dans F. O
2.3.6 Familles

Soit I un ensemble quelconque d’éléments, qui seront nommés indices.
Définition 2.44 Soit E un ensemble. On appelle famille d’éléments de E toute application de I vers E.

La famille (x;);c; est dite finie ou infinie, selon que ’ensemble I est fini ou infini (voir section 2.4). Si I est un
intervalle d’entiers [m, n], la famille (x;);c; est notée (x;)m<i<n-

On veillera a ne pas confondre la famille (x;);c; et l'ensemble {{x;} | i € I}, qui est 'ensemble image de I'application
en question.

Définition 2.45 Soient E un ensemble, (A;);c; une famille de parties de E. On définit :
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e la réunion de la famille (A;);;, notée | J,c; A;, par :

i€l
Jai=txeE|Tiel, xeay},
iel

A;, par :

e lintersection de la famille (A;);;, notée [ ¢,

(JAi={x€E|Viel, x€A}.
iel
Définition 2.46 Soit E un ensemble. Une famille (A;);e; de parties de E est appelée partition de E si et seulement si :
(1) aucun des ensembles A; nest vide : Y €1, A; # @,
(ii) les ensembles A; sont disjoints deux & deux : V(i,j) €I, (i #j = A, NA; =0Q),

(iii) la réunion des ensembles A; est égale A E : UAl- =E.
il

Dans ces conditions, tout élément de 'ensemble E appartient a un sous-ensemble E; unique. Il est a noter que
cette définition est cohérente avec la définition 2.5, car pour que (4;);c; soit une partition au sens ci-dessus, il faut,
et il suffit, que {A; | i € I'} soit une partition de E au sens de la définition 2.5.

2.4 Ensembles finis et infinis

Le but de cette section est principalement de rappeler des propriétés élémentaires des ensembles finis, souvent
considérées comme intuitivement évidentes.

2.4.1 Equipotence
Définition 2.47 On dit qu'un ensemble E est équipotent a un ensemble F si et seulement s’il existe une bijection de E

sur F.

Exemples.
— {1,2,3} est équipotent a {2, 4, 6}.
— N* est équipotent a N car I'application n — n—1 de N* dans N est une bijection.

La relation d’équipotence est une relation d’équivalence entre ensembles.

Définition 2.48 On dit qu’un ensemble est dénombrable si et seulement s’il est équipotent a N.

2.4.2 Ensembles finis

Définition 2.49 On dit qu'un ensemble E est fini si et seulement s’il existe un entier n tel que E est équipotent a
{1,...,n}L

Nous admettrons la proposition suivante, dont la preuve s’appuie sur les propriétés de 'ensemble des entiers
naturels.

Proposition 2.50 Soit (n,p) € N2.
1) Il existe une injection de {1,...,n} dans {1,...,p} si et seulement si n < p.
2) Il existe une surjection de {1,...,n} sur {1,...,p} si et seulement si n < p.

3) Il existe une bijection de {1,...,n} sur {1,...,p} si et seulement si n = p.
La troisiéme affirmation de la proposition ci-dessus améne la définition suivante.

Définition 2.51 Soit E un ensemble fini. Il existe alors un entier n tel que E soit équipotent a {1,...,n}; n s‘appelle
le cardinal de E et est noté card E.
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On convient de prendre 0 pour cardinal de 'ensemble vide.
Proposition 2.52 Si E est un ensemble fini, toute partie F de E est finie, et l'on a : card F < card E.
Proposition 2.53 Si E et F sont deux ensembles finis, alors E UF est fini et lon a :

card(EUF)+ card(ENF) = cardE + card F.

DEMONSTRATION. Etablissons tout d’abord un résultat préliminaire. Soient A et B deux ensembles finis disjoints ; notons
a = cardA, b = cardB. 1l existe des bijections a : {1,...,a} = Aet f : {1,...,b} — B. Il est clair que I'application
vy : {1,...,a+ b} > AU B définie par :

a(n) sil<n<a

Vnefl,....a+b}, y(n):{ p(n—a) sia+1<n<a+b

est une bijection. Il en résulte que AU B est fini et que card(AU B) = card A + card B.
En appliquant ce résultat & E et E\F au lieu de A et B, on conclut E U F est fini et :
card(EUF)+ card(ENF) = card(EU (F\E)) + card(ENF)
= (cardE + card(F\E)) + card(ENF)
= cardE + (card(F\E) + card(E N F))
=cardE + card F.

Corollaire 2.54 Soient E un ensemble fini et F une partie de E. Si card F = card E alors F = E.

Cette derniére propriété est tres importante. Nous en verrons une analogue portant sur des dimensions d’espaces

vectoriels en algebre linéaire.

DEMONSTRATION. Si card F = card E, comme card E = card F + card(E\F), on en déduit card(E\F) =0, dou E\F =@, E=F.
O

Proposition 2.55 Soient E et F des ensembles finis de méme cardinal et f une application de E dans F. Les assertions
suivantes sont deux a deux équivalentes.

i) f est injective.

ii) f est surjective.

iii) f est bijective.
DEMONSTRATION. Montrons tout d’abord que i) implique ii) et iii). Si f est injective, f : E— f(E) qui a x associe f(x) est
bijective, donc card f (E) = card E = card F, d’ou f(E) = F d’apreés le corollaire 2.54, d’ou f est surjective et donc bijective.
Prouvons a présent que ii) implique i) et iii). Supposons I'application f surjective et non injective. Il existe (x;, x,) € E? tel que
Xxq # x5 et f(x;) # f(x,). Lapplication g : E\{x,} — F qui & x associe f(x) est surjective, d’oti card(E\{x,}) < card F. Mais
on a card(E\{x,}) = cardE —1 et card E = card F, d’ou une contradiction.
Enfin, iii) implique i) et ii) de maniére triviale. O

2.4.3 Ensembles infinis

Définition 2.56 Un ensemble est dit infini si et seulement s’il n’est pas fini.

Exemple. L'ensemble N est infini.
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Chapitre 3

Espaces vectoriels

Dans ce chapitre, nous allons étudier une structure algébrique omniprésente en mathématiques : la structure
d’espace vectoriel. Nous allons procéder de maniere abstraite et axiomatique ; il s’agira d’ensembles munis d’une loi
interne et d’une loi externe qui vérifient certaines régles de calcul. Dans ce chapitre, K désigne un corps commutatif.
En pratique, K est égal a R ou C.

3.1 Généralités

3.1.1 Loi de composition interne

Définition 3.1 On considére un ensemble E. On appelle loi de composition interne sur E toute application définie
sur E x E a valeurs dans E.

Exemples.
— Dans N, Z, R ou C, 'addition et la multiplication sont des lois de composition internes.
— Lapplication
R3 x R3 - R3
((x,y,2),(x",y",2) = (x+x",y+y,z+2),
est une loi de composition interne sur R3.
— Soit ./ (R, R) 'ensemble des applications a valeurs réelles définies sur R. On consideére I’application qui a
tout couple (f, g) de .o/ (R, R)? associe 'application f + g définie par

Vxel, (f +8)(x) = f(x)+g(x).

Cette application est une loi de composition interne sur .o/ (R, R).
— On considere I'application qui & tout couple (f, g) de ./ (R, R)? associe 'application g o f définie par

Vx €R, (gof)(x)=g(f(x)).

Cette application est une loi de composition interne sur ./ (R, R).

3.1.2 Loi de composition externe

Définition 3.2 Soit E un ensemble. On appelle loi de composition externe sur E toute application définie sur K x E
a valeurs dans E.

Exemples.
— Lapplication
RxR® - R3
(A, (x,y,2)) = (Ax,Ay,Az),

est une loi de composition externe sur R3.
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— Lapplication qui a tout élément (A, f) de R x .«/ (R, R) associe 'application notée A - f, définie par
Vxel, (A-f)(x)=Af(x),

est une loi de composition externe sur .«/ (R, R).
— On considére Z(N,R) l'ensemble des suites réelles définies sur N. L’application qui a tout élément
(A, (Up)nen) de R x Z(N, R) associe la suite (w,,),ey), définie par

YneN, w, = Au,,

est une loi de composition externe sur & (N, R).

3.1.3 Structure de groupe

Définition 3.3 On considére un ensemble E muni d’une loi de composition interne x. On dit que (E, %) est un groupe
si les propriétés suivantes sont vérifiées :

1. la loi * est associative :
V(x,y,2) €E%, (x*xy)*z=xx(y *2),

2. il existe un élément de E, noté e et appelé élément neutre pour la loi , vérifiant
Vx€E, xxe=exX =X,
3. tout élément de E admet un symétrique :
Vx€E,dy€E, xxy=y*x=e.

Si de plus la loi * est commutative :
V(x,y) €E* x+y =y*x,

le groupe (E, %) est dit commutatif ou abélien.
Remarque. Dans un groupe (E, ), '’élément neutre et le symétrique de tout élément de E sont uniques.

Exemples.
— Pour tout entier n > 1, (R", +) est un groupe commutatif.
— (Z(R,R),+) est un groupe commutatif.
— (R*, x) est un groupe commutatif.

Lorsque la loi de composition interne est 'addition, I'’élément neutre est noté 0; (ou simplement O s’il n’y a pas de
confusion possible) et le symétrique d’un élément x est appelé opposé et noté —x. Lorsque la loi interne est la
multiplication, 'élément neutre est noté 1; (ou simplement 1 s’il n’y a pas de confusion possible), le symétrique
d’un élément x étant appelé son inverse et noté x ! ou %

3.2 Structure d’espace vectoriel

Soient E un ensemble quelconque et K un corps commutatif. Nous supposons que E est muni d’une une loi de
composition interne, notée additivement :

EXE—>E:(x,y)—»x+Yy,
et d’'une loi de composition externe sur K, notée multiplicativement :
KxE—E:(Ay)— Ax.

On a alors la définition suivante.
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Définition 3.4 On dit que (E, +, -) est un espace vectoriel sur K si
1. (E,+) est un groupe abélien,
2. YA, w) eK2et Yx €E, (A + w)x = (Ax) + (ux),
3. VA, u) €K2et Vx € E, AMux) = (Au)x,
4. VAeKetV(x,y)€E% Mx+y)=Ax+Ay,
5. Vx €E, 1gx =x,

1 étant Uélément unitaire du corps K.

Souvent (et ce sera le cas dans ce cours), la lettre E désignera aussi bien I'espace vectoriel (E, +, -) que 'ensemble
sous-jacent. On dit aussi que E est un K-espace vectoriel, ou encore un espace vectoriel réel (resp. complexe) lorsque
K =R (resp. K= C). Les éléments de E sont les vecteurs (Oy est le vecteur nul), ceux de K les scalaires. Si x,...,
X, (n > 1) sont des vecteurs de E et A4,..., A, des scalaires, '’élément A;x; +--- + A,X, est un vecteur appelé
combinaison linéaire de la famille (x;),<;<,- On définit plus généralement les combinaisons linéaires d’une famille
de vecteurs (x;);c; €n imposant que la famille de scalaires (A;);c; ne comporte qu'un nombre fini de termes non
nuls.

Exemples.

— Le corps K, muni de I'addition pour loi interne et de la multiplication pour loi externe, est un K-espace
vectoriel. Les éléments de K sont alors simultanément considérés comme des vecteurs et des scalaires. En
particulier, R (resp. C) est un espace vectoriel sur R (resp. C).

— Le plan vectoriel usuel est un espace vectoriel réel.

— Lensemble K[X ] des polynémes a coefficients dans K, muni de 'addition usuelle et de la multiplication
externe AP = Aay+:--+Aa, X", pour A€ Ket P=ay+---+a,X" € K[X], est un espace vectoriel sur K.
Tout polynéme est une combinaison linéaire de la famille (X i)ieN.

— Si E = {0}, on parle d’espace vectoriel nul.

Rappelons quelques regles de calcul s’appliquant dans un espace vectoriel.

Proposition 3.5 Soit E un espace vectoriel sur K. On a, pour tous A, u de K et pour tous x, y de E,
1. Ax =05 & (A =0k ou x =05g),
2. (A—u)x = Ax —ux,
3. Mx—y)=Ax—2Ay.
DEMONSTRATION.
1. Ogx = (0g + Ox)x = Ogx + Ogx d’ott O x = Og et A0y = A(Og +0z) = A0 + A0; d’'ot1 A0 = 0g. Si Ax =0y et si A # O,
alors, en notant A ! l'inverse de A dans le corps K,

x=1xx = (A A)x = A1 (Ax) = 1720, = 0.

2. Ax=((A—w)+w)x =A—u)x +ux dot (A —u)x = (Ax)— (ux) qui est noté Ax —Ay.
3. Ax=Mx—y)+y)=Ax—y)—Ay dou A(x —y)=Ax—Ay.

La démonstration du résultat suivant est laissée en exercice.

Proposition 3.6 Soient E; et E, deux espaces vectoriels sur K. Lensemble produit E = E; x E,, muni des lois suivantes :
pour tous (x1,X3), (¥1,Y2) de E, pour tout A de K, (x1,%3) + (¥1,¥2) = (x1 + y1, X2 + ¥2) et A(x1,x3) = (Axq, Ax,),
est un espace vectoriel sur K. Le vecteur nul de E est O = (O, O, ) et Uopposé d’'un vecteur x = (x, X,) est le vecteur
—x = (—x1,—X3).

Cette propriété se généralise au cas d'un produit fini d’espaces vectoriels E; x - - x E,. Si tous les espaces vectoriels
sont égaux au méme espace vectoriel E, on note plutoét E".
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Exemples.
— Pour tout entier n > 1, K", muni des lois usuelles données par

(xl;"':xn)-"_(yl)"‘:yn):(x1+y1)""xn+yn) et}'(xlﬁ"‘;xn):(Axl:"ﬂﬂ’xn)y

est un espace vectoriel sur K. En particulier, R" (resp. C") est un espace vectoriel réel (resp. complexe).
— On a déja vu que C muni des lois usuelles est un espace vectoriel sur C; la proposition précédente permet
de munir C = R? d’une structure d’espace vectoriel sur R.

3.3 Sous-espaces vectoriels

Soit E un espace vectoriel sur K.

Définition 3.7 On appelle sous-espace vectoriel de E toute partie non vide F de E telle que
1. 0, €F,
2. V(x,y)€F?et (A,u) €K% Ax+uy €F.

On voit qu’un sous-espace vectoriel contient toutes les combinaisons linéaires de ses éléments ; on dit qu’il est
stable par combinaison linéaire.
Dans la pratique, on pourra remplacer la condition 2. par la condition équivalente

V(x,y)€F?et A€K, Ax€Fetx+y€F.

En d’autres mots, une partie F non vide d’un K-espace vectoriel E est dite sous-espace de E si et seulement si les
conditions suivantes sont réalisées :

1. (F,+) est un sous-groupe de (E, +),
2. larestriction a K x F de la loi externe définie sur K x E est une application dans F.

Exemples.

— E et {0z} sont des sous-espaces vectoriels de E.

— K x {0g} ={(x,05) | x €K} et {Ox} x K = {(0g, x) | x € K} sont des sous-espaces vectoriels de K2.

— F={(x,y) € R? | 4x — y = 0} est un sous-espace vectoriel de R2.

— Pour tout entier n > 0, 'ensemble K,[X] des polynémes de degré inférieur ou égal a n est un sous-espace
vectoriel de 'ensemble K[X ] des polynémes sur K.

— L’ensemble des suites complexes convergentes est un sous-espace vectoriel de (N, C).

— Pour tout n € N, ’ensemble €"(R) des fonctions réelles n-fois contintiment dérivables sur R est un
sous-espace vectoriel de Z (R, R).

— Lensemble {f € €%(R) | f” + f’ = 0} est un sous-espace vectoriel de ¢%(R).

Le résultat suivant est utile en pratique pour montrer de facon simple que l'on est en présence d’'un espace vectoriel.

Proposition 3.8 Soit F un sous-espace vectoriel de E. Alors F, muni des lois induites par E, est un espace vectoriel
sur K.

3.3.1 Intersection de sous-espaces vectoriels

Proposition 3.9 Soit (F;);c; une famille de sous-espaces vectoriels de E. Alors F =)
de E.

ie; Fi est un sous-espace vectoriel

DEMONSTRATION. Comme O € F; pour tout i € I, on a 0y € F. D’autre part, pour tous (x,y) € F2 et (A,u) € K?, Ax + uy € F,
pour touti € I, et donc Ax + uy €F. O

Remarque. En général, 'union de deux sous-espaces vectoriels F; et F, de E n’est pas un sous-espace vectoriel
(penser a deux droites dans le plan vectoriel). Plus précisément, on a F; U F, est un sous-espace vectoriel de E si et
seulement si F; C F, ou F, C F;.
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3.3.2 Sous-espace engendré par une partie

Définition 3.10 Soient E un K-espace vectoriel et A une partie de E. On appelle sous-espace vectoriel engendré
par la partie A, et U'on note VectA, Uintersection de tous les sous-espaces de E contenant A.
Proposition 3.11 Soient E un K-espace vectoriel et A une partie de E.

1) VectA est le plus petit sous-espace vectoriel de E contenant A.

2) SiA# @, alors VectA est U'ensemble des combinaisons linéaires des éléments de A.

On pourra convenir que Vect @ = {0;}. Enfin, on définit le sous-espace vectoriel engendré par une famille d’éléments
de la maniére suivante.

Définition 3.12 Soient E un K-espace vectoriel et (x;);c; une famille d’éléments de E. On appelle sous-espace
vectoriel engendré par la famille (x;);c;, et Uon note Vect(x;);c;, le sous-espace vectoriel engendré par la partie
{x;|iel}deE.

Exemples.
— Pour tout vecteur d non nul, Vect{d} = {Ad | A € K} est la droite vectorielle engendrée par d, notée Kd.
— Dans R?,si F = {(x,y) € R? | 4x — y = 0}, alors F = Rd = Vect{d}, avec d = (1, 4).
— Dans K[X ], pour tout entier naturel n, K,[X]= Vect{1,X,...,X"}.

3.3.3 Somme de sous-espaces vectoriels

Soient F; et F, deux sous-espaces vectoriels de E.

Proposition et définition 3.13 Lensemble F; 4+ Fy = {x1 + x5 | (x1,X,) € F; X F,} est appelé somme de F; et F, et
est un sous-espace vectoriel de E.
DEMONSTRATION. Tout d’abord, F, + F, # & car 0 = Oy + 0; € F, + F,. Par ailleurs, Soit (x,y) € (F; + F,)?. 1l existe
(x1,x,) € F; x Fy et (y1,Y,) € F; X F, tels que x = x; + x, et y = y; +¥,. On a alors
x+y=01+x)+ (0 +y) =0 +y)+(xy+y) €EFL +F,.
Soit enfin (A, x) € K x (F; + F,). Il existe (x;,x,) € F; x F, tel que x = x; +x,. On a
Ax = A(xy + x,) = Axy + Ax, € F; + F,.
O
Remarque 3.14 Il est clair que F;+F, C Vect(F; UF,). Réciproquement, comme F,UF, C F;+F,, on a Vect(F,UF,) C

F{ 4+ F, et Uon a montré que
F1 + F2 = Vect(Fl U Fz)

On définit de la méme facon la somme de n sous-espaces vectoriels Fy,..., F, de E. On a alors

Zn:Fi = Vect (O Fl-) .
i=1 i=1

Définition 3.15 On dit que les sous-espaces vectoriels F; et F, sont en somme directe lorsque, pour tout x de F; +F,,
il existe un unique couple (x;,x,) € F; x F, tel que x = x; + x,. On note alors F, ® F,. Lorsque E = F; & F,, on dit
que Fy et F, sont supplémentaires dans E.

Théoréme 3.16 Les assertions suivantes sont équivalentes.

(1) E=F,®F,.

(2) E=F,+F,et, V(x1,x5) € F; X Fy, si X1 + x5 = 0y alors x; = x5 = Op.

(3) E=F, +F, et F;NFy={0;}.

DEMONSTRATION. Montrons que (1) implique (2) : si x; + x, = O, alors on dispose de deux décompositions de Oy et donc
X, = X = 0. Montrons que (2) implique (3) : si x admet deux décompositions x = x; +x, = x] +x; alors x; —x; = x; — X, €
- |
Dans la pratique, si on utilise la caractérisation (3), il suffit de démontrer que E C F; + F, et F;NF, C {0z}, puisque
les deux autres inclusions F; + F, C E et {Og} C F; N F, sont claires.

F;NF,, etdonc x; = x] et x, = x
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Exemples.
— Dans Z (R, R), 'ensemble des fonctions paires et celui des fonctions impaires sont des sous-espaces vectoriels
supplémentaires.
— Dans I'espace produit K2, K x {Ox} et {Ox} x K sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires.

3.4 Familles génératrices, familles libres et bases
Soient E un K-espace vectoriel, un entier n > 1 et (x;);<;<, une famille d’éléments de E.

Définition 3.17 On dit que la famille (x;),<;<, est
e génératrice lorsque Vect{x,,...,x,} =E :VYx €E, I(A,...,A,) €K"Y, x = A;x;+ -+ A,X,,
o libre lorsque Y(Aq,...,A,) €KY, (A1x3 +--+A,x, =05) > (X, =0k, 1 <i<n),
e une base de E lorsqu’elle est génératrice et libre; tout élément de E est alors combinaison linéaire d’éléments
de {x;}1<i<n, de maniére unique : Yx € E, 3(Aq,...,A,) €K"Y, x = Ayxq + - + A, X,

Justifions ce dernier point. Si x appartient a E alors il existe (A4,...,4,) € K" tel que x = A;x; +---+ A,x,, car la
famille (x;);<i<n st génératrice. Si un autre n-uplet (uy,..., 4,) € K" convient, alors

(A —pg)xy + -+ (A, — Up)x,, = Op,

et donc, comme (x;),<;<, est libre, A; = u; pour tout i. Dans ce cas, les A;, 1 <i < n, s'appellent les coordonnées
ou composantes du vecteur x dans la base (x;)1<j<p-

Une famille qui n’est pas libre est dite lide. Lorsque la famille (x;);<;<, est liée (resp. libre), on dit aussi que les
vecteurs Xx; sont linéairement dépendants (resp. linéairement indépendants). On dit que deux vecteurs sont colinéaires
lorsque la famille (xq, x5) est liée, c’est-a-dire qu'il existe A € K tel que x; = Ax, ou x5 = Ax;.

Exemples.

— Une famille contenant le vecteur nul est liée. En effet, on a 10 = 0g, d’oti, pour tout A # 0, A1 (A0g) = 0.

— Soient A= {e,...,e,} une partie d'un K-espace vectoriel E et e € VectA. La famille (e;,...,e,,e) est liée
puisque, par définition, il existe A,,..., A, des scalaires non tous nuls tels que e = A;e; + -+ + A e, d’ol
e+ +Ae, +(—1)e =0g.

— Dans I'espace usuel a trois dimensions, trois vecteurs non coplanaires forment une base.

— C est un C-espace vectoriel, de base 'élément 1 € C, et un R-espace vectoriel, de base 1 et i.

— Dans R" (n € N*), la famille constituée des vecteurs e; = (1,0,...,0), e, = (0,1,0,...,0),..., e, =
(0,...,0,1) est une base, appelée base canonique de R".

Remarque. Le second des exemples précédents décrit en fait le cas général : si la partie {e;,...,e,}, composée de
vecteurs de E, forme une famille liée, alors il existe i € {1,...,n} tel que e; est combinaison linéaire des vecteurs
ej: ] 7é L.

3.5 Théorie de la dimension

3.5.1 Généralités

Soit E un espace vectoriel sur K. A toute famille & = (x;);c; d’éléments de E, on peut associer la partie
A= {x;|i €I} C E. On dira qu’une famille est contenue dans une autre lorsqu’on aura l'inclusion des parties
associées. On pose, lorsque I est fini, card & = card I ; en particulier, cardA < card & .

Définition 3.18 Un K-espace vectoriel est dit de dimension finie s’il admet une famille génératrice de cardinal fini.
Sinon, il est dit de dimension infinie.
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Exemples.
— Les espaces vectoriels {0z} et K" (n > 1) sont de dimension finie.
— Llespace vectoriel K[X ] n’est pas de dimension finie, car sinon il admettrait une famille génératrice finie
(Py,...,P,) et on aurait alors, pour tout P de K[X], deg(P) < max deg(P,).

Nous commengons par énoncer un résultat relatif a 'existence de bases de E.

Théoréme 3.19 (« théoréme de la base incompléte ») Soit E un espace vectoriel de dimension finie, de famille
génératrice 9.

(1) Si ¥ C % est une famille libre, alors il existe une base % de E telle que &£ C B C 4.

(2) Plus généralement, si £’ est une famille libre, alors il y a au moins une fagon de la compléter en une base %', en
utilisant uniquement des éléments de 4.

(3) En particulier, E admet au moins une base.

DEMONSTRATION. Démontrons (1). Considérons pour cela I’ensemble des familles libres € telles que £ C 8B C ¥. Cet
ensemble n’est pas vide car il contient £. De plus, le nombre de familles de cet ensemble est fini, puisque la famille génératrice
¢ a un nombre fini d’éléments. Soit alors 98 une de ces familles, choisie de telle sorte qu’elle contienne le plus grand
nombre d’éléments; montrons que 9B est une base de E. Tout d’abord, par définition, % est libre. Prouvons ensuite par
I'absurde que % est génératrice : supposons que F = Vect B C E. Il existe au moins un élément g € ¢ qui n'appartient
pas a F (sinon E = Vect¥ C F). Mais alors, alors en notant 8 = (by,...,b,), la famille € = (b,,...,b,, g) est libre : si
Aby 4+ -+ A,b,+ 2,18 =0, alors A,,; =0 (sinon g € F) et donc A; = 0 pour 1 < i < n puisque % est libre. Ainsi, €
appartient a 'ensemble des familles libres telles que £ ¢ 8 C ¢, d’out une contradiction.

On en déduit (2) en utilisant (1) avec .2’ pour famille libre et ¥’ U % pour famille génératrice. Enfin, 'assertion (3) est obtenue
en utilisant (2) avec £’ choisie telle que Vect ¢’ = {0z} (on pourra, dans le cas ou E n’est pas 'espace vectoriel nul, prendre
2" =(x) avec x # 0g). m]

Remarque. On a ici démontré que de toute famille génératrice d’'un espace vectoriel E, on peut extraire une
base de E.

Théoreme 3.20 Si E admet une famille génératrice de cardinal fini n, alors toute famille libre (et donc toute base)
est finie et de cardinal au plus égal a n.

DEMONSTRATION. On montre par récurrence sur n > 1 que si 4 = (gi,...,&,) est une famille génératrice de E et si
F =(f1,--->fn>fns1) est une famille de n+ 1 éléments de E, alors & est liée.

Pourn=1,o0na f; = A, g; et f, = A,&;. On en déduit que Z est liée car ou f; = 0y ou bien f, = %fl.

Soit maintenant n > 2. 1l existe une famille (a;;)1<i<nt1, 1<j<n d€ scalaires telle que

i = an&é t+ o+ @&t Q8

o = ang, + o+ a8 t  a28n

fn = an181 + s + Apn—18n—1 + Ann&ns
fn+1 = an+1181 + s + Apt1n—-18n—1 + Ant1n&n-

Si les coefficients a;,, 1 < i < n+1, sont nuls, alors les vecteurs f;, 1 <i < n+1, sont dans E’ = Vect(g;)<;<n_1 ; de 'hypothese

de récurrence, on déduit que la famille (f;,..., f,,) est liée et donc que F est liée.

Sinon, il existe un entier i compris entre 1 et n + 1, disons i = n + 1 tel que a;, # 0. On peut alors remplacer g, par
-1 . X

ﬁ (fn+1 —Z;;l anﬂjgj), de sorte que les vecteurs fj’ =fi— T fas1> 1 £ j < n sont encore dans E’. Par I'hypothése de

récurrence, la famille (f, ..., ) estliée : il existe des scalaires A,, ..., A, non tous nuls tels que Z?:l Aif] = 2?21 Aifi+ S =
0z. On en déduit que & est liée. a

djn

Corollaire 3.21 Si E est un espace vectoriel de dimension finie, alors toutes ses bases sont finies et ont le méme
cardinal.

DEMONSTRATION. Si % et 9’ sont deux bases, alors 98 est libre et 98’ est génératrice, donc card 8 < card B’ par le théoréme
précédent. On obtient 'autre inégalité en échangeant % et %’. m|

Définition 3.22 Le cardinal d’'une base quelconque d’un espace vectoriel E de dimension finie s’appelle la dimension
de E et se note dimg E ou dimE.
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Exemples.
— Pour tout n > 1, dimg K" = n. En particulier, dimz R =1 et dims C = 1.
— La famille (X')y<;<, est une base de R"[X] et donc dimz R"[x]=n+1.
— Si E contient un vecteur x non nul, alors la famille (x) est libre et E est de dimension supérieure ou égale a
1.
— Lespace vectoriel E = {0} est le seul espace vectoriel de dimension O.

Corollaire 3.23 Soit E un espace vectoriel de dimension n. Toute famille libre (resp. génératrice) a pour cardinal au
plus (resp. au moins) n, et exactement n si et seulement si c’est une base.

DEMONSTRATION. Soit £ une famille libre d’éléments de E. Par le théoréme de la base incompléte, on peut la compléter en
une base % de E, d’oti card ¥ < card 8 =n. Sicard ¥ =n, alors ¥ C B & ¥ = B et £ est bien une base.

Soit une famille génératrice ¢4 de E. On sait que l'on peut extraire de ¢ une base 8 de E, donc card ¢ > card 8 = n. Par
ailleurs, si card 9 = n, alors B C ¥ & %B = ¥, donc ¥ est une base. O

Ce corollaire est souvent utilisé en pratique dans le sens suivant : si E est un espace vectoriel de dimension finie
égale a n, alors toute famille libre ou génératrice de E ayant n éléments est une base de E.

Sous-espaces vectoriels

Théoreme 3.24 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n > 1. Tout sous-espace vectoriel F de E est de dimension
finie 0 < p < n. De plus, p = n si et seulement si F = E.

DEMONSTRATION. Si £ est une famille libre de F, alors card £ < n. Considérons une famille libre B = (b;);<;<, de F de
cardinal maximal p < n et montrons que 9 est une base de F, c’est-a-dire que Vect 28 = F. Si cela n’était pas le cas, il existerait
un élément x de F qui ne serait pas une combinaison linéaire d’éléments de 8. Dans ce cas, (by,..., by, x) est une famille libre
de F, ce qui contredit la définition de p.

Si de plus p = n, alors % est une base de E (une famille libre de cardinal n), et donc E =F. O
Définition 3.25 Dans tout espace vectoriel de dimension n > 1, on appelle droite vectorielle (resp. plan vectoriel)
tout sous-espace vectoriel de dimension 1 (resp. 2). Enfin, on appelle hyperplan de E tout sous-espace vectoriel de

dimension n— 1.

La notion d’hyperplan en dimension n généralise celle de droite en dimension n = 2 et de plan en dimension n = 3.

Exemple. Lensemble {(x,y,z) € R® | 4x —3y + 5z = 0} est un plan de R>.

Théoreme 3.26 Soit E un espace vectoriel de dimension finie. Tout sous-espace vectoriel F de E admet au moins un
supplémentaire G dans E. De plus, on a dimF 4+ dim G = dimE.

DEMONSTRATION. En notant p = dimF, on complete une base (f;)<;<, de F en une base (f;),<;<, de E, et on constate que
Vect(f;),p+1<i<n €St un supplémentaire de F de dimension n—p. m|

Corollaire 3.27 Soit E un espace vectoriel de dimension finie, F et G deux sous-espaces vectoriels de E en somme
directe. On a alors dim(F & G) = dimF + dimG.

Il est possible de généraliser cette derniére propriété.

Corollaire 3.28 Soient E un espace vectoriel de dimension finie, n € N*, Fy,..., F, des sous-espaces vectoriels de E en
somme directe. On a alors
n n
i=1 i=1

Théoreéme 3.29 Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie. On a, pour tous sous-espaces vectoriels F, G de E,

dim(F + G) = dimF + dim G — dim(F N G).
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DEMONSTRATION. D’apres le théoréme 3.26, le sous-espace vectoriel F N G admet au moins un supplémentaire F’ dans F.
Montrons que F’ et G sont en somme directe et que F’ & G =F + G. D'une part,ona F ' Cc Fdou F'NnG=(F NF)NG =
F'N(FNG)={0z}. Dautre part, F+ G=(F' +(FNG))+G=F +(FNG))+G)=F +G.

Par ailleurs, d’apres le corollaire 3.27, on a les égalités suivantes :

dim(F + G) = dim(F' ® G) = dimF’ + dim G et dimF = dim(F’ ® (F N G)) =dim f’ + dim(F N G),
d’ot la relation voulue. O

Proposition 3.30 Soient E et F deux K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors E x F est de dimension finie et
dim(E x F) =dimE + dimF.

DEMONSTRATION. D’apres le théoreme 3.19, les espaces E et F admettent des bases finies respectives (e;,...,e,) et (f1,...,f,),
ol n = dimE et p = dimF. Nous allons montrer que la famille 9, constituée des vecteurs (e;,0¢), 1 < i < n, et (O, f;),
1<j<p,estunebasede E xF.

Soit (Ay,..., Ay, .-+, 1,) € K™ tel que

n P
Z Ai(e;, 0p) + Z.U«j(OE:fj) = (0g, 0p).
i=1 =1

n p n p

On a alors (Zliei,z‘ujfj) = (0g,05), dout Zkiei =0p et Z‘uifi =0p, etdonc Ay =+ = A, =py =---=p, =0,
i=1 =1 i=1 =1

puisque les familles (e, ...,e,) et (f;,..., f,) sont libres. Ainsi, 98 est libre.

Soit (x,y) € E x F. Les familles (e, ...,e,) et (fi,...,f,) engendrant respectivement E et F, il existe (A,,...,4,) € K" et
(U1, 1) EKP tels que x =D Aje; et y = Z;’:l u;f;. On a alors

n p n P
(x,¥)= (Z A’ieisz.u'jfj) = Zli(ei:OF) + ZMj(OE:fj)~
i=1 j=1 i=1 j=1
Ainsi, 8 engendre E.

La famille 2 est par conséquent une base de E x F, qui est donc de dimension finie :

dim(E x F)=cardB=n+p =dimE + dimF.

Ce résultat se généralise par récurrence au produit de m espaces vectoriels.

Corollaire 3.31 Soient m € N*, Ey, ..., E,, des K-espaces vectoriels de dimension finie. Alors ]_[71:1 E; est de dimension
finie et
m m
dim (ng) _ S dimE,
i=1 i=1

3.5.2 Rang d’une famille de vecteurs

Définition 3.32 Soient E un K-espace vectoriel et & une famille finie d’éléments de E. On appelle rang de &, et Uon
note rang &, la dimension du sous-espace vectoriel de E engendré par & :

rang & = dim(Vect ).

Proposition 3.33 Soit E un K-espace vectoriel. Pour toutes familles finies F et &' d’éléments de E, on a
1) FCZ >rangZ <rangF’,
2) max(rang #,rang.#’) < rang(F UZF’') <rang.Z +rang F'.

DEMONSTRATION.
1) F CcZF = VectZF C VectF' = dim(Vect F) C dim(Vect F').

2) Dune part, F € FUZ' (resp. ' € FUZF') = rangZ < rang(F U ZF’) (resp. rangZ’ < rang(F U Z')), dou
max(rang & ,rang ') < rang(Z U ZF’).
D’autre part, rang(Z U Z’) = dim(Vect(Z U Z')) = dim(Vect.F + Vect ') < dim(Vect F) + dim(Vect Z'), d’apres la
remarque 3.14.

O
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Chapitre 4

Applications linéaires

Apreés avoir introduit, dans le chapitre 3, la structure d’espace vectoriel, nous allons a présent étudier les
applications linéaires, c’est-a-dire les applications entre deux espaces vectoriels qui conservent 'addition interne et
la multiplication externe.

Dans ce chapitre, K désigne une nouvelle fois un corps commutatif (en pratique, K =R ou C), E et F sont deux
espaces vectoriels sur K.

4.1 Généralités

Définition 4.1 On appelle application linéaire de E dans F (ou morphisme de K-espaces vectoriels) toute ap-
plication de f : E — F telle que

V(x,y) € E%, V(A u) € K2, f(Ax +py) = Af (x) +puf (¥). (4.1)
On note ¥ (E, F) l'ensemble des applications linéaires de E dans F.

Si(E,+,-) = (F,+,-), on parle d’endomorphisme de E et on note simplement ¥(E)(= £ (E,E)) 'ensemble des
endomorphismes de E.
Dans la pratique, on remplace parfois la condition (4.1) par

V(x,y) €E?, VAEK, f(x+y)=f(x)+f(y) et f(Ax)=Af (x).

Exemples.
— L’application nulle (x — O) et I'identité de E sont des endomorphismes de E.
— Pour tout A de K, 'homothétie de rapport A, définie par h,(x) = Ax pour tout x de E, est un endomorphisme
de E.
— Lapplication f — f’ est une application linéaire de ¢*(R) dans €°(R).

Définition 4.2 Toute application linéaire de E dans K est appelée forme linéaire sur E. On note E* (ou encore E’)
Uensemble des formes linéaires sur E, appelé dual de E.

b
Exemple. Lapplication f — J f(t)dt est une forme linéaire sur ¢°([a, b]).
a

Proposition et définition 4.3 Soit f une application linéaire de E dans F.
Le noyau (kernel en anglais) de f, défini par Ker f = {x € E | f (x) = Op}, est un sous-espace vectoriel de E.
Limage de f, définie par Imf = f(E)={y € F | 3x € E, y = f(x)}, est un sous-espace vectoriel de F.

DEMONSTRATION. On a Oy € Ker f, car f(0z) = 0. D’autre part, pour tous (x,y) € (Ker f)? et (A,u) € K2, on a
fAx+py)=Af(x)+uf(y)=0g, et donc Ax +uy € Ker f.
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On a 0 = f(0;) € Im f. D’autre part, pour tous (x’,y’) € (Imf)? et (A, u) € K%, onax’ = f(x), y' = f(y), et
Ax'+uy = f(Ax +uy) €Imf. O

Plus généralement, on vérifie aisément que I'image réciproque d’'un sous-espace vectoriel de F par f est un
sous-espace vectoriel de E et que I'image directe d’un sous-espace vectoriel de E par f est un sous-espace vectoriel
de F.

Le résultat suivant sera tres utile en pratique.

Proposition 4.4 Soit f une application linéaire de E dans F.

1) f est injective si et seulement si Ker f = {Og}.

2) f est surjective si et seulement si Im f =F.

DEMONSTRATION.

1) Supposons f injective. Six € Ker f, alors f (x) = 0 = f(0z) et donc x = 0y d’ot Ker f = {0;}. Réciproquement,
supposons Ker f = {0;}. Si (x,y) € E? est tel que f(x) = f(y), alors f(x —y) = 0y et donc x —y = 0, d’ott
x =Y : f estinjective.

2) f surjective & (Vy €F, 3Ix€E, y=f(x))= f(E)=F & Imf =F.
O

Proposition 4.5 Si Uapplication linéaire f : E — F est bijective, alors sa réciproque f ' : F — E est linéaire (et
bijective).

DEMONSTRATION. Pour tous (x’,y’) € F2 et (A,u) €K%, onax’ = f(x), y' = f(y) et Ax" +uy’ = f(Ax + uy),
dou fH(AX" +uy) = Ax +uy = Af X))+ uf (). O

Définitions 4.6 Une application f : E — F est un isomorphisme de E dans F si et seulement si f est linéaire est

bijective.
Si f est une application linéaire et bijective de E dans E, f est appelée un automorphisme de E.

On dit que les espaces E et F sont isomorphes lorsqu'’il existe un isomorphisme d’espaces vectoriels de E sur F.

Exemple. Pour tout A de K*, I'homothétie h, de rapport A est un automorphisme et 'on a h, ' = h%.

4.2 Opérations sur les applications linéaires
Proposition 4.7 Lensemble ¥ (E,F), muni des lois usuelles, est un K-espace vectoriel.

DEMONSTRATION. Nous allons montrer que Z(E, F) est un sous-espace vectoriel de (Z(E, F),+, ).
Tout d’abord, £ (E, F) est non vide puisque I'application nulle est a I’évidence linéaire. Soient par ailleurs f, g
appartenant 3 £(E,F) et a € K. Pour tous (x,y) € E2 et A €K, on a
(af +8)Ax+y)=af(Ax+y)+g(Ax +y)
=a(Af(x)+f(¥))+(Ag(x) +g(y))
= Maf (x)+g(x))+ (af (y)+g(y))
= AMaf +g)(x) + (af +8)(¥).

Lapplication af + g est donc linéaire et af + g € Z(E, F). m|

Composition

Proposition 4.8 Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels. Pour tous f de £(E,F)et g de £(F,G), gof appartient
a4 %(E,G).
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DEMONSTRATION. On a

VAEK, V(x,y)€E? (gof)(Ax+y)=g(f (Ax+y)) = gAf () + F(¥)) = 2g(f (x) + g(f ()
=Ag(f())+g(f(y)=Agof(x)+gof(y).

O

En particulier, si E=F =G, (f,g) — g o f est une loi de composition interne sur £ (E). Elle est associative (pour
tous f, g, h dans Z(E), ho(gof)=(hog)of), a pour élément neutre I (pour tout f € L(E), folgp=1Igof =f)
et est distributive par rapport a I'addition (pour tous f, g, h dans Z(E), ho(g+ f) = (hog)+ (ho f) et
(g +f)oh=/(goh)+(f oh)). Cette loi de composition n’est en général pas commutative.

L'ensemble 4% (E) des éléments inversibles de £ (E), c’est-a-dire des automorphismes de E, est appelé groupe
linéaire de E.

4.3 Projecteurs et symétries

Définition 4.9 On appelle projecteur de E tout endomorphisme p € ¥(E) tel que pop = p.

Théoréme 4.10 Si E = E; & E,, alors Uapplication p; € ¥(E) définie par p;(x; + x5) = Xx; est un projecteur.
Réciproquement, si p € £ (E) est un projecteur; alors en notant E; =Imp et E, =Kerp, ona E =E; ® E; et p = p;.

DEMONSTRATION. Il est clair que p; est linéaire et que p, o p; = p;. Réciproquement, soit p un projecteur de E.
Pour tout x de E, on a x = p(x) + (x — p(x)) € E; + E,. D’autre part, si x € E; N E,, alors x = p(y) et p(x) = 0.
On en déduit que x = p(y) = p o p(y) = p(x) = Og. Enfin, si x = x; + x,, alors x; = p(y) et p,(x;) = 05, donc
p(x)=p(p(y)) =p(y) =x; = p1(x). m
On dit que p, est le projecteur sur E; parallelement a E,. On définit de méme le projecteur p, sur E, parallelement
a E;, etl'on a, dans £(E), p; +py = Iz et p; 0 py = py0p; = Ogp).

Définition 4.11 On appelle symétrie de E tout endomorphisme de s € £ (E) tel que sos = I.

On observe que s € 9.4 (E) et que s ! =s.

Théoréeme 4.12 Si E = E; @ E,, alors Uapplication s; € £ (E) définie par s;(x; + x5) = x; — X, est une symétrie.
Réciproquement, si s € £ (E) est une symétrie, alors en notant E; = Ker(s —I) et E, =Ker(s +I;), ona E=E; ® E,
ets =s;.

DEMONSTRATION. Il est clair que s; est linéaire et que s; os; = I;. Réciproquement, soit s une symétrie de E.
Pour tout x de E, écrivons x = %(x +s(x))+ %(x —s(x)) € E; + E,. De plus, si x € E; NE,, alors s(x) = x = —x et
donc x = 0g. On en déduit que E = E; ® E,. Finalement, si x = x; + x5, alors s(x) = s(x; ) +s(x5) = x; — x5 = s1(x).

O

On dit que s; est la symétrie par rapport a E; parallelement a E,. On définit de méme la symétrie s, par rapport a
E, parallelement a E;. On vérifiera alors que s; = p; —p, = 2p; — I.

4.4 Familles de vecteurs et applications linéaires

Proposition 4.13 Pour toute application f de ¥ (E, F) et toute famille finie & d’éléments de E, on a
f (Vect F) = Vect(f (F)).

DEMONSTRATION. Posons & = (X;)1<;<,. Soit y € f(Vect F); il existe x € Vect Z tel que y = f(x) et des scalaires
(A)1<i<n tels que x = X7 A;x;. On a alors

y=fx)=f (Z Aixi) = (x;) € Veet(f ().
i=1

i=1

Ceci montre f (Vect ) C Vect(f (£)). Linclusion réciproque se montre de maniére analogue. O
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Proposition 4.14 Soit f € ¥ (E,F) et & une famille finie d’éléments de E.
1) Si & estliée, alors f(F) est liée.
2) Si & estlibre, alors f(ZF) est libre.

DEMONSTRATION. Posons & = (X;)1<i<n-
1) La famille & étant liée, il existe des scalaires (A;),<;<, non tous nuls tels que Z?:l A;x; = Og. On a alors
S Af () =f (3, Aix;) = f(0) = O, et donc f(F) est liée.
2) Se déduit de 1) par contraposée.
O

Supposons a présent que E admet une base B = (e;);<;<, (n = 1). Nous allons montrer qu'une application linéaire
f : E — F peut se définir par les images f(e;), 1 <i < n, des vecteurs de la base 2.

Théoreéme 4.15 Pour toute famille € = (f;)1<i<, d’éléments de F, il existe une unique application linéaire f : E — F
telle que f(B) = €, cest-a-dire que f (e;) = f; pour tout i compris entre 1 et n. Cette application est surjective (resp.
injective, resp. bijective) si et seulement si 6 est génératrice (resp. libre, resp. une base) dans F.

DEMONSTRATION. Tout vecteur x de E s’écrit de maniere unique x = x;e; +--- + x,¢e, dans la base 93. En posant,
f(x)=x1f1+--+x,f,, il est évident que f(e;) = f; pour tout 1 <i < netque f : E— F est linéaire. On a aussi
l'unicité, car si g : E — F linéaire vérifie g(e;) = f;, alors pour tout x € E, g(x) = x1f; + -+ +x,.f,, = f(x).

Pour démontrer les équivalences, il suffit d’écrire les définitions. L'application f est surjective lorsque, pour
tout y de F, il existe x de E tel que y = f(x). Ceci est équivalent a I'existence de (xy,...,x,) € K" tel que
X=X+ +xe, ety =x.f1+ - +x,f, et donc a € est une famille génératrice. D’autre part, f est injective
lorsque, pour tout x de E, f(x) = 0 implique x = 0. En écrivant encore x = x,e; + - - - + X, e,,, ceci est équivalent
a l'implication : si x1f; + -+ + x,,f,, = Op alors (x4,...,x,) =(0,...,0), et donc la famille € est libre. m|

Nous en déduisons une propriété utile dans la pratique.

Corollaire 4.16 Si f : E — F est une application linéaire et si € = f(RB) = (f(e;),...,f(e,)), alors f est un
isomorphisme si et seulement si € est une base de F.

4.5 Cas de la dimension finie
Soient E, F deux espaces vectoriels de dimension finie et f une application linéaire de E dans F.
Définition 4.17 On appelle rang de lapplication f, et on note rang f, la dimension de l'image de f :
rang f = dim(Im f).
Théoréme 4.18 (« théoréme du rang ») On a
dim E = dim(Ker ) + rang f.

DEMONSTRATION. Notons n = dim E. Le sous-espace-vectoriel Ker f de E admet au moins une base (e;);<;<, que
l'on peut compléter en une base (e;);<;<, de E. Nous allons montrer que (f (ep11), .-, f(e,)) est une base de Im f.
Les vecteurs f(e;), p+ 1 <i <n, sont a I'évidence des éléments de Im f. Soit (A,,4,...,A,) € K"? tel que

n

> Aif(e)=05.
i=p+1
n n
On a alors f Z Aie; | =0p, et donc Z Aie; €Kerf.
i=p+1 i=p+1
n p
I existe donc (U1, ..., u,) € KP tel que Z Aie; = Z,uiei, d'oli pseq + -+ pupe, —Apiep — r—Aze, = Op.
i=p+1 i=1
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Comme la famille (e, ..., e,) est libre, on en déduit que A, =--- = A, = 0, ce qui montre que (f (ep11), ..., f (e,))
est libre.

Soit maintenant y € Im f. Il existe x € E tel que y = f(x). Comme (ey,...,e,) engendre E, il existe (a;,...,a,) €
K" tel que x = Z?zl a;e;. On a alors

n

y=f()=f (Z al-ei) =iaif(ei) = > afle),
i=1 i=1

i=p+1

puisque les vecteurs e;, 1 <i < p, appartiennent au noyau de f. La famille (f(e,+1),- .., f(e,)) engendre donc
Im f et c’est une base de ce sous-espace de F. On conclut alors

rang f = dim(Im f) = n—p = dim E — dim(Ker f ).

O

Exemple. Sif : E — K est une forme linéaire non nulle, alors rang f =1 et Ker f est un hyperplan de E. On dit
que f(x) = 0 est une équation de cet hyperplan. En particulier, si a,, ..., a, sont des réels non tous nuls, alors
{(x1,..,x,) €R" | ayx1 + - + a,x,, = 0} est un hyperplan de R".

Remarque. Méme lorsque E = F, on n’a généralement pas E = Ker f @ Im f. Par exemple, , pour f : R — R?
définie par f(x,y)=(0,x), on a Ker f =Im f = Vect{(0, 1)}. Toutefois, on pourra vérifier que E = Ker f + Im f si
et seulement si Ker f NIm f = {0}.

Quelques propriétés fondamentales du rang sont récapitulées dans le théoréme suivant.

Théoreme 4.19 Soient E, F deux K-espaces vectoriels et f une application linéaire de E dans F. Alors
e onarangf <dimF avec rang f = dimF si et seulement si f est surjective,
e onarangf <dimE avec rang f = dimE si et seulement si f est injective,
e si dim E = dim F =n, les assertions suivantes sont équivalentes :
(1) f estinjective, (2) f est surjective, (3) f est bijective, (4) rang f = n.

DEMONSTRATION. Comme Im f est un sous-espace vectoriel de F, on a rang f < dimF, avec égalité si et seulement
silmf =F, cest-a-dire si f est surjective.

D’autre part, d’apres le théoréme du rang, rang f = dim E — dim(Ker f), et donc rang f < dim E, avec égalité si et
seulement si dim(Ker f ) = 0, c’est-a-dire f est est injective.

De plus, sidimE = dim F = n, alors, d’aprés ce qui précede, on a (1)< (2) et chacune des assertions est équivalente
a (3). Finalement, on a (2)&(4), par définition du rang. O

Rappelons que si f est bijective, alors f ! est linéaire. On en déduit la propriété suivante.

Corollaire 4.20 Pour tout endomorphisme f € ¥ (E), les assertions suivantes sont équivalentes :

(1) f estinversible dans £ (E), c’est-a-dire qu’il existe g € L (E) tel que fog =go f =1I.

(2) f estinversible a droite dans £ (E), c’est-a-dire qu'il existe g € £ (E) tel que f o g = Ip.

(3) f est inversible a gauche dans £ (E), cest-a-dire qu’il existe g € £ (E) tel que go f =Ip.

Onaalors f e 9% (E)et f=g.

DEMONSTRATION. Il est clair que (1) implique (2) et (1) implique (3).

Montrons que (2) implique (1). Si f o g = I, f o g est surjective et donc f est surjective ; ainsi f est bijective
d’aprés le théoréeme précédent.

Montrons que (3) implique (1). Si go f =1y, go f est injective et donc f est injective ; ainsi f est bijective d’apres
le théoreme précédent. O

35



CHAPITRE 4. APPLICATIONS LINEAIRES

36



Chapitre 5

Matrices

Etant donnés deux espaces vectoriels E et F sur K, une base 8 = (ey,..., ep) de E et une base € = (f1,...,fy)
de F, nous avons vu que toute application linéaire f de E dans F est entiérement déterminée par la donnée
des images f(e), ..., f (e,) des vecteurs de & par f, c’est-a-dire par la donnée des coordonnées de chacun des
vecteurs f(e;), ..., f(e,) sur la base ¢ de F. Ces coordonnées peuvent étre rangées en un tableau a n lignes et p
colonnes, appelé matrice. Ceci va nous permettre d’utiliser des algorithmes de calcul en algebre linéaire.

Dans ce chapitre, K désigne un corps commutatif (en pratique K =R ou C), n et p sont deux entiers naturels non
nuls.

5.1 Calcul matriciel

5.1.1 Notion de matrice

Définition 5.1 Une matrice A d’ordre (n,p) a éléments dans K est un tableau rectangulaire, composé de n lignes
et p colonnes, d’éléments (a;;)1<i<n, 1<j<p de K, que Uon écrit sous la forme

ap; Ay aip

az; A2 aip
A= .

an1 Qp2 anp

Lensemble de ces matrices se note M, ,(K).

Le couple (n, p) est le format de la matrice A, également dite de type (n,p); 'entier n est le nombre de lignes de A
et entier p le nombre de colonnes de A. Pour (i,j) € {1,...,n} x {1,...,p}, 'élément a;;, situé a la i¢ ligne et j¢
colonne, s’appelle le (i, j)e terme ou coefficient de A.

Sin = p, on parle de matrices carrées d’ordre n et leur ensemble se note M,(K). La famille (a;;);<;<, est alors
appelée la diagonale de A et les scalaires a;;, 1 < i < n, les éléments diagonaux de A. Une matrice diagonale est une
matrice carrée dont tous les éléments hors de la diagonale sont nuls. On la note parfois diag(a;y, ..., a,,)- Lorsque
de plus tous les éléments diagonaux sont égaux, on parle de matrice scalaire. Par exemple,

e

1 O 0

L= 91! € My(K)
L
0 0 1

est une matrice scalaire qu'on appelle la matrice identité d’'ordre n.

On dit que A est une matrice-colonne (ou matrice unicolonne) (resp. matrice-ligne (ou matrice uniligne)) si et
seulement si p =1 (resp. n =1).

Soit A une matrice d’ordre (n, p). Pour i € {1,...,n}, la matrice-ligne (a;; ... a;;,) est appelée la i¢ ligne de A. Pour
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a;

je€{1,...,p}, la matrice-colonne ( : ) est appelée la je colonne de A.

ap;
Une matrice carrée est dite triangulairje supérieure lorsque les éléments situés en dessous de la diagonale sont nuls,
c’est-a-dire a;; = 0 pour tout (i, j) tel que 1 < j <i < n. On définit de maniere analogue les matrices triangulaires
inférieures.

Pour toute matrice A de M, ,(K), on appelle transposée de A, et 'on note ‘A la matrice d’ordre (p,n) obtenue
en échangeant les lignes et les colonnes de A. Ainsi, ‘A = (bij)1<i<p, 1<n<p> @vec b;; = a;; pour tous i et j. On
remarque que si une matrice carrée A est triangulaire supérieure (resp. inférieure), alors ‘A est une matrice
triangulaire inférieure (resp. supérieure), et que la transposée d’une matrice-ligne (resp. matrice-colonne) est une
matrice-colonne (resp. matrice-ligne).

Enfin, on dit qu'une matrice carrée est symétrique lorsque ‘A = A et antisymétrique lorsque ‘A = —A; dans ce
dernier cas, a; =0 pour tout i € {1,...,n}.

5.1.2 Matrice représentative d’une application linéaire

Dorénavant, E désignera un espace vectoriel sur K de dimension p muni d’'une base % = (e;),<<, €t F sera
un espace vectoriel sur K de dimension n muni d’une base € = (f;);<i<n-
X1

Pour tout vecteur x de E, la matrice-colonne ( : ) est appelée la matrice-colonne des composantes de x dans la

Xp

base 2 et est notée mat 4 (x). Ainsi, pour toute famille & = (c;,...,c,) de p vecteurs de F, on note mat,(Z) la
matrice, appartenant a M, ,(K), de la famille & relativement a la base ¢, c’est-a-dire la matrice dont les colonnes
sont mat(cy), ..., matg(cp).

Considérons a présent une application linéaire f : E — F. Pour tout vecteur x de E,ona : x = Zé’:l xje; et
alors : f(x)= ?:1 x;f (e;). Pour tout j € {1,...,p}, exprimons f (e;) dans la base € ; ona: f(e;) = Z?zl a;;f;
dou: f(x)= ?:1 2;1 x;a;;f;- Lunicité de la décomposition des vecteurs de F dans ¢ permet alors de dire que

fx)= 2?21 Yifi, avec y; = Z§=1 aijXj-

Définition 5.2 Soit f € ¥(E,F). On appelle matrice représentative de f relativement aux bases % et € la
matrice maty (f (%)) appartenant a M, ,(K). On la notera mat g «(f).

On remarquera ici que les éléments de la j¢ colonne de matg «(f) sont les composantes du vecteur f (e;) dans la
base 4, c'est-a-dire mat(f (e;))-
Lorsque f € £(E) et que l'espace vectoriel E est muni de la base 98, on note matg(f) au lieu de matg 5(f).

Exemples.

— Soit f : E — F lapplication nulle, i.e. pour tout e € E, f(e) = Op. Par conséquent, pour tout vecteur e;,
1<j<pdunebase B de E,on a: f(e;) = 0p = 0f; +---+0f,, ot (fy,...,f,) = € est une base de
F, c’est-a-dire que la j¢ colonne de matg «(f) est nulle, pour tout indice j compris entre 1 et p. Cette
application est donc représentée par la matrice nulle, dont tous les termes sont égaux a zéro.

— Soit f : E — E l'application identité. On a alors : f(e;) =e; =0e; +---+1ej +---+0e,, 1 < j < p.Onen
déduit que matg,(f) = I,,, la matrice identité.
Plus généralement, si f : E — E homothétie de rapport A €K, alors f(e;) = Aej;, 1 < j<p,et:

0 A .o

matg(f) = ‘ € M,(K).
o o0
0 --- 0 A

— Dans R?, muni du repére d’origine (0,0, 0) et de base orthonormée {e;, e,, e5}, soit f : R® — R3 Ia rotation
d’angle 6 autour de I'axe dirigé selon e;. On a alors : f(e;) =cos 6O e; +sinb ey, f(ey) =—sinBe; +cosb e,
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et f(e3) = e5. On en déduit :

cos@ —sinf O
mat . (f)=| sinf cos6 O
0 0 1

Théoréme 5.3 Lapplication f — maty «(f) est une bijection de £(E, F) sur M,, ,(KK).

DEMONSTRATION. Soit A= (a;;)1<i<n, 1<j<p € My, (K). Nous avons vu dans le chapitre précédent (théoréme 4.15) qu'en posant
posant b; = ay;f; + -+ +a,;f,, 1 < j < p, il existe une unique application linéaire f : E — F telle que, pour tout j € {1,...,p},
b; = f(e;), cest-a-dire telle que matg (f) = A. m|

5.1.3 Lespace vectoriel (M, ,(K),+,-)

La bijection matg ¢, que nous venons de mettre en évidence va nous permettre d’« amener » sur M, ,(K) la
structure vectorielle existant sur Z(E, F). En effet, si B = (e;,...,e,) et € =(f1,..., f,) sont respectivement des
bases des espaces vectoriels E et F, on a, pour tout A €K, f, g € Z(E,F) et A= (a;j)1<i<n, 1<j<p = Matg 4 (f),
B = (bij)1<i<n, 1<j<p = Mty (g) :

n

Vie{l,....p}, fle) =D ayfi et gle) =D byfi,
i=1

i=1
dotu : .
Vi€ {l,....p}h (Af +8)e)) = D (Aay;+ by)f.
i=1
Ceci nous conduit aux définitions suivantes.

Définitions 5.4 On appelle addition dans M, ,(K) la loi interne, notée +, définie par :
VA€ M, ,(K), VB € M, ,(K), A+ B = (a;; + b;j)1<i<n, 1<j<p-

On appelle multiplication par les scalaires dans M, ,(K) la loi externe K x M, ,(K) — M, ,(K), notée -, définie
par:
VAEK, YA€ M, ,(K), A-A=(Aa;j)1<i<n, 1<j<p-

On note souvent AA au lieu de A - A. 1l est facile de vérifier que (M, ,(K),+,-) est un espace vectoriel sur K,
notamment en le voyant comme ’espace vectoriel (K™, +,-), les calculs étant disposés dans des tableaux. En
particulier, 'élément neutre de M, ,(KK) est la matrice dont tous les termes sont nuls, dite matrice nulle.

Pour tout (i, j) € {1,...,n} x {1, ..., p}, on définit la matrice E;; de M, ,(K) dont tous les termes sont nuls sauf le

(i,j)°™ qui vaut 1. Les matrices E;; sont appelées les matrices élémentaires.

Proposition 5.5 La famille de matrices (E;;)1<i<n, 1<j<p €St une base de M, ,(KK), appelée base canonique de M,, ,(K),
et dim M, ,(K) = np.

DEMONSTRATION. Pour toute matrice A = (;;)1<i<y, 1<j<p d& M, ,(K), ona: A= 37 3¢ a;E;. Par ailleurs, la somme
Z?:l ;7:1 a;;E;; est nulle si et seulement si tous les coefficients a;; sont nuls.

La famille (E;;)1<;<,, 1<j<p €St donc libre et engendre M,, ,(K), c’est une base de cet espace vectoriel. m|
On en déduit que dimM,(K) = n?. Par ailleurs, nous avons démontré (cf. théoréme 5.3) que I'application
f— matg 4(f) de Z(E,F) sur M, ,(K) était un isomorphisme d’espaces vectoriels, et donc ! dim % (E,F) =np,
dim %(E) = n?.

Le lecteur est invité a vérifier que les ensembles des matrices diagonales, triangulaires inférieures ou triangulaires
supérieures sont des sous-espaces vectoriels de M, (K) et a donner leurs dimensions respectives.

On vérifiera également que la transposition est un isomorphisme entre les espaces vectoriels M, ,(K) et M), ,(K).
Plus précisément, pour toutes matrices A et B de M, ,(KK) et tout scalaire A €K, on a:

‘(A+B)="A+"'B, ‘(1A) = M4, (‘A) = A.

1. On remarquera aussi a cette occasion que le dual de E a la méme dimension que E, puisque dim E* = dim £ (E,K) = dimE.
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5.1.4 Multiplication des matrices

Soient G un espace vectoriel de dimension g > 1, muni d’'une base 2 = (g1, .-, &,), f € £(E,F)etg € (G, E).
Posons A = matg ,(f) et B =maty, 4(g). Nous allons définir la matrice C = mat,, (f o g) de I'application f o g
relativement aux bases 7 et 6.

Pour tout j € {1,...,q}, nous avons d’une part : f o g(g;) = Z?:l ¢ijf;, dautre part :

» » n P n n )4
foglg)= Z biif (e) = Z by; (Z aikfi) = ZZaikbkjfi = Z( aikbkj)fi;
k=1 k=1

i=1 k=1 i=1 i=1 \k=1

p
et ainsi ¢;; = Zaikbkj, V(i,j)e{1,...,n} x{1,...,q}.

k=1
Ceci nous conduit a la définition suivante.

Définition 5.6 Soient A€ M, ,(K) et B € M,, ,(KK) deux matrices. On appelle produit de A par B, et l'on note AB, la
matrice de M, ,(K) définie par :

P
AB = (Cij)1<i<n, 15j<q OU Cij = Zaikbkj~

k=1
Exemples.
Y1 n
o (X1 o oxy )| Z(in)’i)-
n =
X1 X1Y1 ot X1)Yp
el ¢t ](n o m )= :
X XpY1 ot Xndp

En pratique, pour effectuer le produit AB de deux matrices, on dispose A, B et AB de la maniére suivante :

j°™€ colonne

1
X bk]
by,
p
jeme ligne - iy v Qg aip = tee Zaikbkj
k=1
Par exemple :
1 2 -1 4
X 1 0 0 —2
-1 1 1 -2

12 3y _ (0 5 2 —6
01 —1 - 2 -1 -1 0
Lapplication de M,, ,(K) x M,, ,(K) dans M, ,(K) qui a (A, B) associe AB s’appelle la multiplication des matrices. On

retiendra que la matrice représentative d'une composée d’applications est le produit des matrices représentatives
de ces applications dans leurs bases respectives :

maty, (f © g) = maty «(f)mat, 4(g).
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L'associativité et la distributivité de la multiplication de matrices se vérifient en utilisant les applications linéaires.
Ona:

— VA€ M, ,(K), VB,C € M, ,(K), A(B + C) = AB + AC (pseudo-distributivité a gauche),

— VA,B € M, ,(K), YC € M, ,(K), (A+ B)C =AC + BC (pseudo-distributivité a droite),

— YAe M, ,(K), VB € M, 4(K) et VC € M, ,.(K), (AB)C = A(BC) (pseudo-associativité),

— VYAEK, VA€ M, ,(K) et YB € M, ,(K), A(AB) = (AA)B = A(AB).
On vérifie également que, pour toutes matrices YA € M, ,(K) et VB € M, ,(K), ‘(AB) = ‘B‘A. En effet, en posant
C ='(AB) et D = 'B'A, on a directement :

p
Cij = Zajkbki =d;;.
k=1

5.1.5 Matrices carrées

La multiplication des matrices définit une loi interne sur 'espace vectoriel M, (K), d’élément neutre I,,, associa-
tive et distributive par rapport a 'addition. Pour n = 1, c’est la multiplication usuelle dans le corps K. Dans ce cas
particulier, elle est commutative et vérifie la propriété suivante : si a € K et b € K sont tels que ab = 0, alors ou
a =0 ou b =0. Nous allons voir que pour n < 2, ces deux propriétés ne subsistent pas.

Exemple. SiA=({3)etB=(7"3), alorsAB=(3])et BA=(J¢). Ainsi, AB # BA. De plus, on observe que A
et B ne sont pas des matrices nulles mais AB = 0, ().

Proposition 5.7 Si A € M,(K) et B € M, (K) commutent (c’est-a-dire si AB = BA), on dispose de la formule du
binéme de Newton? :

m m
Ym>0, (A+B)" = ZC,’;AkBm’k — Z CkAmkpk,
k=0 k=0

m
En particulier, (I, +B)™ = Z C];lBk.
k=0

m! , . . . [
On rappelle que C,’; = . Comme dans K, la démonstration de cette proposition se fait par récurrence sur

~ ki(m—k)!
Pentier m.

Le groupe GL,(K)

Définition 5.8 Une matrice A de M, (K) est dite inversible si et seulement s’il existe A" € M,,(K) telle que AA' = A/A=
I,,. Si Aest inversible, alors A’ est unique, appelée inverse de A et notée A™".
On note GL,(K) Uensemble des matrices inversibles de M, (K).

Proposition et définition 5.9 1) La multiplication des matrices est interne dans GL,(K), qui, muni de cette loi de
composition, est un groupe appelé groupe linéaire.

2) Pour tout K-espace vectoriel E muni d’'une base 9, Uapplication f — matg(f) définit un isomorphisme entre les
groupes (9% (E), o) et (GL,(K),-).

DEMONSTRATION.

1) Tout d’abord, I, € GL,(K). De plus, pour tout (4,B) € GL,(K)?, (AB)(B™'A™!) = (B'A™1)(4B) = I,,, donc AB € GL,(K), et
AT'A=AAT =1, donc A7 € GL,(K).

2) Pour tout (f, g) € 9% (E)?, maty(f o g) = maty,(f ) maty(g).
Par ailleurs, pour toute application f de ¥.%(E), comme

mat(f)matg FH= matg ™M maty(f) = matg(Iy) =I,,

2. SirIsaac Newton (4 janvier 1643 - 31 mars 1727) était un philosophe, mathématicien, physicien et astronome anglais. Figure emblématique
des sciences, il est surtout reconnu pour sa théorie de la gravitation universelle et 'invention du calcul infinitésimal.
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on a matg(f) € GL,(K).

Réciproquement, pour toute matrice A de GL,(K), il existe (f, g) € £ (E)? unique tel que mat4(f) = Aetmatz(g) =A™, et
ona:matg(fog)=matg(f)mats(g) =AA™" =1, etmatg(gof) = mat,(g)maty(f) =A'A=1,,donc fog = gof =1,
dou f € 9¥(E).

O

On déduit de cette proposition le résultat suivant.

Théoréme 5.10 Une matrice A de M,,(K) est inversible si et seulement si ses colonnes, considérées comme des éléments
de K", sont linéairement indépendantes.

DEMONSTRATION. D’apres la proposition 5.9, A inversible signifie que c’est la matrice d’'un isomorphisme f sur E. Par injectivité
de f, on a directement I'indépendance linéaire des vecteurs f (e,),..., f(e,). m|
Nous terminons en énoncant quelques propriétés vérifiées par les éléments de GL,,(K).

— Pour toutes matrices A et B de GL,(K),ona: (AB)' =B'A™L.

— SiA€ GL,(K), alors ‘A€ GL,(K) et (FA)™! = {(A™1), puisque ‘(A1) A=(AA"Y) =1,.
Par ailleurs, si A € M,(K) est inversible a droite (resp. a gauche), i.e. s’il existe B € M, (K) telle que AB = I,, (resp.
BA=1,), alors A est inversible.

Calcul pratique de I'inverse d’'une matrice

Soit A € GL,(K). En notant AX =Y, ou X, Y € M, ;(K), il suffit d’exprimer X en fonction de Y par résolution
d’un systéme linéaire pour obtenir la matrice A™*. En effet, si A est inversible, ona AX =Y & X =A"'Y.

. 2 4 -1 X1 Y1
Exemple. Calculons l'inverse A= (% 2 1:/»'2). En notant X = (xz) etY = (;z ), nous avons
3

X3
2x;1+4x5—x3 = ¥
AX =Y & X1_2x2+3§3 = ¥
x1 +XZ+_3 = y3
2
En résolvant ce systéme, nous trouvons
x; = 4y;+3y,—10y3
_ 5Y1 9
X2 = T Y2+ 7Y3 s
X3 = —3y;1—2y,+8y3

N 4 3 -10
douA' =522 7 |.
-3 -2 8

5.1.6 Matrices écrites par blocs

Supposons que n = n; +:--+n. et p = p; + -+ + p,, avec (r,s) € N* x N*, et que, pour tout (i,j) €
{1,....,r} x{1,...,s}, (n;, p;) € N* x N*. On définit la matrice écrite par blocs A € M,, ,(K) de la maniére suivante :
Ap o Agg
A= (Aij)lsiSr, 1<j<s — : Ai]» : , ou Aij < M"i:PJ(K)'

Arl U Ars

5.1.7 Rang d’une matrice

On rappelle que si & est une famille d’éléments de F, alors rang # = dim(VectZ), et que si f : E — F est
une application linéaire, alors rang f = dim(Im f ) = rang f ().

Définition 5.11 Soit A € M,, ,(K). On appelle rang de A, et U'on note rangA, le rang de la famille des colonnes de A
dans M, ;(K).
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ap dip
Ainsi, en notant A = (a;j)1<i<n, 1<j<p €t C1 = ( : ),...,CP = ( : ) les colonnes de A, on a que rangA =

an1 anp

rang(Cy, ..., C,).

Cette définition est compatible avec I'identification usuelle entre M, ,(K) et £ (KP,K"), le rang d'une matrice A
étant dans ce cadre le rang de n’importe quelle application linéaire représentée par A et le rang d’'une application
linéaire étant le rang de n’importe quelle matrice la représentant. Ceci est résumé dans la

Proposition 5.12 Soient f € £(E,F) et A=matg (f), ona
rang f = rangA.
Proposition 5.13 Pour toute matrice A de M,, ,(K), on a
rangA < min(n, p).

DEMONSTRATION. On a d’une part que rangA = rang(C;,...,C,) < p, et d’autre part que rangA = dim(Vect(Cy,...,C,)) <
dimM, ;(K) = n. a

Proposition 5.14 Pour toute matrice A de M,(K), rangA=n < A € GL,(K).

DEMONSTRATION. Soit f I'endomorphisme de £(R") = M, ;(K) représenté par A dans la base canonique de M, ;(K). Comme
(Cy,...,C,) est une base de M, ; (K) si et seulement si f est bijectif, on en conclut que rangA=n < A€ GL,(K). m|

Nous montrons enfin qu’on ne modifie pas le rang d’'une matrice en la multipliant par une matrice inversible.

Proposition 5.15 Pour toute matrice A de M,, ,(K), on a
VP € GL,(K) (resp. Q € GL,(K)), rang(AP) = rangA (resp. rang(QA) = rangA).
Ce résultat se déduit aisément de la

Proposition 5.16 Pour toutes applications linéaires f : E > F et g : F — G, si f (resp. g) est un isomorphisme,
alors rang g o f =rang g (resp. rang g o f =rang f).

DEMONSTRATION. Tout d’abord, Im(g o f) = g(Imf) C g(F), et donc rang(g o f) < rang g, avec égalité si f est surjective. De
plus, rang(g o f) < dim(Im f ) = rang f, avec égalité si g est injective. m|

5.2 Changement de bases

Soient respectivement B’ = (ej,...,e)) et €' = (f,... ,fp’) d’autres bases de E et F.

Définition 5.17 On appelle matrice de passage de B a %’ la matrice ng;/ = matg(8’) de M,(K), dont les
colonnes sont formées par les composantes des vecteurs de la base B’ dans la base 3.

Proposition 5.18 On a P%" =matgy, 4(Iy).

DEMONSTRATION. Notons 3’ = (e}, .. .,el’)). Pour chaque j de {1,...,p}, la j*™ colonne de matg 5 (I;) est formée par les
composantes de IE(e;), soit eJ’., sur la base 2. O

Proposition 5.19 Soient %, B’ et B" des bases d’un K-espace vectoriel E de dimension p. On a
1) P2 =1,

2) P2 =pZ' P2

3) Pg‘/ est inversible et (Pf;l)_1 = Pg,.

DEMONSTRATION.
1) PZ =matg 5(I;) =1,.

gglp%//

2) P;}B = mat%//’%(IE) = mat%/’@(IE)mat%u’%l(IE) = P% B
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3) PZ'P2 =pP2 =1,
O

On note a présent P = P;gi (resp.Q = Pfg ") la matrice de passage de % 4 B’ (resp. de € 4 €’). Les formules dites
de changement de base sont données par les théorémes suivants.

Théoréme 5.20 (changement de base pour un vecteur) Pour tout x € E, si X = matg(x) et X’ = mat g (x), alors
X =PX'.

DEMONSTRATION. X = matg(x) = mat g 5(Iz) mat g (x) = PX'. a

Théoréme 5.21 (changement de base pour une application linéaire) Soit f : E — F une application linéaire. Si
A=matg ,(f)et A= matg 4 (f), alors A= QAP™. Dans le cas particulier ot f est un endomorphisme, c’est-d-dire
lorsque E=F, B =% et B =€6’,onaA=PAP™.

DEMONSTRATION. On a A=matg (f) =matg 4 (Ir o f oIp) = maty o (Ir) matg o (f)maty 4 (I;) = QA'P. m|

Dans les conditions du théoréme précédent, A et A’ sont dites équivalentes dans M, ,(K). Dans le cas ou f est un
endomorphisme, on dit que ces matrices sont semblables dans M, (K).

Remarque. La proposition 5.15 nous permet directement d’affirmer que deux matrices équivalentes ont méme
rang.

Exemple. Dans I'espace vectoriel E = R®, on note % = (ey, e,, e3) la base canonique, et on introduit les vecteurs
e; =ey;=(0,1,0), e, =€y +e3=(0,1,1) et e; = e; =(1,0,0). On vérifie facilement que B’ = (e], e;, ;) est une
base et que les matrices de passage sont

001 01 -1
P=p)=| 110 |etPZ=P'=| 00 1
010 10 o

Six € E,X =matg(x) € M;;(R) et X’ = mat 4 (x) € M3;(R), alors les formules de changement de coordonnées
sont données par X = PX’ et X’ = P71X. Si f est un endomorphisme de E tel que

01 1
A=matgz(f)=| 1 0 1 |,
1 1 0
alors la matrice A’ de f dans la base %’ est
-1 0 O
A =matg (f) =P 'AP = 11 1
1 2 0
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Chapitre 6

Systemes d’équations linéaires

Soit K un corps commutatif. Nous allons chercher dans ce chapitre a résoudre un systéme de n équations
linéaires a p inconnues, de la forme

a11x1 + cen + alpxp = bl
: ; (6.1)

Amx; + ..+ ayx, = by,

appelé systeme d’équations linéaires ou, plus simplement, systéme linéaire. Les scalaires (a;;)1<i<p, 1<j<n €t (bi)1<i<n>
nommés respectivement les coefficients et seconds membres du systéme, sont donnés, alors que les x;, 1 < j < p, sont
les inconnues du systéme. On appelle solution du systéme tout p-uplet (xy,...,x,) € KP tel que les égalités de (6.1)
sont toutes vérifiées. Résoudre un tel systeme, c’est déterminer ’'ensemble des solutions, qui peut éventuellement
étre I'ensemble vide.

Enfin, le systeme linéaire est dit homogeéne lorsque b; = - -+ = b, = 0. Dans ce cas, il posséde au moins (0, ...,0) € K?
comme solution, appelé solution triviale du systéeme.

6.1 Différentes interprétations d’un systeme d’équations linéaires

Un systeme d’équations linéaires et, par suite, sa résolution peuvent étre vus de différentes manieres, que nous
allons expliciter ici.

6.1.1 Interprétation géométrique

Supposons momentanément que K = R et considérons le systéme (6.1) de n équations a p inconnues. Si
— n=1et p =2, le systeme se résume a une seule équation de la forme

ax; +bx, =c,

qui est 'équation d’une droite affine dans I'espace R? si a ou b est non nul.
— n=1et p =3, le systéme se réduit alors a une seule équation de la forme

axl + be +CXS = d,

qui est 'équation d’un plan affine dans 'espace R3 si a, b ou ¢ est non nul.
— n=2et p =3, le systéme équivaut au systéme suivant

>

ax,+bxyg+cx,=d
a'x;+b'xy+c'x,=d’

dont I'ensemble des solutions est I'intersection de deux plans affines P et P’ de R®, définis chacun par 'une
des deux équations ci-dessus, c’est-a-dire
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(i) ensemble vide siles plans P et P’ sont paralléles,
(ii) le plan P si chacune des équations décrit ce méme plan,
(iii) la droite d = P N P’ dans les autres cas.

Revenons a présent au probléme concernant le systéme initial (6.1). Une équation de la forme

anpxy+--+tapx,=b;, Vie{l,...,n},

ip
définit de la méme maniére un hyperplan affine de I'espace vectoriel KP. La solution du systeme (6.1) est alors
lintersection de n hyperplans affines de KP.

6.1.2 Interprétation matricielle

I est possible d’écrire le systéme (6.1) sous une forme matricielle. Pour cela, notons A = (a;;)1<i<p, 1<j<n 12
matrice du systéme appartenant a M, ,(K), B = (b;);<;<, et X = (x;);<j<, les matrices unicolonnes appartenant
respectivement a M, ; (K) et M, ; (K). D’apres la définition du produit matriciel (cf. définition 5.6), le systeme
(6.1) équivaut a

AX =B. (6.2)

La résolution du systéme revient alors a la résolution de cette équation matricielle : les matrices A € M,, ,(K) et
B € M,,;(K) étant données, il s'agit de déterminer 'ensemble des matrices X € M), ; (K) vérifiant (6.2).
Si A est une matrice carrée inversible, le systéme est dit de Cramer! et admet une unique solution X = A~'B.

6.1.3 Interprétation en termes de combinaisons linéaires

Soient A € M, ,(K) la matrice du systeme et B € M, ;(K) la matrice-colonne des seconds membres associées a
(6.1) et définies dans la sous-section 6.1.2. Notons C;, pour tout j de {1,...,p}, la je colonne de A. Le systeme
linéaire (6.1) s’écrit alors

P
j=1

Résoudre le systeme revient alors a trouver toutes les maniéres d’écrire B comme combinaison linéaire (dans
K") de Cy, Cy,..., C,; il existe au moins une solution si et seulement si B appartient au sous-espace vectoriel
Vect(Cy, ..., C,). Sile systeme est homogéne, on doit trouver le p-uplet (x, ..., x,) € K tel que

0

p
.56 =
Jj=1

0

Le systéme admet dans ce cas d’autres solutions que la solution triviale si et seulement si la famille des matrices-
colonnes (Cj, ..., C,) est liée.

6.1.4 Interprétation en termes d’une application linéaire

Introduisons les espaces vectoriels E et F, de dimensions respectives p et n, et respectivement munis de la
base B = (ey,...,e,) et € = (f,...,f,). Considérons a présent f : E — F l'application linéaire de matrice
A=matg 4(f) respectivement aux bases 98 et 6. Si 'on désigne par x le vecteur de E qui a pour coordonnées
dans la base 9 les inconnues x,..., x, et par b le vecteur de F qui a pour coordonnées dans la base 6 les seconds
membres b,,..., b,, (6.1) est alors équivalent a

f(x)=b0. (6.3)

1. Gabriel Cramer (31 juillet 1704 - 4 janvier 1752) était un mathématicien suisse. Le travail par lequel il est le mieux connu est son

traité, publié en 1750, d’Introduction a U'analyse des lignes courbes algébriques dans lequel il démontra qu'une courbe algébrique de degré n est

déterminée par "(“; 3 de ses points en position générale.
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Résoudre le systéme revient alors a déterminer I'image réciproque du singleton {b} par I'application f. Dans cette
interprétation, il est aisé de discuter les situations envisageables et de déterminer la structure de 'ensemble des
solutions.

Tout d’abord on voit que, lorsqu’il est homogeéne, le systeme linéaire équivaut a 'équation

f(x):OF;

qui possede toujours au moins une solution (la solution triviale x = 0z). Résoudre le systeme revient a déterminer
le noyau de l'application f. L'ensemble des solutions du systéeme est alors un K-espace vectoriel de dimension
p —rang f (d’apres le théoreme du rang).

Si le second membre du systeme est non nul, deux cas de figure se présentent :

i) Supposons que b n’appartient pas a 'image de E par f : b ¢ Im f. Alors, ’équation (6.3) n’a pas de solution
et 'ensemble des solutions est donc vide.

ii) Supposons que b appartient a 'image de E par f : b € Im f. Il existe alors au moins un vecteur x’ de E tel
que f(x") = b. Pour toute solution x de (6.3), on aura

fG)—f(x) =0,

soit encore, par linéarité de f,
f(X — X/) = OF‘

Par conséquent x — x’ € Ker f .
Réciproquement, tout x tel que x = x’ + y, avec y € Ker f, est une solution de (6.3). En effet, on a

fO)=f)+f(y)=f(x)=b.
Par conséquent, si x” est une solution de (6.3), ’'ensemble des solutions est
{x'}+Kerf.

L'ensemble des solutions du systéme s’obtient donc en ajoutant a une solution particuliere du systéme
I’ensemble des solutions du systéme homogeéne associé.

En résumé, le systéme linéaire n’a pas de solution si b ¢ Im f et au moins une solution si b €Im f.

Amenons maintenant a son terme la discussion entamée en étudiant I'application f. Si f est surjective (ce qui
exige n < p, cf. proposition 2.50), alors Im f = F. Par conséquent, tout vecteur b de F appartient a Im f et le
systéeme admet toujours des solutions. Si f est injective (on a forcément p < n), alors dim(Im f) = dimE = p
d’apres le théoreme du rang. Le systéme admet alors au plus une solution, puisque Ker f = {0z}. Enfin, si f est
bijective (ce qui exige p = n), alors le systéme admet une solution (puisque f est surjective) et une seule (puisque
f est injective). Dans ce dernier cas, on dit que le systéme est de Cramer.

6.2 Méthode d’élimination de Gauss

La méthode d’élimination de Gauss ? permet entre autres choses de résoudre des systémes d’équations linéaires
de la forme (6.1) de maniére systématique. Elle se sert de l'interprétation matricielle que I'on peut faire de ces
systemes et utilise plusieurs résultats de calcul matriciel. Elle se base en particulier sur la propriété suivante :
pour toute matrice P € GL,(K), les systemes AX = B et PAX = PB ont les mémes solutions, on dit alors qu’ils
sont équivalents. L'idée est donc de chercher P € GL,(K) de sorte que que le systéme linéaire PAX = PB soit
facile a résoudre. Par exemple, un systéme a matrice carrée triangulaire supérieure se résout trés facilement par la
méthode dite de remontée : on calcule x,, puis x,_;, etc, jusqua x;.

Nous allons maintenant décrire les opérations élémentaires que I'on peut effectuer sur les lignes (resp. colonnes)
d’une matrice A de M,, ,(K). Elles conduiront toujours a une matrice A’ = PA (resp. A’ = AQ), ot P € GL,, (resp.
Qe GLP(]K)) est obtenue en effectuant I'opération correspondante sur la matrice I,, (resp. I p)'

2. Johann Carl Friedrich Gaul? (30 avril 1777 - 23 février 1855) était un mathématicien, astronome et physicien allemand. Surnommé
par ses pairs « le prince des mathématiciens », il fit des contributions significatives dans de nombreux domaines des sciences de son époque,
notamment en théorie des nombres, en statistique, en analyse, en géométrie différentielle, en électrostatique, en astronomie et en optique.

47



CHAPITRE 6. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

6.2.1 Opérations élémentaires

Soient (n,p) € (N\{0,1})? et A= (@ij)1<i<n, 1<j<p € M, ,(K). On appelle opérations élémentaires sur les lignes
de A les transformations suivantes (ot L;, 1 <i<n, et L;, 1 < j < p, désignent respectivement les i¢ et j¢ lignes
de A) :

— échange (entre elles) de deux lignes L; et L j (Li =L j),

— multiplication de la ligne L; par le scalaire A € K\{0} (L; < AL;),

— remplacement d’une ligne L; par L; + AL;, ou A € K\{0} et j € {1,...,n}\{i}, (L; < L; + AL)).

On notera par ailleurs L; <~ AL; +uL; la composée des opérations élémentaires L; «— AL; et L; < L; +uL;, ou A et
u sont des scalaires non nuls.
Explicitons a présent les matrices carrées inversibles P correspondant a chacunes de ces opérations élémentaires.

— Dans le cas de I'échange des i¢ et j¢ lignes de la matrice, (i,j) € {1...,n}? et i < j, nous avons

[1 0 0\

1
0 0 0 1
0 1 0
P=P;= =1, +(E; + Ej;; — E; — Ej;) € M,(K).
1 0
0 0 O

\ 0 0 (1))

Cette matrice est bien inversible puisqu’elle vérifie Piz. =1I,.
— Dans le cas de la multiplication de la i€ ligne, 1 < i < n, de la matrice par un scalaire non nul A, nous avons

1 0 0
0
1
1

Cette matrice est bien inversible, car D;(A)D; (%) =1,
— Enfin, dans le cas du remplacement de la i¢ ligne, 1 <i < n, de la matrice par L; + AL;, avec 1 < j <n,
j #1, et A#0, nous avons

1 0 0\
0
1 A
0 1
. 0
0 0 1)

On définit de maniére analogue les opérations élémentaires, ainsi que les matrices leur correspondant, sur les
colonnes de A (qui sont les opérations élémentaires sur les lignes de la transposée de A).
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6.2.2 Principe et mise en ceuvre de la méthode

Par une suite d’opérations élémentaires, nous allons transformer le systéme linéaire (6.1) en un systéme
équivalent dont la matrice sera triangulaire supérieure (si c’est une matrice carrée) ou échelonnée supérieurement 3.
La résolution « en cascades » de ce dernier systeme donne alors les solutions de (6.1).

Nous procédons comme suit. Considérons le systeme

a;1xX, + A19Xo + vee + alpxp = bl
ay1Xq + A9oXo + vee + aszp = bz
Xy + GpXy + ...+ aypXx, = by

et supposons dans un premier temps que le coefficient a;;, appelé le pivot, est non nul. Nous effectuons ensuite les
opérations élémentaires

a a a
Lz‘_Lz_ﬂLD L3‘_L3_ﬁL1,---, Ln(_Ln_LlLl

ag a ag

qui ont pour effet 'annulation des coefficients de I'inconnue x; dans les équations L, a L,. Nous obtenons le
systeme équivalent

a11X1 + a12X2 + cee + alpxp = bl

/ / — /

ApXy + ...+ ayXx, = b,

/ / _ /

QoXy + o+ @ X, = b}

A, / ail R 2 2 b/_ b ail b ) 2
ouaij—aij—a—aljpourtout(l,])e{ ,ees}x{2,...,ptet b= e 1 pour tout i € {2,...,n}.
11 11

Supposons a présent que le pivot a;, est non nul. Les opérations élémentaires

/ /

a a
32 n2
Ly Ly——2Ly,..., Ly~ L,——21L,

oY) as

conduisent alors au systéme

a;x; + apxe + ag;zxs + + a,x, = b,
/ / / _ /

)Xy +  Ayx3 + + QX = b,

4 1" — "
apX3 + ...+ agx, = b3 ’

7 Vi _ Vi

QX + ...+ o@ux, = b

/ /

al a’
" —a+2agj pour tout (i,j) € {3,...,n} x {3,...,p} et b/ = b — ==

12 1./ .
avec a; : ~ b, pour tout i € {3,...,n}. On

a
22 22
poursuit ainsi la mise sous forme échelonnée de la matrice du systéme.

11 est possible qu’a un moment donné le pivot soit nul, il suffit alors d’échanger ’équation concernée par 'une
des équations suivantes pour laquelle le pivot est non nul. Si tous les pivots « potentiels » sont nuls, il faut alors
procéder a une permutation de colonnes, en n’oubliant pas que cela implique un changement dans 'ordre de
numérotation des inconnues.

Le systéme équivalent final A’X = B’, obtenu en un nombre d’étapes r, ol r correspond au nombre de pivots non

/
= d..
J 1

3. Une matrice A de M, ,(K) est dite échelonnée supérieurement s’il existe un entier r de {0,...,n} tel que :
— pour tout indice i < r, la ligne L; est non nulle,
— pour tout indice i > r, la ligne L; est nulle,
— pour chaque ligne L;, soit d(i) le plus petit indice j tel que a;; # 0; la suite d(1),..., d(r) est strictement croissante.
Une telle matrice est de rang r.
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nuls et est au plus égal a min(n, p), se présente sous la forme

/ / / / _ /
apx; + oalyx, + +oax, + o+ oapx, = b]
/ / / — /

ay,Xxy + @ o+ ayx, = b,

/ / _ /

] a x, + + a,x, = b

_ /

0 - br+1

_ /

0 = b

Sir =1, on appelle x,..., x, les inconnues principales et, sir +1 < p, X,,1,..., X, sont les inconnues secondaires.
Le nombre d’inconnues principales est le rang du systéme. Plusieurs cas de figure se présentent alors.

Sir+1 < n, le systtme admet des solutions si et seulement si b; = 0 pour tout i de {r+1,...,n}. Ces n—r équations
s’appellent les conditions de compatibilité (on conviendra qu’elles sont satisfaites lorsque r = n, c’est-a-dire si A
représente est la matrice d'une application surjective). Dans ce cas, si p > r, I'ensemble des solutions est paramétré
par les p—r inconnues non principales et obtenu en résolvant par une méthode de remontée le systeme de Cramer
suivant

/ / _ r / _ _ /
ajx; + + aj,x. = b] aj, 1 %r41 aj, X,

/ _ /o / _ _ /
a.x. = b a1 Xri1 e a,,Xp
avec (X,4q,...,Xx,) € KP™". En particulier, si r = p, c’est-a-dire si A est la matrice représentative d'une application
injective, il y a existence et unicité de la solution.

Ce procédé se résume sous la forme d’un algorithme, ce qui facilite la mise en ceuvre pratique de la méthode sur le
plan numérique. Remarquons d’ailleurs que, puisque toutes les opérations sur les lignes concernent la matrice du
systeme A = (a;j)1<i<n, 1<j<p €t 12 matrice unicolonne des seconds membres B = (b;);<;<,, on pourra appliquer
cet algorithme a la matrice écrite par blocs (A B) € M, ,,;(K), appelée parfois matrice augmentée du systéme.

| ALGORITHME DE LA METHODE D’ELIMINATION DE GAUSS |

Entrées : n € N*, p e N', A€ M, ,(K), B € M,,;(K)
Sorties : r €N, A’ € M, ,1(K)
r:=0;A:=(AB)
tant que m < min(n,p) et que (afj)(i’j)e{rﬂmn}X{rﬂw’p} #0 faire
r:=r+1
sia =0alors
trouver (ip, jo) € {r+1,...,n} x{r+1,...,p} tel que alfojo #0
Ly L,C —Cj

ly?
fin si ,

pouriallant der+1anlL;, < —CL,
/

rr
fin tant que

6.2.3 Exemples

Premier exemple. Considérons le systéme linéaire

x; + 2x9 + 3x3 + 4x, = 11
2x7 4+ 3xy 4+ 4x3 + x4 = 12
3x; + 4x, + x3 + 2x4 = 13
4x;, + x5 + 2x3 + 3x4 = 14
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et utilisons la méthode d’élimination de Gauss pour le résoudre. Nous trouvons

x; + 2x,
- X
— 2x,
— 7x

x; + 2x,
- x

X1 + 2x,

d’ou

do = W Ly L,—2I,
7x, = -—10
par L3« L3—3L ,
13x, = -3 47 T !
4x, = 11
4X4 = 0 L4 — L4 — 7L2 ?
4x, = 11
7x, = -—10
4x: _ o Par Ly—Li+ls,
40x, = 40

3x3 +

2x3 —

8x3 —
1OX3 -
3x; +
2x3 —
4xy +
4x3 +
3x3 +
2x3 —
4xy +
X4 =1

X3:.X4:1
Xy =10—2x3—7x4=1
X1 =11—2xy—3x3—4x, =2

Ce systéme a pour unique solution (2,1,1,1).

Deuxieme exemple. Considérons le systeme linéaire

X1
3x;
2x
3x;

+
+

3x,
X2
X2
2x,

5x5

X3
3x3
S5Xx3

— 2x4
— 2x4
+ Txy
+ Txy

+
+

7xs =

Xs
S5Xs
8x; =

RN - W

avec a un parameétre réel, et appliquons la méthode d’élimination de Gauss pour le résoudre. Nous trouvons

x; + 3xy +  5x;3
—  8xy, — 14x;

—  7xy — 13x3

— 11x, — 20x5
x; + 3xy +  5x5
— 8x, — 14x,

—  6x;

—  6x4

x; + 3xy +  5x5
— 8x, — 14x,

—  6x,

+ + +

+
+ 60x,
+

2x4
4x,
11x,
13x,

2x4
4x4

60x,

+

2x4
4x4

+ 60x,

tA + + +

+

7xXs =
20x5
19x5
29x5 =

7Xs
20x5
12x5
12x; =

7Xs
20x5
12xy
0 =

8

8

_g LZ(_LZ_BLl
_4 par LS(_L3_2L1 5
3
- Ly« 8Ly—7L,
24 P4 1, —81,—11L,°
a+16
3

;i par Ly« Ls+ Ly .

a—8

Nous constatons que si a # 1, la condition de compatibilité @ — 1 = 0 n’est pas vérifiée et le systéme n’admet pas
de solution. Supposons donc a = 1; le systéme se réduit aux trois équations

x; + 3x, +

8xy —

S5Xx3
14X3
65

- 2X4
+  4xy
+ 60x,
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CHAPITRE 6. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

Nous obtenons alors un systéme de Cramer par rapport aux inconnues x;, X —2 et x5 en traitant x, et x5 comme
des parametres arbitraires :

x; + 3x5 + 5x3 3 + 2x4 + 7xs
4xy +  7x3 4 + 2x4 + 10xs5 ,
x3 = —4 + 10x, + 2x5

d’ou
X3 =—4+10x4 + 2x5
Xy =8—17x4— X5
x1=—14+3x,

Les solutions du systéeme sont donc les 5-uplets s’écrivant
(—1+4+3x,8—17x—y,—4+10x +2y,x,y) =(-1,8,—4,0,0) + x(3,—17,10,1,0) + y(0,—1,2,0, 1),

ol x et y ont des valeurs arbitraires. La structure de ’ensemble des solutions a donc bien la forme d’'une somme
d’une solution particuliere (—1,8,—4,0,0), obtenue pour x = y = 0, et de la solution générale du systéme
homogene associé, qui est le plan vectoriel engendré par les vecteurs (3,—17,10,1,0) et (0,—1,2,0,1).

Troisiéme exemple. Soit le systéme linéaire

ax; + X9 + X3 + x4 = 1
X7 + axy, + x3 + x4 = —2
X1 + Xy + axg + x4 = 0°
X1 + Xy + X3 + axg, = 3

avec a un réel. Nous ne pouvons ici directement appliquer la méthode d’élimination de Gauss en raison du
paramétre a (qui peut éventuellement étre nul). Il va cependant étre particuliérement utile d’adjoindre au systéme
une équation supplémentaire, qui est une combinaison linéaire des équations initiales Ly = L + L, + L3 + L,. Nous
obtenons

ax;, + X9 + X3 + x4 = 1
X7 + axy, + x5 + x4 = -2
X1 + Xy + axg + x4 = 0
X1 + Xy + X3 + axg = 3

(@+3)c;+xy+x34+x4)=2

Nous voyons alors que si a = —3, le systéme n’a pas de solution. Supposons donc a # —3 ; nous trouvons alors

( a+1
(@=Dx = 73 b= ghs
(a—1)x, = _2a+4 Lye—1L,— ! L
) 2 a+3 .2 P a+3”
_2 p 1 5
(@=1x; = a+3 Ls(_LS_a+3L5
3a+7 1
a—1)x, = Ly«—L,———L
( s a+3 4 4 a+3?

Nous constatons que si a = 1, le systeme ne posséde pas de solution.
Par conséquent, si le parameétre a n’est ni égal a —3, ni égal a 1, le systéme admet une unique solution donnée par
le 4-uplet

(21, %9, X3,X%4) = (a+1,—2a—8,—2,3a+ 7).

1
(a+3)(a—1)

6.2.4 Autres applications de la méthode

La méthode d’élimination de Gauss ne sert pas qu’a la résolution de systémes linéaires. Pour toute matrice A de
M, ,(K), elle permet de construite une matrice équivalente a A dont le rang s’obtient de fagon évidente. Pour une
matrice de M, (K) inversible, elle fournit un algorithme de calcul de A™!.
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6.2. METHODE D’ELIMINATION DE GAUSS

Calcul du rang d’une matrice

Les opérations élémentaires sur une matrice ne modifiant pas son rang, on peut utiliser la méthode d’élimination
de Gauss pour calculer le rang d’une matrice. Partant d'une matrice initiale A, nous appliquons I'algorithme de la
méthode pour obtenir une matrice échelonnée. Le rang de A est alors simplement donné par le nombre de pivots
non nuls.

2 3 5
Exemple. Calculons le rang de la matrice A= (_11 A9 )
36 6
Nous obtenons successivement
2 3 5 Ly Ly,—1iL,
_ 0 5/2 —5/2 )
r:=1 0 —3/2 3/2 par L3« Ly+ 3L
0 3/2 —-3/2 Ly« Ly—31,
2 3 5 5
0 5/2 —5/2 Ly Lz+3L,
r:=2 par 3
0 0 0 Ly Ly—3L,
0 0 0

ATissue de I'algorithme, nous avons obtenu une matrice échelonnée et trouvé deux pivots non nuls, 2 et > Le

rang de la matrice A est donc 2.

Calcul de I'inverse d’une matrice carrée

Soit A € GL,(KK). Commengons par remarquer, en notant e; le j¢ vecteur de la base canonique de M, ;(K) et
¢; € M,,1(K) la je colonne de A7l que A‘lej = ¢, et donc que Ac; = e;. On résoudra donc les n systemes Ac; = e;
en utilisant I'algorithme du pivot de Gauss a la matrice A, en effectuant simultanément les mémes opérations sur
la matrice I,. Remarquons que, s’il n’y a pas eu d’échange de colonnes et si la matrice A’ obtenue a I'issue de n
itérations de l'algorithme est égale a la matrice identité d’ordre n, alors la matrice obtenue a partir de I, par la
méme suite d’opérations est 'inverse de A. Pour obtenir cela, on pourra utiliser la variante suivante de la méthode,

appelée méthode d’élimination de Gauss-Jordan *, appliquée a la matrice écrite par blocs (A 1,) € M, ,,(K).

| ALGORITHME DE LA METHODE D’ELIMINATION DE GAUSS-JORDAN POUR LE CALCUL DE L'INVERSE |

Entrées : n € N*, Ae GL,(K)
Sorties : A" € M, ,,(K)
r:=0;A:=(AI,)
tant quer <n faire
ri=r+1
sia/ =0alors
trouver iy € {r+1,...,n} tel que alfor #0
Lo—1;
fin si
Lr — TL,,

rr
pouriallant delar—1L;«a;L,

pouriallant der+1anl;«alL,
fin tant que

4. Wilhelm Jordan (1° mars 1842 - 17 avril 1899) était un géodésiste allemand. Il est connu parmi les mathématiciens pour le procédé
d’élimination portant son nom, publié en 1888 dans son Handbuch der Vermessungskunde, qu’il appliqua a la résolution de problémes aux
moindres carrés en géodésie.

53



CHAPITRE 6. SYSTEMES D’EQUATIONS LINEAIRES

2 =1 0
Exemple. SoitA=| -1 2 =1 |. On trouve successivement
0o -1 2
2 -1 o0 1 00
r:=0 -1 2 -1 010
0o -1 2 0 0 1
1 -1/2 0 1/2 0 0 1 ;
r:=1 0 3/2 -1 1/2 1 0 parL; <« =Ly etLy «— Ly+ =1L,
0o -1 2 00 1 2 2
1 0 —-1/3 2/3 1/3 0 1 5 5
r:=2 0 1 _2/3 1/3 2/3 0 parL1<—L1+§L2, L2<_§L2 etL3<_L3+§L2

0 0 4/3 1/3 2/3 1

10 0 3/4 1/2 1/4 ) ) 3
ri=3 010 1/2 1 1/2 par Ly « Ly + =Ly, Ly« Ly+ =Ls et Ly «— > L,
0 0 1 1/4 1/2 3/4 4 2 4
et donc
L3 21
Alt==12 4 2
4\1 2 3
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Chapitre 7

Nombres réels

7.1 Rappels

Nous admettons l'existence et 'unicité de 'ensemble R, muni des lois internes d’addition + et de multiplication
- et d’'une relation <, ayant les propriétés suivantes :

(1) (R,+,-) est un corps commutatif.
(2) (R,+,-,<) est un corps totalement ordonné.
(3) Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure dans R.
Rappelons que la propriété (1) signifie que (R, +) est un groupe commutatif, c’est-a-dire que
i) laloi + est commutative : Y(a,b) €eR?,a+b=b+a,
ii) laloi + est associative : VY(a,b,c) €R3 (a+b)+c=a+(b+c),
iii) la loi + admet un élément neutre : Ya€eR,a+0=0+a =a,
iv) tout élément de R admet un symétrique pour la loi + : Va € R, a + (—a) = (—a) +a =0,
et que (R*,-), ou R* = R\{0}, est un groupe commutatif, c’est-a-dire que
i) laloi - est commutative : Y(a, b) € R?, ab = ba,
ii) laloi - est associative : Y(a, b,c) € R%, (ab)c = a(bc),

iii) la loi - admet un élément neutre : Ya € R, al = la =a,

. .z . . 1 1
iv) tout élément de R* admet un symétrique pour laloi-: Ya € R*, a— =—-a=1,
a a

et que la multiplication est distributive par rapport a ’addition :
Y(a,b,c) €R3, a(b+c)=ab +ac.

La propriété (2) signifie pour sa part que < est une relation d’ordre total dans R, c’est-a-dire que
i) la relation < est réflexive : Va € R, a < a,
i) la relation < est antisymétrique : ¥(a,b) €R?, (a<betb<a)=a=b,
iii) la relation < est transitive : Y(a,b,c) €R%, (a<betb<c)=a<c,
iv) la relation < est totale : ¥(a,b) € R? (a < bou b < a),
et que cette relation d’ordre est compatible avec les lois + et -, c’est-a-dire que
D) V(a,b,c)eR}, a<b=>a+c<b+c,
ii) V(a,b,c)€eR3 (a<bet0<c)=ac< bc.
Pour (a,b) € R?, a < b signifie a < b et a # b. On peut également noter b > a (resp. b > a) au lieude a < b
(resp. a < b).
Les éléments de R sont appelés les nombres réels et l'on note R, = {x e R| x = 0}, R_ = {x € R | x £ 0},
R* =R\{0}, R* =R, \{0} et R* =R_\{0}.
Nous reviendrons dans la suite sur la propriété (3), qui est appelée 'axiome de la borne supérieure.
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7.2 Majorant, minorant, bornes supérieure et inférieure

Définitions 7.1 Soient A une partie de R et x un nombre réel. On dit que x est
e un majorant de A dans R si et seulement si il est supérieur ou égal a tous les éléments de A :

Yae€A, a<x,
e un minorant de A dans R si et seulement si il est inférieur ou égal a tous les éléments de A :
VYaeA x<a,

e un élément maximal, ou plus grand élément, de A dans R si et seulement si c’est un majorant de A dans R
appartenant a A,

e un élément minimal, ou plus petit élément, de A dans R si et seulement si c’est un minorant de A dans R
appartenant a A.

La partie A est dite majorée (resp. minorée) dans R si et seulement si elle possede au moins un majorant (resp.
minorant) et bornée si et seulement si elle est a la fois majorée et minorée.
Si A admet un plus grand (resp. petit) élément, celui-ci est unique et on le note max(A) (resp. min(A)).

Définitions 7.2 On appelle
e la borne supérieure de A dans R le plus petit des majorants de A dans R, sil existe. Il est alors unique et noté

sup(A),
e la borne inférieure de A dans R le plus grand des minorants de A dans R, s’il existe. Il est alors unique et noté

inf(A).

Notons que si A posséde un plus grand (resp. petit) élément max(A) (resp. min(A)), alors max(A) = sup(A) (resp.
min(A) = inf(A)).

Exemples.
— On a max[0,1] =1, mais ni [0, 1[ ni [0, +0o[ n’ont un plus grand élément dans R.
— Les intervalles @, [0, 1] et [0, 1[ sont majorés dans R, mais 'ensemble N n’est pas majoré dans R.
— On a sup[0,1] =sup[0, 1[= 1, mais sup[0, +oo[ n’existe pas.
R R R
Rappelons enfin une propriété que nous admettrons, a savoir 'axiome de la borne supérieure.
Proposition 7.3 Toute partie non vide et majorée de R admet une borne supérieure dans R.

En considérant 'ensemble des opposés des éléments de la partie envisagée, on obtient a partir de cet axiome le
résultat suivant.

Proposition 7.4 Toute partie non vide et minorée de R admet une borne inférieure dans R.

7.3 Propriétés des nombres réels

7.3.1 Théoreme d’Archimeéde

Théoréme 7.5 Lensemble R est un corps archimédien, c’est-d-dire un corps vérifiant Uaxiome d’Archiméde® :
* * *
Vx €R}, Vy €R}, 3n€N', ny > x.

DEMONSTRATION. Soient x € R} et y € R* . Vérifions par 'absurde que x n’est pas un majorant de I'ensemble E = {ny | n € N*}.
Supposons donc que x est un majorant de E. Uensemble E étant une partie non vide de R et de plus majorée par x, celui-ci
admet, d’aprés la proposition 7.3, une borne supérieure réelle que I'on note M. Comme M est le plus petit des majorants de E,
le réel M — y n’est pas un majorant de E, ce qui signifie qu'il existe un entier relatif n tel que ny > M —y, et donc (n+1)y > M.
Or, (n+ 1)y € E, ce qui contredit le fait que M = sup E. On en déduit que le réel donné x ne majore pas E et, par suite, qu'on
peut trouver un élément n de E qui vérifie ny > x. m|

1. Archimede de Syracuse (Apxwhdnc en grec, 287 av. J.-C. - 212 av. J.-C.) était un physicien, mathématicien et ingénieur grec de
I’Antiquité. Scientifique de grande envergure, il inventa la poulie, la roue dentée, la vis sans fin ainsi que des machines de guerre pour repousser
les romains durant le siége de Syracuse. En physique, on lui doit en particulier les premiéres lois de 'hydrostatique et une étude précise sur
I’équilibre des surfaces planes. En mathématiques, il établit notamment de nombreuses formules relatives aux mesures des surfaces et des
volumes qui font de lui un précurseur du calcul intégral.
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7.3.2 Partie entiére d’un réel

Pour tout x € R, en appliquant le théoréme précédent avec y = 1, on voit que {n € Z | n < x} est une partie
majorée et non vide de Z, qui admet par conséquent un plus grand élément. Nous obtenons ainsi le résultat suivant.

Proposition et définition 7.6 Pour tout réel x, il existe un unique entier relatif n vérifiant n < x < n+ 1. Cet entier
est appelé partie entiére de x et noté E(x).

3 3
Exemples. E(m)=3,E (E) =1,E (_E) =-2.

7.3.3 Valeur absolue d’un réel

Définition 7.7 On appelle valeur absolue du réel x le réel noté |x| défini par |x| = sup{x,—x}.

Propriétés
On dispose des propriétés suivantes pour la valeur absolue :
1) VxR, |x|=[—x|,

2) V(x,y) €R?, |xy|=|x]|yl.
On en déduit

VneN', V(xi,...,x,) €R",

n
[
i=1

n
:l_[|xi|~
i=1

1
x|l
4) Y(x,y) €R?, |x+y| < |x|+|y| (inégalité triangulaire).
Toutes les quantités étant positives, il suffit de comparer leurs carrés. On a

3) Vx eRY,

(xl+1yD? = Ix? + |y [* + 2lxlly| = x* + y* + 2lx]y |-

Or, xy < |x|ly| dou |x + y|> < (Ix]+|y])*.
On en déduit

n n
VneN, V(x,...,x,) €RY, in §Z|xi|.
i=1 i=1

5) Y(x,y) €R? [Ix| =yl < lx —yl,
car [x| =[x —y +y| < [x—y[+]yl], donc [x| = [y| < [x — y| et de méme |y|—|x[ < |y —x| = |x—y|.
7.3.4 Densité de Q dans R
Définition 7.8 Une partie D de R est dite dense dans R si et seulement si
Y(x,y)€R? (x<y=(3deD, x<d<y)).
Théoreme 7.9 Lensemble Q est dense dans R.

DEMONSTRATION. Soient (x,y) € R?, tel que x < y, et ¢ = y — x > 0. Puisque R est archimédien, il existe n € N* tel que

s g . . m 1
ne > 1, cest-a-dire — < ¢. En notant m = E(nx)+ 1, onobtient m—1 <nx <m,doux < — <x+ - <x+e=y. O
n n n

7.4 Intervalles
Définition 7.10 Une partie A de R est un intervalle si, dés qu’elle contient deux réels, elle contient tous les réels

intermédiaires, c’est-a-dire
Y(a,b)€A? VxR, (a<x <b=x€cA).
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Exemples.
— R, est un intervalle. En effet, tout réel compris entre deux réels positifs est lui méme positif.
— R* n’est pas un intervalle. On a en effet —1 € R*, 1 € R* et —1 < 0 < 1, mais 0 ¢ R*.

Classification des intervalles

La propriété de la borne supérieure permet de classifier tous les intervalles de R. Tout d’abord, & est un
intervalle, ainsi que tout singleton {x} (avec x réel), puisque ces deux types d’ensemble vérifient la définition
ci-dessus. Considérons maintenant un intervalle A contenant au moins deux éléments.

i) SiAest ala fois majoré et minoré, l'intervalle posséde une borne supérieure, que 'on note b = sup(A), et une
borne inférieure, notée a = inf(A). On a alors Yx €A, a<x <betdoncAC {x €R|a < x < b}.
Réciproquement, soit x un réel tel que a < x < b; x n’est pas un majorant (resp. minorant) de A, donc
il existe un réel z (resp. y) tel que z > x (resp. x > y). Par conséquent, y et z appartiennent a A et on a
y < x < z. En utilisant la définition d’un intervalle, il vient que x appartient a A, qui contient donc tous les
éléments compris entre a et b.

Selon que les réels a et b appartiennent eux-mémes a A ou non, on peut avoir
A={x €R|a<x <b}=][a,b], l'intervalle est dit fermé borné ou encore appelé segment,
A={x €R|a<x < b} =]a,b], l'intervalle est dit borné semi-ouvert a gauche,
A={x €R|a<x <b}=][a,b[, l'intervalle est dit borné semi-ouvert a droite,
A={x €R|a<x < b}=]a, b[, I'intervalle est dit borné ouvert.

ii) Si A est minoré et non majoré, l'intervalle admet une borne inférieure que I'on note a et Yx € A, x > a.
Réciproquement, soit x un réel tel que x > a ; x n’est ni un majorant, ni un minorant de A, donc il existe y et
z appartenant a A tels que y < x < g et par conséquent x € A.

Selon que le réel a appartient ou non a A, on peut avoir
A={x €eR| x = a} =[a,+0oo[, l'intervalle est dit fermé non majoré,
A={x €R | x > a} =]a, +00[, l'intervalle est dit ouvert non majoré.

iii) Si A est majoré et non minoré, on peut avoir de la méme facon
A={x €eR|x < b} =]— o0, b], 'intervalle est dit fermé non minoré,
A={x €R| x < b} =]— o0, b[, l'intervalle est dit ouvert non minoré.

iv) Si A est non majoré et non minoré, un réel x quelconque n’est ni minorant, ni majorant de A4, il existe donc
des réels y et z appartenant a A tels que y < x < z et x € A. Par conséquent, on a A= R.

En définitive, tout intervalle est de I'un des onze types que nous venons d’énoncer.

7.5 Droite numérique achevée
Définition 7.11 On appelle droite numérique achevée, et U'on note R, Uensemble RU{—00,+00}, oll —00 et +00
sont deux éléments non réels, sur lequel sont prolongées les lois internes + et -, ainsi que la relation d’ordre <.
La relation < est étendue a R de la maniére suivante
VxeER, —00<x<+00 ; —00 <—00, +00 < +00.

On remarquera que les lois + et - ne sont définies que partiellement sur R ; on a en effet

Vx €R, x+(+00) =400, x +(—00) = —00, (+00)+ (+00) =400, (—00) + (—00) =—00,
et d’autre part

Vx>0, x(+00) =(+00)x =+00, x(—00) =(—00)x =—00,
Vx <0, x(+00) = (+00)x = —00, x(—00) = (—00)x = +00,
(+00)(+00) = (—00)(—00) = +00, (+00)(—00) = (—00)(+00) = —o0,

mais les sommes (+00) + (—00) et (—00) + (+00) et les produits 0(+00), (+00)0, 0(—o0) et (—o0)0 ne sont
pas définis. Ils correspondent a des formes indéterminées.
Nous terminons par un résultat admis, analogue a la proposition 7.3.

Proposition 7.12 Toute partie non vide de R admet une borne supérieure et une borne inférieure dans R.
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Chapitre 8

Suites numériques

8.1 Généralités
8.1.1 Définitions et propriétés
Une suite numeérique est une application de N dans K (ot K =R ou C). Plutot que de noter

u: N —»- K
n =

u(n)

on emploie souvent les notations (u,),en, (Un)n>0 OU bien encore (u,),.
Une suite réelle (resp. complexe) est une suite numérique telle que

VneN, u, €R (resp. C).

Pour chaque entier n, u, est appelé le n¢ terme de la suite. On veillera a ne pas confondre la suite (u,),ey €t son
terme général u,,. Uensemble des suites numériques est noté Z (N, K), ou encore K.

Définitions 8.1 Une suite numérique (u,) ey st dite constante si et seulement si
VneN, u, =u,.
Elle est dite stationnaire si et seulement si elle est constante a partir d’un certain rang, c’est-d-dire si
ANeN, VneN, (n=N = u,, =u,).
Enfin, la suite est dite périodique si et seulement s’il existe un entier p strictement positif tel que
VneN, u,, =u,.
Définition 8.2 Une suite numérique (u, ),y est dite bornée si et seulement s’il existe un réel positif M tel que
VneN, |u,| <M.

Définitions 8.3 Une suite réelle (u,),cy est dite majorée (resp. minorée) si et seulement s’il existe un réel M (resp.
m), appelé majorant (resp. minorant) de la suite (u,) ey, tel que

VneN, u, <M (resp. u, > m).

On voit qu’une suite réelle est bornée si et seulement si elle est majorée et minorée.
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8.1.2 Opérations sur les suites

On peut définir sur ’'ensemble des suites numériques K
— une addition :
(Wn)nEN = (un)nEN + (vn)nEN d vn € N: Wn =Uy + Vn-

Cette opération est commutative, associative et admet pour élément neutre la suite constante nulle. Tout
suite (u,) ey @ une suite opposée (—u, ) ey. (KV, +) est un groupe commutatif.
— une multiplication interne :

(Wn)neN = (un)neN(vn)nEN S VneN, Wi = Uy Vy.

Cette opération est commutative, associative et admet pour élément neutre la suite constante égale a 1.
Elle est distributive par rapport a 'addition. Il existe cependant des suites non nulles n’ayant pas d’inverse
et (KY,-) n’est pas un groupe.

— une multiplication externe par les scalaires :

VA eK, Wyheny = Muphey & VR €N, w, = Au,.

8.1.3 Suites extraites

Définition 8.4 Soit une suite (u,),ey. On appelle suite extraite de (u,),cy toute suite (Uy(y))pen, OU 0 : N > N
est une application strictement croissante.

On donne aussi le nom de sous-suite de (u,),ey @ toute suite extraite de (u,)en-
L'application o de la définition est parfois appelée une extractrice. On montre aisément, par récurrence, que pour
toute extractrice o, on a

VneN, o(n) = n.

Exemples.

— (Ugp)nen €t (Ugni1)nen Sont des suites extraites de (u,),en-

— (Up2)pen st extraite de (u,)pen-

— (Up2—p)ney Mest pas une suite extraite de (u,) ey (le terme u, apparait deux fois).
8.1.4 Suites de Cauchy
Définition 8.5 Une suite (u,),cy est dite de Cauchy ! si et seulement si

2
Ve>0,ANEN, Y(p,q) €N, (p =N, ¢=N = |u, —uy| < ¢).

Proposition 8.6 Toute suite de Cauchy est bornée.
DEMONSTRATION. Soit (i, ),y une suite de Cauchy. On a

Ve>0,IN€EN, Y(p,q) €N, (p=N, ¢=N = |u, —u,| <e).

Fixons une valeur particuliere pour ¢, par exemple ¢ = 1. Il existe alors un entier N’ tel que (p = N’, ¢ = N’ = |u, —u,| < 1),
ou encore, pour ¢ =N, (p 2 N’ = |u, —uy/| < 1), Cest-a-dire
VneN, (n=N' =>uy —1<u, <uy +1).
Notons A = min{uy, ..., Uy/_;, Uy, — 1} et B=max{u,...,uy_1, Uy + 1}. Nous avons alors
VneN, A<u,<B,
et, par suite, (u,),cy €St bornée. m|

1. Augustin-Louis Cauchy (21 aofit 1789 — 23 mai 1857) était un mathématicien francais. Tres prolifique, ses recherches couvrent 'ensemble
des domaines mathématiques de son époque. On lui doit notamment en analyse I'introduction des fonctions holomorphes et des critéres de
convergence des séries. Ses travaux sur les permutations furent précurseurs de la théorie des groupes. Il fit aussi d’importantes contributions a
I’étude de la propagation des ondes en optique et en mécanique.
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8.1.5 Suites réelles monotones

Définitions 8.7 Soit (u,),ey Une suite réelle. On dit que (u,) ey €St
e croissante si et seulement si
VneN, u, <u,.q,

e décroissante si et seulement si
VneN, u,.; <u,

e strictement croissante si et seulement si
VneN, u, <u,q,
e strictement décroissante si et seulement si

VneN, u, ., <u,,

monotone si et seulement si elle est croissante ou décroissante,
strictement monotone si et seulement si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

8.2 Convergence d’une suite

8.2.1 Généralités

Définitions 8.8 On dit qu’une suite numérique (U, )pen
e converge vers | € K si et seulement si

Ve>0,INeN, YneN,(n=N = |u,—1| < ¢).
o converge si et seulement s’il existe | € K tel que (u,,),ey converge vers 1, cest-a-dire
dleK, Ye>0,ANeN, YneN,(n=N = |u,— 1| < ¢).
o diverge si et seulement si elle ne converge pas, c’est-a-dire
VieK, 3e>0, YNeN, dJneN,(n=N et |u,— 1| > ¢).

On remarque que (u,, ) ey converge vers [ si et seulement si la suite (u,, — ),y converge vers 0. Lorsque (u,) ey
converge vers [, on dit aussi que (u,,) ey tend vers L.

Proposition 8.9 Si une suite numérique (u, ),y converge vers L, alors [ est unique.

, R . , y 1 / e
DEMONSTRATION. Supposons que (u,),ey converge a la fois vers I et vers ', avec | # 1’. Posons ¢ = 3 |l —1’|. Par définition de
la convergence, il existe des entiers N et N’ tels que

VneN, (n=N=|u,—1l|<e)et(n=N"=|u,—l'| <e).

Soit n > max(N,N’), nous avons alors |u, —1| < ¢ et |u, —l'| < &, dou
/ / 2 /
=U|<|l—u,|+u,—U'| <2¢e = §|l—l l,

ce qui est absurde. O

Il ne peut donc exister qu'un scalaire [ tel que (u,),cn converge vers [. On dit que [ est la limite de (u,,)pey, €t
I'on note
lim u,=1(ouuy, — ).
n=1louu, — 1)

n—+oo
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8.2.2 Suites réelles tendant vers I’infini
Définition 8.10 Soit (u,,),ey Une suite réelle.
1) On dit que (u,)nen tend vers +00 si et seulement si

VAeR, AN €N, VneN, (n=N =>u, = A).

On note alors lim u, = +o00.
+00

n—

2) On dit que (u,),ey tend vers —oo si et seulement si
VBeR, AN€N, ¥neN, (n>N = u, <B).

et lon note lim u, =—o00.
n—+o0o

8.2.3 Suites adjacentes
La limite d’une suite étant définie, nous pouvons introduire la notion de suites adjacentes.
Définition 8.11 Deux suites réelles (u,)en €t (V,)ney sont dite adjacentes si et seulement si

i) lune est croissante et Uautre est décroissante,

ii) lim (u,—v,)=0.
n—+0o

8.2.4 Propriétés d’une suite réelle convergente
Proposition 8.12 Toute suite réelle convergente est bornée.

DEMONSTRATION. Soient (u,),cy Une suite convergente de limite [ € R et £ > 0. Il existe alors un entier N tel que, pour tout
neN,sin>N alors |u, — | < ¢, c’est-a-dire | —& < u, <+ ¢. Lensemble {u, | n > N} est donc majoré par [ + ¢ et minoré
par [ —¢. D’autre part, 'ensemble {u,,...,uy} est fini et, par suite, il admet un maximum u,, et un minimum u,,, d’ott

Vn eN, inf(u,,,l —¢) <u, < max(uy, +¢).

La suite (u, ),y est donc bornée. i

Remarques.
— La réciproque de cette proposition est fausse, comme le montre 'exemple de la suite définie par u,, = (—1)"
pour tout entier n > 0.
— Toute suite non bornée diverge.

Proposition 8.13 Si une suite (u,) ey €st convergente, toute suite extraite de (u,) ey €st convergente et tend vers la
méme limite.

DEMONSTRATION. Soit (u,),cy Une suite convergente de limite 1. Nous avons alors
Ve>0,INeN, VneN, (n=N=|u,—I| <e¢).

Soit o une extractrice. Nous savons que, pour tout entier naturel n, o(n) > n, donc si n > N alors o(n) = o(N) > N et, par
suite, Uy, —I| < €. On en conclut que

Ve>0,AN €N, VneN, (n =N = |uy,)—1 <€),

et donc que la suite extraite (u,;)),ey cOnverge vers L. m|

La contraposée de cette proposition permet de montrer qu'une suite diverge : il suffit pour cela d’en extraire deux
suites qui convergent vers deux limites différentes.

Exemple. Soit (u,).ey la suite définie par u,, = (—1)" pour tout entier n > 0. La suite extraite (u,, ) ey @ pour
limite 1 et la suite (ty,41)nen @ pour limite —1. Cette suite diverge donc.

Par ailleurs, la réciproque de cette derniére proposition est en général fausse ; en effet, on peut trouver des suites
divergentes qui admettent pourtant deux suites extraites convergeant vers une méme limite.
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Exemple. Soit la suite réelle définie par u, = cos ((n + (—1)")%) pour tout entier positif n. Nous avons ug, =
cos ((6n + 1)%) = cos(2n7 + %) = 1 et Ug4 = cOS ((6n+5)§) = cos(2nm + ‘%“) = 1. Cependant, la suite
(U )nen est divergente car us, ¢ = COS ((6n + 2)%) = cos (2117'[ + 27”) = —%.

Cependant, on a le résultat suivant.

Proposition 8.14 Soient (u,),ey Une suite réelle et | € R. Pour que (u,) ey converge vers L, il faut et il suffit que les
suites (Uop)nen €t (Uoniq)nen COnvergent toutes deux vers .

DEMONSTRATION. Supposons que les suites extraites (Uy, )Jney €t (Usns1 Jnen CONvergent vers une limite I. Soit € un réel strictement
positif. Il existe des entiers N et N’ tels que, pour tout entier n,

(nzN=luy,,—1ll<e)et (N2 N = |uy,, —I| <e).

Notons N” = max(2N,2N’ + 1) et soit p € N tel que p > N”. Si p est pair, il existe n tel que p = 2n. Dans ce cas, nous avons
2n > 2N doncn >N, d’ou

[up, =1 = [up, — I < &.
Si p est impair, il existe n tel que p = 2n + 1. Nous avons alors 2n+ 1> 2N’ +1 donc n > N’, d’'ou

Iup_ll = lugp —l <e.
Ceci montre que la suite (u,),ey converge vers [. O
Proposition 8.15 Toute suite convergente est de Cauchy.

DEMONSTRATION. Soient (u,),ey Une suite convergente de limite [ et € un réel strictement positif. Il existe alors un entier N tel
que

€
YneN, (nZN: lu, — 1| < E)
Soient p et q deux entiers supérieurs a N ; nous avons alors

£
lu, —1| < 5 et |u,—1| <

N ™

Or,
£ ¢
U, —uy| < fu, =1+ u, — 1| < E+ 3 =e.
En conclusion, nous avons

Ve>0,IN€EN, Y(p,q) €N, (p=N, ¢=N = |u, —u,| <e).

q
La suite (u,),ey est alors une suite de Cauchy. m|

Nous montrerons dans la suite que la réciproque de cette proposition est vraie.

8.2.5 Propriétés d’ordre des suites réelles convergentes
Passage a la limite dans une inégalité
Proposition 8.16 Soient (u,,),ey €t (V;)nen deux suites réelles convergentes. Si u,, < v, pour tout entier n, alors

lim u, < lim v,.
n—+0o n—+0o

DEMONSTRATION. Supposons que lim u, > lim v,. Nous avons alors lim (u,—v,) > 0, ce qui entraine
n—+0Q n—+0o n—+0o

AN eN, VneN, (n=N = (u,—v,)>0),

ce qui contredit I’hypothese. O
Méme si 'on a u,, < v, pour tout n € N, on peut avoir . EPwun < nlgnoovn car le passage a la limite élargit les
inégalités, comme l'illustre 'exemple suivant.

Exemple. Soient les suites définies par

1
etv,=1+——.
n+1

1
VneN, u,=1—
" n+1

Nous avons, pour tout entier naturel n, u, <v, et lim u,= lim v,=1.
n—+oo n—+o0o
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Encadrement par des suites de méme limite

Proposition 8.17 (« théoréme des gendarmes ») Soient (U, )pen, (Vidnen €t (W, )nen trois suites réelles telles que
ANeN, YneN, (n=N=>u, <v,<w,).

Si (Up)nen et (W, )nen convergent vers la méme limite [, alors la suite (v,) ey converge aussi vers l.

DEMONSTRATION. Soit € un réel strictement positif. Puisque (i, ) ey €t (W,),en cOnvergent toutes deux vers [, il existe des
entiers N et N’ tels que
VneN, (n=N=|u,—l|<e)et(n=N"=|w,—1| <e¢).

En notant N = max(N,N’), nous avons

u, <v, <w,
VneN,n=N"=1{ |u,—l<e =>—-—e<u,—I<v,—l<w,—1<e=>|v,—I|<e,
lw,—1|<e¢
ce qui montre la convergence de (v, ) ey Vers L. m|

Exemple. Etant donné un réel x, soit la suite (u,,),cy définie par

cos(x
Vnen, u, = ),
n
) | 1 .1 '
Ona—1<cosx <1,dol, Yn e N, —— < u, < —. Comme lim (—— | = lim — = 0, on a finalement
n n n—+o00 n n—>+oon
lim u,=0.
n—+o00o

Proposition 8.18 Soient (u,)nen €t (Vy)nen deux suites réelles telles que u, < v, pour tout entier n. On a

1) Si lim u, = +00 alors lim v, =+o00.

n% oo
2) Si hm v, =—00 alors lim u, =—o0.
n—+ n—+o00

DEMONSTRATION. Prouvons 1). Soit A€ R. Comme lim u, = +00, il existe un entier N tel que
n—+00
VneN, (n=N =u, >A),

et, a fortiori, v, > A d’aprées 'hypothése, ce qui implique que liErn v, =+00.
n—+0o
La preuve de 2) s’obtient de maniere analogue a celle de 1). O

8.2.6 Propriétés algébriques des suites convergentes

Proposition 8.19 Soient (u,),ey et (V,)ney deux suites numériques, A € K et (1,1') € K On a
D lim u,=1= lim Ju,l =]l
2) lim 1 u, =let lim v,=U= lim (u,+v,)=1+0,
n—+00 n—+00
3) lim uy,=10= lim Aun = Al,
n—+o0o

4) hm u,=0et (vn)nEN bornée = hm u,v, =0,

n—+

5 lm u,=let lim v,=10'= llm u,v, =1U,
n—+00 n—+00 n—+

1 1
6) hrn v, =1"etI' #0 = — est défini a partir d’un certain rang et hrnoo— =
Vi Yy

l

u
7) lim u,=1let 11rn vp=Uetl'#0 : 2 est défini a partir d’'un certain rang et lim — = —.
n—+o0o V, n—+0o vy, 1

DEMONSTRATION.
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1) Soit € > 0. Puisque la suite (u, ),y tend vers [, il existe N € N tel que
VneN, (n=N=|u,—1|<¢).
Or, on a, Yn € N, l'inégalité ||u,| —|!|| < |u, —1|, dont on déduit que
VneN, (n=N = ||u,|—|l]| L &),

et donc nEH&;'””' =1

2) Soit £ > 0. Puisque les suites (u,)nen €t (V,)nen cONvergent respectivement vers [ et I’ il existe des entiers N et N” tels que
VneN, (n2N$|un—l| < %) et (nZN’$|vn—l’| < %)
En notant N” = max(N,N’), nous avons

Ve, (02N = [, +5,) =0+ = =D+ 0 =1 < =l + Iy, = < S+ £ =),

N

d’ou ligq (U +vy)=1+1.

3) Soit & > 0. Puisque la suite (u, ),y tend vers [, il existe N € N tel que

€
VneN, (nZN:|un—l|S ),
Al +1

A
d'ott, Yn €N, (n >N = |Au, — Al = |Al|u, — 1] < [Ale ), et donc lim Au, = Al.
Al+1 7 n—+00
4) Par hypothese, il existe M € R, tel que, Yn €N, |v,| < M. Soit £ > 0. Puisque la suite (u,),ey tend vers 0, il existe N € N

tel que

neN,(nZN:u < )
v &l M+1

Nous avons alors, Yn € N, (n >N = |u, v, = u,llv,] < < 8) et donc 1i£n u,v, =0.
n—+oo

€
M+1

5) Notons, pour tout n € N, w, = u, —[. Nous avons
VneN, uv, =w,+0v,=w,v, +1v,.

D’apres 3), lim lv, = 1l'. Dautre part, lim w, = 0 et (v,),en €st bornée puisque (v,),cy est convergente, donc

hErn WLV, = 0 d’apres 4). Finalement, on a hrn u,v, =’ dapres 2).
n—+oo n—»

Puisque (V,))nen converge vers l’, 1a suite (Ivnl)n$N converge vers |l|. Il existe donc un entier N tel que, pour tout entier n,

l 1
(n >N=|v,| > %) (il suffit de choisir ¢ = 7). En particulier, Vn € N, (n > N = v, # 0), et la suite (—) est donc
Vn neN

6

=

définie. Nous avons alors, pour tout entier n tel que n > N

1 1

v, 4

|v —l| 2
vl = Il’l2

0<

[v,—1].

n

1 1 1
— — —| =0, soit encore lim — = —.
v, U no+ooy, I/

Comme l1m v, =1’, on déduit l1m (” |2|v = |)=0, puis que lim

+00

1
7) 1l suffit d’appliquer 5) et 6) en remarquant que U _ u,—.
v, %

n

Proposition 8.20 Soient (u,)nen €t (Vy)nen deux suites réelles.

1) Si hm u, =+00 et (V,),ey est minorée, alors lim (u +v,)=+o00.

n—+ n—+

En partlculler ona
— lim u,=+oc0et lim v,=+0c0 = hm (u +v,) =+00,

n—+o0o n—+o00o
— lim u,=+oc0 et hm v,=U'= hm (u +v,)=+o00.
n—+00 n—+
2) Si liglooun:+oo et (EICGRZ:, EINEN, YneN, (nZN:,«v,IZC)) alors hrn u,v, = +0o.
n— n—+

En particulier, on a
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— lim u,=+00et lim v,=+4+00 = lim u,v, =+00,
n—+oo

n—+0o n—+0o
— lim u,=+ocet lim v,=0'"€R} = lim u,v,=+oo0.
n—+00 n—+00 n—+00

. . 1
3) lim u,=+00= lim — =0.
n—+00 n—+ooq,

1
4) Si lim u,=0etsi(AN€N, VneN, (n=N = u, > 0)), alors lim — = +oo.
n—+00 n—+00

n

DEMONSTRATION.

1) Par hypothese, il existe m € R tel que
VneN, v, >m.

Soit A> 0. Puisque liErn u, = +00, il existe N e N tel que, Vn €N, (n > N = u,, > A—m). Nous avons alors
n—+0oo
VneN, (n>=N=>u,+v,=(A—m)+m),

etdonc lim (u,+v,)=+0c0.
n—+00o

A
2) Soit A> 0. Puisque liirn u, = +00, il existe N’ € N tel que, Yn €N, (n >N =>u,> E)
n—+0Q

En notant N” = max(N,N’), nous avons alors
A
VneN, (nZN”: (unz ol etv, > C)=>unvn ZA),

etdonc lim u,v, =+o00.
+00

n—

3) Soit € > 0. Puisque 1i£n u, =400, il existe N € N tel que
n—+0oQ
1
VneN, ([n>2N=>uy,> -],
€

1
dou lim — =0.

n—+00 un

1
4) Soit A> 0. Puisque liErn u, =0, il existe N’ € N tel que, Vn €N, (n >N = |u,| > ;\)
n—+oo

En notant N” = max(N,N’), nous avons alors

1 1
VneEN, (nZN”:(Iu,JZ—etunzo):—ZA),
A u,

. 1
etdonc lim — = +oo0.
n—+oo un

Nous résumons certains ces résultats dans les tableaux suivants.

(Undner l +00 | —oco | PL
(Vn)nEN
U [+ | +00 | —o0 | PL
+00 400 | 400 ?
—00 —00 ? —00
PL PL ? ? ?

Tableau des limites possibles pour la suite (u, + v,),ey €n fonction
des limites respectives des suites réelles (u,),cn €t (Vy)nen-

Les lettres PL signifient que la suite considérée n’a pas de limite. Le symbole «? » correspond a une forme
indéterminée ; tout est possible :
- - 1 .
— la limite est finie ; par exemple, pour tout n € N*, u, =netv,=——n, lim (u,+v,)=0,
n n—+00

— la limite est infinie ; par exemple, pour tout n €N, u, = n? et v, = —n, ligrn (u, +v,) =400,
n—+0oo
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— il n’y a pas de limite ; par exemple, pour tout n € N, u, =n+(—1)" et v, = —n, alors (u, +v,) = (—1)" qui
n’a pas de limite.

(W dners [>0|1l=0]|1<0| +00 | —00 | PL
(vn)nEN

I'>0 i 0 I +00 | —oo | PL
I'=0 0 0 0 ? ? ?
I'<0 g 0 g —oo | +oo | PL

400 + 00 ? —00 | 400 | —c0 ?

—00 —00 ? +00 | —00 | +00 ?

PL PL ? PL ? ? ?

Tableau des limites possibles pour la suite (u,v,),ey €n fonction
des limites respectives des suites réelles (u,,),cy €t (V) nen-

La encore, les lettres PL signifient que la suite considérée n’a pas de limite et le symbole «? » correspond a une
forme indéterminée. Différents cas sont possibles :

. - 1
— la limite est finie : par exemple, pour tout n € N*, u, =netv, = —, hgrn u,v, =1,
n- n—+oo
— la limite est infinie : par exemple, pour tout n € N, u, = n? et v, = —, 11£n u,v, =+00,
n n—o+oo

— il n’y a pas de limite : par exemple, pour tout n € N*, u, =netv, =
pas de limite.

8.3 Existence de limites

Nous rassemblons dans cette section plusieurs résultats relatifs a 'existence de limites.

Proposition 8.21 1) Toute suite réelle croissante et majorée est convergente.

2) Toute suite réelle décroissante et minorée est convergente.

DEMONSTRATION.

1) Soit (u,),ey une suite réelle croissante et majorée. Lensemble {u; | k € N} des termes de la suite est une partie de R non
vide et majorée, qui admet donc une borne supérieure, notée [. On a alors u, < [, pour tout entier n, et pour tout réel ¢
strictement positif, [ — ¢ n’est pas un majorant de I'ensemble {u; | k € N}. Il existe alors N € N tel que

l—e<uy <l
La suite (u,),ey étant croissante, on en déduit
VneN, (n=N=>l—¢e<uy<u,<l),

et donc |x, —1| < €. On en conclut que (u,),ey converge vers [.

2) 1l suffit d’appliquer le résultat 1) & la suite (—u,),ey-

Proposition 8.22 1) Toute suite réelle croissante et non majorée tend vers +00.

2) Toute suite réelle décroissante et non minorée tend vers —oQ.

DEMONSTRATION.

1) Soit (u,) ey une suite réelle croissante non majorée. Lensemble {u; | k € N} des termes de la suite est une partie de R non
majorée, et donc, quel que soit A > 0, il existe un entier N tel que uy > A. La suite (u, ),y étant croissante, on en déduit

VneN, (n=N=u, =uy >A),

d’ou lim u, =+o00.
n—+00
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2) 1l suffit d’appliquer le résultat 1) a la suite (—u,,),en-

Proposition 8.23 Deux suites adjacentes convergent et ont méme limite.

DEMONSTRATION. Soient (u,),en €t (V,),en deux suites adjacentes. Supposons (u,,),ey Croissante et (v,),ey décroissante. La
suite (u,, — v, ),en €st donc croissante et tend par hypothese vers 0, on en déduit que c’est une suite négative et, Yn € N, u, < v,.
De plus, Vn €N, u, < u, et v, <v,. En combinant ces inégalités, nous obtenons

VneN, uy<u, <v, <.

La suite (u,, ),y est alors croissante et majorée par v, c’est donc une suite convergente. De méme, la suite (v, ),y st décroissante

et minorée par u,, donc (v,),cy €st convergente.

D’autre part, ona lim (u, —v,) =0 et, comme les deux suites sont convergentes, on en déduit lim u, = lim v,. m|
n—+o00

n—+00 n—+00

Nous pouvons a présent établir le

Théoréme 8.24 (« théoréme des segments emboités ») Soit ([a,, b, ]),cy Une suite de segments emboités (c’est-
a-dire, Yn € N, [a,411,bp41] C [an, b, ) telle que lizrn (b, —a,) = 0. Alors Uintersection [ |,en[@n> by] est un
n—+0oo

singleton.

DEMONSTRATION. Notons que les suites (a,),en €t (b,)ney SOnt adjacentes. On en déduit que qu’elles convergent vers une
méme limite l et 'on a, Yn €N, a, <1 < b, donc ! € [a,, b,] pour tout entier n, et, par suite, [ € (") cy[ay, b, -

D’autre part sil’ € (), cy[@n b,1, alors I’ € [a,, b,] pour tout entier n. Comme on a également [ € [a,, b,] pour tout entier n,
nous obtenons Yn €N, b, —a, > |l —|. En faisant tendre n vers l'infini, nous trouvons [ = [’.

En conclusion, [ ,cylan, b,] = {1}. O

Théoréme 8.25 (« théoréme de Bolzano >~Weierstrass > ») De toute suite réelle bornée, on peut extraire une suite
convergente.

DEMONSTRATION. Soit (u,),cy une suite réelle bornée. Il existe alors deux réels a, et b, tels que, pour tout entier n, a, < u, < b,.
Il est clair que {k € N | ;. € [ay, by} = N est infini.
Soit & présent n € N ; nous supposons défini le couple (a,, b,) € R? tel que

i) a,<b,,
ii) {keN|u, €[a,,b,]} estinfini,
iii) b,—a, = %(bo —ay).

En considérant alors le milieu “”;b" de lintervalle fermé [a,, b, ], il est clair que 'un des deux intervalles [an, %], [%b“, bn]

est tel que 'ensemble des entiers k tels que u, soit dans cet intervalle est infini. Il existe donc (a,,,1, b,.;) € R? tel que
1) Api1 < bn+1’
11) {k eN | U € [an+l: bn+1]} est il‘lﬁl‘li,
1

=1 (bo—ao)-

on+l
Il est alors évident que les intervalles [a,, b, ], n € N, forment une suite de segments emboités dont la longueur tend vers 0. On
en déduit (d’apres le théoréme 8.24) qu'ils ont un seul point commun [ € R, qui est la limite commune de (a,),ey €t (by)nen-

1
iif) bn+1 — Ay = E(bn _an) =

D’autre part, il est aisé de construire une extractrice o telle que 0 (0) = 0 et telle qu'’il existe, pour tout entier n, un entier k tel
que si k > o(n) alors uy, € [a,, b,] et o(n+ 1) = k. Les inégalités a, < u,,) < b,, valables pour tout entier n, montrent alors
que la suite (uy(,))ney tend vers L. a

Théoréme 8.26 Toute suite de Cauchy a valeurs réelles est convergente (on dit que R est complet).

2. Bernardus Placidus Johann Nepomuk Bolzano (5 octobre 1781 - 18 décembre 1848) était un mathématicien, théologien et philosophe
bohémien de langue allemande. Ses travaux porterent essentiellement sur les fonctions et la théorie des nombres et il est considéré comme un
des fondateurs de la logique moderne.

3. Karl Theodor Wilhelm Weierstra® (31 octobre 1815 - 19 février 1897) était un mathématicien allemand, souvent cité comme le « pére
de l'analyse moderne ». On lui doit I'introduction de plusieurs définitions et de formulations rigoureuses, comme les notions de limite et de
continuité, et ses contributions au développement d’outils théoriques en analyse ouvrirent la voie a I'’étude du calcul des variations telle que
nous la connaissons aujourd’hui.
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DEMONSTRATION. Soit (u,,),cy une suite réelle de Cauchy. D’aprés la proposition 8.6, nous savons que (u, ),y €st bornée. Il
existe alors, en vertu du théoréme de Bolzano-Weierstrass, une suite extraite (u,(,)),en qui converge vers une limite [. Montrons
que la suite (u,),ey converge vers cette limite.
Soit £ > 0. Il existe des entiers N et N’ tels que

€
VneN, (n >N = uym =1l < E) (car (Uy(n))nen converge vers 1)

et
Y(p,q) € N?, (p >N, q2N'= |u,—u,| < %) (car (u,)ney €st une suite de Cauchy).

. N € N
Notons N” = max(N,N’). Si n > N”, nous avons d’une part (n) > n > N’, dol |u, —u,,| < =, et dautre part n > N, d’olt
n a(n) 2

€ . SR
[Uge =1 < 3 En combinant ces deux inégalités, nous obtenons

£ €
VneN, (nZN”:> [y = U < iy — gy | + gy — 1] < 54—5 :8),

ce qui permet de conclure que la suite (u,,),ey €St convergente. O

En alliant ce théoréeme a la proposition 8.15, nous en déduisons qu'une suite réelle converge si et seulement si elle
est une suite de Cauchy.

Nous terminons cette section avec un résultat relatif a la suite des moyennes arithmétiques des premiers termes
d’un suite convergente.

Définition 8.27 (« moyenne de Cesaro* ») Soit une suite () en-- On appelle moyenne de Cesaro de (u,) ey la
suite (s,)pen+ de terme général

1
VneN*, s, = ;Zuk.

Théoréme 8.28 (« lemme de Cesdro ») La moyenne de Cesaro d’une suite convergente de limite | converge vers [.

DEMONSTRATION. Soit (1, ),ey+ une suite convergente de limite [ et (s,,),en+ S8 moyenne de Cesaro. Soit € > 0. Il existe un
entier naturel non nul N tel que

Vne N, (nzN=>|un—l|s§).

Pour n > N, on a donc

1< 1< 1. 1< 15> n—N+1c¢
s =11 =]~ > (w—1) S—Zluk—llﬁ—ZIuk—ZI-}-—ZIuk—lIS—Zluk—l|+—§.
n k=1 n k=1 n k=1 n k=N n k=1 n

N-1 [ -
La somme ), _ " |u; —I| étant finie, on a

1 N—-1
HBPOO;;'W—”:O’

et il existe donc un entier naturel non nul N’ tel que

N—1
. 1
VneN, (n=N'= - > lu-ll<< |
n o~ 2

Notons N” = max(N,N’). Il vient alors

" I e n—N+1e
VneN', (n>N"=|s,—l|< -+ ———=<¢],
2 n 2

ce qui montre que (s,,),en« cONverge vers . m|

4. Ernesto Cesaro (12 mars 1859 - 12 septembre 1906) était un mathématicien italien, connu pour ses contributions a la géométrie
différentielle et son procédé de sommation des séries divergentes.
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8.4 Quelques suites particuliéres

8.4.1 Suite arithmétique

Définition 8.29 Une suite (u,) ey est dite arithmétique de raison r si et seulement s’il existe un scalaire r € K tel
que, pour tout entier naturel n, u, ., =u, +r.

Si (u,)pen €St une suite arithmétique de raison r, on a
VneN, u, =uy+nr.

Si r =0, la suite est constante. Si K = R, la suite est strictement croissante si r > 0 et strictement décroissante si
r<o.

Proposition 8.30 (somme des termes d’une suite arithmétique) La somme des m premiers termes d’une suite
arithmétique (u,),cy de raison r est

m—1
-1
VmeN, S, = Zuk =mu,+ %r = g(uo +upq).
k=0

8.4.2 Suite géométrique

Définition 8.31 Une suite (u,),ey est dite géométrique de raison q si et seulement s’il existe un scalaire q € K tel
que, pour tout entier naturel n, u,,; = qu,.

Si (u,)nen €St une suite géométrique de raison g, on a
_.n
VneN, u, =q"u,.

La suite (u,),ey €St constante si ¢ = 1 et stationnaire en O (2 partirde n=1) siqg =0.
SiK=R etsigq >0, la suite (u,),ey garde un signe constant et est monotone. Plus précisément,
— siug > 0 et q> 1, la suite est positive strictement croissante,
— siup > 0et0<q<1,lasuite est positive strictement décroissante,
— siuy < 0etgqg>1,lasuite est négative strictement décroissante,
— siuy < 0et0<q<1,]lasuite est négative strictement croissante.
SiK=TRetsiq <0, alors, pour tout entier n, u, et u,; sont de signes contraires et la suite (u,),ey n’est donc pas
monotone.

Proposition 8.32 Soit (u,),ey Une suite géométrique réelle de premier terme uy € R* et de raison ¢ € R. On a
i) Silql<1, lim u,=0.
) Silgl <1, lim u,=0
o . +00 siug>0
ii) Sig>1, lim u,= . .
n—+00 —00 siuy <0
iii) Sigq=1, lim u,=u,.
) S q 7 i Stoo M 0

iv) Siq <—1, (u,)nen N'a pas de limite.

DEMONSTRATION.
1 1
i) Si g =0, la suite est stationnaire en 0 a partir du rang n = 1. Sinon, 0 < |q| < 1= H >1=3heR], ﬁ =1+4+h.Ona
q q
donc
1)\" <
Vn e N, (—) =(1+h)" =) CkR > 1+nh,
lql pars
u
en utilisant la formule du bindbme de Newton. Par ailleurs, on a |u,| = q"[uy| < A, dou lim u, =0.
1+nh n—+00

ii) La démonstration est similaire a celle de i).
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iii) et iv) sont évidentes. O

Proposition 8.33 (somme des termes d’une suite géométrique) La somme des m premiers termes d’une suite
géométrique (u,),ey de raison q est

m—1 m—1 l—qm
VmEN*,Sm:ZukzuOqu:uol siq#1, S, =mugsiq=1.

= - —q

k=0 k=0

8.4.3 Suite arithmético-géométrique

Définition 8.34 Une suite (u,),cy est dite arithmético-géométrique si et seulement s’il existe des scalaires q et r
tels que, pour tout entier naturel n, u, ., =qu, +71.

Remarquons qu'une telle suite est arithmétique si ¢ = 1 et géométrique si r = 0.

Méthode d’étude d’une suite arithmético-géométrique par utilisation d’un point fixe. Supposons g # 1.

. . . (g N r . . . .
Soit a 'unique scalaire vérifiant @ = qa + r, c’est-a-dire a = 1 (on dit que a est un point fixe de la fonction

f(x)=qx+r). Nous avons
VneN*, u,—a=qu,_; +r—(qa+r)=q(u,_; —a).
La suite (u, — ),y €st donc une suite géométrique de raison q. Ceci implique que u,, —a = q"(uy— a), soit encore
VneN, u,=q"(up—a)+a.
On en déduit que, si uy = a, la suite (u,),en €St constante et vaut a. Si uy 7 a, on a alors

hgrnooun =asi|gl<1let nl}inoolunl =+o00 si|q| > 1.

n—

8.4.4 Suite définie par récurrence
Suite récurrente d’ordre un

Définition 8.35 Soient I un intervalle fermé de R et f : I — R une application. On suppose que f (I) C I. La suite
(U )nen définie par u, € I et la relation de récurrence

VTl € N, Upp1 = f(un)y
est appelée suite récurrente.

Cette suite est bien définie car, pour tout entier n, on au,, € I et f(I) C I. On remarque que si f est une application
affine a coefficients constants, la suite récurrente est une suite arithmético-géométrique.

Pour I'étude de suites récurrentes du type u,,; = f (u,), nous utiliserons les propriétés élémentaires des applications
continues (chapitre 9) et des applications dérivables (chapitre 10).

Sens de variation de la suite (u,),cn. Supposons que f soit une application monotone sur l'intervalle fermé I.
— Si f est croissante,
Vne N*’ Upt1 —Up = f(un) _f(un—1)>
et u,,; — U, a le méme signe que u; —uy = f (uy) — .
Ainsi, (u,),en st monotone et son sens de variation dépend de la position relative de u, et u;. Il reste a
voir si la suite est minorée, majorée.
— Si f est décroissante, nous remarquons que, pour tout entier naturel n, u,,; —u, a le signe opposé de
Uy —Up_q-
Nous étudions alors les suites extraites (u,)pen €t (Uppi1)pen- Pour tout p €N, on a

Ugpio = f(Ugp1) = (f o f)(ugy) et ugpiz = fUgpia) = (f o f)(Ugpsr)-

Comme f est décroissante, I'application f o f est croissante et donc les suites extraites (Uyp)pen €t (Ugp+1)pen
sont toutes deux monotones et de sens contraires.
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Limite de la suite (u,),cy. Supposons a présent que f est continue sur l'intervalle I. Si la suite (u,),cy cONverge
vers | € 1, alors, en passant a la limite quand n tend vers I'infini dans la relation de récurrence u,,,; = f (u,), nous
déduisons que le réel [ vérifie [ = f (1) (on dit encore que [ est un point fixe de 'application f).

Pour déterminer les seules limites possibles d’'une suite récurrente (u,,) ey de type u,.; = f(¢,), on pourra donc
chercher a résoudre I'équation f (1) =1, d’inconnue [ € I.

Suite récurrente d’ordre supérieur

On peut également définir une suite (u,),cy par une relation de récurrence d’ordre deux (ou plus), c’est-a-dire
en se donnant les deux termes initiaux de la suite et la relation de récurrence

Vn < N, Upta = f(un>un+1)'
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Chapitre 9

Fonctions d’une variable réelle

Nous allons dans ce chapitre étudier des fonctions numériques d’une variable réelle, c’est-a-dire des applications
définies sur une partie D de R et a valeurs dans le corps K (avec K =R ou C). L'ensemble D, appelé le domaine de
définition de f, est le plus souvent une réunion d’intervalles non vides de R. L’étude d’une fonction s’effectuant
cependant intervalle par intervalle, nous nous restreindrons ici le plus souvent a des applications dont les ensembles
de définition sont contenus dans un intervalle non vide de R, noté I.

9.1 Généralités sur les fonctions

Soit I une partie non vide de R. On note Z(I,K), ou encore K, ’'ensemble des applications définies sur I a
valeurs dans K.
Nous rappelons que si f et g appartiennent a % (I, K), alors

f=geVxel, f(x)=gk).

9.1.1 Opérations sur les fonctions

Lensemble & (I,K) est muni de deux lois internes :
e une addition :

Vf,g € Z(IK), Vx €I, (f +&)(x) = f(x) + g(x),

e une multiplication :

Vf,g € Z(I,K), Vx €1, (fg)(x) = f(x)g(x),

et d’une loi externe :
e une multiplication par les scalaires :

VAeK, Vf e Z(I,K), Vx eI, (Af)(x)=Af(x).

9.1.2 Relation d’ordre pour les fonctions réelles

Lorsque les fonctions considérées sont a valeur réelles, il est possible d’utiliser la relation d’ordre total usuelle
sur R pour comparer certaines fonctions entre elles.

Définition 9.1 On définit dans Uensemble & (I, R) une relation, notée <, par
Vf,g€e Z(LR), (f g (Vx eI, f(x) < g(x))).
Les résultats suivants sont immédiats.

Proposition 9.2 1) La relation < est une relation d’ordre sur % (I,R).
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2) La relation < est compatible avec Uaddition :
Vf,g,he Z(ILR), (f <g=>f+h<g+h).

3) Ona
Vf,g,he Z(I,R), (f <get0<h= fh<gh).

Remarque. Lordre introduit sur % (I, R) par la relation < définie ci-dessus n’est plus total des que la partie I
n’est plus réduite a un point. Supposons en effet que I contienne deux éléments distincts a et b. Considérons alors
les applications f et g de I dans R définies par

1 six=a 1 six=b

VxEI,f(x)={0 six#a ,g(x)z{g six#b

On n’a dans ce cas ni f < g (car g(a) < f(a)), ni g < f (car f(b) < g(b)). On dit que f et g ne sont pas
comparables pour <.

9.1.3 Propriétés globales des fonctions
Parité

Dans cette sous-section, I désigne une partie de R symétrique par rapport a 0, c’est-a-dire telle que
Vxel, —xel.

Définitions 9.3 Soit f € Z(I,K). On dit que f est
e paire si et seulement si

Vxel, f(=x)=f(x),

e impaire si et seulement si

Vx el, f(—x)=—f(x).

Remarques.
— Toute application constante sur I est paire.
— Si f est une application impaire et 0 € I, alors f(0) = 0.
— Une application peut n’étre ni paire, ni impaire.

Périodicité
Définition 9.4 Soient f € Z(I,K) et T un réel strictement positif. Lapplication f est dite périodique de période T

si et seulement si
Vxel, x+Telet f(x+T)=f(x).

Remarques.
— Toute application constante d’un intervalle [a,+oo[ ou Ja,+00o[ (a € R) dans R est périodique de période
T pour tout réel T strictement positif.
— Si f est une application périodique de période T, alors, pour tout n de N*, f est périodique de période nT.

Exemples.
— Lapplication de R dans R définie par f(x) = x —E(x), ot E(x) désigne la partie entiére du réel x, est
périodique de période 1.
— Les applications sin et cos sont périodiques de période 27 sur R.

c . ST f. T
— Lapplication tan est périodique de période 7 sur R\ {E +nm, ne Z}.
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Monotonie

Définition 9.5 Soit I une partie de R et f € Z(I,R). On dit que f est
e croissante si et seulement si
Vix,x)€?, (x <x'= f(x) < f(x)),

e décroissante si et seulement si

V(x,x)eI? (x <x’' = f(x)=>f(x"),
e strictement croissante si et seulement si

Yix,x)el? (x <x' = f(x) < f(x"),
e strictement décroissante si et seulement si

Y(x,x)eI? (x <x' = f(x)> f(x"),

e monotone si et seulement si elle est croissante ou décroissante,
e strictement monotone si et seulement si elle est strictement croissante ou strictement décroissante.

Les résultats de la proposition suivante se démontrent de facon immédiate.

Proposition 9.6 1) Si f, g € Z(I,R) sont croissantes, alors f + g est croissante.

2) Sif € Z(I,R) est croissante et A € R, alors Af est croissante.

3) Sif,g <€ Z(,R) sont croissantes et positives, alors f g est croissante.

4) Sif €e F(I,R) et g € F(J,R) sont croissantes et si f(I) C J, alors Uapplication composée go f € ZF(I,R) est

croissante.
Majoration, minoration

Définitions 9.7 Une application f : I — R est dite
e majorée si et seulement s’il existe M € R tel que

Vxel, f(x) <M,
e minorée si et seulement s’il existe m € R tel que

Vxel, m< f(x),
e bornée si et seulement s'il existe (m, M) € R? tel que

Vxel, m< f(x)<M.

Remarques.
— Une application f est majorée (resp. minorée, resp. bornée) si et seulement si la partie f(I) de R est
majorée (resp. minorée, resp. bornée).
— Toute application constante est bornée.
— Lapplication f est bornée si et seulement |f | est majorée, c’est-a-dire si et seulement si IM € R,, Vx € I,
If Gl <M.

Proposition et définition 9.8 Si Uapplication f : I — R est majorée (resp. minorée), alors f (I) admet une borne
supérieure (resp. inférieure) dans R, appelée borne supérieure (resp. inférieure) de f et notée supf (x) (resp.

inff o)

Cette proposition résulte directement de I'axiome de la borne supérieure (proposition 7.3). Ainsi, par définition,

SUIIDf(X) =sup({f (x) | x € I}) = sup(f (1))
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9.2 Limites

Dans cette section, I désigne un intervalle de R, non vide et non réduit a un point.

9.2.1 Notion de limite
Notion de voisinage d’un point

Définitions 9.9 Soit une propriété dépendant du point x de I. On dit que cette propriété est vraie au voisinage d’un
point a de I si elle est vraie sur Uintersection de I avec un intervalle non vide, ouvert et centré en a.

Dans le cas ot Uintervalle I est non majoré (resp. non minoré), on dit que la propriété est vraie au voisinage de
+00 (resp. —00) s’il existe un réel M tel qu’elle est vraie sur Uintersection de I avec un intervalle M, +oo[ (resp.
]— o0, MD).

Limite d’une fonction en un point

Définition 9.10 Soient a €I et f une fonction définie sur I, sauf peut-étre au point a, et a valeurs dans K. On dit
que f admet | € K pour limite en a si et seulement si

Ve>0,3a>0,Vxel, 0<|x—a|<a=|f(x)—1]<Le&).

On voit que le fait que f ne soit pas définie en a n’empéche pas de considérer sa limite en ce point. On dit alors
que f admet une limite lorsque x tend vers a par valeurs différentes. Lorsque f a pour limite [ € K en a, on dit
aussi que f admet une limite finie en a.

Exemples.
1
— La fonction de R dans R qui a chaque réel x associe x sin — a pour limite 0 en 0.
x

— Soit f l'application de R dans R définie par

pren s={ 8 220

Cette fonction tend vers 0 quand x tend vers O par valeurs différentes.

Remarque. Comme le montre ce dernier exemple, une application f peut admettre [ pour limite en a sans que
I'on ait pour autant [ = f (a).

Définitions 9.11 Soient a €I et f une fonction définie sur I, sauf peut-étre au point a, et a valeurs réelles. On dit
que f admet
e 100 pour limite en a si et seulement si

VAER, Ja>0, Vxel, (0<|x—a|<a= f(x)=A),
e —oo pour limite en a si et seulement si
VBeR, da>0, VxeI, (0<|x—al]<a= f(x)<B).
Unicité de la limite
Proposition 9.12 Si une application admet une limite finie en un point, alors celle-ci est unique.

DEMONSTRATION. Raisonnons par I'absurde et supposons que I'application f : I — K admet [ et I’ appartenant a K pour

1
limites en un point a de I, avec | # . Posons & = §|l —1’|. Il existe a > 0 et &’ > O tels que

Vxel,( 0<|x—al<a=|f(x)-1<e)et(0<|x—a|<a =|f(x)-1'|<e).
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Alors, pour tout x de I tel que 0 < |x —a| < min(a, a’), nous avons
/ / 2 /
=TI <[T=fON+IfG)=U]<2e= gll—l l,

d’ol1 une contradiction. O

En vertu de cette unicité, si 'application f admet [ pour limite en a, on dit que [ est la limite de f en a et 'on note

limf (x) =1 ou encore f(x)— .

Extension de la notion de limite

Il est possible d’étendre les définitions de limites finie et infinie si la fonction f est définie sur un intervalle non
majoré ou non minoré.

Définitions 9.13 Soient f € Z(I,K) et | € K. Si I admet +00 comme extrémité, on dit que f admet [ pour limite
en +00 si et seulement si

Ve>0, JA€R, VYxeI, (x=A=>|f(x)—1| <¢),

et Uon note ligrnoof(x) =1

Si I admet —o0 comme extrémité, on dit que f admet | pour limite en —o0 si et seulement si
Ve>0,3dBeR, Vxel, (x <B=|f(x)—1| <e¢),

et Uon note lipoof(x) =1L

Définitions 9.14 Soit f € Z(I,R). Si I admet +00 comme extrémité, on dit que f admet +00 (resp. —oQ) pour
limite en +00 si et seulement si

VAER, A €R, Vx €I, (x =A = f(x) = A)
(resp. VBER, A €R, Vx €1, (x = A = f(x) <B)),

et lon note xl}g‘noof(x) = +00 (resp. xl}?oof(x) =—00).

Si I admet —o0 comme extrémité, on dit que f admet +00 (resp. —0Q) pour limite en —o0 si et seulement si
VAER, 3B’ €R, Vx €1, (x <B' = f(x)=A)
(resp. VBER, 3B’ €R, Vx €1, (x <B' = f(x)<B)),

et l'on note lim f(x)=+o00 (resp. lim f(x)=—00).
X—>—0Q X—>—0Q

Dans toute la suite de ce chapitre et afin d’unifier la présentation des définitions et résultats, nous considérons le
point a comme élément de R =R U {—o0,+00}.

Nous établissons a présent la

Proposition 9.15 Si f : I — K admet une limite finie en a € R, alors f est bornée au voisinage de a.

DEMONSTRATION. Supposons a € R, les cas a = +00 et a = —00 étant analogues.
Il existe a > 0 tel que 'on a

Vxel, O<|x—a|<a=|f(x)=<1=f) S IfO)=1+ 1 <1+]1]),

et donc f est bornée au voisinage de a. m|
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Limite a droite, limite a gauche

Définition 9.16 On dit que f admet une limite a droite (resp. a gauche) en a € R si et seulement si la restriction
de f aInla,+oo[ (resp. ] — oo, a[NI), notée f|m]a ool (resp. ﬂ]_m[m), admet une limite en a.

Lorsque f admet [ pour limite a droite (resp. a gauche) en a, on note

lim> f(x)=1ou lim+f(x) =1 (resp. lirn< f(x)=1ou lim f(x)=1),

etl’'ona
1im+f(x)=l<=>(Ve>0, da>0,Vxel, 0<x—a<a=|f(x)—-1<L¢))

(resp. lim f(x)=1< (Ve>0, 3a>0, Vx€l, (0<a—x <a=|f(x)—1]| <¢))).

On dit également que f tend vers [ lorsque x tend vers a par valeurs supérieures (resp. inférieures).

Exemple. Considérons la fonction x — ﬂ définie sur R*. Six >0, f(x)=1etl'ona lirgl flx)=1.Six <0,
x—0+

alors f(x)=—1etl'on a lirg flx)=-1.
x—0"

Caractérisation séquentielle de la limite

Proposition 9.17 Pour qu’une application f : I — K admette | € K pour limite en a € R, il faut et il suffit que, pour
toute suite (u, ) ey d’éléments de I et ayant a pour limite, on ait

lim f(u,)=1I.
n—>+oof( n)
DEMONSTRATION. Faisons 'hypothese que a € R, les cas a = +00 et a = —o0 étant analogues.

Supposons tout d’abord que f admet I pour limite en a. Soient (u,),cy une suite dans I, telle que li£n u, =a,ete>0.
n—+0oo
Puisque limf (x) =, il existe a > O tel que
X—a

Vxel, 0<|x—a|<a=|f(x)—1]<e¢).
Puisque (u,),ey tend vers a, il existe N € N tel que
VneN, (n>N = |u,—al < a).

On a alors
VneN, (n=N=|u,—a|<a=|f(u,)—1<e¢),

d’out liin flu,)=1
n—+oo
Supposons a présent que f n’admet pas [ pour limite en a. Il existe donc € > 0 tel que

Ya>0,dxel, (0<|x—a|<aet|f(x)—I]|>¢).

- 1 e
En particulier, en prenant a = — pour tout n de N*, il existe u, € I tel que
n

1
lu, —al < - et |f(u,)—1>e.

On constate alors que la suite (u,),cy dans I ainsi construite satisfait lim u, = a, mais est telle que (f (u,,)),ey D€ converge

n—+0o

pas vers [. m|
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9.2.2 Ordre et limite
Passage a la limite dans une inégalité

Proposition 9.18 Soient f et g deux fonctions de Z(I,R) admettant une limite en a € R. Si l'on a f(x) < g(x) au
voisinage de a, alors

limf(x) < limg(x).

DEMONSTRATION. Supposons que f et g tendent respectivement vers [ et I lorsque x tend vers a. Soit ¢ > 0. Il existe a > 0 et
a’ > 0 tels que

Vxel,(O<|x—a|$a:l—%§f(x)§l+§)et(0<|x—a|§a’:l’—%Sg(x)sl’+%).
Nous avons donc, pour tout x € I tel que 0 < |x —a| < min(a, a’),
€ €
[-=-< < <l+-,
S <fm<go<i+l

d'oul—1' <e.On afinalement [ <!’ car € > 0 est arbitraire. O

Théoréme d’encadrement

Proposition 9.19 (« théoréme des gendarmes ») Soient f, g et h trois fonctions de F(I,R) telles que f(x) <
g(x) < h(x) au voisinage de a € R. Si f et h admettent une méme limite [ en a, alors g admet [ pour limite en a.

DEMONSTRATION. Supposons a € R, les cas a = +00 et a = —00 étant analogues.
Soit € > 0. Puisque f et h admettent [ pour limite en q, il existe a > 0 et a’ > O tels que

Vxel, 0<|x—al<a=|f(x)—l<e)et(0<|x—a|<a' = |h(x)—I| < ¢).
Nous avons donc, pour tout x € I tel que 0 < |x —a| < min(a, a’),
((fx)=l<eet|h(x)—1<e)=>——e<f(x)—Il<gx)—I<h(x)—l<e=>|g(x)=1 <e¢).

Donc g admet [ pour limite en a. m|

Ce théoréme d’encadrement s’avére tres utile en pratique puisqu’il permet notamment de conclure a I'existence
d’une limite.

9.2.3 Opérations algébriques sur les limites
Cas des limites finies
Proposition 9.20 Soient A €K, f,g : I » K, a€Ret (,I')eK% Ona
1) limf(x)=1= lim|f(x)| =|l|.
xX—a X—a
2) limf(x)=1letlimg(x)=1'"= lim(f(x)+g(x)=1+1.
xX—a xX—a xX—a
3) limf(x)=10= limAf(x)=AL
4) limf(x) =0 et g est bornée au voisinage de a = lim f (x)g(x) = 0.
x—a x—a

5) limf(x)=1letlimg(x)=1= limf(x)g(x)=11".

1 1
6) limg(x)=1Uetl'#0=> lim—— = —.
x—a x%ag(x) 1
l
7) limf(x)=1letlimg(x)=Uetl'#0=> lim]E =—.
Xx—da x—a x—a g(x) U
DEMONSTRATION. Supposons a € I C R, les cas a = +00 et a = —00 étant analogues.
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Soit € > 0. Puisque )l(iil}lf(x)= [, il existe a > O tel que
Vxel, (Jx—al<a=|f(x)—1| <e&).
Comme Vx €1, ||f (x)|— ||| < |f (x)—1]|, on déduit
Vxel, (Ix—al <a=|lf ()=l < e),
et finalement J1(i£)r;|f(x)| =l.

Soit &€ > 0. Puisque Jl{ilr(llf(x) =let )l{ilr(llg(x) =1’,il existe a > 0 et a’ > O tels que
Vxel, (Ix—al <a=|f(x)-I< %) et (Ix—al <o =|glx)-l|< %)
En notant a” = min(a, a’) > 0, nous avons, Vx €I,
(—al< o= UFE)—11< 7 etlgl) -1 < £ ) = 1)+ gD =+ < IF) =1 +1gl) V] < e),

d’ou )l(ig}(f(x) +g(x)=1+1.

Soit £ > 0. Puisque limf (x) =1, il existe a > 0 tel que

€
VXGI, (|X—a|§a=>|f(x)_l| < |7L|+1)’

_IAle

dou Vx €1, (|x al<a=|Af(x)=Al=|Al|f(x) =1 £ —— I+

< s), et donc Jlciiréxlf(x) =Al.
Par hypothese, il existe a > 0 et C € R, tels que

Vxel, (x—al<a=|g(x) <C).
Soit £ > 0. Puisque ;lflircllf (x) =0, il existe @’ > 0 tel que

Vxel, (|x—a| <d=|f(x) < ﬁ)

En notant @” = min(a, ') > 0, nous avons alors

vxel, (-l <o’ = (g0l = gt < =y <e ),

et donc limf (x)g(x) =0.
Notons h I'application de I dans K telle que h(x) = f(x) —[, Yx € I. Nous avons
Vx e, f(x)g(x) =h(x)g(x)+1g(x).
D’apres 3), limlg(x) = [I’. D’autre part, limh(x) = 0, donc, d’aprés 4), limh(x)g(x) = 0, puisque g est bornée au voisinage
de a. Finalement, on a limf (x)g(x) = lI’ d’aprés 2).
Puisque limg(x) =1, on a, d’aprés 1), lim|g(x)| = |I’|. Comme |I’| > 0, il existe a > O tel que
]

Vxel, (Ix—al <a=|gx)> ?):

1
En particulier, Vx €I, (Jx —a| < a = g(x) # 0). La fonction (—) est donc définie, au moins sur IN]a — a, a + a[. Nous
g

avons alors, pour tout x de IN]Ja—a,a + af,

1 1 lg(x)=T1' 2
S| =5 = < () -1,
glx) 1 lgCOllt’l — U]
1
Comme limg(x) =1’, on en déduit que lim( = I) 0, puis que hrn —— — —| =0, soit encore lim —.
x—a x—a |l |2 g(x) 1 x—>ag(x) l
1
11 suffit d’appliquer 5) et 6) en remarquant que g =f E
O
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Cas des limites infinies

Proposition 9.21 Soient f,g : I »Reta€R.

1) Si )l(lil‘(lzf (x) = +o00 et si g est minorée au voisinage de a, alors
lim (f (x) + g(x)) = +o00.
2) Si chlgzl f(x) =400 et si g est minorée au voisinage de a par une constante strictement positive, alors
lim f (x)g(x) = +o0.

DEMONSTRATION. Les preuves sont analogues a celles de 1) et 2) dans la proposition 8.20. O

Composition des limites

Proposition 9.22 Soient f : I — R, J un intervalle de R tel que f(I) c J, g : J > K, a € R, b € Ret
[ e KU{—00,+00}. Si f admet b pour limite en a et g admet | pour limite en b, alors g o f admet | pour limite en a.

DEMONSTRATION. Supposons a €R, b € R et l € K, les autres cas étant analogues.
Soit & > 0. Puisque lirr%g(y) =1, il existe a > 0 tel que
y—?

Vyeld, (ly—blsa=l[g(y)-Ill<e).

Puis, comme limf (x) = b, il existe &’ > 0 tel que
xX—a

Vxel, (x—a|<a' = |f(x)—b| < ay).
Nous avons alors
Vxel, (x—al<a' =|f(x)-bl<a=|g(f(x)) -1 <e),
d’ou limg o f(x) =1. O

9.2.4 Cas des fonctions monotones
Nous considérons dans cette sous-section des fonctions a valeurs réelles.

Théoreme 9.23 Soient (a, b) € ﬁz, tel que a < b, et f une application croissante définie sur Uintervalle ]a, b[.

1) Si f est majorée, alors f admet une limite finie en b et linéf (x)= sup f(x).
x= x€la,b[

2) Si f n’est pas majorée, alors f admet +00 pour limite en b.

DEMONSTRATION.

1) La partie f(]Ja, b[) de R est non vide et majorée, elle admet par conséquent une borne supérieure [ dans R. Soit ¢ > 0.
Puisque [ — ¢ n’est pas un majorant de f (]a, b[) dans R, il existe x, €]a, b[ tel que l — & < f(x,) < . Alors, pour tout
x €]a, b[, nous avons
Xg<x=>f(x)) Sf()=>l—e<flx)=|f(x)-1|<Le.

Supposons b € R (le cas b = +00 étant analogue). En posant a = b — x, > 0, nous avons ainsi Yx €Ja, b[, (0 <b—x <
a=|f(x)—1| <¢€),dou lirrll)f(x) =1
X
2) Soit A € R. Puisque f n’est pas majorée, il existe x, €]a, b[ tel que f (x,) = A. Alors, pour x €]a, b[, nous avons
Xg<x=>f(x)) < f(x)=>f(x)=A
Supposons b € R (le cas b = 4+ 00 étant analogue). En posant a = b — x, > 0, nous avons ainsi Yx €Ja, b[, (0 <b—x <
a=|f(x)] = A), dou lin%f(x) =+o00.
oy
O

Lorsque b € R, on peut parler de limite & gauche en b dans le théoréme précédent.
On déduit de ce dernier résultat qu'une application croissante admet toujours une limite, finie ou infinie, en b. Un
résultat analogue est obtenu pour les applications décroissantes en considérant —f dans cette démonstration.
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9.2.5 Applications équivalentes au voisinage d’un point

Définition 9.24 On dit que deux applications f et g définies sur I sont équivalentes au voisinage de a si et seulement
s’il existe une application h telle que limh(x) =1 et
X—a

16 >0, VxelI, (0<|x—a| <6 = f(x)=g(x)h(x)).

On note alors f ~ g.
X—a

Définition 9.25 Soit I un intervalle de R non majoré (resp. non minoré). On dit que deux applications f et g

définies sur I sont équivalentes au voisinage de +00 (resp. —o9Q) si et seulement s’il existe un réel A (resp. B) et

une fonction h, définie sur Uensemble des points de I qui vérifient x > A (resp. x < B), telle que 1i1+n h(x)=1 (resp.
X—+0Q0

xgr_nooh(x) =1) et que f(x) = g(x)h(x). On note alors f L8 (resp. f e g).

—+00 ——00

La notion d’applications équivalentes permet de ramener localement ’étude d’'une application a celle d’'une autre
application dont le comportement est connu.

Exemples.
— Les applications de R dans R x — x et x — sinx sont équivalentes au voisinage de 0.
— Les applications de R dans R x — x et x — e* — 1 sont équivalentes au voisinage de 0.
— Les applications de R dans R x — x et x — In(1 + x) sont équivalentes au voisinage de O.

. . 2 7 . . .
— Les applications de R dans R x — %- et x — 1 — cosx sont équivalentes au voisinage de 0.
— Les applications de R dans R qui & x associent x* + x%+x + 1 et x* + x> sont équivalentes au voisinage de
+00 ou de —oc0.

Proposition 9.26 Si deux applications f et g sont équivalentes au voisinage de a € R et que f admet une limite en a,
alors g admet également cette limite en a.

DEMONSTRATION. Par définition, on a g = fh dans un voisinage de a. Le résultat se déduit alors facilement du 5) de la
proposition 9.20, puisque limh(x) = 1. a
9.3 Continuité

Dans cette section, I désigne un intervalle de R, non vide et non réduit a un point.

9.3.1 Définitions
Continuité en un point
Soient f une application définie sur I a valeurs dans K eta € 1.
Définition 9.27 On dit que f est continue en a si et seulement si
Ve>0,3a>0,Vxel, (Jx—a|<a=|f(x)—f(a)] <&).

A la différence de la notion de limite, on ne parle de continuité qu’en des points ot la fonction est définie.
On dit que f est discontinue en a si et seulement si f n’est pas continue en a, qui est alors appelé un point de
discontinuité de f .

Définition 9.28 On dit qu’une application f admet une discontinuité de premiére espéce en a si et seulement si

elle n’est pas continue en a et posséde une limite a droite et une limite a gauche en a. Lorsque f n’est pas continue et
n’admet pas de discontinuité de premiére espéce en a, on dit qu’elle admet une discontinuité de seconde espéce en a.
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Exemples.
— Lapplication f de R dans R, définie pour chaque réel x par

0 six<O
f(x)—{ 1 six>0 "~

admet une discontinuité de premiére espece en 0.
— Lapplication f de R dans R, définie pour chaque réel x par

pour x #0
flx)= ,
0 pourx=0

2|

admet une discontinuité de seconde espece en 0.
La proposition suivante est immédiate.

Proposition 9.29 Pour qu’une application f soit continue en a, il faut et il suffit qu'elle admette f (a) pour limite en
a.

Proposition 9.30 Si une application f est continue en a, alors elle est bornée au voisinage de a.
DEMONSTRATION. Sil'application f est continue en a, alors il existe a > 0 tel que
Vxel(Ix—al<a=|f(x)-f@l<1=[|f() < |f(x) - f(@l +If (@] <|f (@) +1),

donc f est bornée au voisinage de a. a

Continuité a droite, continuité a gauche
Définition 9.31 Soient f une application définie sur I a valeurs dans K et a € I. On dit que f est continue a droite
(resp. a gauche) en a si et seulement si la restriction de f a IN]a,+oo[ (resp. ]— 00, a[NI) est continue en a.

Remarque. Lapplication f est continue en a si et seulement si elle est continue a droite et a gauche en a.

Exemple. Considérons I'application qui a tout réel x associe la partie entiére de x, E(x). Pour tout entier naturel
n, cette application est continue a droite en n, mais n’est pas continue a gauche en n.
Caractérisation séquentielle de la continuité

Comme dans le cas de la limite, on peut définir la notion de continuité en se servant de suites réelles.

Proposition 9.32 Soient f une application définie sur I a valeurs dans Ket a €I; f est continue en a si et seulement
si, pour toute suite (u,),ey d’éléments de I tendant vers a, la suite (f (u,)),en tend vers f(a).

DEMONSTRATION. La preuve découle directement de la proposition 9.29 et de la caractérisation séquentielle de la limite
(proposition 9.17). O
Prolongement par continuité

Définition 9.33 Soit f une fonction définie sur I sauf en un point a de I et admettant une limite finie [ en a. On
appelle prolongement par continuité de f en a la fonction g, définie sur I par

l six=a

g(x)= { f(x) sinon
Cette fonction est continue en a.

11 est facile de vérifier que lorsqu’une fonction admet un prolongement par continuité en un point, celui-ci est
unique. S'il n’y a pas de risque d’ambiguité, on désigne alors la fonction et son prolongement par le méme symbole.
Notons qu’on peut aussi définir un prolongement par continuité a droite de a ou a gauche de a.
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Exemples.

— On peut prolonger par continuité en 0 la fonction f(x) = SBX en posant f(0) =1.
x

— On peut prolonger par continuité en 0 la fonction f(x) = e en posant f(0) =0.

Continuité sur un intervalle

Définition 9.34 Soit f une application définie sur I a valeurs dans K. On dit que f est continue sur I si et seulement
si f est continue en tout point de I.

On note C(I,K) I'ensemble des applications de I dans K continues sur I.

Continuité par morceaux

Définition 9.35 Soient (a,b) € R, tel que a < b, et f : [a,b] — K. On dit que f est continue par morceaux
sur [a, b] si et seulement s’il existe n € N* et (ay,...,a,) € [a, b]"*! tels que a = ay < --- < a, = b et, pour tout
i€{0,...,n—1}, f est continue sur la;,a; ;[ et admet une limite finie a droite en a; et une limite finie a gauche en

Ait1-

9.3.2 Opérations algébriques sur les applications continues

Proposition 9.36 Soient A€K, f,g: I > Ketael.

1) Si f est continue en a, alors |f | est continue en a.

2) Sif et g sont continues en a, alors f + g est continue en a.
3) Si f est continue en a, alors Af est continue en a.

4) Si f et g sont continues en a, alors f g est continue en a.

. . . 1 .
5) Si g est continue en a et si g(a) # 0, alors — est continue en a.
g
6) Si f et g sont continues en a et si g(a) # 0, alors j: est continue en a.
g

DEMONSTRATION. Les preuves sont similaires a celles de la proposition 9.20. O

Proposition 9.37 Soient J un intervallede R, f : I —» R telle que f(I)CJ, g : J »Keta €. Sif est continue
en a et g est continue en f(a), alors g o f est continue en a.

DEMONSTRATION. La preuve est analogue a celle de la proposition 9.22. O

De ces deux propositions, nous déduisons aisément des résultats de continuité globale sur I'intervalle I.

Proposition 9.38 Soient A €K, f,g : I =K

1) Si f est continue sur I, alors |f | est continue sur I.

2) Sif et g sont continues sur I, alors f + g est continue sur I.
3) Si f est continue sur I, alors Af est continue sur I.

4) Si f et g sont continues sur I, alors f g est continue sur I.

1
5) Si g est continue sur I et si (Vx €1, g(x)# 0, alors — est continue sur I.
4
6) Si f et g sont continues sur I et si (Yx €1, g(x)# 0, alors j: est continue sur I.
g

Proposition 9.39 Soient J un intervallede R, f : I — R telle que f(I)CJ, g : J = K. Si f est continue sur I et g
est continue sur f (I), alors g o f est continue sur I.
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9.3.3 Fonctions continues sur un intervalle
Théoréme des valeurs intermédiaires

Théoréme 9.40 Soient f une fonction continue sur I et (a,b) € I tels que f(a) < f(b). Alors f atteint toutes les
valeurs intermédiaires entre f (a) et f(b), c’est-a-dire

Vy elf(a),f(b)], Icel, flc)=y

DEMONSTRATION. Si y = f(a) ou y = f(b), le résultat est immédiat. Soit donc y €]f (a), f(b)[. Considérons 'ensemble
E ={x €[a,b] | f(x) < y}; E est une partie de R non vide (car a € E) et majorée (par b), qui admet donc une borne
supérieure, notée c. Nous allons montrer que f(c) =

Par définition de la borne supérieure, il existe une su1te (x Jneny d’éléments de E telle que hm x, = c. L'application f étant
continue en c, on a hm f(xn) f(c). Or, pour tout n €N, f(x,) < ydonc f(c)<y. D’autre part f(b) > y, donc ¢ # b. Pour
tout x €]c, b[, f(x) > y donc X_)lgrn)(»f(x) fle)=ydouf(c)=y. O

Remarque. Le réel c n’est pas forcément unique.

Corollaire 9.41 Soit f une fonction continue sur un intervalle [a, b] de R. Si f (a)f (b) < 0, alors il existe ¢ € [a, b]
tel que f(c)=0

DEMONSTRATION. Puisque f(a) et f(b) ont des signes opposés, O est compris entre f(a) et f(b). D’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires, il existe donc ¢ € [a, b] tel que f(c) =0 O

Continuité sur un segment

Proposition 9.42 Toute application réelle définie sur un segment [a, b], (a, b) € R et continue est bornée et atteint
ses bornes.

DEMONSTRATION. Montrons que f est bornée. Supposons f non majorée. Il existe alors une suite (x,),ey d’éléments de [a, b]
telle que, pour chaque entier n, on a f (x,) > n. Puisque la suite est bornée, il existe, d’apres le théoréme de Bolzano-Weierstrass
(théoréme 8.25), une suite extraite de (x,),ey, N0tée (X ,(;))nen, qQui converge vers un point ¢ de [a, b]. Puisque f est continue
sur [a, b], on déduit que la suite (f (x,;)))ney tend vers f(c). Mais d’autre part, on a Vn € N, f(x,(,) > o(n) < n, donc
nLiElw f(Xy(n)) = +00, d’oli une contradiction. L'application f est donc majorée. En appliquant ce résultat a —f au lieu de f, on
en déduit que f est minorée. Finalement, f est bornée.

Montrons a présent que f atteint ses bornes. Notons M = sup f(x). Pour chaque entier n > 1, il existe un réel x, dans [a, b]
x€[a,b]
tel que

M—%<f(xn)5M.

La suite (x,),ey ainsi construite étant bornée, on peut en extraire, en vertu du théoréme de Bolzano-Weierstrass, une sous-suite
de (x,,),en, notée (X (;))nen, qui converge vers un élément d de [a, b]. Puisque f est continue sur [a, b], on en déduit que la
suite (f (X(;)))nen tend vers f(d). D’autre part, on a

N 1
VHEN, M—m <f(XT(n))SM

d’oti, par passage a la limite, M = f(d). Ceci montre que M est atteint par f : 3d € [a, b], M = f(d). En appliquant ce résultat
a—f aulieu de f, on montre que f atteint aussi i[nfb] f(x). a
x€la,

Image d’un intervalle par une application continue

Proposition 9.43 Limage d’un intervalle par une application continue a valeurs réelles est un intervalle.

DEMONSTRATION. Soient I un intervalle de R et f une application continue sur I a valeurs dans R. D’apres le théoreme des
valeurs intermédiaires (théoreme 9.40), f(I) est un intervalle de R. O
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Exemples.
1
— Soient I =]0,1] et f : x — —. Lapplication f est continue sur I et f(I) =[1,+oo[. Lintervalle I est borné

alors que f (I) n’est pas borné.
— Soient I =]0,2x[ et f : x — sinx. L'application f est continue sur I et f(I) = [—1,1]. Dans ce cas,
lintervalle I est ouvert alors que f (I) est fermé.
Comme le montrent les exemples ci-dessus, le caractere ouvert, fermé ou borné d’un intervalle n’est pas toujours
conservé par une application. On a cependant le résultat suivant.

Proposition 9.44 Soit (a,b) € R?, telque a < b, et f : [a,b] — R une application. Si f est continue, alors f([a, b])
est un segment de R.

DEMONSTRATION. D’apres la proposition précédente, f([a, b]) est un intervalle. D’apres la proposition 9.42, c’est une partie
bornée de R qui contient ses bornes. O

Application réciproque d’une application continue strictement monotone

Théoréme 9.45 (« théoréme de la bijection ») Soit f une application continue et strictement monotone sur I ; on
note f : I — f(I) Uapplication qui a tout x de I associe f (x). Alors

1) Lensemble f (I) est un intervalle dont les bornes sont les limites de f aux bornes de I.

2) Lapplication f est bijective.

3) La bijection réciproque f’l est continue sur f (I) et strictement monotone de méme sens que f.

DEMONSTRATION. Supposons, par exemple, que f est strictement croissante et posons I =]a, b[, avec (a, b) € R tel que a < b.
1) Pour tout x de Ja,b[, on a limf(t) < f(x) < lin;f(t), donc f(I) C]limf(t),lin;f(t)[. Réciproquement, soit y €
—a t— Sa —
limf (x), lirr; f(x)[; y n’est ni un majorant, ni un minorant de f(I), il existe donc des éléments x; et x, de I tels

xX—a xX—

que f(x;) <y < f(x;). D’apres le théoréme des valeurs intermédiaires (théoréme 9.40), il existe x, € I tel que f(x,) =y,
d’ott y € f(I). Nous en concluons f (I) =]limf (x), lil’I})f(X)[.

2) Par définition, f est une surjection. Montrons qu’elle est également injective. Soient x; et x, des éléments de I tels que
f(xl) = f(xz). Six; < xy, alors~f(x1) < f(xz) et si x; > x,, alors f(xl) > f(xz), d’olt une contradiction dans les deux
cas. Par conséquent, x; = x, et f est injective.

3) Soient y, et y, appartenant a f (I), tels que y; < y,. Posons x; = f_l(yl) et x, = f_l(yz). Si x; = Xy, alors f(xl) > f(xz),
comme f est croissante, soit encore y; > y,, ce qui est absurde, donc x; < x, et f‘l est strictement croissante.
Montrons qu'elle est également continue. Soit y, € f(I); posons x, = f’l( ¥,) et donnons-nous un réel € > 0 tel que x,—¢
et xo + ¢ appartiennent a I. Posons alors y; = f (xo —e)ety, = f (xo —¢). Lapplication f étant strictement croissante, on
ay; <Y, <Y, et, pour tout y €]yy, y,[, F00) < FHy) < f (), Cest-a-dire xo— & < f () < x, + £. 1l existe donc
B>0telque |y —yol < =If (y)—f (o) < ¢. Par conséquent, f est continue en y,.

O

Exemples de fonctions réciproques.
¢ La fonction sinus est continue et strictement croissante sur [ > 2] Elle induit donc une bijection de

[—5, 5] sur [—1, 1]. Sa bijection réciproque est appelée arc sinus et notée arcsin. C’est une fonction continue
strictement croissante de [—1,1] sur [—5, %]

e La fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur [0, 7t]. Elle induit donc une bijection de
[0, ] sur [—1, 1]. Sa bijection réciproque est appelée arc cosinus et notée arccos. C’est une fonction continue
strictement décroissante de [—1,1] sur [0, t].

¢ La fonction tangente est continue et strictement croissante sur ] s 2[ Elle induit donc une bijection de
J 35 [ sur R. Sa bijection réciproque est appelée arc tangente et notée arctan. C’est une fonction continue

strictement croissante de R sur ]—5, %[

9.3.4 Continuité uniforme

Définition 9.46 Soit f une fonction définie sur I a valeurs dans R. On dit que f est uniformément continue sur |
si et seulement si
Ye>0,da>0, V(x,x)el? (x—x'|<a=|f(x)—f(x) <e).
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Exemples.
— Dapplication qui a tout réel x associe |x| est uniformément continue.
— Lapplication qui & tout réel x associe x? n’est pas uniformément continue.

Le résultat suivant est immédiat.
Proposition 9.47 Si f est uniformément continue sur I, alors f est continue sur I.

Comme on I'a vu plus haut, il existe des fonctions continues non uniformément continues. Cependant, lorsque I
est un segment de R, c’est-a-dire un intervalle borné et fermé, nous disposons du

Théoréme 9.48 («théoréme de Heine ») Toute fonction continue sur un segment [a, b] est uniformément continue
surfa,b].

DEMONSTRATION. Raisonnons par I'absurde. Soit f une fonction continue et non uniformément continue sur [a, b]. Il existe
donc ¢ > 0 tel que
Ya>0, 3(x,x)ea, b, |x—x'| < aet|f(x)—f(x)| > e.

- |
En particulier, en prenant a = —, il existe (x,, x) € [a, b]? tel que
n

1
VreN', L —x| < — et f(x,) = f () > e

La suite (x,),en+ €tant bornée, elle admet, en vertu du théoréme de Bolzano-Weierstrass (théoréme 8.25), une sous-suite,
notée (X, (n))nen+> CONVergente vers un réel, noté [, appartenant a [a, b]. Comme

1
o(n)
on déduit que la suite extraite (x;(n))neN* converge aussi vers [. L'application f étant continue en [, les suites (f (X (;)))nen+ €t
(f (X, (yDnen- convergent vers f (1) et, par conséquent, nLi£nw| f (Xoqm) — f(x), )| =0, ce qui contredit le fait que |f (X)) —
f(x;(n))l > e, O

<

>

S|

Vn € N*: |Xa'(n) - X;(n)| <

9.3.5 Applications lipschitziennes

Nous allons a présent introduire une propriété de régularité des applications plus forte que la notion de
continuité.

Définition 9.49 Soient f une fonction définie sur I a valeurs réelles et un réel k strictement positif. On dit que f est
lipschitzienne si et seulement si

Y, x)erI?, |f(x)—f(xD < klx—x').

Lorsque k €]0, 1[, on dit que I'application f est contractante. Le plus petit réel k tel que f soit k-lipschitzienne est
appelé la constante de Lipschitz? de f .

Proposition 9.50 Si f : I — R est lipschitzienne, alors f est uniformément continue.

DEMONSTRATION. Supposons f k-lipschitzienne (k € R?) et soit € > 0. Si k =0, f est constante sur I et donc uniformément

. . €
continue sur I. Si k > 0, en prenant a = E’ nous obtenons

Vi, x)el?, (Ix—x| <a=[f(x) - f(x)| <o),

ce qui montre que f est uniformément continue sur I. O

1. Heinrich Eduard Heine (15 mars 1821 - 21 octobre 1881) était un mathématicien allemand. Il est célébre pour ses résultats en analyse
réelle et sur les fonctions spéciales.

2. Rudolph Otto Sigismund Lipschitz (14 mai 1832 - 7 octobre 1903) était un mathématicien allemand. Son travail s’étend sur des domaines
aussi variés que la théorie des nombres, 'analyse, la géométrie différentielle et la mécanique classique.
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9.4 Fonctions hyperboliques

Définitions 9.51 On appelle sinus hyperbolique et cosinus hyperbolique les parties impaire et paire de la fonction
exponentielle de base e :

X _ ,—X X pemx
. et cosh(x) = ¢ 26

On définit également les applications tangente hyperbolique et cotangente hyperbolique par

Vx €R, sinh(x) =

sinh(x) cosh(x)

R, et coth(x) = R*.
cosh(x)’ Vx €R, et coth(x) Snh(x)” Vx €

tanh(x) =

Les preuves des résultats suivants sont laissées en exercice au lecteur.

Proposition 9.52 Pour tout (x,y) € R%, ona

1) cosh?(x)—sinh?(x) =1,

2) sinh(x + y) = sinh(x) cosh(y) + cosh(x) sinh(y),
3) sinh(x — y) = sinh(x) cosh(y) — cosh(x) sinh(y),
4) cosh(x + y) = cosh(x)cosh(y) + sinh(x) sinh(y),
5) cosh(x — y) = cosh(x) cosh(y) — sinh(x) sinh(y).

Proposition 9.53 1) Lapplication sinh est une bijection de R dans R, de bijection réciproque notée argsinh telle que
argsinh(x) =In (x +Vx24+ 1) , Vx eR.
2) Lapplication cosh est une bijection de R, dans [1,+00[, de bijection réciproque notée argcosh telle que
argcosh(x) =1In (x +Vx2— 1), Vx €[1,+00[.

3) Lapplication tanh est une bijection de R dans 1— 1, 1[, de bijection réciproque notée argtanh telle que

1+x
1—x

argtanh(x) = %ln( ), Vxe]l-1,1[.
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Chapitre 10
Dérivabilité

Dans ce chapitre, K désigne un corps (K =R ou C), I un intervalle de R non vide et non réduit a un point et
Z (I,K) est 'ensemble des applications définies sur I et a valeurs dans K.

10.1 Dérivées
10.1.1 Dérivabilité en un point

Définition 10.1 Soient f € Z(I,K) et a € I. On dit que f est dérivable en a si et seulement si lim]M
x—a  x—a

existe et est finie ; cette limite est alors appelée dérivée de f en a et notée f'(a).

En posant h = x —a, on obtient une autre écriture trés souvent employée :

fla+h)—f(a)
T ,

f'(a) = lim

dans laquelle le rapport s’appelle le taux d’accroissement de f entre a et a + h.

fla+h)—f(a)
h

On note également j—f(a) au lieu de f’(a).
x

Exemple. Toute application constante de I dans R est dérivable en tout point de I, de dérivée nulle.

Définition 10.2 Soient f € Z(I,K)eta €.

. ;. \ . . .1 xX)—Jsla . .. .
1) On dit que f est dérivable a droite en a si et seulement si lim M existe et est finie; cette limite est

x—at xXxX—a
alors appelée dérivée de f a droite en a et notée f;(a).

. r. \ . . xX)—Jjla . .. ..
2) On dit que f est dérivable a gauche en a si et seulement si lim M existe et est finie ; cette limite est

xoa-  Xx—da
alors appelée dérivée de f a gauche en a et notée fg’(a).

Exemple. Lapplication x — |x| de R dans R est dérivable a gauche en O et dérivable a droite en O, et f g’ (0)=-1,
f(0)=1.

Le résultat suivant est immeédiat.

Proposition 10.3 Soient f € #(I,K) et a € I. Pour que Uapplication f soit dérivable en q, il faut et il suffit que f
soit dérivable a gauche et a droite en a et que fg’(a) = f;(a). Dans ces conditions, on a f'(a) = fg’(a) = f;(a).

Proposition 10.4 Soient f € #(I,K) et a € I. Si Uapplication f est dérivable en a, alors elle est continue en a.
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DEMONSTRATION. On sait d’'une part que

I fO)—fa) _
im— =

xX—a xX—a

f'(@.
D’autre part, on a

limf (x) — f(a) = ()l(liréx - a) (hmw)

x—a xX—a

d’out )l(ing(x) = f(a). O

Remarque. La réciproque de cette proposition est fausse : une application peut étre continue en a sans pour
autant étre dérivable en ce point. Par exemple, I'application x — |x| de R dans R, déja étudiée plus haut, est
continue en 0 sans y étre dérivable.

10.1.2 Propriétés algébriques des fonctions dérivables en un point

Théoréme 10.5 SoientacI, AcKet f,g € Z(I,K) deux applications dérivables en a. Alors on a
1) f + g est dérivable en a et (f + g)'(a) = f'(a) + g'(a).

2) Af est dérivable en a et (Af) (a) = Af'(a).

3) fgestdérivable en aet (fg)(a)=f'(a)g(a)+ f(a)g’'(a).

4) Sig(a)#0, }é est dérivable en a et (i)/ (a)= f(@)g(a) —f(a)g’(a).

g g(a)?
DEMONSTRATION.
1) Ona
¢+ =0 +8)0) _ f=f(@)  g0=¢@ | o, oo
xX—a xX—a X—a x—a
2) Ona
CAE=ON@ _, f=F@ o
X—a X—a x—a
3) Ona

(fe)x)—(fg)a) _ f(x)glx)—fla)gla) _ (f(x)—f(a))gla) + fla)(g(x)—g(a))
x—a - x—a - x—a x—a '
Puisque f et g sont dérivables en a, ces applications sont continues en a, donc )l(iilgf(x) =f(a)et )l(iil}lg(x) = g(a), dou

U FOD =G @) _ s

li

x—a xX—a

1
4) Puisque g(a) # 0 et que g est continue en a, on a, au voisinage de a, g(x) # 0. La fonction — est alors définie au voisinage
8

e (G)(")_G)(a)) - (ﬁ - ﬁ) - el g(x)lg(a)’

1 1 / 1
((—) (x)— (—) (a)) -_8 (ag . Le résultat se déduit alors de 2) en utilisant que j—c =f-.
g g g(a) § g

de a. De plus, on a

d’ot1 lim
xX—a x —_— a

Dérivée d’'une composée de fonctions

Théoreme 10.6 Soient J un intervallede R, f : I - Ktelle que f(I)CJ, g : J > Ketael. Si f est dérivable en
a et si g est dérivable en f(a), alors g o f est dérivable en a et (g o f) (a) = f'(a)g’(f (a)).

DEMONSTRATION. On a

(gof)x)=(gof)a) _ g(f(x)—g(f(a)) _ g(f(x))—g(f(a)) f(x)—f(a)

x—a x—a F)—f(a) x—a

>

d’ou

(0N (0@ _(; sFCN-sG@)(, FE)-f(@
o (=) (i

xX—a X —a

) — ¢ (F(@) ().

—a X—a
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Dérivée d’une fonction réciproque

Théoréme 10.7 Soient a €1 et f : I — R une application continue et strictement monotone sur I, dérivable en a et
telle que f’(a) #0; on note f : I — f(I) Uapplication qui a tout x de I associe f (x). Alors la fonction réciproque

1 est dérivable en f(a) et lon a (f 1Y (f(a)) =

1
f'(a)
DEMONSTRATION. D’apres le théoréme 9.45, 'application f : I — f(I) est bijective et sa bijection réciproque f‘l est strictement
monotone, de méme sens que f, et continue sur f(I). Pour tout y de f(I)\ {f (a)}, on a alors

FO-FG@) __ F'-a
y=fa) fFEON-f@

Comme f est dérivable en a, de dérivée non nulle en ce point, et que li?(l )f’l( y) = a, on obtient, aprés composition des
y—fla

limites, _
i f)—a 1
im —= = .
@ f(F )~ fl@)  fa)
Lapplication f‘l est donc dérivable en f (a). m|
Exemples.

e On sait que la restriction de la fonction sinus a I'intervalle [—%, %] est une bijection continue de cet intervalle
sur [—1,1]. Sa dérivée, la fonction cosinus, ne s’annule qu'aux points —7 et 7, d’images respectives —1 et

1. Sa bijection réciproque arc sinus est donc continue sur [—1, 1] et dérivable sur ]— 1, 1[, de dérivée

1

- = , Vxel—1,1[.
cos(arcsin x) 1— x2

(arcsinx) =

¢ On sait que la restriction de la fonction cosinus a l'intervalle [0, 7] est une bijection continue de cet intervalle
sur [—1,1]. De la méme facon que pour la fonction arc sinus, on montre que sa bijection réciproque arc
cosinus est donc continue sur [—1, 1] et dérivable sur ]—1, 1[, de dérivée
—1 _
sin(arccos x) 1—x

(arccosx) = = Vx e€]—1,1][.

e On sait que la restriction de la fonction tangente a I'intervalle ]—%, g[ est une bijection continue de cet
intervalle sur R. Sa dérivée, la fonction x — 1+ tan? x, ne s’annule pas. Sa bijection réciproque arc tangente

est donc dérivable sur R, de dérivée

1 1
1+ tan2(arctanx) 1+ x2’

(arctanx) = Vx €R.

10.1.3 Application dérivée

Définition 10.8 Soit f € Z(I,K). On appelle dérivée de f Uapplication qui a chaque x de I tel que f'(x) existe
associe f'(x).

10.1.4 Dérivées successives

Définitions 10.9 Soit f € Z(I,K). On définit les dérivées successives de f par récurrence pour tout n de N* :
e pour a €1, f™M(a) est, si elle existe, la dérivée de f "V en q,
o £ est application dérivée de fV,
On appelle dérivée ne de f en a le réel f(a) et application dérivée ne de f Uapplication x — f™(x).
On dit que f est n fois dérivable sur I si et seulement si f™ est définie sur I. Enfin, on dit que f est indéfiniment
dérivable sur I si et seulement si f est n fois dérivable sur I pour tout entier positif n.

n
au lieu de f(. Comme on I'a déja vu, on écrit souvent f’ = f( et,

Par convention, f(®) = f et I'on note aussi -
X

de la méme maniére, f” = f@ et f = O,
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Proposition 10.10 Soient A€ K, ne N* et f,g : I — K des applications n fois dérivables sur Uintervalle I. On a
1) f + g est n fois dérivable sur I et (f + g)™ = £ 4 g,

2) Af est n fois dérivable sur I et (Af)™ = A £,

3) fg est n fois dérivable sur I et on a la formule de Leibniz ! suivante

n
(fg)(") = Z Cr’:f(k)g(n—k)_
k=0

4) Si (VYx <1, g(x)#0), alors ! est n fois dérivable.
g

DEMONSTRATION. Tous ces résultats se démontrent par récurrence sur n. Nous laissons au lecteur les preuves (aisées) de 1) et
de 2).

3) Le cas n =1 a été traité dans le théoreme 10.5. Supposons la propriété vraie au rang n > 1. Soient f et g deux fonctions
de I dans K, (n+ 1) fois dérivables sur I. D’aprés 'hypothése de récurrence, f g est n fois dérivable sur I et

n
(F8)” =D Crf Mgt ™.
k=0

Ainsi, (f g) apparait comme somme de produits d’applications dérivables sur I et est donc dérivable sur I. On a alors

(F)™) = (Zn: Cr’:f(k)g(n—k))
k=0

n n
— Z Crlff(kﬂ)g(nfk) + Z Crllcf(k)g(nkarl)
k=0 k=0

n+1 n

- Z Crl:—lf(k)g(n—k+1) + Z Crl:f(k)g(n—k-#l)
k=1 k=0

= friDg +Z(Ciﬂ + C:)f(k)g(nflﬁl) + fgmtD
k=1

n
:f(n+l)g +Zcrll<+lf(k)g(n—k+1) +fg(n+1)
k=1

n+1

k k —k
= Z Cn+1f( )g(n+1 ),
k=0

4) Le cas n = 1 a déja été vu dans le théoreme 10.5. Supposons la propriété vraie au rang n > 1. Soient f et g deux
fonctions de I dans K, (n+ 1) fois dérivables sur I et telles que (Vx € I, g(x) # 0). Lapplication j—r étant dérivable sur
g
I, nous avons
(L)’ _fls—fg
g g’
Puisque f, f’, g et g’ sont n fois dérivables sur I, f'g—f g’ et g2 le sont aussi. Il résulte alors de 'hypothése de récurrence

/ _ /
uefg ng

q est n fois dérivable sur I. Finalement, = est (n + 1) fois dérivable sur I.
g

Nous introduisons enfin la notion de classe d’une fonction.

Définition 10.11 Soit f € Z(I,K).

1) Soit n €N. On dit que f est de classe €™ sur I si et seulement si f est n fois dérivable sur I et f est continue
sur I.

2) On dit que f est de classe € °° sur I si et seulement si f est indéfiniment dérivable sur I.

Pour n € NU {+00}, on note ¢"(I,K) I'ensemble des applications de classe €™ de I dans K.

1. Gottfried Wilhelm von Leibniz (1¢ juillet 1646 - 14 novembre 1716) était un philosophe, mathématicien (et plus généralement
scientifique), bibliothécaire, diplomate et homme de loi allemand. Il inventa, indépendamment de Newton, le calcul intégral et différentiel et
introduisit plusieurs notations mathématiques en usage aujourd’hui.
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Remarques.
— f € 6°(I,K) si et seulement si f est continue sur I.
— Pour tout (p,n) € (NU {+00})? tel que p < n, on a ¥"(I,K) c ¥7(I,K).

Exemples d’applications de classe € *°.
— Les fonctions polynomiales sont de classe €.
— Les fonctions exponentielle (x — e*) et logarithme (x — Inx) sont de classe ¢ °° respectivement sur R et
*
R+‘ 7 e . / / . . . . .
— Les égalités (sin)’ = cos et (cos)’ = —sin montrent que les applications sinus et cosinus sont de classe € °°
sur R.

10.2 Propriétés des fonctions dérivables

10.2.1 Extrema locaux d’une fonction réelle dérivable

Définitions 10.12 Soienta € et f € Z(I,R). On dit que f admet
e un maximum local en a si et seulement si, au voisinage de a, f(x) < f(a),
un minimum local en a si et seulement si, au voisinage de a, f(x) > f(a),
un maximum local strict en a si et seulement si, au voisinage de a saufen a, f(x) < f(a),
un minimum local strict en a si et seulement si, au voisinage de a saufen a, f(x) > f(a),
un extremum local en a si et seulement si f admet un maximum local ou un minimum local en a,
un extremum local strict en a si et seulement si f admet un maximum local strict ou un minimum local strict
en a.

Exemples.
— Toute application constante admet en tout point un maximum et un minimum local.
— Lapplication de R de R qui a x associe |x| admet un minimum local strict en O.

Proposition 10.13 Soit f € Z(I,R). Si f admet en un point intérieur a de I un extremum local et si f est dérivable
en a, alors f'(a) =0.

DEMONSTRATION. Supposons, pour fixer les idées, que f admet un maximum local en a. Puisque f est dérivable en a, on a

oy — i )= F(@)
f@) = lim ===

_ o F0) (@)

>0
x—at xX—a
@@
x—a~ X—a
d’oti f'(a) =0. =]

Remarques.
— La réciproque de cette proposition est fausse. Par exemple, 'application x — x> de R dans R & une dérivée
nulle en 0 mais ne posséde pas d’extremum en ce point.
— De fait, les extrema locaux d’une fonction définie sur un intervalle I seront recherchés aux points intérieurs
de I ot la dérivée de la fonction s’annule ou bien aux extrémités de I, ot la fonction n’est pas dérivable.

10.2.2 Théoreme de Rolle?

Théoréme 10.14 Soient (a, b) € R?, tel que a < b, et f une application de [a, b] dans R. Si f est continue sur [a, b],
dérivable sur la, b[ et telle que f(a) = f(b), alors il existe c €]a, b[ tel que f'(c) = 0.

2. Michel Rolle (21 avril 1652 - 8 novembre 1719) était un mathématicien frangais. S’il inventa la notation 4/x pour désigner la racine n®
d’un réel x, il reste principalement connu pour avoir établi en 1691, dans le cas particulier des polyndmes réels a une variable, une premiere
version du théoréme portant aujourd’hui son nom.
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DEMONSTRATION. Puisque I'application f est continue sur le segment [a, b], elle est bornée et atteint ses bornes (proposition
9.42). Notons m = mf f(x) et M = sup f(x).Si M =m, alors f est constante et f'(x) = 0 pour tout x €]a, b[. Supposons

x€[a,b]
m < M. Comme f(a) = f(b), on a soit M # f(a), soit m # f (a). Ramenons-nous au cas M # f(a). Il existe alors un point

c €la, b[ tel que f(c) = M. Soit x € [a, b] tel que f(x) <M = f(c). Six >c,ona M

—c
M > 0. Lapplication f étant dérivable en c, nous obtenons, en passant a la hmlte, f'(c)<0et f'(c) =0, dou

x—c
f'(c)=0. O

<0, et si x < ¢, on obtient

Remarque. Le réel ¢ n’est pas nécessairement unique.

10.2.3 Théoréme des accroissements finis

Théoréme 10.15 Soient (a, b) € R?, tel que a < b, et f une application de [a, b] dans R. Si f est continue sur [a, b]
et dérivable sur ]a, b[, alors il existe ¢ €]a, b[ tel que

f(b) fla)

b—a

fllOy=——"—

DEMONSTRATION. Considérons la fonction ¢ : [a, b] — R définie par

M

p(x) = f(x)— (x—a).

Il est clair que ¢ est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et que ¢(a) = ¢(b). En appliquant le théoréme de Rolle a ¢, on
obtient qu’il existe ¢ €]a, b[ tel que ¢’(c) = 0, cest-a-dire tel que

f(b) fla)

b—a

fllo=

Remarque. La encore, le réel c n’est pas forcément unique.

Inégalité des accroissements finis

Nous déduisons directement du théoréme 10.15 I'inégalité des accroissements finis. Celle-ci est plus générale
que le théoréme du méme nom, dans la mesure ou elle s’étend a d’autres fonctions que les fonctions d’une variable
réelle a valeurs dans R, comme par exemple les fonctions de R dans C ou de R" (n € N*) dans R.

Théoréme 10.16 Soit (a,b) € R? tel que a < b. Si f est une fonction continue sur [a, b], dérivable sur la, b[ et

qu'’il existe un réel M > 0 tel que
Vx €la, bl, If' ()< M,

alors on a

|f (b) = f(a)l < M[b—al.

10.2.4 Sens de variation d’une fonction dérivable

Les résultats précédents permettent d’établir un lien entre le sens de variation d’une fonction et le signe de sa
dérivée. Nous avons la

Proposition 10.17 Soient (a, b) € EZ, tel que a < b, et f une fonction dérivable sur ]a, b[. Alors
i) f est croissante si et seulement si (VYx €]a, b[, f'(x) = 0),
ii) f est décroissante si et seulement si (¥Yx €]a, b[, f'(x) <0),
iii) f est constante si et seulement si (Vx €]a, b[, f’(x)=0).

DEMONSTRATION.

96



10.3. FORMULE DE TAYLOR-LAGRANGE

i) Supposons f croissante. Soit x, €]a, b[, pour tout x €]a, b[ tel que x > x,, on a

FE)=Fx0)

X=X,

En passant a la limite x — x,, on déduit que f’(x,) > 0. Réciproquement, supposons que, pour tout x €]a, b[, f’(x) > 0.
Soient x; et x, deux éléments de ]a, b[ tels que x; < x,. En appliquant le théoréme des accroissements finis a f sur
[x1,x,], on voit qu'il existe ¢ € [x;,x,] tel que

fO) = f(x) = f'()x; —x1) 2 0,

et f est par conséquent croissante sur Ja,b[.
ii) L’application f est décroissante si et seulement si —f est croissante ; ii) résulte donc de i).
iii) L'application f est constante si et seulement si elle est a la fois croissante et décroissante ; iii) résulte donc de i) et de ii).

O

10.3 Formule de Taylor-Lagrange

Nous terminons ce chapitre sur le théoréme de Taylor>~Lagrange*, qui constitue une généralisation du
théoreme des accroissements finis et que nous présentons sous différentes formes.

Théoréme 10.18 (« formule de Taylor-Lagrange ») Soient (a,b) €R% a < b, et f : [a,b] — R une fonction de
classe €™ sur [a, b]. On suppose de plus que f™ est dérivable sur la, b[. Alors, il existe ¢ €]a, b[ tel que

" (n) (n+1)
F@ iy LD g L2y 50

2! oy (n+1) (b—a)™,

f)=fla)+——(b—-a)+

soit encore

(n+1)
f(b)—Zf @ —a)"+f(—n+1(;)(b—a)““.

Comme dans le cas de I'égalité du théoréme des accroissements finis, la preuve de la formule de Taylor-Lagrange
consiste en I'application du théoréme de Rolle a une certaine fonction.
DEMONSTRATION. Soit A le réel tel que

-

1l s’agit de montrer que A= f™*(¢), avec ¢ €]a, b[. On définit pour cela la fonction ¢ : [a,b] — R comme suit

f (b_x)n+l

(n+1)!

p(x) = f(b)— Z x)f—

Cette fonction est continue sur [a, b], dérivable sur ]a, b[ et vérifie d’autre part p(a) = ¢(b) = 0. D’apres le théoréeme de Rolle,
il existe donc ¢ €]a, b[ tel que ¢’(c) = 0. Or, pour tout x €]a, b[, on a

f (X) f(k”)( ) (b—x)"
¢'(x)= Z(k i Z —x)f A
(b nX) ( f(nﬂ)(x)-l-A)
Par conséquent, on déduit de ¢’(c) = 0 que A= f™(c). m]

3. Brook Taylor (18 aofit 1685 - 30 novembre 1731) était un mathématicien, artiste peintre et musicien anglais. Il inventa le calcul aux
différences finies et découvrit I'intégration par parties.

4. Joseph Louis Lagrange (Giuseppe Lodovico Lagrangia en italien, 25 janvier 1736 - 10 avril 1813) était un mathématicien et astronome
franco-italien. Fondateur, avec Euler, du calcul des variations, il a également produit d’importantes contributions tant en analyse, en géométrie
et en théorie des groupes qu’en mécanique.
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Remarques.
f (n+1)(c)

(n+ 1)
— Dans le cas particulier n = 0, on retrouve 1'égalité du théoréme des accroissements finis.

— Le terme (b—a)™*! est appelé reste de Lagrange.

Considérons a présent un intervalle I non nécessairement fermé ou borné. Dans ce cas, le théoreme de Taylor—
Lagrange s’énonce encore de la maniére suivante.

Théoréeme 10.19 Soient f une fonction (n+ 1) fois dérivable sur un intervalle I et x un point de I. Alors, pour tout
réel h tel que x +h € I, il existe 8 €]0, 1[ tel que

n ) @+ (x + Ok
f(x+h)=zf kgx)k ! (n(_fl-;! Ve,

k=0

DEMONSTRATION. Dans le cas h > 0, il suffit d’appliquer le théoréme précédent avec a = x et b = x + h ; sinon, on reprend la
démonstration ci-dessus. O

Remarque. Si l'intervalle I contient I'origine, on déduit de ce dernier théoréme la formule de Maclaurin® : pour
tout point x de I, il existe 6 €]0, 1[ tel que

noe( (n+
f)=] [0 i S27O0) i,

Lkl (n+1)!

Inégalité de Taylor-Lagrange

Comme pour I'égalité des accroissements finis, il existe une inégalité de Taylor-Lagrange plus générale que la
formule du méme nom.

Théoréme 10.20 Soit f une fonction (n + 1) fois dérivable sur un intervalle I. On suppose qu’il existe un réel M tel
que |f ™D (x)| < M pour tout x de 1. Soient a et b dewx points de I ; on a alors

nor(k) o+
-S| < b=
k=0

k! - (n+1)
Remarque. Pour n =0, on constate que 'on retrouve l'inégalité des accroissements finis.

Exemples d’applications de I'inégalité de Taylor-Lagrange. Considérons 'application x — sin x sur I'intervalle
[0,h], h € R. Nous obtenons
h 3
n=2, [sinh—h| < u
3!
e
ST

3
sinh—h+ h—
3!

3 5 7
sinh—h-i—h——h— < &
3! 5! 7!

Considérons I'application x — cos x sur I'intervalle [0,h], h € R. Nous obtenons

hZ
n=1, |cosh—1|£u.
2!
|h|*
< —.
2! 4!
h? n* h|®
cosh—1+——— Su.
2! 4] 6!

n=4,

n==o6,

h2

n=3, |cosh—1+ —

n=>5,

5. Colin Maclaurin (février 1698 - 14 juin 1746) était un mathématicien écossais. Il fit des travaux remarquables en géométrie, plus
précisément dans I'étude de courbes planes, et écrivit un important mémoire sur la théorie des marées.
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