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Avant-propos

Ce document est une version augmentée et regroupée des notes de deux cours enseignés a I'université Paris-
Dauphine, respectivement en deuxiéme année de licence de Mathématiques et Informatique appliquées a 'Economie
et a "Entreprise (MI2E) et en premiére année de master de Mathématiques Appliquées. Ces enseignements se
composent a la fois de cours magistraux et de séances de travaux dirigés et de travaux pratiques.

Leur but est de présenter plusieurs méthodes numériques de base utilisées pour la résolution des systémes
linéaires, des équations non linéaires, des équations différentielles et aux dérivées partielles, pour le calcul
numérique d’intégrales ou encore pour 'approximation de fonctions par interpolation polynomiale, ainsi que
d’introduire aux étudiants les techniques d’analyse (théorique) de ces dernieres. Certains aspects pratiques de
mise en ceuvre sont également évoqués et 'emploi des méthodes est motivé par des probléemes « concrets ». La
présentation et 'analyse des méthodes se trouvent complétées par un travail d’'implémentation et d’application
réalisé par les étudiants avec les logiciels MATLAB® ! et GNU OCTAVE 2.

Il est a noter que ce support de cours comporte plusieurs passages qui ne sont pas traités dans le cours devant
les étudiants (ce dernier fixant le programme de 'examen), ou tout au moins pas de maniére aussi détaillée. Il
contient également deux annexes de taille relativement conséquente, I'une consacrée a des rappels d’algebre,
l'autre a des rappels d’analyse, qui constituent les pré-requis a une bonne compréhension des deux premieres
parties du cours. Les courtes notes biographiques, qui apparaissent en bas de page a chaque premiere fois que le
nom d’une personne est cité, sont pour partie tirées de WIKIPEDIA 3.

Je tiens enfin a adresser mes remerciements a tous les étudiants ayant décelé des erreurs, a Matthieu Hillairet
pour sa relecture d’une partie du manuscrit et ses remarques, a André Casadevall, Djalil Chafai, Maxime Chupin,
Olga Mula, Pierre Lissy, Nicolas Salles, Julien Salomon, Anders Thorin et Gabriel Turinici pour leurs suggestions et
enfin a Donald Knuth pour l'invention de TgX et a Leslie Lamport pour celle de BIgX.

Guillaume Legendre
Paris, janvier 2018.
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Chapitre 1

Généralités sur ’analyse numérique et le
calcul scientifique

L'analyse numérique (numerical analysis en anglais) est une branche des mathématiques appliquées s’intéressant
au développement d’outils et de méthodes numériques pour le calcul d’approximations de solutions de problemes
de mathématiques ' qu'il serait difficile, voire impossible, d’obtenir par des moyens analytiques 2. Son objectif
est notamment d’introduire des procédures calculatoires détaillées susceptibles d’étre mises en ceuvre par des
calculateurs (électroniques, mécaniques ou humains) et d’analyser leurs caractéristiques et leurs performances. Elle
possede des liens étroits avec deux disciplines a la croisée des mathématiques et de I'informatique. La premiére est
Panalyse des algorithmes (analysis of algorithms en anglais), elle-méme une branche de la théorie de la complexité >
(computational complexity theory en anglais), qui fournit une mesure de l'efficacité d'une méthode en quantifiant
le nombre d’opérations élémentaires *, ou parfois la quantité de ressources informatiques (comme le temps de
calcul, le besoin en mémaoire...), qu’elle requiert pour la résolution d’un probleme donné. La seconde est le calcul
scientifique (scientific computing en anglais), qui consiste en ’étude de 'implémentation de méthodes numériques
dans des architectures d’ordinateurs et leur application a la résolution effective de problémes issus de la physique,
de la biologie, des sciences de I'ingénieur ou encore de I'économie et de la finance.

Si lintroduction et I'utilisation de méthodes numériques précedent de plusieurs siécles 'avenement des
ordinateurs®, c’est néanmoins avec 'apparition de ces outils modernes, vers la fin des années 1940 et le début
des années 1950, que le calcul scientifique connut un essor sans précédent et que 'analyse numérique devint une
domaine a part entiere des mathématiques. La possibilité d’effectuer un grand nombre d’opérations arithmétiques
trés rapidement et simplement ouvrit en effet la voie au développement a de nouvelles classes de méthodes
nécessitant d’étre rigoureusement analysées pour s’assurer de I'exactitude et de la pertinence des résultats qu’elles
fournissent. A ce titre, les travaux pionniers de Turing ®, avec notamment l'article [Tur48] sur lanalyse des effets
des erreurs d’arrondi sur la factorisation LU, et de Wilkinson”, dont on peut citer 'ouvrage [Wil94] initialement

1. Les problemes considérés peuvent virtuellement provenir de tous les domaines d’étude des mathématiques pures ou appliquées. La théorie
des nombres, la combinatoire, les algébres abstraite et linéaire, la géométrie, les analyses réelle et complexe, la théorie de 'approximation et
l'optimisation, pour ne citer qu’elles, possedent toutes des aspects calculatoires. Sont ainsi couramment traitées numériquement I’évaluation
d’une fonction en un point, le calcul d’intégrales, ou encore la résolution d’équations, ou de systéemes d’équations, algébriques, transcendantes,
différentielles ordinaires ou aux dérivées partielles (déterministes ou stochastiques), de probléemes aux valeurs et vecteurs propres, d’interpolation
ou d’optimisation (avec ou sans contraintes).

2. Pour compléter cette premiere définition, on ne peut que recommander la lecture de l'essai de L. N. Trefethen intitulé The definition of
numerical analysis, publié dans la revue SIAM News en novembre 1992 et reproduit par la suite dans une annexe de 'ouvrage [Tre00].

3. Cette branche des mathématiques et de 'informatique théorique s’attache a connaitre la difficulté intrinseque d’une réponse algorithmique
a un probléme posé de facon mathématique et a définir en conséquence une classe de complexité pour ce probléme.

4. La notion d’« opération élémentaire » est ici laissée nécessairement floue et entendue un sens plus large que celui qu’on lui attribue
habituellement en arithmétique.

5. Le lecteur intéressé est renvoyé a 'ouvrage de Goldstine [Gol77], qui retrace une grande partie des développements de I’analyse
numérique en Europe entre le seiziéme et le dix-neuvieme siécle.

6. Alan Mathison Turing (23 juin 1912 - 7 juin 1954) était un mathématicien et informaticien anglais, spécialiste de la logique et de la
cryptanalyse. Il est auteur d’'un article fondateur de la science informatique, dans lequel il formalisa les notions d’algorithme et de calculabilité
et introduisit le concept d’un calculateur universel programmable, la fameuse « machine de Turing », qui joua un réle majeur dans la création
des ordinateurs.

7. James Hardy Wilkinson (27 septembre 1919 - 5 octobre 1986) était un mathématicien anglais. Il fut 'un des pionniers, et demeure une
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publié en 1963, constituent deux des premiers éléments d'une longue succession de contributions sur le sujet.

Dans ce premier chapitre, nous revenons sur plusieurs principes qui, bien que n’ayant a priori pas toujours de
rapport direct avec les méthodes numériques, interviennent de maniére fondamentale dans leur mise en ceuvre et
leur application a la résolution de problémes.

1.1 Différentes sources d’erreur dans une méthode numérique

Les solutions de problemes calculées par une méthode numérique sont affectées par des erreurs que 'on peut
principalement classer en trois catégories :

* les erreurs d’arrondi dans les opérations arithmétiques, qui proviennent des erreurs de représentation dues
au fait que tout calculateur travaille en précision finie, c’est-a-dire dans un sous-ensemble discret du corps
des réels R, I'arithmétique naturelle étant alors approchée par une arithmétique de nombres a virgule
flottante (voir la section 1.3) ;

* les erreurs sur les données, imputables a une connaissance imparfaite des données du probléme que 'on
cherche a résoudre, comme lorsqu’elles sont issues de mesures physiques soumises a des contraintes
expérimentales;;

* les erreurs de troncature, d’approximation ou de discrétisation, introduites par les schémas de résolution
numérique utilisés, comme le fait de tronquer le développement en série infini d’'une solution analytique
pour permettre son évaluation, d’arréter d’un processus itératif dés qu’un itéré satisfait un critére donné
avec une tolérance prescrite, ou encore d’approcher la solution d'une équation aux dérivées partielles en
un nombre fini de points.

On peut également envisager d’ajouter a cette liste les erreurs qualifiées d’« humaines », telles les erreurs de
programmation, ou causées par des dysfonctionnements des machines réalisant les calculs®.

Le présent chapitre est en grande partie consacré aux erreurs d’arrondi, aux mécanismes qui en sont a l'origine,
a leur propagation, ainsi qu’a 'analyse de leurs effets sur le résultat d’'une suite de calculs. L’étude des erreurs de
troncature, d’approximation ou de discrétisation constitue pour sa part un autre sujet majeur traité par 'analyse
numérique. Elle sera abordée a plusieurs reprises dans ce cours, lors de I'étude de diverses méthodes itératives
(chapitres 3, 4 et 5), de techniques d’interpolation polynomiale (chapitre 6) ou de formules de quadrature (chapitre
7).

Pour mesurer l'erreur entre la solution fournie par une méthode numérique et la solution du probleme que 'on
cherche a résoudre (on parle encore d’estimer la précision de la méthode), on introduit les notions d’erreur absolue
et relative.

Définition 1.1 Soit X une approximation d’'un nombre réel x. On définit Uerreur absolue entre ces deux scalaires par

et, lorsque x est non nul, Uerreur relative par

|x]

De ces deux quantités, c’est souvent la seconde que I'on privilégie pour évaluer la précision d’un résultat, en
raison de son invariance par changement d’échelle : la mise a I’échelle x - ax et £ —» a X, a # 0, laisse en effet
lerreur relative inchangée.

Notons que ces définitions se généralisent de maniere immédiate a des variables vectorielles ou matricielles
en substituant des normes aux valeurs absolues (on parle de normwise errors en anglais). Par exemple, pour des
vecteurs x et X de R", on a ainsi 'expression ||x — X || pour l'erreur absolue et ||x — % ||/||x]|| pour I'erreur relative,
ou [|-|| désigne une norme vectorielle donnée. Dans ces derniers cas, les erreurs sont également couramment
évaluées par composante ou par élément (componentwise errors en anglais) dans le cadre de I'analyse de sensibilité

grande figure, de I'analyse numérique.

8. Il a été fait grand cas du bogue de division de I'unité de calcul en virgule flottante du fameux processeur Pentium® d’Intel®, découvert
peu apres le lancement de ce dernier sur le marché en 1994. En réalisant des tests informatiques pour ses recherches sur les nombres premiers,
Thomas Nicely, de I'université de Lynchburg (Virginie, USA), constata que la division de 1 par 824633702441 renvoyait un résultat erroné. I
apparut plus tard que cette erreur était due a I'algorithme de division implanté sur le microprocesseur. Pour plus de détails, on pourra consulter
[Ede97].
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et de I'analyse d’erreur (voir respectivement les sections 1.4 et 1.5). Pour des vecteurs x et X de R", une mesure de
Perreur relative par composante est
x; — %

1<isn x|

1.2 Quelques notions d’algorithmique

Une méthode numérique repose sur I’emploi d'un (ou de plusieurs) algorithme(s) (algorithm(s) en anglais),
notion ancienne, apparue bien avant les premiers ordinateurs, avec laquelle le lecteur est peut-étre déja familier et
que nous abordons plus en détail ci-apreés.

1.2.1 Algorithme

De maniére informelle, on peut définir un algorithme comme un énoncé décrivant, a 'aide d’'un enchainement
déterminé d’opérations élémentaires (par exemple arithmétiques ou logiques), une démarche systématique
permettant la résolution d’un probléme donné en un nombre fini ou infini ® d’étapes.

Un exemple d’algorithme : I’algorithme d’Euclide. Décrit dans le septiéme livre des Eléments d’Euclide '°, cet
algorithme permet de déterminer le plus grand commun diviseur de deux entiers naturels. Il est basé sur la propriété suivante :
on suppose que a > b et on note r le reste de la division euclidienne de a par b; alors le plus grand commun diviseur de a et b est le
plus grand commun diviseur de b et r. En pratique, on divise le plus grand des deux nombres entiers par le plus petit, puis le
plus petit des deux par le reste de la premiere division euclidienne. On répeéte ensuite le procédé jusqu’a ce que le reste de la
division, qui diminue sans cesse, devienne nul. Le plus grand commun diviseur cherché est alors le dernier reste non nul (ou le
premier diviseur, si le premier reste est nul).

La description d’un algorithme fait intervenir différentes structures algorithmiques, qui peuvent étre des
structures de contrdle (control structures en anglais) relatives a 'enchainement des opérations élémentaires (comme
des instructions d’affectation ou conditionnelles, des boucles, des appels de fonctions, des commandes de saut, de
sortie ou d’arrét, etc.), ou bien des structures de données (data structures en anglais), qui vont contenir et organiser
les données (sous forme de listes, de tableaux, d’arbres, de piles ou de files selon le probléeme considéré) afin d’en
permettre un traitement efficace.

Un algorithme est dit séquentiel (sequential en anglais) lorsque les instructions qui le forment sont exécutées les
unes apres les autres. 11 est dit paralléle (parallel en anglais) lorsqu’elles s’exécutent concurremment. D’autre part,
un algorithme exploitant des taches s’exécutant plusieurs unités de calcul reliées par un réseau de communication
est dit réparti ou distribué (distributed en anglais).

On dénombre trois principaux paradigmes présidant a la stratégie mise en ceuvre dans un algorithme pour la
résolution d’un probleme. Tout d’abord, le principe diviser pour régner (divide and conquer en anglais) consiste a
scinder le probleme en sous-problemes de méme nature mais dont les données sont de taille plus petite, puis a
résoudre ces sous-problemes, pour combiner les résultats obtenus et construire une solution au probléme posé. Il
implique une approche récursive de la résolution du probleme considéré.

La programmation dynamique (dynamic programming en anglais), introduite dans les années 1940 et 1950
par Bellman !, posséde aussi le caractére récursif de la précédente stratégie, tout en palliant un défaut majeur
de cette derniere, conduisant dans certains cas a résoudre plusieurs fois des sous-problémes identiques. Pour ce
faire, une fois obtenue la solution d’un sous-probléme, celle-ci est « mémorisée » (on parle de mémoisation, du mot
anglais memoization) de maniere a étre simplement rappelée chaque fois que le sous-probleme sera de nouveau
rencontré, évitant ainsi un recalcul.

9. D’un point de vue pratique, c’est-a-dire pour étre utilisé par le biais d’'un programme informatique, un algorithme doit nécessairement
s’achever apres avoir effectué un nombre fini d’opérations. Dans un contexte abstrait cependant, le nombre d’opérations réalisées peut étre
infini, tout en restant néanmoins dénombrable.

10. Euclide (EuxAeidne en grec, v. 325 avant J.-C. - v. 265 avant J.-C.) était un mathématicien de la Gréce antique ayant probablement vécu
en Afrique. 1l est Iauteur des Eléments, un traité de mathématiques et de géométrie qui est considéré comme l'un des textes fondateurs des
mathématiques modernes.

11. Richard Ernest Bellman (26 aoflit 1920 - 19 mars 1984) était un mathématicien américain. Il est I'inventeur de la programmation
dynamique et fit de nombreuses contributions aux théories de la décision et du contréle optimal.
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Enfin, 'approche gloutonne (greedy en anglais), destinée a la résolution de problémes d’optimisation, vise a
construire une solution en faisant une suite de choix qui sont chacuns localement optimaux.

1.2.2 Codage

Le codage (on utilise aussi souvent 'anglicisme implémentation) d’un algorithme consiste en ’écriture de la
suite d’opérations élémentaires le composant dans un langage de programmation. Une premiere étape en vue de
cette tache est d’écrire I'algorithme en pseudo-code, c’est-a-dire d’en donner une description compacte et informelle
qui utilise les conventions structurelles des langages de programmation 2 tout en s’affranchissant de certains
détails techniques non essentiels & la bonne compréhension de I'algorithme, tels que la syntaxe, les déclarations
de variables, le passage d’arguments lors des appels 4 des fonctions ou des routines externes, etc. A ce titre, les
algorithmes 1 et 2 ci-apres proposent deux maniéres de calculer un produit de matrices rectangulaires compatibles.

Algorithme 1 : Algorithme pour le calcul du produit C = AB des matrices A de M,, ,(R) et B de M, ,(R) (version
« l_]k >>),
Entrée(s) : les tableaux contenant les matrices A et B.
Sortie(s) : le tableau contenant la matrice C.
pour i =1 a m faire
pour j =1 a n faire
C(i,j)=0
pour k =1 a p faire
| C(i,j)=C(, j) +A(, k)« B(k, j)
fin

fin
fin

Pour chaque probleme posé de fagon mathématique, il peut exister plusieurs algorithmes le résolvant. Certains
se distinguent par la nature et/ou le nombre des opérations élémentaires qui les constituent, alors que d’autres vont
au contraire effectuer strictement les mémes opérations élémentaires en ne différant que par la facon d’enchainer
ces derniéres. Afin d’illustrer ce dernier point, comparons les algorithmes 1 et 2. On remarque tout d’abord qu’ils
ne se différencient que par 'ordre de leurs boucles, ce qui ne change évidemment rien au résultat obtenu. D’un
point de vue informatique cependant, on voit qu’on accéde aux éléments des matrices A et B selon leurs lignes ou
leurs colonnes, ce qui ne se fait pas a la méme vitesse selon la maniére dont les matrices sont stockées dans la
mémoire. En particulier, la boucle interne de I'algorithme 1 correspond a un produit scalaire entre une ligne de la
matrice A et une colonne de la matrice B. Dans chacun de ces deux algorithmes présentés, on peut encore modifier
I'ordre des boucle en i et j pour obtenir d’autres implémentations parmi les six qu’il est possible de réaliser.

Algorithme 2 : Algorithme pour le calcul du produit C = AB des matrices A de M,, ,(R) et B de M, ,(R) (version
« kl] >>) .

Entrée(s) : les tableaux contenant les matrices A et B.

Sortie(s) : le tableau contenant la matrice C.

pour i =1 a m faire
pour j =1 an faire

| C@,j)=0
fin

fin
our k =1 a p faire
pour i =1 a m faire
pour j =1 a n faire
| C(@i,j)=C(, j)+A(, k)« B(k, j)
fin

=l

fin
fin

12. On notera en particulier que le signe = en pseudo-code ne représente pas I'égalité mathématique, mais I'affectation de la valeur d’'une
variable a une autre.
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1.2.3 Efficacité et complexité

Tout calculateur est soumis a des limitations physiques touchant a sa capacité de calcul, c’est-a-dire le nombre
maximal d’opérations élémentaires, arithmétiques ou logiques, pouvant étre effectuées a chaque seconde '3, ainsi
qu’a la mémoire disponible, c’est-a-dire la quantité d’information a disposition ou a laquelle il est possible d’accéder
a tout moment en un temps raisonnable. Typiquement, le temps d’exécution d’un algorithme mis en ceuvre sur une
machine informatique pour la résolution d’un probleme dépendra :

* de la qualité du codage de I'algorithme dans un langage de programmation et de 'optimisation du code en
langage machine du programme exécutable généré par le compilateur a partir de 'analyse du code source;

* del'organisation et de I'architecture des unités de calcul, ainsi que de la répartition de la mémoire de la
machine;

* des données du probleme;

* de la complexité (computational complexity en anglais) de I'algorithme.

Pour mesurer l'efficacité d’un algorithme en s’affranchissant des facteurs matériels et de I'instance du probleme
considéré, on a coutume d’utiliser sa seule complexité. Celle-ci est le plus souvent donnée par le nombre d’opérations
de base que 'on doit effectuer (on parle alors de complexité temporelle) et la quantité de mémoire requise (on parle
dans ce cas de complexité spatiale) pour résoudre un probléme dont les données sont de taille fixée. Evidemment,
le type des opérations de base peut varier d'un probléme a l'autre ; par exemple, ce seront essentiellement des
opérations arithmétiques (addition, soustraction, multiplication, division, etc.) pour des applications en calcul
scientifique, mais, comme pour un tri de données, il pourra aussi s’agir d’'une comparaison ou d’'un déplacement
d’éléments. De la méme maniére, la mesure de la taille des données doit refléter la quantité, la nature et la structure
de I'information manipulée. Par exemple, pour des opérations sur les matrices, on emploie le (ou les) entier(s)
donnant la taille des matrices en jeu ; dans le cas d’un graphe, ce sont les nombres de sommets ou de nceuds et
d’arétes ou d’arcs que I'on utilise.

Dans la suite, nous ne nous intéressons qu’a la complexité temporelle des algorithmes, que nous désignons par
la fonction T. Nous supposons pour simplifier que la taille des données est représentée par un unique entier naturel
n et que la complexité de l'algorithme étudié est une fonction de n, ayant pour valeur le nombre d’opérations

élémentaires effectuées, sans que l'on différencie ces derniéres .

Analyse de complexité du calcul du produit de deux matrices carrées. On considére 'évaluation du produit de
deux matrices d’ordre n a coefficients dans un anneau, R par exemple. Pour le réaliser, on a a priori, c’est-a-dire en utilisant la
définition (A.1), besoin de n® multiplications et n?(n — 1) additions, soit 2n® —n? opérations arithmétiques. Par exemple, dans

le cas de matrices d’ordre 2,
tn )\ _(an @) (bn bn
Ca1 Ca2 Ay Ay 21 22

il faut ainsi faire huit multiplications et quatre additions. Plus explicitement, on a

€11 =y by +agpbyy, €13 =ay;byy +agpbo,
Co1 = Ay byy +agbyy,  Cop = Ay byp +agnby,.

Il est cependant possible d’effectuer le produit (1.1) avec moins de multiplications. En effet, en faisant appel aux formules
découvertes par Strassen !* en 1969, qui consistent en I'introduction des quantités

g1 = (@11 + az)(by + byy),
4> = (az; +ax)byy,

q3 = a31(b1z — bay),

Q4 = Azy(—byy + byy),

qs = (a31 + a12)by,,

g6 = (—a11 + a;)(by; + by2),
q7 = (@12 — az)(by + byy),

13. On admet implicitement dans la suite qu'une opération élémentaire s’effectue en un temps constant.

14. En pratique cependant, et bien que cela varie avec I'unité de calcul employée, on s’accorde a considérer que le cofit d’'une addition
équivaut a celui d’'une soustraction, et qu'une addition est moins cofiteuse qu'une multiplication, qui est elle-méme moins cofiteuse qu'une
division.

15. Volker Strassen (né le 29 avril 1936) est un mathématicien allemand. Il est célebre pour ses travaux sur la complexité algorithmique,
avec l'algorithme de Strassen pour la multiplication rapide de matrices carrées et I'algorithme de Schonhage-Strassen pour la multiplication
rapide de grands entiers, et en théorie algorithmique des nombres, avec le test de primalité de Solovay—Strassen.
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telles que
1 =q1+q4—qds+q7, C12=q37+(s,
€1 =q2+ 4y, €22 =q1 =42t q3+ s,
on utilise sept multiplications et dix-huit additions et soustractions.
Cette construction ne dépendant pas du fait que les éléments multipliés commutent entre eux ou non, on peut 'appliquer a
des matrices décomposées par blocs. Ainsi, si A, B et C sont des matrices d’ordre n, avec n un entier pair, partitionnées en blocs

d’ordre 7,
(Cn Clz) _ (An Alz) (311 312)
C21 CZZ A21 A22 B21 BZZ ’
les blocs C;;

ij» 1 <1,j <2, du produit C peuvent étre calculés comme précédemment, en substituant aux coefficients les blocs
correspondant. Lalgorithme de Strassen [Str69] consiste a appliquer récursivement ce procédé jusqu’a ce que les blocs soient
des scalaires, selon une stratégie de type diviser pour régner. Pour cela, il faut que I'entier n soit une puissance de 2, cas auquel
on peut toujours se ramener en ajoutant des colonnes et des lignes de zéros aux matrices A, B et C. Pour des matrices d’ordre
n=2", m e N, le nombre T(n) de multiplications et d’additions requises par I'algorithme de Strassen vérifie

T(n) = T(Zm) =7 T(zm_l) +18 (Zm_l)Z,

la somme de deux matrices d’ordre n nécessitant n?> additions. Un raisonnement par récurrence montre alors que

m—1

T(2")=7"T(1)+18 > 754" 1 < 7(T(1) +6),

k=0

dont on déduit que
T(n) < Cnlo&?),
avec C une constante strictement positive ¢ et log,(7) ~ 2,807.

En pratique, la constante C fait que cette technique de multiplication n’est avantageuse que pour une valeur de n
suffisamment grande, qui dépend par ailleurs du codage et de I’architecture de I'unité de calcul utilisée, principalement en
raison du caractére récursif de I'algorithme qui implique le stockage de sous-matrices. D’autre part, le prix a payer pour la
diminution asymptotique du nombre d’opérations est une stabilité numérique bien moindre que celle de la méthode « standard »
de multiplication. Sur ce point particulier, on pourra consulter l'article [Hig90].

L'exemple précédent montre que la question de la complexité d’un algorithme revét toute son importance
lorsque la taille des données est tres grande. C’est donc le comportement asymptotique de cette quantité qu’il
convient de déterminer et 'on peut par conséquent simplifier 'analyse en ne s’intéressant qu’au terme dominant
(relativement a n) dans 'expression de la fonction T(n). Ce terme fixe ce qu'on nomme l'ordre de croissance (order
of growth en anglais) du cofit de 'algorithme en fonction de la taille des données du probléme. On fait alors
appel aux notations de Bachmann ’~Landau '® [Bac94, Lan09], provenant de la comparaison asymptotique, pour
caractériser la complexité d’un algorithme. Plus précisément, étant donné une fonction f a valeurs positives définie
sur N, on écrit que (voir [Knu76]) :

* T(n) € O(f (n)) s'il existe une constante C strictement positive et un entier n, tels que, pour tout n > n,
T(n)=Cf(n);

* T(n) € Q(f (n)) s’il existe une constante C strictement positive et un entier n, tels que, pour tout n > n,
C f(n) < T(n) (on notera que cette définition différe de celle '° de I'article [HL14], dans lequel le symbole
fut introduit, qui a cours en théorie des nombres) ;

* T(n) € ©(f(n)) ¢l existe deux constantes C; et C, strictement positives et un entier n, tels que, pour tout
n>n,, C; f(n) < T(n) < C, f(n).

On pourra remarquer que chacune de ces notations ignore la constante en facteur du terme dominant (parfois
appelée la constante d’ordre), celle-ci jouant un réle bien moins significatif que 'ordre de croissance si la taille des
données est suffisamment grande. En pratique, la notation O(-) est la plus communément utilisée, la notation ©(-)
la remplacant lorsque l'on a besoin d’une estimation plus précise.

16. Dans [Str69], il est établi que T(n) < 4,7 n'082(7),

17. Paul Gustav Heinrich Bachmann (22 juin 1837 - 31 mars 1920) était un mathématicien allemand qui s’intéressa principalement a la
théorie des nombres.

18. Edmund Georg Hermann Landau (14 février 1877 - 19 février 1938) était un mathématicien allemand qui travailla dans les domaines de
la théorie des nombres et de I'analyse complexe.

19. La définition originelle est en effet T(n) € Q(f (n)) s'il existe une constante C strictement positive telle que, pour tout entier naturel n,
il existe un entier n > ny tel que C f(n) < T(n).
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Par ailleurs, pour certains problémes et certains algorithmes, la complexité peut dépendre non seulement de
la taille des données, mais également des données elles-mémes. Lorsque c’est le cas, ’analyse prend différentes
formes, selon que ’on considére la complexité

* dans le meilleur des cas (best case en anglais), c’est-a-dire pour une configuration faisant qu’elle est la plus
petite possible;;

* dans le pire des cas (worst case en anglais), c’est-a-dire pour une configuration faisant qu’elle est la plus
grande possible;;

* en moyenne (average case en anglais), ce qui nécessite de la définir au travers d'un modéle probabiliste de
distribution des données, mais permet en contrepartie de caractériser un comportement en quelques sorte
« générique » de l'algorithme par rapport aux données.

Analyse de complexité du tri rapide. Le tri rapide (quicksort en anglais) est un algorithme de tri en place de liste
inventé par Tony Hoare >° [Hoa61a, Hoa61b, Hoa62] et fondé sur le principe diviser pour régner. Il consiste, a partir du choix
arbitraire d’'un élément appelé pivot, en un réarrangement de toute liste donnée en deux sous-listes contenant respectivement
les éléments inférieurs (placés a gauche) et supérieurs 2! (placés a droite) au pivot. Cette opération, dite de partitionnement,
est alors appliquée récursivement jusqu’a ce que la liste soit triée, c’est-a-dire que les sous-listes courantes contiennent un ou
aucun élément. A chaque étape, un choix de pivot possible est celui du premier (ou dernier) élément de la liste & trier.

Conduisons une analyse de la complexité du tri rapide pour une liste possédant n éléments. Pour cela, remarquons que
I'étape de partitionnement appliquée a une (sous-)liste contenant k éléments a trier, k = 2,...,n, entraine k — 1 comparaisons
et un certain nombre de permutations, induisant un cofit linéaire en I'entier k, et supposons que T(1) = T(0) = 1.

Considérons tout d’abord le pire des cas, c’est-a dire celui pour lequel chaque choix de pivot scinde une liste de k éléments
en une sous-liste contenant k — 1 éléments et une autre n’en contenant aucun (en choisissant comme pivot le premier ou
dernier élément, ceci correspond au cas d’une liste déja triée, le pivot étant alors le plus petit ou le plus grand éléments de
chaque sous-liste contenant au moins deux éléments). Il en découle que

T(n)=TO0)+T(n—1)+Cn=2T0)+T(n—2)+C(n—14+n)=3T(0)+T(n—3)+C(n—2+n—1+n)
n—2

= =nT(0)+C Y (n—k),
k=0
1 c , C
T(n)=nTO0)+C|(n(n—2)— E(n—l)(n—Z) =5 n“+(1— 5 n—C.
La complexité de I'algorithme dans ce cas est donc en O(n?).
Dans le meilleur des cas, chaque choix de pivot partage chaque liste en deux sous-listes contenant approximativement le
méme nombre d’éléments, c’est-a-dire

T(n)=2T(g)+CTl=~-=2kT(1)+Cmn,

avec n =2", m € N*. On trouve par conséquent

T(n)=nT(1)+ n In(n),

C
In(2)

et la complexité est en O(nln(n)).
Enfin, pour 'analyse de complexité en moyenne, faisons ’hypothése que le choix de pivot renvoie avec la méme probabilité
n’'importe quelle valeur présente dans la liste a trier. Il vient alors

1< 2
T(n)=Cn+~ D UT(k—1)+T(n—k)=Cn+ - > T(k—1),
k=1 k=1
soit encore

nT(n)=Cn’+2 » T(k—1).
k=1

20. Charles Antony Richard Hoare (généralement appelé Tony Hoare ou C. A. R. Hoare, né le 11 janvier 1934) est un informaticien anglais.
1l inventa en 1960 un algorithme de tri rapide encore tres utilisé et fut le premier a avoir écrit un compilateur complet pour le langage Algol
60. Il est aussi a l'origine de la logique de Hoare, qui sert a la vérification des programmes, et d’un langage formel permettant de spécifier
l'interaction de processus concurrents.

21. En cas d’égalité avec le pivot, on peut placer 'élément dans 'une ou l'autre des sous-listes.
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Pour n > 1, on a aussi
n—1

(n-1)T(n—1)=C(n—17+2 Y T(k—1),

k=1
et, par soustraction,
nT(n)=n+1)T(n—1)+C(2n—1),

d’ou
T(n) T(m-1) C(2n—1)
n+1l n n(n+1)
On arrive a
T(n) T(n—2) (2n—3) 2n—1) T(1) = 2k—1
= +C + == 4C >y —
n+1 n—1 (n—Dn  n(n+1) 2 kzzz:k(k—i-l)’
d’ou

T(n) e 2C n In(n).

—+
La complexité est la encore en O(n In(n)).

Bien que l'algorithme de tri rapide posséde une complexité en O(n?) dans le pire des cas, ce comportement est rarement
observé en pratique, le pivot pouvant étre choisi aléatoirement (selon une loi uniforme) de facon a éviter les problémes liés aux
listes déja presque triées. Indiquons qu’un autre algorithme de tri efficace est celui du tri par tas (heapsort en anglais) [Wil64],
dont la complexité dans le pire des cas est en O(n In(n)).

On dit que la complexité d’'un algorithme est constante si elle est bornée par une constante, qu’elle est linéaire
si elle est en O(n), quadratique (et plus généralement polynomiale) si elle est en O(n?) (en O(nP) pour un certain
entier strictement positif p) et exponentielle si elle est en O(2™) pour un certain entier strictement positif p. On
estime qu’un algorithme est praticable si sa complexité est polynomiale.

On considere généralement qu'un algorithme est plus efficace qu'un autre pour la résolution d’'un probléme si sa
complexité dans le pire des cas est d’ordre de croissance moindre. Bien entendu, en raison de la constante d’ordre
et de la présence de termes non dominants dans 'expression de la fonction de complexité, ce jugement peut étre
erroné pour des données de petite taille, mais il sera toujours vrai pour des données de taille suffisamment grande.

On terminera en indiquant que I'analyse de complexité du (ou des) algorithme(s) qui la compose(nt) est une
partie importante de I'étude d’'une méthode numérique, la recherche dans ce domaine consistant en la conception
de moyens de résolution efficaces.

1.3 Arithmétique a virgule flottante

La mise en ceuvre d’'une méthode numérique sur une machine amene un certain nombre de difficultés d’ordre
pratique, qui sont principalement liées a la nécessaire représentation approchée des nombres réels en mémoire.
Avant de décrire plusieurs des particularités de Parithmétique a virgule flottante (floating-point arithmetic en anglais)
en usage sur la majorité des ordinateurs et calculateurs actuels, les principes de représentation des nombres réels
et de leur stockage en machine sont rappelés. Une bréve présentation du modele d’arithmétique a virgule flottante
le plus en usage actuellement, la norme IEEE 754, clot la section.

1.3.1 Systeme de numération

Les nombres réels sont les éléments d’'un corps archimédien complet totalement ordonné 22 noté R, constitué de

nombres dits rationnels, comme 76 ou —%, et de nombres dits irrationnels, comme +/2 ou 7. On peut les représenter
grace a un systéeme de numeération positionnel relatif au choix d’une base (base ou encore radix en anglais) 3, f €N,
p = 2, en utilisant que

q
xeR@x:sti/}i, (1.2)
i=—p

22. Le lecteur est renvoyé a la section B.1 de 'annexe B pour plus détails sur ces propriétés.
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ou s est le signe de x (s = %1), p e NU{+00}, g € N et les coefficients b;, —p < i < q, prennent leurs valeurs dans
I'ensemble {0,..., 8 —1}. On écrit alors 2 conventionnellement

x=sbqbq,1...b0,b,1...b (13)

—pp>
ot la virgule >* est le séparateur entre la partie entiére et la partie fractionnaire du réel x, l'indice /3 final précisant
simplement que la représentation du nombre est faite relativement a la base f3. Le systeme de numération est dit
positionnel au sens ou la position du chiffre b;, —p < i < q, par rapport au séparateur indique par quelle puissance
de I'entier B il est multiplié dans le développement (1.2). Lorsque 3 = 10, on a affaire au systéme de numération
décimal communément employé, puisque 'on manipule généralement les nombres réels en utilisant implicitement
leur représentation décimale (d’ot 'omission de l'indice final). En pratique cependant, le choix 3 = 2, donnant lieu
au systéme binaire, est le plus courant ?°. Dans ce dernier cas, les coefficients b;, —p < i < q, du développement
(1.2) peuvent prendre les valeurs O et 1 et sont appelés chiffres binaires, de I'anglais binary digits dont 'abréviation
est le mot bits.

Le développement (1.2) peut posséder une infinité de termes non triviaux, c’est notamment le cas pour les
nombres irrationnels, et la représentation (1.3) lui correspondant est alors qualifiée d’infinie. Une telle repré-
sentation ne pouvant étre écrite, on a coutume d’indiquer les chiffres omis par des points de suspension, par
exemple

m =3,14159265358979323846.. .1 .

Par ailleurs, la représentation d’'un nombre rationnel dans une base donnée est dite périodique lorsque I'écriture
contient un bloc de chiffres se répétant a I'infini. On a, par exemple,

1 1 7
5 =0,333333333333..., - =0,142857142857....19, 75 =0,583333333333..,.

11 est possible de noter cette répétition de chiffres a I'infini en placant des points de suspension apres plusieurs
occurrences du bloc en question, comme on I'a fait ci-dessus. Cette écriture peut paraitre claire lorsqu’une seule
décimale est répétée une dizaine de fois, mais d’autres notations, plus explicites, font le choix de placer, de maniére
classique, la partie entiére du nombre rationnel a gauche du séparateur et la partie fractionnaire non périodique
suivie du bloc récurrent de la partie fractionnaire périodique, marqué d’un trait tiré au-dessus ou au-dessous ou
bien placé entre crochets, a droite du séparateur. On a ainsi, pour les exemples précédents,

% =0,34, % =0,142857,, % =0,583.

Ajoutons que la représentation d’un nombre dans un systeme de numération n’est pas forcément unique, tout
nombre pouvant s’écrire avec un nombre fini de chiffres ayant plusieurs représentations, dont une représentation
infinie non triviale. On peut en effet accoler une répétition finie ou infinie du chiffre 0 a la représentation finie d’'un
nombre réel pour obtenir d’autres représentations, mais on peut également diminuer le dernier chiffre non nul de
la représentation d’'une unité et faire suivre ce chiffre d'une répétition infinie du chiffre 3 — 1 pour obtenir une
représentation infinie non triviale. Le nombre 1 posséde a ce titre les représentations finies 1,3, 1,09, 1,000004,
parmi d’autres, et les deux représentations infinies 1,0, et 0,9;,. Pour parer a ce probléme d’unicité, il est courant
de ne pas retenir la représentation infinie d'un nombre lorsqu'une représentation finie existe et d’interdire que les
chiffres de cette représentation finie soient tous nuls a partir d’'un certain rang.

Exemples d’écriture de nombres réels dans les systemes binaire et décimal.

1 1
. 10011,0112:24+21+2°+2‘2:16+2+1+Z+§=19,37510;

+00

+00 i
— 1 1} 1 1 1 =
. 0,012222—&:_2(_) = — I :—20’310;
— 4 4 41-37 3

i=0

23. Pour bien illustrer le propos, on a considéré 'exemple d'un réel x pour lequel p et g sont tous deux strictement plus grand que 1.

24. 1l est important de noter que le symbole utilisé comme séparateur par les anglo-saxons, et notamment les langages de programmation
ou les logiciels MATLAB et GNU OCTAVE, est le point et non la virgule.

25. Sur certains ordinateurs plus anciens, le systéme hexadécimal, c’est-a-dire tel que 3 = 16, est parfois utilisé. Un nombre s’exprime dans
ce cas a l'aide des seize symboles 0, 1, 2, 3,4,5,6,7,8,9,A,B,C,D,EetE
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+00

01T, =332 = 2 5L =
e 0,0011,=3 » 274 =— (—):—:0,210.
- 16 <4\ 16 5

Le dernier des exemples ci-dessus montre qu’a la représentation finie d'un nombre réel dans le systeme décimal
peut parfaitement correspondre une représentation infinie non triviale dans le systéme binaire. Nous verrons dans
la prochaine section que ceci a des conséquences au niveau des calculs effectués sur une machine. En revanche,
il est facile de voir qu'un nombre ayant une représentation finie dans le systéme binaire aura également une
représentation finie dans le systeme décimal.

1.3.2 Représentation des nombres réels en machine

La mémoire d'une machine étant constituée d’un support physique, sa capacité est, par construction, limitée.
Pour cette raison, le nombre de valeurs (entieres, réelles, etc.) représentables, stockées en machine sous la forme
d’ensembles de chiffres affectés a des cellules-mémoire 2° portant le nom de mots-mémoire, est fini. Pour les nombres
réels, il existe essentiellement deux systémes de représentation : celui des nombres a virgule fixe et celui des
nombres a virgule flottante.

Tout d’abord, supposons que I'on dispose de N cellules-mémoire pour stocker un nombre réel non nul. Une
maniere naturelle de faire est de réserver une cellule-mémoire pour son signe, N —r — 1 cellules-mémoire pour
les chiffres situés a droite du séparateur (la partie entiére du nombre) et r cellules-mémoire restantes pour les
chiffres situés a droite du séparateur, ’entier r étant fixé, c’est-a-dire

Sbyr 1. b b q.b g, (1.4)

ce qui revient a convenir d’'une position immuable et tacite du séparateur. Les nombres réels ainsi représentables
sont dits a virgule fixe (fixed-point numbers en anglais). Ils sont principalement utilisés lorsque le processeur de la
machine (un microcontréleur par exemple) ne posséde pas d’'unité de calcul pour les nombres a virgule flottante ou
bien quand ils permettent de diminuer le temps de traitement et/ou d’améliorer 'exactitude des calculs. Cependant,
I'absence de « dynamique » dans le choix de placement du séparateur limite considérablement la plage de valeurs
représentables par un nombre a virgule fixe, sauf a disposer d'un grand nombre de cellules-mémoire.

Ce défaut peut néanmoins étre aisément corrigé en s’inspirant de la notation scientifique des nombres réels.
Lidée est d’écrire tout nombre réel représentable sous la forme symbolique

sm ¢, (1.5)

ol m est un réel positif, composé d’au plus ¢t chiffres en base 3, appelé significande (significand en anglais), ou
plus communément mantisse %’, et e est un entier signé, appelé exposant, compris entre deux bornes e, et e,y
(on a généralement e;, <0 et e, > 0). En autorisant 'exposant e a changer de valeur, on voit qu'on laisse le
séparateur (la virgule ou le point selon la convention) « flotter » et une méme valeur du significande peut alors
servir a représenter des nombres réels dont la valeur absolue est arbitrairement grande ou petite. Les nombres
ainsi définis sont dits a virgule flottante (floating-point numbers en anglais), et I'entier t est la précision ou encore
nombre de chiffres significatifs du nombre a virgule flottante.

On remarquera qu'un méme nombre peut posséder plusieurs écritures dans ce systéme de représentation. Par
exemple, en base 10 et avec une précision égale a 3, on peut représenter % par 1001073, 10,0102, 1,00107},
0,1010° 0,01010" ou bien 0,001 102. La notion d’exposant n’est pas intrinséque et dépend de conventions
adoptées sur le significande, comme la place du séparateur dans ce dernier. On parle de représentation normalisée
lorsque le premier chiffre, encore appelé le chiffre de poids fort, du significande est non nul, ce qui assure, une fois
la position du séparateur fixée, que tout réel non nul?® représentable ne posséde qu'une seule représentation. En
base binaire, une conséquence intéressante est que le premier bit du significande d’'un nombre a virgule flottante
normalisé est toujours égal a 1. On peut alors décider de ne pas le stocker physiquement et on parle de bit de poids
fort implicite ou caché (implicit or hidden leading bit en anglais) du significande.

26. Quand 3 = 2, on notera que la taille d'une cellule-mémoire est de un bit.

27. En toute rigueur, ce terme désigne la différence entre un nombre et sa partie entiére, et c’est en ce sens que I'on parle de la mantisse d’'un
logarithme décimal. C’est probablement le rapport étroit entre le logarithme décimal et la notation scientifique d’'un nombre qui est a l'origine
du glissement de sens de ce mot.

28. La restriction imposée fait que le nombre 0 n’est pas représentable par un nombre a virgule flottante normalisé.
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Dans toute la suite, on suppose que le séparateur est placé entre le premier et le deuxiéme chiffre du significande.
Le significande d’'un nombre a virgule flottante vérifie par conséquent

0<m<(1-p7)8,

et m > 1 si le nombre est normalisé. Il est alors facile de vérifier que le plus petit (resp. grand) nombre réel positif
atteint par un nombre a virgule flottante normalisé est

Bemin (resp. (1— 1) pematly, (1.6)

L’ensemble des nombres a virgule flottante construit a partir d'une représentation normalisée est un ensemble
fini de points de la droite réelle 2?, qui ne sont par ailleurs pas équirépartis sur cette derniere 3°. On note parfois
F(B, t, emin> €max) 'union de ces nombres avec le singleton {0}. L'écart entre un nombre a virgule flottante normalisé
x non nul et son plus proche voisin se mesure a 'aide de I'epsilon machine, €., = B¢, qui est la distance entre
le nombre 1 et le nombre a virgule flottante le plus proche qui lui est supérieur. On a I'estimation suivante.

Lemme 1.2 La distance entre un nombre a virgule flottante normalisé x non nul et nombre a virgule flottante normalisé
adjacent est au moins B e, || et au plus &g, x|

DEMONSTRATION. On peut, sans perte de généralité, supposer que le réel x est strictement positif et 'on pose x = m 3¢ avec
1 < m < f. Le nombre a virgule flottante supérieur a x lui étant le plus proche est x + $°*!, d’ott

X
ﬁ_lgmachx — ﬂ—tx < —— _—=x +/5e—t+l —x = ﬁe—t+l < (mﬁl—t)ﬁe—t-H =€ 0nX.

mpB-1

Si I'on considére le nombre & virgule flottante adjacent et inférieur a x, celui-ci vaut x — 3¢t si x > f3¢, ce qui fournit a le
méme majorant que précédemment, et x — ¢ si x = 8¢, auquel cas on a

x_x+ﬁe_t = ﬁ_lﬁ_ﬁ—lﬁe = ﬁ_l €machX -

O

7

Tout ensemble de nombres a virgule flottante normalisés peut étre complété 3! par des nombres dénormalisés
ou sous-normaux (denormalized or subnormal numbers en anglais). Ces derniers permettent de représenter des
nombres réels dont la valeur absolue est aussi petite que 3°mn~t*! en abandonnant I'’hypothése sur le chiffre de
poids fort du significande (et donc au détriment de la précision de la représentation). En représentation binaire, le
bit de poids fort n’étant plus implicite, on réserve une valeur spéciale de I'exposant (celle qui correspondrait a
emin — 1) pour la représentation de ces nombres.

Arrondi

Le caractére fini des ensembles de nombres a virgule flottante pose notamment le probléme de la représentation
en machine d’un nombre réel quelconque donné, que 'on a coutume de résoudre en remplacant, le cas échéant, ce
nombre par un autre admettant une représentation a virgule flottante dans le systéme considéré.

29. Par construction, cet ensemble est constitué des nombres rationnels exactement représentables dans le systéme de numération utilisé.
30. IlIs sont en effet plus denses pres du plus petit (resp. grand) nombre positif (resp. négatif) non nul représentable. Par exemple, pour

B=2,t=3,epnn=—2e€t emaX = 2, les nombres a virgule flottante positifs représentables sont O et les nombres normalisés ‘11, % % 16 5 g
% %’ 1, %, %, %, , ;, s 2, 4,5, 6,7, dot la répartition suivante des éléments de F(2,3,—2,2)
] | | | | | | - Iy | | | | | | |
1 f f I e B 1 1111 B B s s 1 T T
-7 —6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

sur la droite réelle. On remarque que la distance entre deux nombres a virgule flottante consécutifs est multipliée par  (doublée dans cet
exemple) a chaque fois que I'on passe une puissance de 3 (2 dans cet exemple).

31. Sil'on reprend I'exemple précédent, les nombres a virgule flottante dénormalisés positifs sont %, %, % et on a alors la répartition
suivante pour I'ensemble des nombres a virgule flottante

-7 —6 -5 —4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 6 7

sur la droite réelle.
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Pour un nombre réel dont la valeur absolue est comprise entre les bornes (1.6), une premiére maniére de faire
consiste a tout d’abord écrire le nombre sous la forme (1.5) pour ne conserver ensuite que les t premiers chiffres
de sa mantisse. On parle alors de troncature ou d’arrondi vers zéro (chopping ou rounding towards zero en anglais),
qui est un premier exemple d’arrondi dirigé. On peut aussi substituer au nombre réel le nombre a virgule flottante
qui lui est le plus proche; c’est I'arrondi au plus proche (rounding to nearest en anglais). Lorsque le nombre se situe
a égale distance des deux nombres a virgule flottante qui 'entourent, on choisit la valeur de I'arrondi en faisant
appel a des arrondis dirigés. On peut alors prendre

* le nombre a virgule flottante le plus petit (resp. grand), c’est 'arrondi par défaut (resp. excés) (rounding
half down (resp. up) en anglais) ;

* le nombre a virgule flottante le plus petit (resp. grand) en valeur absolue, c’est I'arrondi vers zéro (resp. vers
linfini) (rounding half towards zero (resp. away from zero) en anglais) ;

* le nombre a virgule flottante dont le dernier chiffre de la mantisse est pair (resp. impair), c’est, par abus de
langage, Uarrondi au chiffre pair (resp. impair) (rounding half to even (resp. odd) en anglais). Cette derniére
méthode est employée afin d’éliminer le biais pouvant survenir en arrondissant selon les autres regles.

Dans le cas d’'un nombre réel non nul dont la valeur absolue n’appartient pas a l'intervalle défini par (1.6), il
n’est pas possible d’effectuer un remplacement correspondant a un arrondi. Ce dépassement de la capacité de
stockage est appelé débordement vers Uinfini (overflow en anglais) si la valeur absolue du nombre est trop grande ou
débordement vers zéro (underflow en anglais) si elle est trop petite. L'occurrence d'un débordement vers l'infini est
un probléme sérieux 2, notamment lorsque le nombre qui le provoque est le résultat d’'une opération, et devrait,
en toute rigueur, conduire a I'interruption du calcul en cours. Un débordement vers zéro est moins grave et un
remplacement par O (la valeur la plus proche) est en général effectué, mais cette solution n’est cependant pas
toujours satisfaisante >3. Quand I'ensemble des nombres a virgule flottante contient des nombres dénormalisés,
larrondi peut prendre une valeur non nulle comprise entre 0 et la derniere valeur représentable par un nombre
normalisé 3* et le débordement vers zéro est dit progressif (gradual or graceful underflow en anglais).

Dans toute la suite, on note fl(x) 'arrondi au plus proche d’'un nombre réel x, définissant ainsi une application
de [(Bt —1) Bematl —Bemn] U {0} U[BEmn, (1 —BF) Be=T1] dans F(B, t, emin, €max)- Si X €st un nombre & virgule
flottante, on a clairement fl(x) = x. On vérifie également la propriété de monotonie suivante

x<y = fl(x) <fl(y),

pour tous nombres réels x et y pour lesquels 'arrondi est défini. L'erreur d’arrondi (round-off error ou rounding
error en anglais) sur un nombre x est la différence x —fI(x).

Le résultat suivant montre qu'un nombre réel x, pour lequel I'arrondi est défini, est approché avec une erreur
relative en valeur absolue ne dépassant pas la valeur u = % pit= % €mach> appelée précision machine (machine
precision ou unit round-off>> en anglais).

Théoréme 1.3 Soit x un nombre réel tel que 3% < |x| < (1—p~t)Be=*1, Alors, on a
fi(x)=x(1+06), |6| <u. (1.7)
DEMONSTRATION. On peut, sans perte de généralité, supposer que le réel x est strictement positif. En écrivant x sous la forme

x=pph P Su<pl,

32. Une illustration des conséquences désastreuses auxquelles peut conduire une mauvaise gestion d'un dépassement de capacité est celle
du vol inaugural d’Ariane 5 le 4 juin 1996, durant lequel la fusée explosa a peine quarante secondes apres son décollage de Kourou en Guyane
francaise, détruisant ainsi sa charge utile (quatre sondes spatiales) d'une valeur totale de 370 millions de dollars. Une enquéte (voir J.-L.
Lions et al., Ariane 5: flight 501 failure, Ariane 501 inquiry board report, 1996) mit a jour un dysfonctionnement du systéme de guidage
inertiel, causé par la conversion d'un nombre a virgule flottante stocké sur 64 bits donnant la vitesse horizontale de la fusée en un entier
signé stocké sur 16 bits. L'entier obtenu étant plus grand que 32767, la plus grande valeur entiére signée représentable avec 16 bits, I'’échec
de conversion déclencha une exception non traitée (suite a une erreur de programmation) qui f(it interprétée comme une déviation de la
trajectoire. La violente correction demandée par le systeme de guidage provoqua alors un dérapage de la fusée de sa trajectoire, entrainant son
auto-destruction préventive. Il s’avére que, pour des raisons d’économies sur le cotit des préparatifs, aucune simulation n’avait été effectuée
avant le vol, le systéme de navigation étant le méme que celui d’Ariane 4, fusée moins puissante et donc moins rapide qu’Ariane 5, et réputé
fiable...

33. On peut en effet imaginer que le nombre incriminé puisse ensuite étre multiplié par un trés grand nombre ; si un remplacement par zéro
a lieu, le résultat final sera nul...

34. En d’autres mots, en présence de nombres dénormalisés, on a l'intéressante propriété suivante : si x # y, la valeur calculée de x — y ne
peut étre nulle. Le dépassement de capacité progressif assure ainsi I'existence et 'unicité dans F de 'opposé d’'un nombre a virgule flottante.

35. Cette derniére appellation provient du fait que le nombre u représente la plus grande erreur relative commise sur les nombres réels
arrondis a 1.
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on observe que x se trouve entre les deux nombres & virgule flottante adjacents y, = |u]B ! et y, = [u]B¢! (ou
Yy = “[;—] Bt siful=pY, ou |u] (resp. [u]) désigne la partie entiére par défaut (resp. par excés) du réel u. Par conséquent,
flix)=y,ouy,etl’ona

— e—t+1
Ix — f(x)| < ly2 — 1 S/»J’ i
2 2
d’ot
ﬁe7r+1 1—t
x —fl(x) < 2 < B —u
x T upettt T2 -
La derniére inégalité est stricte sauf si u = 3!, auquel cas fl(x) = x. Linégalité dans (1.7) est donc stricte. m|

On peut établir que les arrondis dirigés satisfont une inégalité identique a (1.7) avec |6| < 2u. La version
modifiée suivante du précédent résultat est parfois utile pour I'analyse d’erreur.

Théoreme 1.4 Sous les hypothéses du théoréme 1.3, on a

X
filx)=——=, 6] Zu.
(0=, I8 <u

DEMONSTRATION. En reprenant la preuve du théoréme 1.3, on constate que |y;| > ¢, i = 1,2. On a par conséquent

ﬁc—Hl 1—¢
=)l _ e p

Gl — g 2

dont on déduit le résultat. O

Les erreurs d’arrondi sont inévitables et parfois présentes avant méme qu’une seule opération ait eu lieu,
puisque la représentation en machine des données d’'un probleme peut nécessiter de les arrondir. Prises isolément,
ces erreurs sont généralement bénignes, mais leur propagation et leur accumulation *® au cours d’une série de
calculs, notamment lorsque 'on cherche a résoudre un probléme mal conditionné (voir la sous-section 1.4.2)
et/ou que I'on utilise un algorithme numériquement instable (voir la sous-section 1.5.2), peuvent faire perdre
toute signification au résultat numérique obtenu.

1.3.3 Arithmétique en précision finie

L'ensemble des nombres représentables sur une machine étant introduit, il faut définir sur celui-ci une arith-
métique reproduisant de maniére aussi fidele que possible celle existant sur R. On parle alors d’arithmétique en
précision finie, les principales différences avec I'arithmétique « exacte » (i.e., en précision infinie) provenant du
caractere discret et fini de 'ensemble des nombres manipulés.

Une conséquence directe de cette arithmétique sur les algorithmes des méthodes numériques est que leurs
résultats sont entachés d’erreurs®’, que 'on devrait étre capable de mesurer afin de garantir la pertinence des
calculs. C’est 'objet de I'analyse d’erreur (voir la section 1.5) que de les estimer et d’identifier leur(s) origine(s). C’est
dans cette perspective que nous allons maintenant mettre en avant certaines des particularités de 'arithmétique
en précision finie.

36. Un exemple célébre de désastre di a une erreur d’arrondi est celui de I'échec d’interception par un missile Patriot américain d’un missile
Scud irakien visant des baraquements militaires situés a Dhahran en Arabie Saoudite durant la guerre du Golfe, le 25 février 1991, qui eut
pour conséquence la mort de 28 soldats américains et prés d’une centaine de blessés. Un rapport (voir United States General Accounting Office,
Patriot missile defense: software problem led to system failure at Dhahran, Saudi Arabia, GAO/IMTEC-92-26 report, 1992) imputa cette défaillance
a une imprécision dans le calcul de la date depuis le démarrage du systeme de la batterie de missiles Patriot. Plus précisément, la date était
mesurée en dixiémes de seconde par I'horloge interne du systeme, stockée dans un registre sous la forme d’un entier et obtenue en multipliant
cet entier par une approximation de 11—0 stockée sur 24 bits (I'écriture de 11—0 dans le systeme binaire est en effet 0,00011, ; la valeur tronquée

effectivement stockée était donc 0,00011001100110011001100,, ce qui introduit une erreur égale 4 0,0000000000000000000000011,, soit
encore 0,0000000953674316406251,). La batterie de missiles ayant été en service depuis une centaine d’heures au moment de I'attaque,
l'erreur accumulée causée par I'arrondi fut d’environ 0, 34 seconde, temps pendant lequel un missile Scud parcourt plus de 500 métres, rendant
de fait son interception impossible.

37. Le résultat d’un calcul est aussi affecté par la présence de perturbations sur les données, qui peuvent aussi bien étre le fruit d’arrondis
ayant eu lieu lors de leur stockage en machine qu’étre causées par une connaissance seulement approximative de celles-ci (c’est le cas lorsque
les données sont le résultat de calculs antérieurs ou qu’elles proviennent d’estimations statistiques, de mesures expérimentales imparfaites, etc.).
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Un modele d’arithmétique a virgule flottante

Le modele d’arithmétique, d a Wilkinson [Wil60], classiquement utilisé pour I'analyse d’erreur d’un algorithme
posséde la propriété suivante : en désignant par le symbole « op » n’importe quelle opération arithmétique de base
(addition, soustraction, multiplication, division), soit x et y deux nombres a virgule flottante tels que le résultat
x op y ne provoque pas de dépassement de capacité, alors on a

filxopy)=(xopy)(1+6), |6|<u, op=+, —, %, /. (1.8)

Ci-dessus, on a utilisé la notation fl(-) appliquée a une expression arithmétique pour représenter la valeur
effectivement fournie par la machine pour 'évaluation de cette expression. La propriété assure alors que cette valeur
est « aussi bonne » que I'arrondi du résultat exact, au sens ou 'erreur relative possede la méme borne dans les
deux cas. Il n’est cependant pas demandé d’avoir 6 = 0 si le résultat exact appartient a F, alors que cette derniére
condition est satisfaite par 'arrondi. Malgré cet inconvénient, ce modéle décrit la plupart des arithmétiques a
virgule flottante utilisées en pratique et est considéré comme standard. Ajoutons que des contraintes matérielles >3
sont nécessaires pour que la condition (1.8) soit vérifiée dans le cas de I'addition et de la soustraction et qu'’il
est également courant de supposer que l'erreur d’arrondi sur le calcul d’une racine carrée vérifie une inégalité
semblable, c’est-a-dire

fi(v/x) = Vx(1+5), 6] <u.

Multiplication et addition fusionnées

Certaines machines ont la possibilité d’effectuer une multiplication et une addition fusionnées (fused multiply-add
en anglais), c’est-a-dire une multiplication suivie d'une addition ou d’une soustraction, comme si elle correspondait
a une seule opération en arithmétique a virgule flottante, et donc en ne procédant qu’a un arrondi, d’ou I'erreur
suivante sur le résultat :

filxxy*z)=(xxy=*2)(1+5), |6 <u.

Cette opération peut avantageusement étre mise a profit pour améliorer la rapidité et la précision du calcul du
produit scalaire de deux vecteurs de taille n (on ne commet alors que n erreurs d’arrondi consécutives au lieu de
2n —1) ou de l'application de la méthode de Horner (voir la sous-section 5.7.2) pour I'évaluation d’un polynéme
en un point, par exemple.

Perte d’associativité et de distributivité

Aux problemes déja posés par les arrondis s’ajoute le fait que ces derniers rendent plusieurs des propriétés
fondamentales de I'arithmétique « exacte » caduques en arithmétique a virgule flottante, ce qui tend a faire de
l'analyse d’erreur de calculs effectués sur une machine un travail passablement compliqué. Ainsi, si 'addition et la
multiplication de nombres a virgule flottante sont bien commutatives, elles ne sont en général plus associatives,
comme le montre ’exemple qui suit. La distributivité de la multiplication par rapport a I'addition est également
perdue.

Exemple de non-associativité de ’addition en arithmétique a virgule flottante. Considérons la somme des trois
nombres a virgule flottante suivants

x =0,123456710°%, y =0,471132510% et z = —y,

dans un systeme avec une mantisse a sept chiffres en base 10. Si I'on réalise le calcul x + (y + 2), il vient
fi(y +2)=0, fl(x +fl(y +2)) = x = 0,1234567 10°.

En revanche, si 'on effectue d’abord I’addition entre x et y, on trouve

fl(x + y) = 0,4711448 10*, fI(fl(x + y) + z) = 0,0000123 10* = 0,123 10°.

38. Plus précisément, on doit avoir recours a l'utilisation de chiffres de garde durant le calcul (voir [Gol91]). Lorsque ce n’est pas le cas, le

modele satisfait seulement
filx+y)=x(1+6)£y(1+62), [6;/<u, i=1,2,

fiixopy)=(xopy)(1+56), |6|<u, op=+x, /.
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Si x, y et z sont trois nombres a virgule flottante, x # 0, indiquons encore que I'égalité xy = xz n’implique pas
y =z ou que le produit x (%) ne vaut pas forcément y en arithmétique en précision finie. De la méme maniére,
les implications de stricte comparaison suivantes

X<y = x+z<y+z, y<z x>0 = xy<xz,

ne seront vérifiées qu’a condition d’étre affaiblies en remplagant les inégalités strictes dans les membres de droite
par des inégalités larges.

Soustraction exacte

11 est intéressant de noter que la soustraction de deux nombres a virgule flottante suffisamment proches
est toujours exacte. On dispose en effet du résultat suivant, d{t a Sterbenz [Ste74], valable dans toute base de
représentation et pour un systéme d’arithmétique a virgule flottante utilisant au moins un chiffre de garde.

Théoreme 1.5 Soit x et y deux nombres a virgule flottante tels que % y < x < 2y. Alors, si le résultat x —y n'entraine
par de débordement vers zéro, ona fl(x —y)=x—y.

Lorsque le systéme permet un débordement vers zéro progressif, ’hypothese du théoreme sur la différence
x — y peut étre levée. Ce dernier résultat s’avére essentiel pour prouver la stabilité (voir la section 1.5) de certains
algorithmes, comme celui de 'exemple suivant.

Exemple du calcul de I’aire d’un triangle connaissant les longueurs de ses cOtés. Soit un triangle dont les
longueurs des cotés sont données par les réels a, b et c. Son aire A est donnée par la formule de Héron *

A= \/s(s —a)(s—Db)(s—c),

dans laquelle s est le demi-périmetre du triangle, s = %(a + b+ ¢). Uimplémentation directe de cette formule tend & fournir un
trés mauvais résultat numérique quand le triangle est dit « en épingle », ce qui est, par exemple, le cas lorsque le nombre ¢ est
trés petit devant a et b. Lerreur d’arrondi sur la valeur de s peut alors étre du méme ordre que c, ce qui conduit a des calculs
particuliérement inexacts des quantités s —a et s — b. Pour remédier a ce probléme, Kahan *° proposa de renommer a, b et ¢ de
maniere a ce que a < b < c et d'utiliser la formule

A= V@r (T (a— b+ @ b)a+ (-0

dans laquelle le placement des parentheses est fondamental (voir [Kah83]). Lorsque le théoréme 1.5 est valide, on montre que
Perreur relative sur le résultat fourni par cette derniére égalité est bornée par un petit multiple de la précision machine u, ce
qui assure la stabilité (directe) de la méthode (voir la sous-section 1.5.2).

Arithmétique complexe

On peut déduire de la propriété (1.8) des résultats similaires pour les opérations élémentaires réalisées sur des
nombres complexes en considérant qu'un nombre a virgule flottante complexe est composé de deux nombres a
virgule flottante réels représentant respectivement ses parties réelle et imaginaire. Ainsi, en posant x = a +ib et
y =c+ib,oti? =—1eta, b, c et d sont des nombres réels, et en observant que

xxty=axc+i(bxd), xy =ac—bd +i(ad + bc), et§= igisf +ilZZ;Z§,

(1.9

on établit le résultat suivant (voir la preuve du Lemme 3.5 de [Hig02] pour une démonstration).

39. Héron d’Alexandrie CHpwv o AXe€avdpelc en grec, v. 10 - v. 70) était un ingénieur, mécanicien et mathématicien grec du premier
siecle apres J.-C.. On lui attribue plusieurs découvertes mathématiques, dont une formule de calcul de 'aire d’un triangle a partir des longueurs
de ses cOtés, ainsi qu'une méthode récursive d’approximation de la racine carrée de n’importe quel nombre positif. Il a cependant été suggéré
que la premiére était connue d’Archimeéde, tandis que la seconde était apparement déja utilisée par les babyloniens.

40. William Morton Kahan (né le 5 juin 1933) est un mathématicien et informaticien canadien. Surnommé « le pére de la virgule flottante »,
il est notamment a l'origine de la norme IEEE 754 et 'auteur d’'un algorithme de somme basé sur un principe de compensation des erreurs
d’arrondi.
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Lemme 1.6 Supposons que le modéle d’arithmétique a virgule flottante réelle satisfasse la propriété (1.8) et soit x et
y deux nombres a virgule flottante complexes tels que les résultats des opérations élémentaires (1.9) ne provoquent
pas de dépassement de capacité. Alors, on a les relations suivantes *!

filx£y)=(x+y)1+6), 6| <u,
filxy)=xy(1+68), |56| < V27,

ﬂ(f)=f(1+5), 151 < V31s,
y y

otl & est un nombre complexe et *?

u *
Y= ——— pour n € N* tel que nu < 1. (1.10)
nu

On notera que, en vertu de (1.9), une addition ou une soustraction entre nombres complexes est deux fois (et
une multiplication au moins quatre fois) plus cofiteuse que son analogue pour des nombres réels.

1.3.4 La norme IEEE 754

Historiquement, la représentation interne et le comportement des nombres a virgule flottante variaient d’'un
ordinateur a 'autre et le portage de programmes nécessitait parfois une profonde reprise de ces derniers, jusqu’a ce
qu'un standard soit proposé par I'Institute of Electrical and Electronics Engineers. La norme IEEE 754-1985 (IEEE
Standard for Binary Floating-Point Arithmetic), introduite en 1985 et aussi connue sous le nom de IEC 60559:1989
(Binary Floating-Point Arithmetic for Microprocessor Systems), spécifie plusieurs formats de représentation binaire
des nombres réels a virgule flottante (normalisés et dénormalisés), ainsi qu'un ensemble d’opérations sur ces
nombres, de valeurs spéciales et de modes d’arrondi. Elle est aujourd’hui *3 la plus employée pour les calculs avec
des nombres a virgule flottante.

Elle définit un format simple précision sur un mot-mémoire de 32 bits (1 bit de signe, 8 bits d’exposant,
23 bits de significande, avec bit de poids fort implicite pour ce dernier), un format double précision sur un
mot-mémoire de 64 bits (1 bit de signe, 11 bits d’exposant, 52 bits de significande, avec bit de poids fort
implicite pour ce dernier), un format simple précision étendue (rarement utilisé) sur un mot-mémoire d’au moins
43 bits et un format double précision étendue sur un mot-mémoire d’au moins 79 bits. Les nombres a virgule
flottante en simple (resp. double) précision standard correspondent aux éléments de 'ensemble F(2,24,—126,127)
(resp. F(2,53,—1022,1023)) et peuvent décrire des nombres réels dont la valeur absolue est comprise entre
27126 & 1,175494351 10738 et (1 —2724) 2128 » 3,402823510% (resp. 271922 » 2,2250738585072020 107398 et
(1—275%)21924 » 1,7976931348623157 103°8). Les formats étendus permettent quant & eux d’intégrer & la norme
des représentations dont la précision est supérieure a la précision courante, servant habituellement dans les calculs
intermédiaires. Le codage du signe se fait par la valeur 0 du bit correspondant si le nombre est positif et 1 s’il est
négatif (le nombre O étant signé) et 'exposant est biaisé, c’est-a-dire qu’on le décale afin le stocker sous la forme
d’un entier non signé.

Les valeurs spéciales sont deux « infinis », +Inf et -Inf, représentant respectivement +00 et —o0, renvoyés
comme résultat d’'un dépassement de capacité comme la division par zéro d’une quantité non nulle, le zéro signé,
qui correspond aux inverses des infinis et représente ** le nombre 0, et la valeur NaN (de I'anglais “not a number”,
«pas un nombre » en francais), produite par le résultat d’une opération arithmétique invalide *°. Elles permettent

41. Notons que I'on peut obtenir une meilleure estimation pour la multiplication, 4 savoir |§| < v/5u (voir [BPZ07]).

42. Dans toute la suite, nous supposons la condition nu < 1 implicitement vérifiée pour toute valeur de I'entier n envisagée, ceci étant
toujours le cas en arithmétique IEEE en simple ou en double précision (voir la sous-section 1.3.4).

43. La version actuelle, publiée en aofit 2008, de cette norme est IEEE 754-2008. Elle inclue la quasi-totalité de la norme originale IEEE
754-1985, ainsi que la norme IEEE 854-1987 (IEEE Standard for Radix-Independent Floating-Point Arithmetic).

44. Par convention, le test +0 = —0 est vrai.

45. On l'obtient pour toutes les opérations qui sont des formes indéterminées mathématiques, comme les divisions 0/0, +00/(+00),
+00/(—00), —00 /(+00) et —o0 /(—00), les multiplications 0(+00) et 0(—o0), les additions +00 + (—00) et —00 + (+00) (ainsi que les
soustractions équivalentes) ou encore les opérations sur les réels dont le résultat est complexe (racine carrée ou logarithme d’un nombre
négatif par exemple). La valeur NaN est en quelque sorte un élément absorbant : toute opération arithmétique la faisant intervenir ou toute
fonction mathématique lui étant appliquée la renvoie comme résultat. On dit encore que cette valeur se propage.
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de définir une arithmétique sur un systeme fermé, au sens ou chaque opération renvoit un résultat qui peut étre
représenté, méme si ce dernier n’est pas mathématiquement défini *°.

Enfin, les modes d’arrondi proposés sont au nombre de quatre (’arrondi au plus proche, qui est celui utilisé
par défaut, avec une stratégie d’arrondi au chiffre pair quand un choix est nécessaire, I’arrondi vers zéro et les
arrondis vers +00). La norme garantit que les opérations arithmétiques sur les nombres a virgule flottante sont
effectuées de maniére exacte et que le résultat est arrondi selon le mode choisi. arithmétique a virgule flottante
qu’elle définit satisfait donc la propriété (1.8), en assurant de plus que 6 = O lorsque le résultat de 'opération
considérée est exactement représentable.

1.4 Propagation des erreurs et conditionnement

Nous avons vu comment des erreurs d’arrondi étaient produites par 'exécution inexacte d’opérations arithmé-
tiques par une machine, mais elles ne sont pas les seules a affecter une méthode numérique. En effet, les données
du probléeme que I'on cherche a résoudre peuvent elles-mémes contenir des erreurs dont les sources peuvent étre
diverses (voir la section 1.1). Pour étre en mesure d’apprécier la pertinence de la valeur numérique du résultat
d’un calcul, il est donc fondamental de pouvoir estimer comment des perturbations, si petites soient-elles, influent
sur ce résultat. Cette analyse de sensibilité de la solution d’un probleme par rapport a des changements dans
les données est 'un des aspects fondamentaux de 1’étude de la propagation des erreurs et constitue, tout comme
lanalyse d’erreur, une étape préliminaire essentielle a I'utilisation d’'une méthode numérique. L'objet de cette
section est d’introduire des outils généraux permettant de la conduire.

1.4.1 Propagation des erreurs dans les opérations arithmétiques

Nous considérons tout d’abord le cas le plus simple de propagation d’erreurs : celle ayant lieu dans des
opérations arithmétiques élémentaires comme la multiplication, la division, 'addition ou la soustraction. Pour
I’étudier, nous allons supposer que les opérations sont effectuées de maniere exacte, mais que leurs opérandes
contiennent des erreurs.

Cas de la multiplication

On considére les valeurs x + 6x et y + 0y, représentant deux réels non nuls x et y respectivement entachés
. 5 ' .
des erreurs absolues |6 x| et |§y|. En supposant que les erreurs relatives |5x—x{ et ‘7y| sont suffisamment petites en

valeur absolue pour que les termes d’ordre deux en ces quantités soient négligeables, on obtient

o ox 0 o
(o) + 6y =y (14 224 224 PO oy (1 8, 20
X y Xy X y

Lerreur relative sur le résultat est donc approximativement égale a la somme des erreurs relatives sur les opérandes,
ce qui est parfaitement acceptable. Pour cette raison, la multiplication est considérée comme une opération bénigne
du point de vue de la propagation des erreurs.

Cas de la division

Pour la division, on trouve, sous les mémes hypothéses que précédemment,

5 5 5 5y \? 5x &
H_x=£(1+_X)(1__y+(_y) __“)Ni(H_x__Y)_
y+éy 'y x y y Y x oy
Dans ce cas, l'erreur relative sur le résultat est de 'ordre de la différence entre les erreurs relatives sur les opérandes,
ce qui est encore une fois tout a fait acceptable.

46. Dans ce cas précis, les valeurs sont d’ailleurs accompagnées de signaux d’exception (exception flags en anglais) qu’on peut choisir d’activer
pour interrompre le calcul.
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Cas de l’addition et de la soustraction

Les nombres réels x et y pouvant étre positifs ou négatifs, on ne va s’'intéresser qu’a I’addition. On a, en
supposant que la somme x + y est non nulle,

o o
x ox Y _Y),

(x+5x)+(y+5y)=(x+y)(1+
xX+y x x+yy

Lorsque les opérandes sont de méme signe, l'erreur relative sur le résultat est majorée par

et
max —1r,
y

et reste donc du méme ordre les erreurs relatives sur les opérandes. En revanche, si ces derniers sont de signes

A
x+y

ox
x

>

X

x+y et

opposés, au moins l'un des facteurs est plus grand que 1 et au moins I'une des erreurs relatives sur

les opérandes est amplifiée, de maniere d’autant plus importante que ces opérandes sont presque égaux en valeur
absolue, donnant alors lieu au phénomeéne d’annulation catastrophique (catastrophic cancellation en anglais).

Un exemple d’annulation catastrophique. Les racines réelles de 'équation algébrique du second degré a x>+b x+c =0,

avec a # 0, sont respectivement données par les formules bt "ZZ;Z_MC et == VZZZ_MC. Dans le cas ot b? > |4ac|, on a
VD> —4ac ~ |b| et le calcul de I'une des deux racines (celle dont la valeur absolue est la plus petite) sera affecté par une
annulation, dont l'effet est de mettre en avant I'erreur d’arrondi résultant de 'évaluation inexacte de la quantité v'b2 — 4ac.
11 est cependant simple d’éviter cette annulation : il suffit de déterminer la racine dont la valeur absolue est la plus grande

et d’'utiliser ensuite la relation de Viéte*” selon laquelle le produit des racines est égal a < pour obtenir I'autre racine (voir
l'algorithme 3).

Algorithme 3 : Algorithme pour le calcul des racines réelles de I'équation algébrique du second degré a x2+b x+c = 0.

Entrée(s) : les coefficients a, b et c.
Sortie(s) : les racines réelles &, et &,.
d=bxb—4x*xaxc
sid > 0 alors
&, = —sign(b) x (abs(b) + sqrt(d))/(2 x a)
&y =c/(ax&;)
fin

Le calcul des racines peut également subir une annulation lorsque celles-ci sont presque égales, c’est-a-dire quand b2 ~ 4ac.
Dans ce cas, il n’existe pas de facon de garantir le résultat autre que le recours a une arithmétique en précision étendue pour
I’évaluation de b% —4ac.

L’annulation amplifiant, de maniere parfois trés conséquente, des imprécisions sur les valeurs des opérandes
d’une addition ou d’une soustraction (causées par exemple par des erreurs d’arrondi accumulées au fil d’opérations
effectuées antérieurement), son effet est potentiellement dévastateur, mais également tres difficile a anticiper. 11
est néanmoins important de comprendre qu’elle n’est pas forcément une fatalité. Tout d’abord, les données sont
parfois connues exactement. D’autre part, I'impact d’'une annulation sur un calcul dépend de la contribution du
résultat intermédiaire qu’elle affecte au résultat final. Par exemple, si 'on cherche a évaluer la quantité x + (y —z),
oll x, y et z sont trois nombres réels tels que x > y ~ z > 0, alors I'erreur due & une annulation ayant lieu lors de
la soustraction y —z n’est généralement pas notable dans le résultat obtenu.

1.4.2 Analyse de sensibilité et conditionnement d’un probleme

L'étude de la propagation des erreurs sur de simples opérations arithmétiques a montré que la sensibilité
d’un probléme a une perturbation des données pouvait présenter deux tendances opposées, de petites variations

47. Francois Viete (ou Francois Viette, Franciscus Vieta en latin, 1540 - 23 février 1603) était un juriste, conseiller du roi de France et
mathématicien francais, considéré comme le fondateur de I'algébre moderne. En paralléle de ses fonctions au service de I’Etat, il développa
une ceuvre mathématique importante en algebre, en trigonométrie, en géométrie, en cryptanalyse et en astronomie.
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des données pouvant entrainer, selon les cas, de petits ou de grands changements sur la solution. Ceci nous
amene a introduire un cadre d’étude général, dans lequel on identifie la résolution d’un probléme donné a une
application définie sur 'ensemble des données possibles pour le probléeme et a valeurs dans ’ensemble des solutions
correspondantes.

Probléme bien posé

Dans tout la suite, nous allons nous intéresser a la résolution d’un probléme de la forme suivante : connaissant

d, trouver s tel que

F(s,d) =0, (1.11)
ou F désigne une relation fonctionnelle liant la solution s a la donnée d du probleme, ces derniéres variables étant
supposées appartenir a des espaces vectoriels normés sur R ou C.

Un tel probléme est dit bien posé au sens de Hadamard *® [Had02 ] (well-posed in the sense of Hadamard en
anglais) si, pour une donnée d fixée, une solution s existe, qu’elle est unique et qu’elle dépend continliment de
la donnée d. La premiére de ces conditions semble étre la moindre des choses a exiger du probléme que 'on
cherche a résoudre : il faut qu’il admette au moins une solution. La seconde condition exclut de la définition les
problémes possédant plusieurs, voire une infinité de, solutions, car une telle multiplicité cache une indétermination
du modele sur lequel est basé le probleme. La derniere condition, qui est la moins évidente a priori, est absolument
fondamentale dans la perspective de l'utilisation de méthodes numériques de résolution. En effet, si de petites
incertitudes sur les données peuvent conduire a de grandes variations sur la solution, il sera quasiment impossible
d’obtenir une approximation valable de cette derniére par un calcul dans une arithmétique en précision finie.

Deux exemples de problémes bien posés pour la résolution desquels des méthodes numériques sont présentées
dans le présent document sont ceux de la résolution d’'un systéme linéaire Ax = b, avec A une matrice, réelle ou
complexe, d’ordre n inversible et b un vecteur de R" ou de C" donnés, traitée dans les chapitres 2 et 3, et de la
détermination des racines d'une équation algébrique, abordée dans la section 5.7.

Conditionnement

De maniére abstraite, tout probleme bien posé de la forme (1.11) peut étre assimilé a une boite noire 49 ayant
pour entrée une donnée d, qui sera typiquement constituée de nombres >°, et pour sortie une solution s déterminée
de maniere unique par les données, qui sera elle aussi généralement représentée par un ensemble de nombres. En
supposant que la donnée et la solution du probléme ne font intervenir que des quantités réelles (la discussion qui
suit s’étendant sans difficulté au cas complexe), on est alors en mesure de décrire la résolution du probléme par une
application ¢, définie de 'ensemble des données convenables pour le probléme, supposé étre un sous-ensemble 2
de R", et a valeurs dans (un sous-ensemble de) R™, avec m et n des entiers naturels non nuls, telle que

p(d)=s,de€9,
soit encore, en reprenant la notation précédemment introduite pour le probleme,
F(p(d),d)=0, d € 9.

Lapplication ¢ est généralement non linéaire, mais, en raison de ’hypothese sur le caractére bien posé du probleme,
elle est au moins continue. On observe par ailleurs qu’elle n’est pas forcément définie de maniére unique : il peut
en effet exister plusieurs facons de résoudre un méme probleme.

Nous allons nous intéresser a la sensibilité de I'application ¢ par rapport & une (petite) perturbation admissible
de la donnée ou, plus précisément, a I'estimation de la variation de la solution s due a une modification 6d de la
donnée d telle que d + 6d appartienne a 2. Pour ce faire, on définit le conditionnement absolu (absolute condition
number en anglais) de I'application ¢ (ou du probléme) au point (ou en la donnée) d par

{ llp(d +6d) — ¢(d)|l }
lI6d]] '

Kaps(,d) =1lim sup
20 i5d||<e

48. Jacques Salomon Hadamard (8 décembre 1865 - 17 octobre 1963) était un mathématicien francais, connu pour ses travaux en théorie
des nombres et en cryptologie.

49. Ce terme désigne un systéme (que ce soit un objet, un organisme, un mode d’organisation sociale, etc.) connu uniquement en termes de
ses entrées, de ses sorties et de sa fonction de transfert, son fonctionnement interne restant totalement inaccessible.

50. On pourrait aussi bien considérer des problemes impliquant des espaces plus généraux, en particulier des espaces de fonctions, mais on
remarquera que, dans la pratique, ceux-ci se trouvent toujours réduits a des espaces de dimension finie.
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ou ||-|| désigne indifféremment une norme sur R™ ou R" et ot la limite de la borne supérieure de la quantité est
comprise comme sa borne supérieure sur 'ensemble des perturbations infinitésimales 6d. Lorsque I'application ¢
est différentiable au point d, le conditionnement absolu s’exprime en fonction de la dérivée de ¢ au point d. Par
définition de la différentielle de ¢ au point d et en introduisant la matrice jacobienne J,(d) de ¢ en d,

dp; Jdp,
adl(d) 8dn(d)
Jo(d) = : : ,
9P O ¥m
d) ... d
7@ @

on a (voir [Ric66])
Kabs(@;d) = “Jgp(d)”a

ot ||-|| désigne la norme matricielle sur M,, ,(R) induite par les normes vectorielles choisies sur R™ et R" (voir la
proposition A.155).

En pratique !, c’est souvent la notion de perturbation ou d’erreur relative qui est pertinente et 'on utilise alors,
en supposant que d et s = p(d) sont tous deux non nuls, la quantité

. lo(d +6d)— o(d)| (nédn)—l}
d)=1 , 1.12
<(p.d) = limg ”55”;{ @l Il (112)

appelée conditionnement relatif (relative condition number en anglais) de I'application ¢ (ou du probléeme) au
point (ou en la donnée) d. Lorsque I'application ¢ est différentiable, ce conditionnement s’exprime en termes de
la matrice jacobienne de ¢ en d et 'on a

K(p.d) = 10, (@) 1 (1.13)
(@)l

Le conditionnement vise a donner une mesure de I'influence d’une perturbation de la donnée d’un probléme
bien posé sur sa solution. Ainsi, on dit que le probleme (1.11) est bien conditionné (well-conditioned en anglais)
pour la donnée d si le nombre x(¢,d) (ou ks(¢,d) le cas échéant) est « petit » (typiquement de 'ordre de l'unité
a quelques centaines), ce qui signifie encore que la variation observée de la solution est grossierement du méme
ordre de grandeur que la perturbation de la donnée qui en est a 'origine. Au contraire >2, si le conditionnement est
« grand » (typiquement de 'ordre du million et plus), le probléme est mal conditionné (ill-conditioned en anglais).
On notera de plus que, dans toutes ces définitions, on a considéré le probléme comme exactement résolu,
c’est-a-dire que I'application ¢ est évaluée avec une précision infinie. Le conditionnement est par conséquent une
propriété intrinséque du probléme et ne dépend d’aucune considération algorithmique sur sa résolution. Ceci étant,
nous verrons dans la section 1.5 qu’il intervient de maniére fondamentale dans I'analyse de stabilité et de précision
d’'une méthode numérique. Ajoutons que si la valeur du conditionnement dépend de la norme retenue dans sa
définition, son ordre de grandeur restera plus ou moins le méme quel que soit ce choix, les normes sur un espace

vectoriel de dimension finie étant équivalentes.

La notion de conditionnement trouve son origine dans la théorie des perturbations. Pour comprendre ceci,
considérons un probléme pour lequel 'application ¢ est une fonction réelle d’une variable réelle (on a dans ce
cas m = n = 1), par ailleurs supposée réguliére et faisons 'hypothése d’une donnée d et d’une solution s = ¢(d)
toutes deux non nulles. En notant 6d la perturbation de d et en la supposant suffisamment petite pour que les
termes d’ordre supérieur a un dans le développement de Taylor de ¢(d + 6d) au point d soient négligeables, on

trouve que
o(d+6d)—p(d) ~ ¢'(d)6d, (1.14)

51. Ceci est particuliérement vrai dans le domaine d’étude de 'analyse numérique, 'usage d’une arithmétique a virgule flottante en précision
finie introduisant, comme on I’a vu, des erreurs relatives plutét qu’absolues.

52. La séparation entre problemes bien et mal conditionnés n’est pas systématique. Les valeurs indicatives du conditionnement données ici
s’entendent dans le contexte particulier de la résolution numérique d’un probléme dans une arithmétique a virgule flottante définie par la
norme IEEE (voir encore la sous-section 1.5.2). D’autre part, le conditionnement d’un probléme dépendant de sa donnée, un méme type de
probléme peut, selon les cas, étre bien ou mal conditionné. Par exemple, on a vu dans la sous-section 1.4.1 que la soustraction de deux nombres
réels de méme signe est d’autant plus mal conditionnée que ces nombres sont proches 'un de I'autre. De la méme facon, nous verrons que le
probléme de I'évaluation d’un polynéme en un point est d’autant plus mal conditionné que ce point est proche d’'une des racines du polynéme.
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d’ou
lo(d +6d)—o(d)| ~ |¢'(d)| |5d].

Sil’on s’intéresse a la relation entre 'erreur relative sur la solution et 'erreur relative sur la donnée, on a encore
que
p(d+6d)— cp(d) 5d

¢(d) (d)
ces égalités approchées devenant exactes lorsqu’on fait tendre 6d vers 0 et que 'on passe a la limite. Il apparait

alors clairement que le facteur d’amplification de 'erreur absolue (resp. relative) sur la donnée correspond a la
quantité que l'on a défini comme étant le conditionnement absolu (resp. relatif) de ¢ au point d, c’est-a-dire >3

¢'(d) ——

K0, d)ans = |¢’(d)| (resp. x(e0,d) = |¢"(d) — (d)
Traitons maintenant le cas ou les entiers m et n sont arbitraires; on a alors
d; $1
s=¢(d), avecd=| : |eR", s=| ! |eR"ets;=p;(d), i=1,...,m
dn sm

Supposons que les composantes ¢;, i = 1,...,m, soient des fonctions régulieres des variables d;, j =1,...,n
L’analyse de sensibilité consiste alors a considérer tour a tour chacune de ces applications comme une fonction
d’une seule variable, a perturber la variable en question et a estimer la variation produite. Sous une hypothese de
petites perturbations, on a, au premier ordre, la relation

w(d+6d)—p(d)~J,(d)od, (1.15)
analogue a (1.14), d’oti, apres avoir fait le choix de normes,
llo(d +6d)— ()l < llJ,(d)l lIsd]],

au moins en un sens approché, et

llp(d +6d)—p(d)ll _ ldll_ llsdll
lle ()l eIl lidll

Ces deux inégalités sont optimales, au sens ou elles deviennent des égalités pour pour une perturbation 6d
appropriée, ce qui justifie les définitions du conditionnement données plus haut. Il faut néanmoins noter que
cette analyse, calquée sur le précédent cas scalaire, ne donne quune vision globale de 'approche perturbative et
conduit, pour certains problémes, a des majorations d’erreurs trop grossieres pour correctement rendre compte ce
qui est observé en pratique. Le passage aux normes estompe en effet quelque peu le fait que les composantes de la
donnée d puissent étre d’ordres de grandeur tres différents et que les perturbations sont, en général, relatives par
composante (notamment si des erreurs d’arrondis en sont a l'origine), c’est-a-dire qu’elles satisfont une relation du

type

< Wy @Il 7—57

,j=1,...,n, 6 >0,

qui est une condition a priori plus contraignante que
l6d|l < &1ld]l.

Il est néanmoins possible d’adapter de différentes manieres la définition du conditionnement afin de prendre en
compte la nature des perturbations et de caractériser ainsi plus finement la sensibilité d’'un probleme. Parmi celles-ci,
mentionnons le conditionnement relatif par composante (componentwise relative condition number en anglais) de
l'application ¢ (ou du probléme) au point d, par opposition a la définition classique (1.12) du conditionnement

53. Lorsque ¢ est une fonction positive, on remarque que la seconde quantité coincide, a la valeur absolue pres, avec I'élasticité de ¢ au
point d, utilisée en économie pour mesurer un rapport de cause et d’effet.
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relatif que 'on qualifie parfois de normwise relative condition number dans la littérature anglo-saxonne. On le

définit par
-1
( max ) } ,
1<j<n
n

_ 2, d;
_ . 1 . _ i ]
ke(p,d) = |[diag (¢1(d), .., p(d)) " T (d) ding (d, ... d,)]|, = max jzzla—dj(d)%(d)

¢i(d +0od)—p;(d)
wi(d)

et il vaut encore, lorsque I'application ¢ est différentiable,

o,
d;

K.(p,d)=1lim sup {max

8—>0H5d”sg 1<i<m

, (1.16)

ou diag (¢,(d),..., p,(d)) et diag(d,, ..., d,) désignent des matrices diagonales d’ordre m et n ayant pour élé-
ments diagonaux respectifs les quantités ¢;(d), i = 1,...,m, et d;, j = 1,...,n. On notera que l'on a supposé
quaucune des composantes des vecteurs d et ¢(d) n’était nulle, mais il est possible de généraliser la définition
pour inclure de telles éventualités sans difficulté.

Nous terminons sur la notion de conditionnement relatif mixte (mixed relative condition number en anglais) d’'un
probléme, faisant le lien entre une erreur relative mesurée en norme infinie sur la solution et une perturbation
relative par composante de la donnée d,

)}

o,
d;

Kn(p,d)=1lim sup
£0)5dl|<e

li(d + 5d) = o(d)llos
{ lo(@lloo (fnfax

Lorsque l'application ¢ est différentiable, on a 'identité
|7, (d) diag(dy, ..., d,)|,
lo(d)lloo

Cette derniére définition du conditionnement intervient notamment pour la résolution de systemes linéaires (voir
le quatrieme exemple ci-apres).

Km(‘ﬁ:d) =

Pour plus détails sur les différentes définitions et propriétés du conditionnement, on pourra consulter I'article
[GK93].

Quelques exemples

Les différentes définitions du conditionnement permettent d’étudier, de maniére ad hoc, la sensibilité du
probléme que l'on cherche a résoudre numériquement par rapport a de petites perturbations de ses données. Pour
illustrer ce propos, nous allons, sur des exemples classiques, définir un conditionnement adapté au probléme traité
et caractériser des cas pour lesquels le probleme est mal conditionné.

Opérations arithmétiques. Commencons par reprendre, a 'aune de la notion de conditionnement, ’analyse
de propagation d’erreurs dans les opérations arithmétiques de base menée dans la sous-section 1.4.1. Chaque
opération arithmétique considérée ayant pour données deux opérandes (que 1’on va ici supposer réels), nous allons
modéliser son évaluation par une application définie de R? dans R.

Pour la multiplication, on a alors

Kol Kol
.y =xy, Sy =y et S (x,y) =x,
dx dy
d’ou x(p,,(x,y)) = H(l 1)T H, avec ||-|| une norme sur R2. Ainsi, on a par exemple k;(y,,(x,y)) = 2,

15(94, (¢, ¥)) = V2 ou koo (., (x, y)) = 1, et 'on retrouve que la multiplication est une opération bien condition-
née quelles que soient les valeurs des opérandes.
Pour la division, on a de la méme maniére

X 1 dy 1
@06 y)==, 5= 00y)=—et ——(x,y)=—=;,
y 9x y 9y y
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\ T 1 o s . . s ,
d'ot k(y/,(x,y)) = || (1 —1) , dont on déduit que la division est une opération toujours bien conditionnée.
En revanche, dans le cas de I'addition et de la soustraction, il vient

o d
P,y =xty, P, y) = 1et 205 (x,y) = £1,
dx y
__1 T _ lxl+ 1yl -
et alors k(py,(x,y)) = —— H (x y) “ On a par exemple x;(y., (x,y)) = ————, cette quantité pouvant
x £ y| xEy

prendre des valeurs arbitrairement grandes dés que |x £ y| < |x| + |y|. Uaddition de deux nombres de signes
opposés (ou la soustraction de deux nombres de méme signe) est par conséquent une opération potentiellement
mal conditionnée.

Evaluation d’une fonction polynomiale en un point. Soit une fonction polynomiale p,, associée 4 un polynéme
réel non identiquement nul de degré n, n > 1,

pa(X)=a, x"+a,_; x" '+ +a; x +a, (1.17)

que 'on cherche a évaluer en un point z de R. La donnée et la solution de ce probleme sont alors le réel z et un
vecteur a de R™™! dont les composantes sont les coefficients a;, i =0, ..., n, du polynéme d’une part et la valeur
réelle p,(z) = Z?:o a; 2" d’autre part. Faisons dans un premier temps ’hypothése que seule la donnée de z est
sujette a des perturbations. Dans ce cas, on représente I'évaluation du polyndme par une application | de R dans
R telle que | (2) = p,(2), dont le conditionnement relatif au point z, en supposant que z n’est ni nul, ni racine du
polyndme, est

Z

Pa(2)

On remarque que le probléme d’évaluation est mal conditionné au voisinage d’une racine du polynome, la valeur
de ce conditionnement tendant vers l'infini lorsque z tend vers un zéro de la fonction p,,. Envisageons a présent
une perturbation des coefficients du polynéme et introduisons une application ¢, définie de R™! dans R telle
que ¢, (a) = p,(2). Dans ce cas, on a coutume de mesurer la sensibilité du probléme d’évaluation au moyen du
conditionnement relatif par composante. En supposant que les réels a;, i =0, ..., n, sont non nuls, en observant
que l'on a

k(p),,2) = |p,(2)

—(a)=2,i=0,...,n,
5o @

et puisque z n’est pas racine du polynéme, on obtient, en utilisant la définition (1.16), que

Yico }aizi{ .

N XGS]

La encore, ce nombre peut étre arbitrairement grand, notamment au voisinage des racines de p,,. L'évaluation d’'un
polynoéme est donc d’autant plus sensible a des incertitudes sur les valeurs de ses coefficients qu'’il est évalué pres
d’une de ses racines.

Détermination des racines d’'une équation algébrique. On considéere de nouveau la fonction polynomiale p,,
de Pexemple précédent, que I'on suppose telle que a, # 0 et a, # 0 et que 'on normalise de maniére a ce que
a, = 1 (ceci ne modifiera pas substantiellement le conditionnement du probléme). Soit £ une racine simple du
polynéme >4, c’est-a-dire une solution de I'équation p,(x) = O telle que

p, (&) #0.

Le probleme de détermination de la racine £ connaissant p, ayant pour donnée un vecteur a, formé de
I'ensemble des coefficients a;, i =0,...,n— 1, et pour solution la racine &, on introduit une application ¢, définie

54. On note que, par hypotheése sur les coefficients, la racine £ est non nulle.
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sur R" a valeurs dans C, telle que ¢(a) = &. La encore, c’est la notion de conditionnement relatif par composante
qui est utilisée en pratique. On obtient alors le conditionnement de la racine & suivant

n—1
cond(£) = x.(¢, @) = %Zo g—i(a)ai‘.

Pour calculer les dérivées partielles de I'application ¢, on utilise I'identité
(@) +an_ (p(@)" ™+ +a; p(a) +ay=0.

Par différentiation, on a, pour tout entier i compris entre 0 et n—1,

d 3 3
n(e(@)" ™ 22 @)+ (= Day (@) 22 (@) + -+ ia (p(@) 52 (@)
a; da; daq;

: 2
+(p(@) ++ 40 5 (a) =0,
3ai
ce qui se réécrit encore
0 .
PO S @+ =0.

a;

La racine & étant supposée simple, on trouve finalement
1 n—1
cond(§) = —— a; &Y.
[F:AG] ; ¢

Examinons a présent 'exemple célebre du polynéme de Wilkinson, qui est un polyndéme de degré n ayant pour
racine les entiers 1,2,...,n, c’est-a-dire p,(x) = l_[Z=1(x —&,),avec &, =y, u=1,...,n. 1l a été établi dans
[Gau73] que

i 1 v2+1Y"
121;2ncond(§u) = cond(&;) oo n? et lrgfé(ncond(iu) oos 2= Jmn (\/E— 1) .

Ceci montre que, lorsque n est grand, la racine conduisant au probléme de détermination le plus mal conditionné
(qui est I'entier le plus proche de %2) posséde un conditionnement dont la valeur croit exponentiellement avec n

(a titre indicatif, celui-ci vaut approximativement 5,3952 103 pour n = 20 et 5,5698 10%® pour n = 40).

Cet exemple frappant illustre combien les racines d’un polynéme écrit sous la forme (1.17) peuvent étre
sensibles a petites perturbations des coefficients du polynéme. Il est ainsi mal avisé d’essayer de calculer 'ensemble
des valeurs propres d’une matrice par recherche des racines du polyndme caractéristique associé, efficacement
obtenu par la méthode de Le Verrier >° [Le 40] par exemple, cette approche pouvant se révéler particuliérement
imprécise dés que I'ordre de la matrice dépasse quelques dizaines en raison des erreurs sur le calcul des coefficients
du polynéme. Il est alors préférable d’employer des méthodes transformant, par une suite de similitudes, la matrice
a diagonaliser de maniere a y faire « apparaitre » les valeurs propres (nous renvoyons le lecteur a la section 4.5.1
pour la présentation d’une telle méthode).

Résolution d’un systeme linéaire. Considérons a présent a la résolution du systéeme linéaire
Ax =0b, (1.18)

oll A est une matrice réelle d’ordre n inversible et b est un vecteur de R", que I'on peut voir comme une application
p de R™+" dans R" qui associe aux données A et b le vecteur x = A~'b de R" solution de (1.18). Soit le systéme
linéaire perturbé

(A+6A)(x +6x)=b+6b,

55. Urbain Jean Joseph Le Verrier (11 mars 1811 - 23 septembre 1877) était un astronome, mathématicien et homme politique francais. Il
devint céleébre lorsque la planete Neptune, dont il avait calculé les caractéristiques comme cause hypothétique des anomalies du mouvement
orbital d’Uranus, fut effectivement observée le 23 septembre 1846.
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olt 5A est une matrice d’ordre n, telle que ||JA™!||||6A]| < 1 (ce qui implique que la matrice A+ 5A est inversible), et
6b est un vecteur de R". On montre alors (voir la proposition A.169) que

llox|| 1 A5 bl| _
< = =) +[IATM[I6Al |,
Il — 1—[lA7H[lISAI \ [[Ab|
ou ||-|| désigne a la fois une norme vectorielle sur R" et la norme matricielle qui lui est subordonnée (voir la

proposition A.155). Pour simplifier 'analyse, nous allons supposer que les perturbations des données sont telles
que
I5All < & |lAll, [I6b]l < &b, avec & > 0.

On a alors )
ll5x]| 6 A~ lIBl _
= = —— +[A7I1All |,
[l — 1—=5& lA-HIIIAIl \ lA=2b]|
l'égalité au premier ordre en & étant obtenue pour 5A = & ||A||||A"b|lvw " et 6b = —5 ||b||lw, ot ||w| = 1,
IA"'w|| = ||A7}|| et v est un élément dual du dual de x par rapport & la norme ||-|| (voir la définition A.147). On
en déduit que le conditionnement du probléme est
A ]l11B]l -1
k(p,(A D)) = ——— + A lllAll,
lA~1b|

et qu’il vérifie 'encadrement
cond(A) < k(¢, (A, b)) < 2cond(A),

ot la quantité cond(A) = ||AJ|||A~}|| est appelée le conditionnement de la matrice A (voir la sous-section A.5.4 de
Pannexe A).

Pour obtenir une estimation parfois plus satisfaisante de la sensibilité du probléeme aux perturbations des
données, on peut supposer que ces dernieres sont la forme

|(5A)ij}S5|aij ,i,j=1,...,n, avec § > 0,

, 16b;] <5 |b;

et envisager une analyse mixte. En introduisant, pour toute matrice M de M,(R) et tout vecteur v de R", les

notations |[M| et [v| pour désigner la matrice et le vecteur de composantes respectives |M|;; = |ml- i 1<i,j<n,
et |v|; =|v;|, 1 <i < n, et en supposant que |||A_1| |5A|||c><> < 1, on obtient que
|A7!||b] + A7 |A] x|
I5xlos _ 5 xloo
Ixlloo = 1= [[IA7!Alll oo I |l oo

L'égalité au premier ordre en § est atteinte pour les perturbations

5A = & diag(sign((A™)x1), - - -, sign((A™))) 1Al diag (sign(axy), - .., sign(x,,))
et

5b = —5 diag (sign((A)iy), - - -, sign((A™ i) Ib1,

ou l'indice k est tel que H |A7Y|(|b] + A |x|)||oo = (IA’ll(lbI + A |x|))k, d’oui la valeur suivante pour le condition-
nement mixte du probleme
A 1b]+ a7 ) x|

llxloo

La plus grande valeur atteinte par ce conditionnement pour une matrice A donnée est 2 H A7 |A| H oo 12 quantité

Km(,(A b)) =

a4l o - (1.19)

appelée conditionnement de Bauer—Skeel de la matrice A [Bau66, Ske79], pouvant étre arbitrairement petite par
rapport a cond., (A) en raison d’'une propriété d’invariance par équilibrage des lignes de la matrice A. On montre en
effet facilement que

H A7 Al Hoo = min {cond ., (DA) | D matrice diagonale inversible d’ordre n}.
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Un exemple canonique de matrices ayant un mauvais conditionnement est celui des matrices dites de Hilbert °°.
Une matrice de Hilbert H, d’ordre n, n € N*, est une matrice carrée de terme général (H,);; = (i +j — 1),
1 < i,j < n, intervenant dans des problemes d’approximation polynomiale au sens des moindres carrées de
fonctions arbitraires °’. Elle correspond *® & la matrice de Gram > associée a la famille (1, X, x2,..., x”) de fonctions
puissances d’une variable réelle x relativement au produit scalaire de L2([0, 1]), c’est par conséquent une matrice
symétrique définie positive (donc inversible). On observe dans le tableau 1.1 que ces matrices sont extrémement mal

”

conditionnées. En particulier, on peut montrer, grace a un résultat dii a Szeg6 ze36], qu’on a, as otiquement,
dit En particul peut montrer, g Itat dfi & Szeg6 ©° [Sze36], qu’ ymptotiq t

(ﬁ + 1)4(n+1)
COI’ldz(Hn) n—::oo W

n cond,(H,)
1 1

1,92815 10!

5 4,76607 10°
10 1,60263 10%3
20 2,45216 10%
50 1,42294 1074
100  3,77649 100
200 3,5767510%%

TABLE 1.1 — Valeurs numériques arrondies du conditionnement de la matrice de Hilbert H, relativement a la norme ||-||, pour
quelques valeurs de I'entier n. On rappelle (voir notamment le théoréme A.168) que la valeur de ce conditionnement est égale
au produit de la plus grande valeur propre de H, par la plus grande valeur propre de son inverse. Pour obtenir la matrice H,™!,
on a utilisé une forme explicite bien connue (voir par exemple [Tod61]) et non cherché a la calculer numériquement (ce qui
serait désastreux!).

Cette croissance exponentielle de la valeur du conditionnement en fonction de 'ordre de la matrice rend la
résolution d’un systéme linéaire associé numériquement impossible : pour des calculs effectués en arithmétique en
double précision, la solution obtenue n’a plus aucune pertinence dés que n > 20 (voir la sous-section 1.5.2).

Les matrices de Vandermonde ®! d’ordre n

1 xg ... x"t
1 x; ... x"t .
J— n
Vn_ . . . )(x();"'yxn—l) EC ]
n—1
1 x,—1 .. Xp_1

56. David Hilbert (23 janvier 1862 - 14 février 1943) était un mathématicien allemand, souvent considéré comme I'un des plus grands
mathématiciens du vingtieme siecle. Il a créé ou développé un large éventail d’idées fondamentales, comme la théorie des invariants,
l'axiomatisation de la géométrie ou les fondements de 'analyse fonctionnelle.

57. Dans l'article [Hil94], Hilbert pose la question suivante : « Etant donné un intervalle réel [a, b], est-il possible de trouver un polynéme &
coefficients entiers p non trivial, tel que la valeur de lintégrale

b
2
J p(x)“dx
a

soit inférieure @ un nombre strictement positif choisi arbitrairement ? ». Pour y répondre, il établit une formule exacte pour le déterminant d’une
matrice de Hilbert H, et étudie son comportement asymptotique lorsque n tend vers linfini. Il conclut par l'affirmative a la question posée si la
longueur de l'intervalle est strictement inférieure a 4.

58. On vérifie en effet que (H,);; = | x™/2dx,1<i,j<n

59. Jgrgen Pedersen Gram (27 juin 1E§50 - 29 avril 1916) était un actuaire et mathématicien danois. Il fit d'importantes contributions dans
les domaines des probabilités, de I'analyse numérique et de la théorie des nombres.

60. Gdbor Szeg6 (20 janvier 1895 - 7 aofit 1985) était un mathématicien hongrois. S’intéressant principalement a 'analyse, il est 'auteur de
résultats fondamentaux sur les matrices de Toeplitz et les polyndmes orthogonaux.

61. Alexandre-Théophile Vandermonde (28 février 1735 - 1¢ janvier 1796) était un musicien, mathématicien et chimiste francais. Son nom
est aujourd’hui surtout associé a un déterminant.
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dont les coefficients de chaque ligne présentent une progression géométrique, possedent également la réputation
d’étre mal conditionnées. Elles apparaissent naturellement dans divers domaines des mathématiques, comme
des problémes d’interpolation polynomiale (voir la section 6.2) ou des problémes de moments en statistiques,
et le comportement de leur conditionnement en fonction du nombre et de la répartition des points (supposés
distincts °2) x;, i =0,...,n—1, a pour cette raison été particuliéerement étudié. Les estimations ci-appres sont par
exemple établies dans [Gau75]

e cond.(V,) N L o—fen(§+:1n(2) pour des points équirépartis sur l'intervalle [—1,1], i.e. x; =1— ﬁ,
i=0,...,n—1;

e cond,(V,) T ﬁ (14 v/2)" pour les racines du polynéme de Chebyshev % de premiére espéce de degré n,
connues sous le nom de points de Chebyshev, x; = cos(z“rl rc), i=0,...,n—1;

e cond,(V,) = n pour les racines de I'unité, x; = ¢! ,i =0,...,n—1.
De fait, on peut montrer (voir [Bec0O0]) que pour tout ch01x arbitraire de points réels le conditionnement de V,
croit au moins exponentiellement avec n.

Evaluation numérique d’une intégrale par une formule de récurrence. On cherche a évaluer numériquement

l'intégrale
Lo
I, = de,
" J:)6+t

avec n un entier naturel fixé. En remarquant que I'on a d’une part

1
dt 7
Iy= =In(7)—1n(6)=1
0=, gy =@ “(6)

! 6 ' gt 1
Yn>1,1I,= (1——) t"tdet= | ¢t"'de—10 dt==—61I,_4,
0 6+t o o 6+t n

on déduit que l'on peut calculer I, par la récurrence suivante

et d’autre part

Iozln(g), Ik=%—61k_1, k=1,...,n. (1.20)

Méme en supposant que le calcul numérique de I, a partir de I,_;, k > 1, est exact (ce qui n’est pas le cas
en pratique puisque I'évaluation de la fraction % engendre inévitablement une erreur d’arrondi pour certaines
valeurs de 'entier k), le fait que la valeur de I, n’est pas représentable en arithmétique en précision finie induit
une perturbation et le résultat effectivement obtenu est donc une approximation de la valeur exacte de I,, d’autant
plus mauvaise que n est grand. En effet, en associant a la relation de récurrence (1.20) une application affine %4
oy liant I, a Iy, k =1,...,n, on établit la relation suivante entre les erreurs relatives sur I et I,

o1 61
I - =K(g0m]0) et
n 0
ol, d’apres (1.13),
I
K(@n»lo) = Son/(IO) _0
In

Par la stricte décroissance de la suite (t%),cy, t €10, 1[, et la propriété de monotonie de l'intégrale, la suite (I} )rey
est strictement décroissante. On a alors

n

K(wmlo) - '( 6)n

‘( 6)”

62. Le déterminant de la matrice V,, valant det(V,) = ]_[09- < anfl(xj —x;) (la preuve de ce résultat est laissée en exercice), cette derniére
est inversible si et seulement si les valeurs x;, i =0,...,n— 1, sont deux a deux distinctes.

63. Pafnuti Lvovich Chebyshev (ITacdpuyTuit JIbéBud Yeboimés en russe, 16 mai 1821 - 8 décembre 1894) était un mathématicien russe.
Il est connu pour ses travaux dans le domaine des probabilités et des statistiques.

64. Onaeneffet; =1—6Iy = p1(ly), I, = % —6I, = % —6+(=6)2 I = py(Ip), etc.
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et le probleme est donc extrémement mal conditionné lorsque n est grand. Notons que 'on aurait pu s’en convaincre
en s’intéressant a la relation (1.20), sur laquelle on voit que toute erreur sur la valeur de I'intégrale a une étape va
étre, grosso modo, multipliée par —6 a la suivante, ce qui résulte en son amplification au cours du processus.

On peut toutefois remédier a cette difficulté en « renversant » la relation de récurrence. Il vient alors, pour tout
entier naturel p strictement plus grand que 1,

1/1
Ik_lzg(i—lk),k=n+p,...,n+1, (1.2D)

linconvénient, non négligeable, étant que I'on ne dispose pas de la valeur I, permettant d’initier la récurrence.
Mais, par un raisonnement similaire a celui conduit plus haut, on voit que I'erreur relative sur I, satisfait maintenant

1P
6
et, en approchant I, par 0, c’est-a-dire en commettant une erreur relative de 100% sur cette valeur, on obtient la
majoration
1\?
<(3)"
6

Pour approcher I, avec une tolérance inférieure ou égale a une valeur ¢ > 0, il suffit alors de choisir un entier p
vérifiant

ol
I

51,
I

n+p

n n+p

51,
I

In(e)
~ In(6)’
On observera pour finir que les erreurs d’arrondi, comme celles produites par ’évaluation des fractions dans la

relation (1.21), ne constituent pas un probléme, car elles sont, tout comme l'erreur sur la valeur « initiale » I, ,
constamment attenuées au cours de la récurrence.

1.5 Analyse d’erreur et stabilité des méthodes numériques

Si le conditionnement d’un probleme est tres souvent la cause premiere du manque d’exactitude d’'une solution
calculée, la méthode numérique utilisée peut également contribuer a I'introduction d’importantes erreurs dans
un résultat, méme lorsque le probléme est par ailleurs bien conditionné. On parle dans ce cas d’instabilité de la
méthode. Dans cette section, nous donnons les bases de I'analyse d’erreur (error analysis en anglais), qui vise a
l'appréciation de la précision de la solution calculée et a I'identification des contributions, de 'algorithme (qui
génere et propage des erreurs d’arrondi) et du probleme (au travers de son conditionnement), a I'erreur observée.
C’est par le biais d’'une telle analyse qu’est introduite 'importante notion de stabilité numérique > (numerical
stability en anglais) d’un algorithme.

1.5.1 Analyse d’erreur directe et inverse

Considérons la résolution d’un probléme bien posé par I’évaluation d’'une application ¢ en un point d au
moyen d’un algorithme exécuté dans une arithmétique en précision finie et notons § le résultat obtenu. L'objectif
de l'analyse d’erreur est d’estimer l'effet cumulé des erreurs d’arrondi sur la précision de §. Pour cela, on peut
principalement procéder de deux facons (voir la figure 1.1).

Tout d’abord, on peut, de maniére naturelle, chercher a « suivre » la propagation des erreurs d’arrondi a chaque
étape intermédiaire de 'exécution de l'algorithme par des techniques similaires a celles de la sous-section 1.4.1.
Cette technique porte le nom d’analyse d’erreur directe (forward error analysis en anglais) et répond a la question :
«Avec quelle précision le probléme est-il résolu ? ». Elle conduit a une majoration ou, plus rarement, une estimation
de I’écart entre la solution attendue s et son approximation §, appelé 'erreur directe (forward error en anglais).
Un de ses principaux inconvénients est que, dans de nombreux des cas, I’étude de la propagation des erreurs
intermédiaires devient rapidement une tache ardue.

65. On notera que cette notion est spécifique aux problémes dans lesquels les erreurs d’arrondi sont la forme dominante d’erreur, le terme de
stabilité pouvant avoir une signification différente dans d’autres domaines de I'analyse numérique, comme celui de la résolution numérique des
équations différentielles par exemple (voir le chapitre 8).
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espace des données espace des résultats

d e s =p(d)

erreur inverse S .

- . erreur directe
d+éd

§=p(d +6d)

FIGURE 1.1 — Diagramme de représentation des erreurs directe et inverse pour Iévaluation de s = ¢(d). Un trait plein
représente une évaluation exacte, un trait discontinu le résultat d’'un calcul en précision finie.

On voit par ailleurs que cette méthode prend en compte de facon indifférenciée l'influence de la sensibilité du
probléme (lorsque la donnée est entachée d’erreurs) et celle de I'algorithme de résolution (qui génére et propage
des erreurs d’arrondi) dans l’erreur directe obtenue, ce qui rend son exploitation difficile en pratique.

Avec l'analyse d’erreur inverse ou rétrograde (backward error analysis en anglais), introduite par Wilkinson
[Wil60] pour des problémes d’algebre linéaire, on contourne la difficulté a conduire 'analyse directe et & interpréter
les résultats qu’elle fournit en montrant que la solution calculée est la solution « exacte » du probléme que 1'on
cherche a résoudre dans lequel la donnée a été perturbée. En d’autres mots, on identifie la valeur § a I'évaluation
exacte de I'application ¢ en un point d + 5d, correspondant & une donnée d perturbée par une erreur inverse ®
6d. On répond alors a la question : « Quel probléme a-t-on effectivement résolu ? ». Si I'on sait par ailleurs quelle est
la sensibilité du probléme a une perturbation de la donnée, on est en mesure d’estimer, ou d’au moins majorer,
l'erreur directe sur le résultat.

Il est important de retenir que 'analyse inverse procéde en deux temps : on cherche tout d’abord a estimer
ou majorer (en norme ou bien par composante) I'erreur inverse et on réalise ensuite une analyse de sensibilité
du probléme a résoudre pour estimer ou majorer a son tour l'erreur directe. Elle présente 'avantage d’identifier
clairement la contribution du probléeme dans la propagation des erreurs et de ramener sa détermination a une étude
générique, car réalisée pour chaque type de probleme (et non chaque probleme) a résoudre, de conditionnement
par les techniques de perturbation linéaire présentées dans la sous-section 1.4.2. Dans la pratique, cette démarche
conduit a des estimations souvent plus simples et plus fines que celles fournies par I'analyse directe. Ainsi, si
Perreur inverse estimée n’est pas plus grande que l'incertitude sur la donnée, le résultat calculé sera considéré
comme aussi bon que 'autorisent le probleme et sa donnée. Cette considération est a la base de la notion de
stabilité inverse d’'un algorithme (voir la définition 1.8).

Indiquons qu’il n’est, dans certains cas, pas possible de conduire une analyse d’erreur inverse, c’est-a-dire
d’établir une égalité de la forme § = ¢(d + 6d), mais seulement d’obtenir la relation suivante

§+6s=p(d+46d), (1.22)

connue sous le nom de résultat d’erreur mixte directe-inverse (mixed forward-backward error en anglais). Lorsque les
quantités % et % sont suffisamment petites, cette relation indique que la valeur calculée § differe légerement
de la solution § + 0s produite par une donnée perturbée d + 6d, elle-méme 1égérement différente de la « vraie »

donnée du probléme d. Le diagramme de la figure 1.2 illustre ce principe.

Parlons pour finir de I'interprétation de I'erreur inverse comme un résidu normalisé. Le résidu associé a un
résultat calculé § est la quantité ¢(d) — §, qui peut étre a valeurs scalaires (c’est le cas pour le probléme de
détermination des racines d’'une équation algébrique), vectorielles (on peut par exemple considérer les problemes
de résolution d’un systéme linéaire ou de détermination d’éléments propres d’une matrice) ou matricielles (c’est le
cas pour le probléme de la détermination de l'inverse d’une matrice ®7). Le fait que le résidu associé a la solution
d’un probléme soit nul laisse a penser qu'un résidu « petit » en norme indique que la solution calculée est une

66. Plus précisément, 'erreur inverse associée a la solution calculée § est la plus petite perturbation 6d de la donnée d telle que la valeur
(exacte) p(d + 6d) soit égale a §.

67. Dans ce probleme, on observe que le résidu n’est pas défini de manieére unique. Le probléme s’énoncant comme « étant donnée une
matrice A d’ordre n, trouver la matrice X vérifiant AX = XA = I,, », on voit qu’il existe un résidu « 4 droite » XA—I,, et un résidu « & gauche »
AX —1I,,, avec X la matrice obtenue par calcul numérique de l'inverse.
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espace des données espace des résultats

de— o y=y(d)

erreur inverse S .

erreur directe
d+éd

* 3

§+6s=¢(d+d6d)

FIGURE 1.2 - Diagramme de représentation de I'erreur mixte directe-inverse pour I’évaluation de s = ¢(d). Un trait plein
représente une évaluation exacte, un trait discontinu le résultat d’'un calcul en précision finie.

«bonne » approximation de la solution. On peut montrer que ceci est effectivement vrai pour la résolution de
systémes linéaires (voir [OP64, RG67]) ou la détermination des racines d’'une équation algébrique, mais ce n’est
pas toujours le cas %8, Une telle propriété s’avére essentielle dans la pratique, car elle montre que le résidu permet,
dans certaines situations, d’apprécier, simplement et a moindre cofit, la qualité d’une solution calculée.

Quelques exemples (simples) d’analyse d’erreur

Notons pour commencer que la propriété (1.8) du modele d’arithmétique a virgule flottante standard présenté
dans la sous-section 1.3.3 fournit un premier exemple remarquable d’analyse d’erreur inverse. Elle implique en
effet que le résultat fl(x op y), ol op désigne 'une des quatre opérations arithmétiques de base, correspond au
résultat « exact » de 'opération considérée pour les opérandes perturbés x (1+ &) et/ou y (1 + &), avec |6| < u.

Pour étre en mesure de faire 'analyse d’erreur d’opérations comportant plus de deux opérandes, nous aurons
besoin du résultat suivant.

Lemme 1.7 Soit n un entier naturel non nul tel que nu < 1, le nombre réel u désignant la précision machine. Si
|6;| <uetp;,==%1,i=1,...,n, alorsona

[la+sy=1+0,
i=1

avec |0,| < v, ot v, est défini par (1.10).
DEMONSTRATION. Pour démontrer le résultat, on raisonne par récurrence. Au rang un, on a 9; = 6, si p; = 1, et alors

u
|91|SHSE=Y1,

ou bien 6, = ﬁ —1si p; =—1, auquel cas

1 =1—(1—u)= u

6| <——-1 =7;.
16 1—u 1—u 1—u £

Soit a présent n un entier naturel strictement supérieur a 1. Pour p,, =1, il vient

[Ja+syri=a+6,)a+s5)=1+6,
i=1
d’ou
0,=06,+6,,(1+6,)

68. Deux exemples de problemes pour lesquels un « petit » résidu ne garantit pas une « petite » erreur inverse sont ceux de détermination de
I'inverse d’'une matrice et de la résolution de I'équation de Sylvester AX —XB = C (voir [Hig93]), ott A € M,,,(R), B € M,(R) et C € M,, ,(R)
sont des matrices données et X € My, ,(R) est a déterminer.
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et
(n—1u ul—-(n—1Dw)+A+w)(n—1u nu
0|<u+———>0+uw)= = <7,
16l Sut T T 0T 1—(n—1u I—(n—1u "
Si p, =—1, on trouve de la méme fagon que

nu—(n—1)u?

0, < <7t
|"|_1—nu+(n—1)u2_}/'1

O

Considérons maintenant le calcul du produit de n nombres a virgule flottante x;, i = 1,...,n. En tenant compte
de (1.8), on obtient

fl(xyxg ... x) = x5 (1 +6)x3(1+65)...x,(1+6,1), |6;| <u,i=1,...,n—1,

ce qui signifie que le produit calculé est égal au produit « exact » des nombres x; et x;(1+65;),i=2,...,n. Onen
déduit, grace au lemme 1.7, la majoration suivante de I'erreur directe

X9 .00, — fl( X . )| < vpeg XX X

Envisageons ensuite le cas d'une somme de n nombres a virgule flottante x;, i = 1,...,n. En sommant dans
Pordre « naturel » des termes, on trouve

n—1 n—1 n—1
A (o +x) +x3) + o+ x) +x) =2 [ JA+6)+x [ Ja+6)+x [ Ja+6)
i=1 i=1 i=2

et X 1+ 5n—2)(1 + 511—1) + X, (1+ 5n—1),
avec |6;| <u,i=1,...,n— 1. Par une utilisation répétée du lemme 1.7, il vient alors
(. (G +xg) +xg)+ -+ x 1) +x,) = (0 +x2) (T +60,1) +x3(1+6,5) +--- +x,(1+6y),

ou |9 <vy;,i=1,...,n—1. On observe que la somme calculée est égale a la somme « exacte » des nombres
x1(1+6,1)etx;(1+6,,1_;), 1 =2,...,n. Cette analyse d’erreur inverse conduit aux majorations suivantes de
lerreur directe

[(Co o (Oep +x) +x3) + -+ x9) + ) — (. (e +x03) +x3) + -+ -+ x1) + X))

= ZYnH—i ;| < Yn—lZ lx;l, (1.23)

i=1 i=1

la seconde étant indépendante de I'ordre de sommation. On voit cependant que I'on minimise a priori la premiére
majoration en sommant les termes dans l'ordre croissant de leur valeur absolue, justifiant ainsi la régle selon
laquelle I'erreur d’arrondi sur une somme a tendance %° 3 étre minimisée lorsque I'on additionne en premier les
termes ayant la plus petite valeur absolue (voir I'exemple ci-dessous).

Exemple du calcul numérique d’une série infinie. Supposons que l'on souhaite approcher numériquement la valeur
de la série Z:j k™2, égale a %2 =1,6449340668482.... Pour cela, on réalise, avec le format simple précision de la norme
IEEE, la somme de ses 10° premiers termes pour obtenir la valeur 1,6447253. On observe alors que seuls quatre chiffres
significatifs, sur les huit possibles, coincident avec ceux de la valeur exacte. Ce manque de précision provient du fait que 'on
a additionné les termes, strictement positifs, de la série dans I'ordre décroissant de leur valeur, les plus petits nombres ne
contribuant plus a la somme une fois dépassé un certain rang en raison des erreurs d’arrondi. Le remede est d’effectuer la
somme dans l'ordre inverse ; avec le méme nombre de termes, on trouve alors la valeur 1,6449341, qui est correcte pour la
précision arithmétique considérée.

69. Cette regle est évidemment vraie si les quantités a sommer sont toutes de méme signe, mais peut étre contredite lorsque leur signe est
arbitraire.
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Des résultats d’analyse inverse pour les opérations couramment employées en algébre linéaire peuvent étre
établis par des raisonnements similaires. Pour le produit scalaire entre deux vecteurs x et y de R", calculé dans
Pordre « naturel », on a ainsi

(xTy) =x171(1+©1) + x3y5(1+05) + -+ + x,¥,(1+ ©,), (1.24)

avec |0;| < 1, 1©;] < Ynya—i> 1 =2,...,n. Le produit scalaire calculé est donc égal au produit scalaire « exact »
entre les vecteurs x + 6x et y, ou encore x et y + 0y, avec 0x; =0y; =0;, i =1,...,n. Comme précédemment,
ce résultat dépend de l'ordre dans lequel le produit scalaire est évalué. En observant cependant que chaque
perturbation relative est majorée en valeur absolue par y,, on arrive a la majoration suivante, indépendante de
lordre de sommation, de 'erreur directe

Ty = AT <D o Il 13l < v Dol il = v I 1y
i=1 i=1

dans laquelle |x| et |y| désignent des vecteurs de composantes respectives |x;| et |y;|, i =1,...,n. Ce résultat reste
valable dans un systéme d’arithmétique a virgule flottante sans chiffre de garde et garantit que 'erreur relative sur
le résultat sera petite lorsque, par exemple, y = x, car dans ce cas |x |7 ly| = \xT y|. On ne peut en revanche rien
affirmer si |xTy| < |x|" lyl.

L'analyse d’erreur du produit scalaire de deux vecteurs permet d’effectuer simplement celle du produit d’'une
matrice et d’'un vecteur, que I'on peut voir comme une série de produits scalaires entre des vecteurs associés aux
lignes de cette matrice et le vecteur en question. Soit A une matrice de M,, ,(R) et x un vecteur de R". D’apres
(1.24), on a pour les m produits scalaires entre les vecteurs a;, i = 1,...,m, ol aiT désigne la i€ ligne de A, et le
vecteur x

flla;,"x) = (a; +5a;)"x, |6a;| <y, la;|, i=1,...,m,

I'inégalité entre les vecteurs |6a;| et |a;
suivant

étant entendue composante par composante. On en déduit le résultat

fl(Ax) = (A+ 5A)x, |SAl <7, Al (1.25)

ol |A| et |6A| désignent les matrices d’éléments respectifs al-j{ et |al-j ,i=1,...,m,j=1,...,n, 'inégalité entre
matrices étant comprise élément par élément. Ceci fournit la majoration élément par élément de l'erreur directe
suivante

|Ax —fl(Ax)| < 7y, Al x],
et, en ayant recours a des normes,
If1(Ax) —Ax|l, < v, llAll,llx]l,, p=1, 00,

ou encore 7°

[|Ax —f1(Ax)|l; < v/ min(m, n) v,[|All[lx]],.

Pour traiter le produit de deux matrices A € M,, ,(R) et B € M, ,(R), on observe que les mémes erreurs
d’arrondis sont produites quel que soit 'ordre des boucles nécessaires au calcul du produit (voir la section 1.2); il
suffit donc d’en considérer un. En faisant choix de l'ordre « jik », pour lequel les colonnes Ab »J=1...,p, de la
matrice AB sont obtenues une a une, on obtient alors, en utilisant (1.25),

SAj| <v.lAlL j=1,...,p,
et, en notant |B| la matrice d’éléments |bl~j|, i=1,...,n,j=1,...,p,

|AB —f1(AB)| < v, |Al |BI,

70. Pour établir cette derniére inégalité, on se sert du fait que si A et B sont deux matrices de M, ,(R) telles que |A| < |B|, alors ||Al|, <
v/rang(B)||B||,. En effet, I'hypotheése implique que |aij| < |bl-j|, i=1,...,m, j=1,...,n, et donc que |la;jll; < [|bjllz, j = 1,...,n, ol les
vecteurs a; et b; sont les colonnes respectives des matrices A et B. On en déduit trivialement que [|Al|r < |B||r e, en utilisant 'équivalence
entre la norme spectrale et celle de Frobenius (voir le tableau A.1), on obtient que

llAllz < llAllr < IBllr < +/rang(B)I|B||,.-
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cette derniere majoration étant entendue élement par élément. Les majorations en norme correspondantes sont
IAB — fI(AB)I|, < v, llAll, lIBl,, p=1,00,F,
et, pour p = 2 (sauf si les éléments de A et B sont positifs),

IAB — fl(AB)|| < ny,[|All2[|BI[,.

Terminons par un exemple d’analyse d’erreur mixte concernant la détermination des solutions réelles r; et r,
d’une équation algébrique du second degré a x? + b x + ¢ = 0 par l'algorithme 3. Dans ce cas, il a été démontré
(voir [Kah72]) que les racines calculées 7, et 7, satisfont

|f.i_fli| S’)/'5“;1": i:1,2,

ot 'on a noté #;, i = 1,2, les racines de I'équation perturbée a x2+ bx +¢& =0, avec |¢ —c| < v, [¢].

1.5.2 Stabilité numérique et précision d’un algorithme

Leffet des erreurs d’arrondi sur le résultat d’'un algorithme exécuté en arithmétique en précision finie dépend a
priori des opérations élémentaires composant ce dernier et de leur enchalnement. Ainsi, deux algorithmes associés
a la résolution d'un méme probléme, et par conséquent mathématiquement équivalents, peuvent fournir des
résultats numériquement différents. La notion de stabilité numérique que nous allons introduire sert a quantifier cet
effet et a comparer entre eux des algorithmes. Comme pour 'analyse des erreurs d’arrondi, plusieurs définitions
existent. Nous commencons par donner la plus couramment employée, basée sur I'erreur inverse.

Définition 1.8 (stabilité inverse d’un algorithme) Un algorithme calculant une approximation § de la solution
d’un probléme associée a une donnée d est dit stable au sens inverse en arithmétique en précision finie si § est la
solution exacte du probléme pour une donnée d telle que, pour une norme ||-|| choisie, on ait

ld —d|l < Culldl],
olt C est une constante « pas trop grande » et u est la précision machine.

En d’autres mots, un algorithme est stable au sens inverse (backward stable en anglais) si son erreur inverse
relative est de 'ordre de grandeur de la précision machine u, ce qui signifie encore que le résultat qu’il fournit
est la solution exacte du probleme pour une donnée « légérement » perturbée. De fait, on considére dans cette
définition qu’un algorithme est stable des que les erreurs d’arrondi qu’il propage sont du méme ordre que les
incertitudes présentes sur la donnée, ce qui les rend indiscernables avec la précision arithmétique disponible 7!,
Ceci ne garantit évidemment pas que la précision de la solution calculée est bonne. Nous reviendrons sur ce point.

Exemples d’algorithmes stables au sens inverse. La propriété (1.8) du modele d’arithmétique a virgule flottante
standard garantit que les quatre opérations arithmétiques de base sont stables au sens inverse. Il en va de méme pour le calcul
du produit scalaire entre deux vecteurs de R", en vertu de I'égalité (1.24).

Nous verrons que la plupart des méthodes directes « classiques » de résolution de systémes linéaires (voir le
chapitre 2) ou que I’évaluation d’un polynéme en un point par la méthode de Horner (voir la sous-section 5.7.2)
sont stables au sens inverse.

Lorsque les données sont a valeurs vectorielles ou matricielles, on peut également mener I'étude de stabilité
inverse par composante d’un algorithme en mesurant l'erreur par composante plutdét qu’en norme. Ceci a des
conditions de stabilité plus restrictives, tout algorithme stable au sens inverse par composante étant en effet stable
au sens inverse par rapport a toute norme sans que la réciproque soit forcément vraie.

La définition suivante de la stabilité fait usage de l'erreur directe et de ses liens avec I'erreur inverse.

Définition 1.9 (stabilité directe d’un algorithme) Un algorithme calculant une approximation § de la solution
s = @(d) d’'un probléme associée a une donnée d est dit stable au sens direct si Uerreur directe sur son résultat
est d’un ordre de grandeur similaire a celle produite par d’'un algorithme stable au sens inverse résolvant le méme
probléme.

71. On comprend ici que la notion de stabilité inverse, tout comme celle de bon ou de mauvais conditionnement, est relative, la « petitesse »
de la constante apparaissant dans la majoration de 'erreur inverse étant en pratique fonction de la précision finie du calculateur.
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En vertu de l'analyse de sensibilité réalisée dans la sous-section précédente et de la définition 1.8, cette
définition signifie que I'erreur directe d’un algorithme stable au sens direct (forward stable en anglais) est telle
qu’on ait 72, au premier ordre,

I8 —sll < x(p,d)Culld]l, (1.26)

ol (¢, d) est le conditionnement relatif du probléme en la donnée d et C est une constante « pas trop grande ».
Comme le montre 'exemple ci-dessous, un algorithme stable au sens direct ne I'est pas forcément au sens inverse.
En revanche, la stabilité inverse entraine la stabilité directe par définition.

Exemple d’algorithme stable au sens direct. Considérons 'usage de la régle de Cramer”® (voir la proposition A.163)
pour la résolution d’'un systéme linéaire Ax = b d’ordre 2. Dans ce cas, la solution x est donnée par

biay, —byay, _ ay1by —ay by

det(a) Xy = detd) avec det(A) = a;1a55 — Ax1a45-

X, =
Supposons que le déterminant de A est évalué de maniere exacte (ceci ne modifiera pas de maniere substantielle les majorations
que nous allons obtenir). En notant C = (com(A))" = (szzl _a‘illz) la transposée de comatrice de A et X la solution calculée, on
trouve, en utilisant (1.25), que

1 1 1
x =fl Cb|= C+6C)b=x+ 6Cb, 6C|<y,lC|.
X (det(A) ) det) b=x+1D avec [5C| < 7,[C|

11 vient alors, en vertu de (A.4),

e —%lloo __ [A"11B1]]

=73

o [l oo
ce qui implique la stabilité directe de la méthode par définition du conditionnement de Bauer—Skeel de la matrice A (voir
(1.19)). Par ailleurs, on a

<y |[lA7NAl]| »

llx|

Ib—A%| < y;lAl|lA7[bl,
d’ott
llb —A%|loo
151l oo
Le résidu normalisé dans le membre de gauche de cette derniere inégalité constituant une mesure de I'erreur inverse (voir
[RG67]), on en déduit que la méthode n’est pas stable au sens inverse.

<vslala|., -

La définition la plus générale de la stabilité d’'un algorithme fait appel a 'analyse d’erreur mixte directe-inverse.

Définition 1.10 (stabilité numérique d’un algorithme) Un algorithme calculant une approximation § de la solution
s = ¢(d) d’un probléme associée a une donnée d est dit numériquement stable si les quantités 6d et 6s dans la
relation (1.22) sont telles que

65l < Crullsl et lI6d|| < Coulld]l,

ol C, et Cy sont des constantes « pas trop grandes » et u est la précision machine.

11 découle de cette derniére définition que la stabilité inverse d’un algorithme implique sa stabilité numérique,
la réciproque n’étant pas vraie comme le montre 'exemple ci-apres.

Exemple d’algorithme numériquement stable. On considére I'évaluation du produit tensoriel xy T de deux vecteurs x
et y de R™ et R" respectivement. Cet algorithme est numériquement stable (par composante), car on vérifie que

fl(x;y;) = x;y;,(1+ 64, 5”-‘ <ui=1,....,m, j=1,...,n,

en vertu de (1.8), mais il n’est pas stable au sens inverse. En effet, la matrice de M,, ,(R) ayant pour éléments les réels 6,;,
i=1,...,m, j=1,...,n, nétant, en général, pas une matrice de rang 1, le résultat fi(xy ") ne peut s'écrire sous la forme d’un
produit tensoriel de vecteurs.

72. Lorsque la donnée est a valeurs vectorielles ou matricielles, on peut également définir la stabilité directe par composante. Dans ce cas,
C’est le conditionnement par composante k.(¢,d) ou éventuellement mixte x,,(¢,d) qui intervient dans la majoration.

73. Gabriel Cramer (31 juillet 1704 - 4 janvier 1752) était un mathématicien suisse. Le travail par lequel il est le mieux connu est son
traité, publié en 1750, d’Introduction a U'analyse des lignes courbes algébriques dans lequel il démontra qu'une courbe algébrique de degré n est

déterminée par "(“; 3 de ses points en position générale.
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Terminons par quelques mots sur la précision du résultat calculé par un algorithme. Un algorithme est considéré
comme d’autant plus précis que l'erreur directe, mesurée en norme ou par composante, sur le résultat qu’il fournit
est petite. Cette erreur satisfaisant la majoration (1.26) au premier ordre, on comprend que la précision du résultat
dépend a priori a la fois de I'erreur inverse de I'algorithme et du conditionnement du probléme que I'on résout de
la maniere (un peu grossiere) suivante

précision < conditionnement du probléme x erreur inverse de I’algorithme.

Par conséquent, pour un probleme mal conditionné, I'erreur directe peut étre trés importante méme si la
solution calculée posséde une petite erreur inverse, car cette derniére peut se trouver amplifiée par un facteur
aussi grand que l'est le conditionnement du probléme. Cette remarque conduit & une séparation « pratique » entre
problémes bien et mal conditionnés relativement a la précision finie de 'arithmétique en virgule flottante employée.
On peut ainsi considérer qu'un probléme est mal conditionné si son conditionnement est d'un ordre de grandeur
supérieur a I'inverse de la précision machine, c’est-a-dire

k(p,d)uz 1.

Par exemple, si 'on cherche a résoudre un probléme ayant un conditionnement de 'ordre 10'° par un algorithme
stable au sens inverse exécuté en arithmétique en double précision de la norme IEEE 754. On a u = %2’53’1 ~
1,11 1076 et 'on ne peut donc avoir raisonnablement confiance que dans les six premiers chiffres de la solution
calculée.

On notera cependant que la majoration (1.26) est parfois extrémement pessimiste, comme le montre 'exemple
de l'algorithme introduit par Bjérck et Pereyra dans [BP70] pour résoudre efficacement ’# un systéme linéaire
d’ordre n associé a une matrice de Vandermonde (voir la sous-section 6.2.2 pour une description). On a en effet
vu dans la sous-section 1.4.2 qu'un tel probléme était généralement trés mal conditionné. Or, 'analyse directe
montre que la majoration de l'erreur directe, et donc la précision de la méthode, est, dans ce cas, indépendante du
conditionnement de la matrice de Vandermonde considérée (voir [Hig871).

1.6 Notes sur le chapitre

Le mot « algorithme » dérive du nom du mathématicien al-Khwarizmi’°, latinisé au Moyen Age en Algoritmi. 11
existe une définition plus formelle de la notion d’algorithme que celle donnée en début de chapitre, basée sur les
concepts de calculabilité effective et de machine de Turing introduits respectivement par Church 7® en 1936 et Turing
en 1937 pour répondre négativement au Entscheidungsproblem formulé par Hilbert et Ackermann’” en 1928.

Découvert en 1987, I'algorithme de Coppersmith 7~Winograd 7 [CW90] permet d’effectuer le produit de deux
matrices carrées de maniere asymptotiquement plus rapide que 'algorithme de Strassen, sa complexité étant en
0(n?37%). Sl constitue une brique essentielle dans 'obtention de résultats théoriques de complexité pour d’autres
algorithmes, il est cependant pratiquement inutilisable en raison de la présence d’énormes constantes dans les
estimations de sa propre complexité.

Dans de nombreux cas, on peut montrer que le conditionnement d’un probléme est proportionnel a I'inverse
de la distance de ce probléme au probléme mal posé ®° le plus proche. Ce résultat est bien connu pour la résolution

74. Cette méthode ne requiert en effet que de l'ordre de % n? opérations arithmétiques.

. P

75. Abu Abdullah Muhammad ibn Musa al-Khwarizmi ( o} , s> wse o dems aUl ae gl en arabe, v. 780 - v. 850) était un
mathématicien, astronome et géographe perse, considéré comme 1'un des fondateurs de I’algebre. Il introduisit dans son aire culturelle les
connaissances mathématiques indiennes (notamment le systéme de numération décimal) et traita de maniére systématique la résolution des

équations linéaires et quadratiques dans un ouvrage intitulé « Abrégé du calcul par la restauration et la comparaison » (- e g
Alaotl 3 =l Cdius en arabe). )

76. Alonzo Church (14 juin 1903 - 11 aofit 1995) était un mathématicien américain, connu pour l'invention du A-calcul. Il fit d’importantes
contributions a la logique mathématique et aux fondements de l'informatique théorique.

77. Wilhelm Friedrich Ackermann (29 mars 1896 - 24 décembre 1962) était un mathématicien allemand. Il est célébre pour avoir introduit
la fonction d’Ackermann, qui est un exemple simple de fonction récursive non récursive primitive en théorie de la calculabilité.

78. Don Coppersmith est un mathématicien et cryptologue américain. Il est a 'origine d’algorithmes pour le calcul rapide de logarithmes
discret et pour la cryptanalyse de I'algorithme de Rivest, Shamir et Adleman, ainsi que de méthodes pour la multiplication matricielle rapide et
la factorisation. Il est aussi I'un des concepteurs des systemes de chiffrement par bloc Data Encryption Standard (DES) et MARS.

79. Shmuel Winograd (né le 4 janvier 1936) est un informaticien américain. Il est connu pour ses travaux théoriques sur la complexité
arithmétique des algorithmes.

80. Par opposition a la définition d’un probléme bien posé, un probléme mal posé, ou singulier, est un probleme possédant plus d’'une ou pas
de solution ou bien dont la solution ne dépend pas contintiment de la donnée.
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de systémes linéaires (voir le théoréme A.170), mais il en existe de similaires pour le calcul d’éléments propres
d’une matrice ou de racines d’un polyndme. Pour plus de détails sur le sujet, on pourra consulter I'article [Dem87].

Indiquons que la précision d’un résultat calculé peut étre garantie par une approche reposant sur Uarithmétique
d’intervalles [Moo66]. Dans celle-ci, tout nombre se trouve remplacé par un intervalle le contenant et dont les
bornes sont représentables dans I'arithmétique en précision finie sous-jacente, ce qui permet de rendre compte a la
fois de possibles incertitudes sur une donnée et des arrondis diis a la représentation des nombres réels en machine.
En définissant les opérations arithmétiques et les fonctions de base sur des intervalles élémentaires, on peut alors
fournir un intervalle encadrant avec certitude le résultat de tout calcul effectué.

11 est possible de réduire l'effet des erreurs d’arrondi, sans pour autant avoir a augmenter la précision de
larithmétique a virgule flottante utilisée, en faisant en sorte que celles-ci se compensent. I'exemple le plus
connu d’un tel procédé est celui de 'algorithme de somme compensée de Kahan (Kahan’s compensated summation
algorithm en anglais) [Kah65], proposé pour le calcul de la somme de nombres a virgule flottante, qui consiste en
I’estimation, a chaque addition effectuée, de I'erreur d’arrondi suivie d’'une compensation par un terme correctif
(voir l'algorithme 4 ci-dessous).

n

Algorithme 4 : Algorithme de somme compensée de Kahan pour le calcul de s = Zi:l X;.
Entrée(s) : les nombres x;,i =1,...,n.
Sortie(s) : la somme s.
s=x;
c=0
pour i =2 d n faire
y=x;—c
t=s+y
c=(t—s)—y
s=t

fin

En arithmétique a virgule flottante binaire avec chiffre de garde, on peut prouver (voir [Gol91]) que la somme
de n nombres a virgule flottante x;, i = 1,...,n, ainsi calculée, ici notée §, vérifie

n
§=>"x(1+6), 16, < 2u+0(nu?),
i=1

ce qui est un résultat d’erreur inverse pratiquement idéal. La majoration de l'erreur directe correspondante est

n

Zn:xi—§ < (2u+O(nu2))Z |2,

i=1 i=1
ce dernier résultat étant indépendant de 'ordre de sommation si nu < 1. On constate une amélioration significative
par rapport a (1.23).

Pour plus de détails sur la stabilité des méthodes numériques, on pourra consulter le trés complet et excellent
ouvrage de Higham [Hig02] sur le sujet, dont ce chapitre s’inspire en grande partie.
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Algebre linéaire numérique
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Lalgébre linéaire numérique est une branche des mathématiques appliquées consacrée a '’étude de méthodes
numériques pour la résolution de problemes d’algebre linéaire a ’aide de calculateurs.

Dans la plupart des applications du calcul scientifique issues de la physique, de la mécanique, de la biologie,
de la chimie ou encore de la finance (cette liste n’étant évidemment pas exhaustive), I'algebre linéaire, et plus
particulierement I'analyse matricielle, joue en effet un role remarquable. Par exemple, la simulation numérique d’'un
modeéle mathématique se ramene trés souvent a faire effectuer par un calculateur une série de calculs matriciels.

Si des questions théoriques fondamentales comme celles de I'existence et de 'unicité de la solution d’un systéme
linéaire ou du fait qu’'une matrice soit diagonalisable sont résolues depuis de nombreuses années, le développement
de méthodes robustes (au sens de la notion de stabilité numérique introduite dans le chapitre 1) et efficaces (en
termes du cofit de calcul et d’occupation de 'espace mémoire requis) est toujours I'objet de recherches actives. De
plus, ces méthodes doivent aussi étre (ou pouvoir étre) adaptées au caractere spécifique du probleme a traiter. En
effet, dans beaucoup d’applications !, les matrices qui interviennent possédent des propriétés? ou des structures >
particulieres, dont les algorithmes mis en ceuvre doivent impérativement tirer profit.

Les trois prochains chapitres constituent une introduction aux techniques les plus couramment utilisées pour le
traitement de deux types de problémes apparaissant de maniére récurrente dans le cadre que nous venons de
définir, qui sont la résolution de systémes linéaires et le calcul des éléments propres d’une matrice.

1. Cest, par exemple, le cas pour les systemes linéaires provenant de méthodes de discrétisation utilisées pour la résolution approchées des
équations différentielles.

2. On pense ici a des matrices hermitiennes ou symétriques, définies positives, a diagonale dominante, etc.

3. On pense ici a des matrices tridiagonales (par points ou par blocs), bandes ou, plus généralement, creuses, c’est-a-dire contenant
beaucoup d’éléments nuls.
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Chapitre 2

Méthodes directes de résolution des
systemes linéaires

On considere la résolution d’un systéme linéaire s’écrivant matriciellement
Ax = b, 2.1)

avec A une matrice d’ordre n a coefficients réels inversible et b une matrice colonne de M, ;(R), par des méthodes
dites directes, c’est-a-dire fournissant, en 'absence d’erreurs d’arrondi, la solution du systéme en un nombre fini !
d’opérations élémentaires. Ces méthodes consistent en la construction d’une matrice inversible M telle que MA
soit une matrice triangulaire, le systéme linéaire équivalent (au sens ot il posséde la méme solution) obtenu,

MAx = Mb,

étant alors « facile » a résoudre (on verra ce que 'on entend précisément par 1a). Une telle idée est par exemple a
la base de la célébre méthode d’élimination de Gauss 2, qui permet de ramener la résolution d’un systéme linéaire
quelconque a celle d’un systéme triangulaire supérieur.

Apres avoir présenté quelques cas pratiques d’application de ces méthodes et donné des éléments sur la
résolution numérique des systémes triangulaires, nous introduisons dans le détail la méthode d’élimination de
Gauss. Ce procédé est ensuite réinterprété en termes d’opérations matricielles, donnant lieu a une méthode de
factorisation (factorisation ou decomposition en anglais) des matrices. Les propriétés d’une telle décomposition sont
explorées, notamment dans le cas de matrices particuliéres. Le chapitre se conclut sur la présentation de quelques
autres méthodes de factorisation.

2.1 Exemples d’application

Les méthodes de résolution de systemes linéaires occupent une place centrale au sein des méthodes numériques.
Bien entendu, de nombreux problemes de mathématiques se posent en termes de résolution d’'un systéme d’équa-
tions linéaires, comme pour la méthode des moindres carrés dans 'exemple qui suit, et le recours a un technique de
résolution numérique est alors naturel. Mais il faut également souligner que de nombreuses méthodes numériques
font intervenir la résolution de systémes linéaires, de taille parfois conséquente, au sein d’étapes intermédiaires.
C’est le cas pour les méthodes de résolution approchée des équations aux dérivées partielles, dont on donne un
premier apercu dans la sous-section 2.1.2 sur lesquelles nous reviendrons dans les derniers chapitres du cours.

1. On oppose ici ce type de méthodes avec les méthodes dites itératives, qui nécessitent a priori un nombre infini d’opérations pour fournir
la solution. Celles-ci sont l'objet du chapitre 3.

2. Johann Carl Friedrich Gaul? (30 avril 1777 - 23 février 1855) était un mathématicien, astronome et physicien allemand. Surnommé
par ses pairs « le prince des mathématiciens », il fit des contributions significatives dans de nombreux domaines des sciences de son époque,
notamment en théorie des nombres, en statistique, en analyse, en géométrie différentielle, en électrostatique, en astronomie et en optique.
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METHODES DIRECTES DE RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

2.1.1 Estimation d’un modele de régression linéaire en statistique *

Une des plus importantes applications pratiques de la statistique consiste en I’étude de la relation entre
une variable observable, supposée aléatoire et dite variable dépendante®, et une ou plusieurs autres variables
observables, aléatoires ou non et que 'on qualifie de variables indépendantes *. Dans le cas de variables statistiques
quantitatives et étant donné un échantillon de taille n, le modéle de régression linéaire suppose un lien de la forme

p
Yi:90+29jxij+Ui,i:1,...,n, (2.2)
=1

entre la variable dépendante Y; et les variables indépendantes X;;, j=1,...,p, i =1,...,n; on parle de régression
simple lorsque p = 1, de régression multiple sinon. Les coefficients 6;, j =0, ..., p, sont les paramétres du modele, et
les variables aléatoires U;, i = 1,...,n, sont des termes d’erreur résumant I'influence sur les variables dépendantes
de facteurs autres que ceux modélisés par les variables indépendantes. Ces derniéres quantités sont non observables
et doivent par conséquent étre estimées. Pour cela, on formule les hypotheses de base suivantes :

* les variables indépendantes sont exogeénes, ce qui signifie qu’elles ne sont pas corrélées aux erreurs, ce qui
se traduit par E(U; | X;;) =0, j=1,...,p,i=1,...,n, si les variables indépendantes sont aléatoires, ou par
E(U;)=0,i=1,...,n, si elles sont déterministes, (condition plus faible : E(U;) = 0 et E(U; X;;) = 0 dans
le cas aléatoire)

* les erreurs U;, i = 1,...,n, possedent toutes la méme variance, qui est indépendante des valeurs des
variables X i homoscédasticité (conditionnelle si les X ; sont aléatoires)

 indépendance/non corrélation des erreurs (conditionnellement aux X i)

* les variables indépendantes (+ constante) ne sont pas colinéaires : la matrice des variables indépendantes
est de rang p (p + 1) avec probabilité 1.

hypothése de normalité des erreurs, implique les trois premieres hypothéses. Noter que seule la derniére de ces
hypothéses est nécessaire a 'estimation des parametres du modele, les autres permettent d’obtenir un estimateur
non biaisé et/ou efficace (C’est-a-dire de variance minimale).

On considére une réalisation des variables observables dont les valeurs sont y; et x;;, il découle du modele que

j
y=X0+u

ol I'on a introduit y € R" le vecteur de composantes y;, X € M, ;,1(R) est la matrice

1 xu xlp

1 Xp1 e xnp
0 € R* le vecteur de composantes 0; et u le vecteur des erreurs u;.
La méthode des moindres carrés consiste a estimer le vecteur 6 de facon a minimiser la somme des carrés des

résidus, qui sont les différences entre les valeurs y; observées et les valeurs estimées données par . ; 0;x;5, i.e.

6 = arginf|ly —x6/|.
0

€RP

Ce probléme admet une unique solution. En effet, en développant la fonctionnelle a minimiser de la maniére
suivante
ly—x0|>=yTy—20"xTy+07x"X0,

on obtient que I'estimateur recherché doit satisfaire le systeme linéaire, dit des équations normales
X'™x0=x"y,

la matrice XX étant définie positive par construction et en vertu de ’hypothése ... .
CONCLURE AVEC DES REMARQUES

3. On trouve encore, selon la discipline d’application, les noms de variable réponse ou expliquée.
4. On trouve aussi les noms de variables prédictrices ou explicatives.

44



EXEMPLES D’APPLICATION

A SUPPRIMER modéle linéaire gaussien : on ajoute au modele précédent une hypothése de normalité sur les
erreurs, I'idée sous-jacente étant qu’il existe un vecteur 8 de vraies valeurs mais que I'estimation 6 issue d’'une
série d’observations differe selon les échantillons obtenus, mais, en vertu du théoréme central limite, tend vers
0 en moyenne. Le vecteur 8 est donc une variable aléatoire dont on cherche la distribution. On cherche alors a
déterminer des intervalles du type [éj —€j, éj + €;] contenant tres probablement 6;.

ici, on suppose que les composantes ey, ... ., e, de e sont des observations indépendantes d’'une variable aléatoires
E distribuées selon une loi normale centrée de variance o2 inconnue (y ~ A, (X0, cI,). Cette hypothése peut se
justifier d’'une part par un argument théorique/de modélisation, les déviations e; étant interprétées comme des
erreurs de mesure, d’autre part par un argument pratique, car elle est facile a vérifier a posteriori.

2.1.2 Résolution numérique d’un probléme aux limites par la méthode des différences
finies *

A REPRENDRE On considére le probleme suivant : étant donné deux fonctions c et f continues sur Uintervalle
[0, 1] et deux constantes réelles a et 3, trouver une fonction u de classe €? sur [0, 1] vérifiant

—u"(x)+c(x)u(x)=f(x), 0<x <1, 2.3)

u(0)=a, u(l) =p. 2.9

Un tel probléme est appelé probléme aux limites, car la fonction cherchée doit satisfaire des conditions aux
limites (2.4) posées aux bornes de l'intervalle ouvert sur lequel 'équation différentielle (2.3) doit étre vérifiée.
Cette équation intervient dans la modélisation de divers phénomenes physiques (c’est en particulier une version
indépendante du temps des équations linéaires de la chaleur ou des ondes en une dimension d’espace). Sous
certaines conditions sur la fonction ¢, on peut montrer qu'’il existe une unique solution au probléme (2.3)-(2.4).
Nous supposons que ¢ est positive sur I'intervalle [0, 1], qui est une hypothese suffisante, mais pas nécessaire, pour
avoir existence et unicité. Sauf dans de rares cas, on ne connait pas de solution explicite de (2.3)-(2.4) et on doit
avoir recours a des méthodes d’approximation numérique de la solution. Nous faisons ici appel a 'une des plus
simples d’entre elles, la méthode des différences finies.

Etant donné un entier n > 1, on commence par diviser I'intervalle [0,1] en n + 1 sous-intervalles de tailles
égales, en posant

1

T n+1
et en définissant un maillage uniforme de pas h comme étant I'ensemble des points x; = ih, 0 <i < n+ 1, appelés
neeuds du maillage. La méthode des différences finies est alors un moyen d’obtenir une approximation de la
solution de (2.3)-(2.4) aux nceuds du maillage. Plus précisément, on cherche un vecteur

Uy
u, = ERn,

Up

tel que la valeur u; soit « proche » de celle de u(x;), i =1,...,n, les valeurs de la solution aux points x, = 0 et
Xn41 = 1 étant déja connues.

Pour calculer le vecteur u, des valeurs approchées de la solution u, le principe est de tout d’abord remplacer
I'équation différentielle (2.3) par un systéme de n équations algébriques, obtenu en écrivant (2.3) en chaque nceud
x;, 1 <i < n, du maillage et en substituant ensuite a chaque valeur u”(x;) une combinaison linéaire appropriée de
valeurs de la fonction u en certains points du maillage. En effet, en supposant que u est quatre fois continiment
dérivable sur l'intervalle [0, 1], on peut écrire, par la formule de Taylor-Lagrange (voir le théoréme B.116), pour
touti=1,...,n,

h? h® h*
u(x;p1) = u(x;) +hu'(x;) + o u” () + 3 U(3)(xi) + 2% U(4)(Xi - 9i+h);

et
h? h3 h
)= Y—hu'(e:)+ —u”(x) — — u®(x)+ —
u(xlfl) u(xl) hu (xl)+ 2 u (Xl) 6 u (xl)+ 24

4
u®(x; + 67h),
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METHODES DIRECTES DE RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

avec 0" et 6 deux réels strictement compris entre 0 et 1. On en déduit, en sommant ces deux égalités et en
utilisant le théoréme des valeurs intermédiaires (voir le théoréme B.89), que

u//(xi) — u(xi—l) - zu(xi) + u(xi+1) + 21_2

e 5 u®(x; + 6;h), avec |6;| < max{6},0,}, 1<i<n.

En négligeant le terme d’ordre deux en h dans cette derniére relation, on obtient une approximation de la dérivée

seconde de la fonction u au neeud x;, 1 < i < n, du maillage correspondant au schéma aux différences finies centrées

suivant

u//(xi) ~ u(xi—l) —2 u(xi) + u(xi+1) ,

h2

en faisant le raisonnement, heuristique, que I'erreur commise sera d’autant plus « petite » que le pas h sera petit.
En notant alors ¢; = c(x;) et f; = f(x;), 1 <i < n, pour alléger I'écriture, en substituant a u”(x;), 1 <i <n,

son approximation par le schéma aux différences finies (2.5) puis en remplacant chaque valeur u(x;) par son

approximation u;, 1 < i < n, on aboutit a un probléme discret, associé a (2.3)-(2.4) et au maillage de pas h de

l'intervalle [0, 1], qui prend la forme de la résolution d’un systeme linéaire : trouver le vecteur u; de R™ vérifiant

(2.5)

Ahuh = bhﬁ (26)
avec
2 + C1h2 _1 fl + a h_2
1 _]. 2 + C2h2 _1 f2
Ah=ﬁ et b, = :
-1 2+c¢,,h? -1 fra
-1 2+ c,h? fot+Bh2

La matrice A, est dite tridiagonale, car elle ne possede des éléments non nuls que sur sa diagonale principale et les
sous et sur-diagonales qui lui sont adjacentes. On remarque également que A;, et b sont directement calculables a
partir des données du probleme (2.3)-(2.4) que sont les fonctions c et f et les valeurs a et .

On peut montrer que la matrice A, est inversible (elle est symétrique et définie positive sous 'hypothéese que la
fonction c est positive), c’est-a-dire que le systéme linéaire (2.6) admet une unique solution u;, qui fournit de plus
une approximation convenable de la solution u au sens ot la quantité

max lu(x;) —ul

tend vers zéro quand 'entier n tend vers I'infini (on dit alors que la méthode des différences finies appliquée au
probléme (2.3)-(2.4) converge). Ce dernier résultat est relativement délicat a établir et nous renvoyons au chapitre
3 de [Cia98] (dont on s’est d’ailleurs inspiré pour cet exemple) pour une preuve.

On voit donc confirmée l'intuition, quelque peu heuristique, qui a conduit a I'établissement du probleme discret
et voulait que la qualité de I'approximation obtenue soit d’autant meilleure que le pas h est petit et, par voie de
conséquence, I'entier n grand. On peut donc étre amené a résoudre des systemes linéaires de taille importante, la
méthode des différences finies pouvant étre appliquée a de nombreuses autres classes de problémes aux limites en
une, deux ou trois > dimensions d’espace. Cette résolution peut se faire au moyen des méthodes présentées dans le
présent chapitre ou le suivant.

2.2 Stockage des matrices

Pour stocker une matrice carrée d’ordre n, réelle ou complexe, il suffit de placer en mémoire les n? éléments
qui la définissent. Cependant, lorsque les matrices considérées possédent une structure particuliere, il peut étre
avantageux d’en tirer parti, notamment pour optimiser leur stockage. Ainsi, si la matrice du probléme est symétrique
(ou hermitienne dans le cas complexe), on a seulement besoin de stocker la partie triangulaire supérieure (ou
inférieure) de la matrice, ce qui nécessite de garder % n(n + 1) nombres a virgule flottante en mémoire.

Dans les applications, il est courant que les matrices avec lesquelles on travaille possedent de nombreux
éléments nuls. Plus précisément, on parle de matrice creuse (sparse matrix en anglais) lorsque le nombre de

5. Dans ce dernier cas, la taille typique des systemes linéaires couramment résolus est de plusieurs millions.
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STOCKAGE DES MATRICES

coefficients non nuls d’'une matrice est petit devant le nombre total de coefficients qu’elle contient (typiquement
de 'ordre de n pour une matrice carrée d’ordre n, avec n grand). Par exemple, une matrice tridiagonale est une
matrice creuse et les matrices bandes (voir la définition A.105) produites par les méthodes de résolution approchée
d’équations aux dérivées partielles sont, en général, creuses. Ce type de matrice intervient aussi dans de nombreux
autres domaines, comme en analyse combinatoire, et plus particulierement en théorie des réseaux et en recherche
opérationnelle ® (il semble que I'appellation soit due & Markowitz 7).

Pour de telles matrices, on va chercher a ne stocker, dans la mesure du possible, que les coefficients non nuls,
de maniere a profiter d’'un gain substantiel de place en espace mémoire par rapport a un stockage classique des
que l'on travaillera avec des matrices de grande taille, mais aussi d’'un temps d’acces réduit aux données utiles,
celles-ci étant en principe placées de maniére contigué en mémoire. Différentes techniques de stockage existent et
conduisent a 'emploi d’algorithmes spécialisés, adaptés a la structure de données choisie et dont la complexité
se trouve généralement réduite par rapport a celle des algorithmes classiques, pour manipuler ou effectuer des
opérations sur les matrices creuses.

On va décrire ci-aprés quelques-uns des formats les plus couramment utilisés (la liste ne se voulant pas
exhaustive). Dans toute la suite de cette section, on désigne par A une matrice creuse d’ordre n, a priori non
symétrique, contenant un nombre n_nonzero d’éléments non nuls.

Tout d’abord, il est aisé de voir que, si A est une matrice bande de demi-largeur de bande inférieure valant p et
de demi-largeur de bande supérieure valant g, le stockage peut se faire dans un tableau de nombres a virgule
flottante de taille (p + g + 1)n. On parle alors de stockage bande (band storage en anglais), en ligne ou en colonne
selon que la matrice est parcourue ligne par ligne ou colonne par colonne lors du stockage. Dans le premier cas, si
Pon cherche & déterminer I'indice k de I'élement du tableau contenant I'élément q;; de la matrice A, on se sert du
fait que le premier coefficient de la i¢ ligne de A, c’est-a-dire a;;_,, est stocké dans le tableau de nombres réels
matrix_elements ala (p +q+ 1)(i — 1)+ 1¢ position et on en déduit que k =(p+q+1)(i—1)+j—i+p+1.
On notera que certains des éléments du tableau de stockage ne sont pas affectés, mais leur nombre, égal a
%(p(p —1)+q(gq—1)), reste négligeable. Ce stockage peut étre utilisé sans modification si la matrice est triangulaire
inférieure (on a alors p = 0) ou supérieure (on a alors ¢ = 0). Il peut aussi étre adapté pour une matrice symétrique
ou hermitienne, en ne stockant que sa partie triangulaire supérieure ou inférieure et en précisant quelle est la
partie stockée.

Exemple de stockage bande d’une matrice creuse. La matrice bande suivante, pour laquelle p =2 etq=1,

b
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a pour stockage bande en ligne le tableau

| matrix_elements(:) [ x [ * [1 [3[*x[2[5]0o[6[0[4[3]0o]2][7[9[8][6]5]x*]

le symbole * désignant un élément du tableau non affecté avec la valeur d’'un élément de A lors de son stockage.

Le stockage profil (skyline storage (SKS) en anglais) permet dans certains cas une réduction de I'espace requis
par rapport au stockage bande. En effet, dans ce dernier, tous les termes situés a l'intérieur d’'une bande fixée sont
placés en mémoire. Avec le stockage profil, la largeur de cette bande varie d’'une ligne (resp. colonne) a l'autre,
commencant au premier élément non nul et finissant au dernier élément non nul, le profil d'une matrice étant
défini comme la suite des indices de colonne (resp. de ligne) des premiers éléments non nuls de chaque ligne (resp.
colonne) de cette matrice. Ce format est surtout utilisé avec les matrices symétriques, pour lesquelles on ne stocke
que la partie triangulaire inférieure (stockage par lignes) ou supérieure (stockage par colonnes). Dans le premier

6. La recherche opérationnelle est la discipline regroupant le développement et 'application de méthodes, de modéles conceptuels et
d’outils mathématiques et informatiques permettant de rationaliser le processus de prise de décision, généralement dans un but d’optimisation
ou de controle.

7. Harry Max Markowitz (né le 24 aofit 1927) est un économiste américain, lauréat du prix de la Banque de Suéde en sciences économiques
en mémoire d’Alfred Nobel en 1990. 1 est un des pionniers de la théorie moderne du portefeuille, ayant étudié dans sa thése, soutenue en 1952,
comment la diversification permettait d’améliorer le rendement d’un portefeuille d’actifs financiers tout en en réduisant le risque.
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cas, on stocke ligne par ligne les éléments contenus dans le profil de la matrice jusqu’a la diagonale incluse dans un
tableau de nombres a virgule flottante matrix_elements. Le tableau d’entiers row_ptr de longueur n indique
alors la position du premier élément non nul de chaque ligne dans le tableau matrix_elements. Les indices de
colonne des éléments stockés pouvant étre facilement déduits, ils ne sont pas conservés. EXPLICATIONS ?

Une maniere de stocker une matrice non symétrique consiste alors a utiliser le stockage profil par lignes
décrit ci-dessus pour sa partie triangulaire inférieure et un stockage profil par colonnes pour sa partie triangulaire
supérieure.

Ce mode de stockage est particulierement adapté a la résolution de systemes par factorisation LU, les profils
inférieur et supérieur des matrices L et U de la factorisation étant les mémes que ceux de A.

Exemple de stockage profil d’une matrice creuse. Le stockage profil de la matrice

1 -1 -3 0 O
-2 5 0 0 O
A=] 0 0 4 6 4
-4 0 2 70
0 8 0 0 5

est donné par les tableaux suivants pour sa partie triangulaire inférieure

| lower_matrix_elements(:) [1 ]| -2[5]4[-4[0[2]7[8]0][0]5]
[ row ptr(:) [1[2]4][5]9]

et par les tableaux suivants pour sa partie triangulaire supérieure

| upper_matrix_elements(:) [1 [ -1 [5[-3[0[4[6[7[4]0]5]
[col ptr(:) [1[2]4]7[9]

On observe sur les deux exemples précédents que les stockages bande ou profil peuvent dans certains cas
conduire a placer en mémoire des éléments nuls de la matrice (tous ceux contenus dans la bande par exemple).
Pour éviter ce stockage inutile, on a recours a d’autres techniques, comme celle, intuitive et flexible, du stockage
par coordonnées (coordinate list (COO) storage en anglais) utilisé dans le format d’échange Matrix Market pour les
matrices creuses. Cette derniere consiste en la création d’un tableau de nombres a virgule flottante et de deux
tableaux d’entiers, ici respectivement nommés values, row_ind et col_ind, chacun de taille n_nonzero et
contenant respectivement (dans un ordre arbitraire) les éléments non nuls de la matrice, leurs indices de ligne et
leurs indices de colonne.

Exemple de stockage par coordonnées d’une matrice creuse. Un stockage par coordonnées possible de la matrice A
de I'exemple précédent est

[ matrix_elements(:) [6[8[6[7[2[-1]-2]-4[1]-3[5]4]4]
[row_ind(:) [ 5[5 [3[4[4]1[2]4[1[1][2]3]3]
[colind(:) [65[2[4[4[3]2]1[1]1]3][2]3]5]

On remarquera que ce mode de stockage ne fait pas hypothése sur la structure de la matrice creuse et ne stocke
effectivement que ses éléments non nuls. Si 'ordre de parcours des éléments de la matrice a stocker est en théorie
quelconque, on utilise généralement un balayage ligne par ligne ou colonne par colonne. Dans ces deux cas, I'un
des tableaux row_ind et col_ind contient des informations redondantes et peut étre remplacé de maniere a
réaliser des économies d’espace mémoire, au détriment cependant de la facilité d’acces aux éléments, qui doit se
faire par un adressage indirect.

Ainsi, le stockage morse (compressed row storage (CRS) en anglais) utilise également un tableau de nombres a
virgule flottante et deux tableaux d’entiers, ici respectivement nommés matrix_elements, col_ind et row_ptr.
Le premier, de taille n_nonzero, contient les valeurs des éléments non nuls de la matrice, tels qu’on les trouve en
parcourant la matrice ligne par ligne. Le deuxiéme tableau, également de taille n_nonzero, contient les indices
de colonne des éléments non nuls stockés (on trouvera la valeur j dans col_ind (k) simatrix_elements (k)
contient I'élément q;;). Le troisieme tableau, de taille n, contient des entiers qui sont les positions dans le
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tableau matrix_elements du premier élément non nul de chaque ligne de la matrice. Au total, on a besoin de
2n_nonzero-+n cases en mémoire pour le stockage de la matrice. Notons qu’il existe une version de ce procédé
de stockage dans laquelle la matrice est parcourue en colonne par colonne (on parle de compressed column storage
(CCS) en anglais), par exemple utilisée dans le format de fichier de la collection Harwell-Boeing.

Exemple de stockage morse d’une matrice creuse. Le stockage morse de la matrice A de I'exemple précédent est
donné par les tableaux

| matrix_elements(:) [1 | -1[-3|-2|65[4[6]4][-4]2[7][8]5]
[colind(:) [1[2[3[1[2]3]4[5][1][3[4]2]5]
[ row ptr(:) [1[4]6 ][9] 12 ]

Pour des matrices creuses dont la largeur de bande varie trés peu d’une ligne a I'autre, on peut envisager
un stockage diagonal (compressed diagonal storage (CDS) en anglais), c’est-a-dire de stocker consécutivement
I’'ensemble des diagonales de la matrice contenues a l'intérieur de la bande. Pour une matrice bande d’ordre n et
de largeur de bande égale a p + g + 1, on se sert pour cela d’'un tableau de nombres a virgule flottante de taille
n x (p +q + 1), dont chaque colonne contient une diagonale. Comme pour le stockage bande précédemment
introduit, ceci implique de stocker certains coefficients nuls de la matrice, mais aussi des coefficients n’existant
pas dans la matrice (les diagonales ne contenant pas toutes n coefficients). En contrepartie, ce type de stockage
permet un calcul efficace du produit de la matrice avec une matrice colonne. EXPLICATION ?

Exemple de stockage diagonal d’une matrice creuse. Le stockage diagonal de la matrice

10 -3 00 0 O
3 9 600 0
a=|0 7 87 0 0
|1 o 8 7 5 0/
0 1 0 9 9 13
0 0 10 2 -1

de largeur de bande égale a 5(= 3 + 1 + 1), est donné par le tableau suivant

matrix_elements(:,-3) * [ x| 1 1 1
matrix_elements(:,-2) * | 0|0]| O 0
matrix_elements(:,-1) 37|18 9 2
matrix_elements(:,0) 10|98 |7 9 -1
matrix_elements(:,1) -3 |67 |5 13| %

le symbole * désignant un élément du tableau non affecté avec la valeur d’un élément de C lors de son stockage. Dans ce tableau,
un indice négatif de colonne indique qu'il s’agit d’une sous-diagonale, un indice nul qu’il s’agit de la diagonale principale, un
indice positif qu'il s’agit d’'une sur-diagonale.

AJOUTER stockage diagonal indenté (jagged diagonal storage (JDS) en anglais)

On réordonne les lignes de la matrice suivant le nombre de zéros qu’elles contiennent respectivement, en
conservant la trace de cette permutation dans le tableau perm. EXPLICATION Les diagonales sont ensuite stockées
dans un tableau de nombres a virgule flottante & une dimension, le début de chaque diagonale étant repéré dans
un tableau de pointeurs. Un dernier tableau d’entiers contient les indices de colonne des éléments stockés.

Exemple de stockage diagonal indenté d’une matrice creuse. Le stockage diagonal identé de la matrice

10 =301 0 0
0 9 6 0 —2 0
13 0 87 0 o
4=10 6 0 7 5 4
O 0 00 9 13
O 0 00 5 -1
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commence par un réordonnancement des lignes de la matrice par ordre croissant du nombre de coefficients nuls

0 6 0 7 5 4
0 9 6 0 -2 O
3 0 8 7 0 0
PA= 10 -3 0 1 O 0
0 0 0 0 9 13
0 0 0 0 5 -1

On décale ensuite tout les éléments de la matrice vers la gauche, en oubliant les zéros, et 'on stocke les colonnes contiguement

6 7 5 4
9 6 -2

3 8 7

10 -3 1

9 13

5 -1

| matrix_elements(:) [ 6 [9[3[10[9[56[7[6]8]-3[13|-1[6]-2[7][1]4]
[colind(:) [2 2|1 |1 [5]56]4[3][3|2][6[6]6[5[4]4]6]

[ diag ptr(:) [ 1 [7 [ 13 [ 17 ]

[ perm(:) [ 423 [1[5]6|

L'utilisation de tels formats de stockage nécessite des efforts de programmation conséquents pour la mise
en ceuvre des méthodes décrites dans le présent chapitre. On doit en effet manipuler des structures de données,
optimisées mais complexes, qui rendent moins aisé I'accés aux données et tendent a particulariser les algorithmes.
Des bibliothéques de programmes comme LAPACK (pour Linear Algebra PACKage) [ABBT99], qui met en ceuvre un
grand nombre d’algorithmes pour la résolution numérique de systémes linéaires et de problémes aux moindres
carrés, aux valeurs propres ou de décomposition en valeurs singuliéres, proposent diverses implémentations d'une
méme méthode, chacune étant adaptée a un type de matrice, et donc au mode de stockage utilisé pour celui-ci.

2.3 Remarques sur la résolution des systémes triangulaires

Observons tout d’abord que la solution du systéme linéaire Ax = b, avec A une matrice inversible, ne s’obtient
pas® en inversant A, puis en calculant le vecteur A~'b, mais en réalisant plutdt des combinaisons linéaires sur les
lignes du systéme et des substitutions. En effet, on peut facilement voir que le calcul de la matrice A~ équivaut a
résoudre n systémes linéaires °, ce qui s’avére bien plus cofiteux que la résolution du seul systéme dont on cherche
la solution.

Considérons a présent un systeme linéaire (2.1) dont la matrice est triangulaire inférieure, c’est-a-dire de la
forme

ap; Xy = b
ap1 X1 +  dyppXs = b,
a,x; + apx, + ... + agpx, = b,

Si la matrice A est inversible, ses termes diagonaux a;;, i = 1,...,n, sont tous non nuls '° et la résolution du
systéme est alors extrémement simple : on calcule x; par une division, que I'on substitue ensuite dans la deuxiéme
équation pour obtenir x,, et ainsi de suite... Cette méthode, dite de « descente » (“forward substitution” en anglais),

8. On doit sur ce sujet 4 Forsythe et Moler dans [FM67] la phrase particuliérement & propos : “Almost anything you can do with A~! can be
done without it.”.
9. Ces systemes sont
Ax,-=ei, 1Si£n,

oli e; désigne le i¢ vecteur de la base canonique de M, ;(R).
10. On a en effet a;1ay; . .. a,, = det(A) # 0.
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s’écrit
X b1
;] = —
an ]
1 i—1 2.7)
X = a_ bi_Zainj ,i:2,...,n.
ii i
j=1

L'algorithme mis en ceuvre pour cette résolution effectue %n(n — 1) soustractions, %n(n — 1) multiplications et n
divisions pour calculer la solution, soit un nombre d’opérations global de 'ordre de n?. On notera que pour calculer
laie, 2 <i < n, composante du vecteur solution x, on effectue un produit scalaire entre le vecteur constitué des
i —1 premiers éléments de la i¢ ligne de la matrice A et le vecteur contenant les i — 1 premieres composantes de x.
L'acces aux éléments de A se fait donc ligne par ligne et on parle pour cette raison d’algorithme est orienté ligne
(voir I'algorithme 5).

Algorithme 5 : Algorithme de la méthode de descente (version orientée ligne).

Entrée(s) : les tableaux contenant la matrice triangulaire inférieure A et le vecteur b.
Sortie(s) : le tableau contenant le vecteur x solution du systeme Ax = b.
x(1)=b(1)/a(1,1)
pour i =2 d n faire

x(i) = b(i)

pour j =1ai—1 faire

| x()=x({)—A(, j) *x(j)

fin

x(i) = x(i)/A(i, 1)
fin

On peut obtenir un algorithme orienté colonne pour la méthode en tirant parti du fait que la i® composante du
vecteur x, une fois calculée, peut étre éliminée du systeme. L'ordre des boucles d’indices i et j est alors inversé (voir
l'algorithme 6, dans lequel la solution x calculée est commodément stockée dans le tableau contenant initialement
le second membre du systeme linéaire).

Exemple de résolution d’un systeme triangulaire inférieur. Appliquons une approche orientée colonne pour la
résolution du systéme

2 0 0)\/(x 6
1 5 0||lx,|=(2
7 9 8)\x; 5

On trouve que x; = 3 et 'on considere ensuite le systéme a deux équations et deux inconnues

(> 8)(2)=()-0)

1
pour lequel on trouve x, = - On a enfin
8x;=—16+ 2,
5
. 71
SOit X3 = ——.
40

Le choix d'une approche orientée ligne ou colonne dans I'écriture d'un méme algorithme peut considérablement
modifier ses performances en fonction de I'architecture du calculateur utilisé.

Le cas d’'un systéme linéaire dont la matrice est inversible et triangulaire supérieure se traite de maniére
analogue, par la méthode dite de « remontée » (“back substitution” en anglais) suivante

b
x, = —&

ann

1 n (2.8)
X = - bi_zainj ,i=n—1,...,1,

dii j=i+l
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Algorithme 6 : Algorithme de la méthode de descente (version orientée colonne).

Entrée(s) : les tableaux contenant la matrice triangulaire inférieure A et le vecteur b.
Sortie(s) : le vecteur x solution du systéme Ax = b, contenu dans le tableau dans lequel était stocké le vecteur b en
entrée.

pour j =1an—1 faire

b(j) = b(j)/A(, j)

pour i =j+1 an faire

| b(i) =b(i) —A(i, j) * b(j)

fin
fin
b(n) = b(n)/A(n,n)

et dont la complexité est également de 'ordre de n? opérations. La encore, on peut produire des algorithmes
orientés ligne ou colonne pour le codage de la méthode.

Dans la pratique, il est par ailleurs utile de remarquer que seule la partie a priori non nulle de la matrice
nécessite d’étre stockée ! pour la résolution d’un systéme triangulaire, d’oti une économie de mémoire conséquente
dans le cas de grands systemes.

2.4 Méthode d’élimination de Gauss

Une technique de choix pour ramener la résolution d’'un systéme linéaire quelconque a celle d’'un systéme
triangulaire est la méthode d’élimination de Gauss (Gaussian elimination en anglais). Celle-ci consiste en premier
lieu a transformer, par des opérations simples sur les équations, le systéme en un systéme équivalent, c’est-a-dire
ayant la (ou les) méme(s) solution(s), MAx = Mb, dans lequel MA est une matrice triangulaire supérieure 12
(on dit encore que la matrice du systéme est sous forme échelonnée). Cette étape de mise a zéro d’une partie des
coefficients de la matrice est qualifiée d’élimination et utilise de maniere essentielle le fait qu’on ne modifie pas la
solution d’un systéme linéaire en ajoutant a une équation donnée une combinaison linéaire des autres équations.
Lorsque la matrice du systeme est inversible, la solution du systeme peut ensuite étre obtenue par une méthode de
remontée, mais le procédé d’élimination est trés général et amene toute matrice sous forme échelonnée.

2.4.1 Elimination sans échange

Commencons par décrire étape par étape la méthode dans sa forme de base, dite sans échange, en considérant
le systeme linéaire (2.1), avec A étant une matrice inversible d’ordre n. Supposons de plus que le terme a;; de la
matrice A est non nul. Nous pouvons alors éliminer I'inconnue x; de la deuxieme a la n¢ ligne du systeme en leur

retranchant respectivement la premiere ligne multipliée par le coefficient a‘%, i=2,...,n. En notant A et bV la

3

matrice et le vecteur second membre résultant de ces opérations '%, on a alors

) _ i m _ a1 . .
a;;’ =a;———a; et bj'=bj——>by,i=2,...,n,j=1,...,n,
ar an

les coefficients de la premiére ligne restant les mémes, et le systéme AN x = bW est équivalent au systeme de
départ. En supposant non nul le coefficient diagonal aglz) de A1, on peut ensuite procéder a 'élimination de
l'inconnue x, de la troisiéme a la n® ligne de ce nouveau systeme, et ainsi de suite. On obtient, sous 'hypothese

11. Les éléments de la matrice triangulaire sont généralement stockés dans un tableau a une seule entrée de dimension %(n + 1)n en gérant
la correspondance entre les indices i et j d’un élément de la matrice et I'indice k(= k(i, j)) de 'élément le représentant dans le tableau. Par
exemple, pour une matrice triangulaire inférieure stockée ligne par ligne, on vérifie facilement que k(i, j) = j + %i(i —1).

12. 1l faut bien noter qu’on ne calcule en pratique jamais explicitement la matrice d’élimination M, mais seulement les produits MA et M b.

13. On pose A® =Aet b® =p pour étre consistant.
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a,(ﬁr)lkﬂ #0,k=0,...,n—2, une suite finie de matrices AX, k =1,...,n—1, de la forme

(k) (k) (k)

Cl11 a%%) a%l?)
0 ay Ao
A | - o :
(k) (k) ’
0 e 0 ak+1 k+1 e ak+1n
: LW )
0 ... 0 a, i ceeapy

telle que le systéme A" Vx = b est triangulaire supérieur. Les quantités a,(!jr)l w10 k=0,...,n—2, sont appelées

les pivots et 'on a supposé qu’elles étaient non nulles a chaque étape, les formules permettant de passer du systeme
linéaire de matrice A% et de second membre b® au suivant se résumant &

(k) (k)
a a
k1) _ (0 k+1 (k) k1) _ 1.k N .
aij =a; —Takﬂjetbi _bi —Tbkﬂ,l—k+2,...,n,]—k+1,...,n,
k+1k+1 D1kt

les autres coefficients étant inchangés. En pratique, pour une résolution « a la main » d’'un systéme linéaire Ax = b
par cette méthode, il est commode pour les calculs d’appliquer I’élimination a la matrice « augmentée » (A b).

Exemple d’application de la méthode d’élimination de Gauss sans échange. Considérons la résolution par la
méthode d’élimination de Gauss sans échange du systeme linéaire suivant

x;, + 2x, + 3x3 + 4x, = 11
2x; + 3x, + 4x3 + x, = 12
3x; + 4x, + x; + 2x, = 13
4x; + x, + 2x3 + 3x, = 14

A la premiére étape, le pivot vaut 1 et on soustrait de la deuxiéme (resp. troisiéme (resp. quatriéme)) équation la premiére
équation multipliée par 2 (resp. 3 (resp. 4)) pour obtenir

x; + 2x, + 3x3 + 4x, = 11
— X, — 2x3 — 7x, = -—10
- 2x, — 8x3 — 10x, = =20
- 7x, — 10x3 — 13x, = =3

Le pivot vaut —1 a la deuxiéme étape. On retranche alors a la troisieme (resp. quatriéme) équation la deuxieme équation
multipliée par —2 (resp. —7), d’ou le systeme

x; + 2xy + 3x3 + 4x, = 11
— X, — 2x3 — 7x4 = -10

— 4x; + 4x, = 0

4x; + 36x, = 40

A la derniére étape, le pivot est égal a —4 et on soustrait a la derniére équation I'avant-derniére multipliée par —1 pour arriver a

x;, + 2x, + 3x3 + 4x, = 11
- X, — 2x3 — 7x4 = -10

— 4x3 + 4x, = 0

40x, = 40

Ce systeme triangulaire, équivalent au systéme d’origine, est enfin résolu par remontée :

X
X
X
X

1
x, =1
10—-2-7=1
11-2-3-4=2

=N W A
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Comme on I’a vu, la méthode d’élimination de Gauss, dans sa forme sans échange, ne peut s’appliquer que si
(k) k=0,...,n—2, sont non nuls, ce qui rejette de fait des matrices inversibles aussi simples

k+1k+1°
0 1
a=(3 o)

De plus, le fait que la matrice soit inversible n’empéche aucunement I'apparition d’'un pivot nul durant I’élimination,
comme le montre 'exemple ci-dessous.

tous les pivots a
que

Exemple de mise en échec de la méthode d’élimination de Gauss sans échange. Considérons la matrice inversible

1 2 3
A=|2 4 5|=A0,
7 8 9
On a alors
1 2 3
AV=fo o -1]|,
0 —6 -—12

et I’élimination s’interrompt a l'issue de la premiére étape, le pivot agl2) étant nul.

11 apparait donc que des conditions plus restrictives que I'inversibilité de la matrice sont nécessaires pour
assurer la bonne exécution de cette méthode. Celles-ci sont fournies par le théoreme 2.2. Indiquons qu’il existe des
catégories de matrices pour lesquelles la méthode de Gauss sans échange peut-étre utilisée sans aucun risque.
Parmi celles-ci, on trouve les matrices a diagonale dominante par lignes ou par colonnes (voir a ce titre le théoréme
2.5) et les matrices symétriques définies positives (voir le théoréme 2.12).

2.4.2 Elimination de Gauss avec échange

Dans sa forme générale, la méthode d’élimination de Gauss permet de transformer un systéme linéaire dont la
matrice est carrée (inversible ou non) ou méme rectangulaire en un systéme échelonné équivalent. En considérant
le cas d’une matrice A carrée inversible, nous allons maintenant décrire les modifications a apporter a la méthode
déja présentée pour mener ’élimination a son terme. Dans tout ce qui suit, les notations de la section 2.4.1 sont
conservées.

A la premiére étape, au moins l'un des coefficients de la premiere colonne de la matrice A®(= A) est non
nul, faute de quoi la matrice A ne serait pas inversible. On choisit * un de ces éléments comme premier pivot
d’élimination et 'on échange alors la premiére ligne du systeme avec celle du pivot avant de procéder a 'élimination
de la premiére colonne de la matrice résultante, c’est-a-dire ’annulation de tous les éléments de la premiére
colonne de la matrice (permutée) du systéme situés sous la diagonale. On note AD et b la matrice et le second
membre du systéme obtenu et 'on réitére ce procédé. Par la suite, a I'étape k + 1, 1 < k < n— 2, la matrice A®
est inversible °, et donc I'un au moins des éléments agﬁl, k+1 <i < n, est différent de zéro. Apres avoir choisi
comme pivot I'un de ces coefficients non nuls, on effectue 'échange de la ligne de ce pivot avec la k + 1¢ ligne de
la matrice A%, puis I'élimination conduisant a la matrice AX*D. Ainsi, on arrive aprés n — 1 étapes a la matrice
A" dont le coefficient a™V) est non nul.

En raison de ’échange de lignes qui a éventuellement lieu avant chaque étape d’élimination, on parle de
méthode d’élimination de Gauss avec échange.

Exemple d’application de la méthode d’élimination de Gauss avec échange. Considérons la résolution du systéme
linéaire Ax = b, avec

2 4 —4 1 0

3 6 1 -2 7
A=|_3 1 o 3 |etb=| 4 |

1 1 —4 1 2

14. Pour l'instant, on ne s’intéresse pas au choix effectif du pivot, qui est cependant d’'une importance cruciale pour la stabilité numérique de
la méthode. Ce point est abordé dans la section 2.4.4.
15. On a en effet que det(A®)) = + det(A), k =0,...,n— 1. On renvoie i la section 2.5.1 pour une justification de ce fait.
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par application de la méthode d’élimination de Gauss avec échange. On trouve successivement

2 4 —4 1 0
o o 7 =I —7
1) — 2 @
A 0 3 0 % et b N
0 -1 —2 3 2
2 4 —4 1 0
0 3 o I 4
@ _ 2 @ _
A 0 0 7 _g et b —7 5
o0 -2 2 2
et
2 4 —4 1 0
0 3 o I 4
(3) — 2 3) —
A = 0 0 7 _g et b = _7 N
o0 o 2 2

d’oti la solution x = (1 -1 0 2) . On note que l'on a procédé au cours de la deuxiéme étape a I'échange des deuxieme et
troisieme lignes.

On pourra remarquer que si la matrice A est non inversible, alors tous les éléments afkll, k+1<1i<n,seront

nuls pour au moins une valeur de k entre O et n — 1. Si cela vient a se produire alors que k < n—1, on n’a pas
besoin de réaliser ’élimination dans la k + 1¢ colonne (puisque celle-ci est déja nulle) et 'on passe simplement
4 l’étape suivante en posant AX*D = A® et p*+D = p(®) D¢limination est donc bien possible pour une matrice
carrée non inversible et 'on a démontré le résultat suivant.

Théoreme 2.1 Soit A une matrice carrée, inversible ou non. Il existe au moins une matrice inversible M telle que la
matrice MA soit triangulaire supérieure.

Il reste a compter le nombre d’opérations élémentaires que requiert 'application de la méthode d’élimination
de Gauss pour la résolution d’un systeme linéaire de n équations a n inconnues. Tout d’abord, pour passer de la
matrice A% 3 la matrice AX*D| 0 < k < n—2, on effectue (n— k —1)? soustractions, (n —k — 1)? multiplications et
n—k—1 divisions, ce qui correspond a un total de é(Zn— 1)n(n—1) soustractions, é(Zn— 1)n(n—1) multiplications
et %n(n — 1) divisions pour I’élimination complete. Pour la mise a jour du second membre a I'étape k+ 1, on a
besoin de n — k — 1 soustractions et autant de multiplications, soit en tout %n(n — 1) soustractions et %n(n -1
multiplications. Enfin, il faut faire %n(n — 1) soustractions, autant de multiplications et n divisions pour résoudre
le systeme final par une méthode de remontée.

En tout, la résolution du systéme par la méthode d’élimination de Gauss nécessite donc environ %3 soustractions,

’;—3 multiplications et "2—2 divisions. A titre de comparaison, le calcul de la solution du systéme par la régle de Cramer
(voir la proposition A.163) requiert, en utilisant un développement « brutal » par ligne ou colonne pour le calcul
des déterminants, environ (n + 1)! additions ou soustractions, (n + 2)! multiplications et n divisions. Ainsi, pour
n = 10 par exemple, on obtient un compte d’approximativement 700 opérations pour la méthode d’élimination de
Gauss contre preés de 479000000 opérations pour la régle de Cramer!

2.4.3 Résolution de systemes rectangulaires par élimination

Nous n’avons jusqu’a présent considéré que des systémes linéaires de n équations a n inconnues, mais la
méthode d’élimination avec échange peut étre utilisée pour la résolution de tout systeme a m équations et n
inconnues, avec m # n. Ce procédé ramene en effet toute matrice rectangulaire sous forme échelonnée (voir la
définition A.166), et 'on peut alors résoudre le systéme associé comme expliqué dans la section A.5. La méthode
d’élimination de Gauss constitue a ce titre un moyen simple de détermination du rang d’une matrice quelconque.

2.4.4 Choix du pivot

Revenons & présent sur le choix des pivots lors de I'élimination. A la k + 1¢ étape du procédé, si I'élément
a,((’jr)l 41 €st non nul, il semble naturel de T'utiliser comme pivot (c’est d’ailleurs ce que I'on fait dans la méthode de
Gauss sans échange). Cependant, a cause de la présence d’erreurs d’arrondi en pratique, cette maniere de procéder
est en général a proscrire, comme l'illustre I'exemple d’instabilité numérique suivant.
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Exemple d’application numérique (tiré de [FM67]). Supposons que les calculs soient effectués en virgule flottante
dans le systeme décimal, avec une mantisse a trois chiffres, et considérons le systéme

107 1\(x;)_ (1
1 1 )\x,) " \2)°
dont la solution « exacte » est x; = 1,0001 et x, = 0,9998. En choisissant le nombre 10™* comme pivot a la premiére étape de
I’élimination de Gauss, on obtient le systéme triangulaire

0% 1 ) (1
0 —9990/\x,/) " \—9990 )"

car les nombres —10* + 1 = —9999 et —10* + 2 = —9998 sont tous deux arrondis au nombre —9990. La solution numérique
calculée est alors

x;=0etx,=1,
ce qui tres différent de la véritable solution du systéme. Si, par contre, on commence par échanger les deux équations du
systéme pour utiliser le nombre 1 comme pivot, on trouve

11 \(x\_ [ 2
0 0,999 /\x,) 0,999/

puisque les nombres —107% +1 =0,9999 et —2 10~ + 1 = 0, 9998 sont chacun arrondis au nombre 0,999. La solution calculée
vaut alors

x;=1letxy,=1,
ce qui est cette fois tres satisfaisant.

En général, le changement de pivot n’a pas un effet aussi spectaculaire que dans cet exemple, mais il n’en
demeure pas moins essentiel lorsque les calculs sont effectués en arithmétique a virgule flottante. De fait, pour
éviter la propagation d’erreurs et obtenir une meilleure stabilité numérique de la méthode, il faut chercher, méme
lorsque le pivot « naturel » est non nul, a choisir le plus grand pivot en valeur absolue. On peut pour cela suivre,
au début de la k + 1¢ étape, 0 < k < n— 2, de I'élimination,

* soit une stratégie de pivot partiel (partial pivoting en anglais) dans laquelle le pivot est 'élément ag,il dela
k + 1¢ colonne de la matrice A% situé sous la diagonale ayant la plus grande valeur absolue,

(k) (k)

|yl = max fa .,

k+1<i<n
* soit une stratégie de pivot total (complete pivoting en anglais), plus coliteuse, dans laquelle le pivot est
I'élément ag;) de la sous-matrice (agf))kﬂsi’jgn le plus grand en valeur absolue,
1=, Joi)
* soit encore une stratégie intermédiaire aux précédentes, portant en anglais le nom de rook pivoting et
introduite dans [NP92], qui consiste a prendre pour pivot 'élément ags‘) de la sous-matrice (ag())kﬂgi’js,l
ayant la plus grande valeur absolue dans la colonne et la ligne dans auxquelles il appartient ‘6, c’est-a-dire

R — (k) — (k)
ay’|= max |a;’|= max |a;’|.
| rs | k+1§i§n| L | k+1§j§n| " |
Dans les deux derniers cas, si le pivot n’est pas dans la k + 1¢ colonne, il faut procéder a un échange de colonnes
en plus d’un éventuel échange de lignes. L'effet de la stratégie de choix de pivot sur la stabilité numérique de la

factorisation est analysé dans la sous-section 2.7.2.

Quelle que soit la stratégie adoptée, la recherche des pivots doit également étre prise en compte dans 'évaluation
du cofit global de la méthode d’élimination de Gauss. Celle-ci demande de l'ordre de n? comparaisons au total
pour la stratégie de pivot partiel et de I'ordre de n® comparaisons pour celle de pivot total, la premiére étant
privilégiée en raison de sa complexité algorithmique moindre et de performances généralement ! trés bonnes.
Pour la technique de rook pivoting, cette recherche nécessite de 'ordre de n® comparaisons dans le pire des cas,
mais une complexité en O(n?) est souvent observée en pratique et démontrée (voir [Fos97]) moyennant une
hypothése statistique sur les coefficients des matrices AX), k =0,...,n—2.

16. Cette technique de choix de pivot tire son nom du fait que la recherche effective du pivot parmi les éléments de la matrice rappelle les
déplacements de la tour (rook en anglais) dans le jeu d’échecs.

17. On fait néanmoins appel a la recherche d’un pivot total dans quelques situations particuliéres, comme la résolution d’équations de
Sylvester, le calcul d’'une décomposition en valeurs singuliéres ou d'une décomposition de Schur généralisée.
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2.4.5 Méthode d’élimination de Gauss-Jordan

Introduite indépendamment '8 par Jordan *° [Jor88] et Clasen [Cla88], la méthode d’élimination de Gauss—
Jordan est une variante de la méthode d’élimination de Gauss ramenant toute matrice sous forme échelonnée
réduite (voir la définition A.166). Dans le cas d’'une matrice A inversible, cette méthode revient a chercher une
matrice M telle que la matrice MA soit non pas triangulaire supérieure mais diagonale, égale a la matrice identité.
Pour cela, on procéde comme pour I’élimination de Gauss, mais en annulant a chaque étape tous les éléments de la
colonne considérée situés au dessous et au dessus de la diagonale, ainsi qu’en normalisant les éléments diagonaux.

Si elle est bien moins efficace 2° que la méthode d’élimination de Gauss pour la résolution de systémes linéaires,
la méthode d’élimination de Gauss-Jordan est utile pour le calcul de I'inverse d'une matrice A carrée d’ordre n. Il
suffit pour cela de résoudre simultanément les n systemes linéaires

Ax;=e;, 1<j<n,
en appliquant a chaque second membre e; les transformations nécessaires a I'élimination de Gauss-Jordan. D’un
point de vue pratique, on a coutume d’« augmenter » la matrice A a inverser avec la matrice identité d’ordre n
(les n seconds membres « élémentaires ») et d’appliquer la méthode de Gauss—Jordan a la matrice écrite par blocs
(A I n). A I'issue du processus d’élimination, dans lequel des échanges de lignes peuvent s’avérer nécessaires, le
premier bloc contient la matrice identité et le second I'inverse de la matrice A.

Exemple d’application de la méthode d’élimination de Gauss-Jordan sans échange pour l'inversion d’une
matrice. On considére la matrice inversible

dont on veut calculer I'inverse par la méthode d’élimination de Gauss—Jordan sans échange. On forme tout d’aord la matrice
augmentée

21 -4 100
A 1)=[(3 3 -5 o0 1 0f,
45 -2 0 0 1

et Pon trouve alors successivement, I'entier k indiquant le numéro de I’étape effectuée,

1 1 -2 1 00
k=1, (o 3 1 =% 1 of,
0 3 6 -2 0 1
1 0 -1 1 -1 o0
3 3
k=2, |0 1 2 -1 % o],
0 0 4 1 -2 1
19 3 7
100 r -3
k=3, 1 -z 1 -1,
1 1 1
0 01 i T2 %
! 19 -18 7
douA?t=—|-14 12 -2
213 -6 3

18. On pourra consulter l'article [AM87] pour des détails sur I'histoire cette méthode.

19. Wilhelm Jordan (1¢" mars 1842 - 17 avril 1899) était un géodésiste allemand. Il est connu parmi les mathématiciens pour le procédé
d’élimination portant son nom, publié en 1888 dans son Handbuch der Vermessungskunde, qu’il appliqua a la résolution de problémes aux
moindres carrés en géodésie.

20. Effectuons un compte des opérations effectuées pour la résolution d’un systéme de n équations a n inconnues. A I'étape k+1,0 < k < n—1,
il faut faire (n —k + 1)(n — 1) soustractions, (n —k + 1)(n — 1) multiplications et (n — k + 1) divisions pour mettre a jour la matrice et le second
membre du systéme. En revanche, la résolution du systeme (diagonal) final ne nécessite aucune opération supplémentaire. Une résolution par
la méthode d’élimination de Gauss—Jordan nécessite donc de 'ordre de n® opérations.
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2.5 Interprétation matricielle de I’élimination de Gauss : la factorisa-
tion LU

Nous allons maintenant montrer que la méthode de Gauss dans sa forme sans échange est équivalente a la
décomposition de la matrice A sous la forme d’'un produit de deux matrices, A= LU, avec L une matrice triangulaire
inférieure (lower triangular en anglais), qui est I'inverse de la matrice M des transformations successives appliquées
a la matrice A lors de I'élimination de Gauss sans échange, et U une matrice triangulaire supérieure (upper
triangular en anglais), avec U = A" en reprenant la notation utilisée dans la section 2.4.1.

2.5.1 Formalisme matriciel

Chacune des opérations que nous avons effectuées pour transformer le systéme linéaire lors de I’élimination de
Gauss, que ce soit I'’échange de deux lignes ou 'annulation d’une partie des coefficients d’'une colonne de la matrice
A® 0 < k < n—2, peut se traduire matriciellement par la multiplication de la matrice et du second membre du
systéme linéaire courant par une matrice inversible particuliere. Lintroduction de ces matrices va permettre de
traduire le procédé d’élimination dans un formalisme matriciel débouchant sur une factorisation remarquable de
la matrice A.

Matrices des transformations élémentaires

Soit (m, n) un couple d’entiers de (N\{0,1})? et A = (aij)1<i<m, 1<j<n une matrice de M,, ,(R). On appelle
opérations élémentaires sur les lignes de A les transformations suivantes :

* Péchange (entre elles) des i¢ et j¢ lignes de A;

* la multiplication de la i¢ ligne de A par un scalaire A € R\{0};

* le remplacement de la i¢ ligne de A par la somme de cette méme ligne avec la j¢ ligne de A multipliée par
un réel non nul A.

Explicitons a présent les opérations matricielles correspondant a chacunes de ces opérations. Tout d’abord,
échanger les i¢ et je lignes, i # j, de la matrice A revient a multiplier a gauche cette matrice par la matrice de
permutation (permutation matrix en anglais)

0 )
1
0O O 0 1
0 1 0
Pi=1": Dol e el C | =1n+(Ej+Ej —Ey; —Ejj;) € Mp(R).
0 1 0
1 0 0O O
1

Cette matrice est symétrique et orthogonale, de déterminant valant —1.
La multiplication de la i¢ ligne de la matrice A par un scalaire non nul A s’effectue en multipliant & gauche
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cette matrice par la matrice de dilatation (directional scaling matrix en anglais)

1 0 ... ... .. .. 0\
0
1
D,(A)=|: LA © | =L, +(A—-1)E; € M,(R).
1
O 0 1)

Cette matrice est inversible et D;(1)™! = D, (%)

Enfin, le remplacement de la i¢ ligne de A par la somme de la i¢ ligne et de la je ligne, i # j, multipliée par un
scalaire non nul A est obtenu en multipliant a gauche la matrice A par la matrice de transvection (shear matrix en
anglais)

1 0 ... ... ... ... O
0
1 0
T, =]: Do D=1+ AE; € M,(R)
A 1
: . .0
o ... ... ... ... 0 1

(on a supposé dans 'exemple que j < i). Cette matrice a pour inverse 2! T;;(—A). Pour la suite, il est important de
remarquer que, étant donné trois entiers naturels i, k et [, tels que 1 < k < i < < m, et deux scalaires non nuls A
et u, le produit des matrices de tranvection T (A) et Ty (u) de M, (R) est commutatif et vaut

T (M) Ty (1) = Iy + A Eye + W Eyy.

On effectue de maniere analogue des opérations élémentaires sur les colonnes de la matrice A en multipliant a
droite cette derniere par les matrices d’ordre n correspondantes.

Exemple d’action d’'une matrice de permutation. Soit les matrices A = et Py =

N A=
o U1 N
O O W
O O =
—= O O
o = O

o

=}

[

PpA= et APy, =

Al
U1 o N
AN O W
N b=
O O W
co U1 N

Factorisation LU

Silélimination arrive a son terme sans qu’il y ait besoin d’échanger des lignes du systeme linéaire, la matrice
inversible M du théoreme 2.1 est unique et égale au produit

M =gV @1

21. Lensemble des matrices de transvection de M,,,(R) engendre le groupe spécial linéaire (special linear group en anglais) SL,,(R), constitué
des matrices d’ordre m dont le déterminant vaut 1, et, avec 'ensemble des matrices de dilatation de M,,(R), le groupe général linéaire GL,,(R).
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de n — 1 matrices d’élimination définies par

0 =) : 0 1 :
W — Y (e S P Ly . : _
E® = ]:[ T~ | = ; S S |, 1<k<n—1. 2.9)
i=k+1 kk kk

(k-1)
_ Yok 0
(k-1)
ek

Ek—l)
0 ... 0 %5 0 .. 0 1)

kk

Par construction, la matrice M est triangulaire inférieure et son inverse est donc également une matrice triangulaire
inférieure. Il en résulte que la matrice A s’écrit comme le produit

A=LU, (2.10)

dans lequel L = M ™! et U = MA = AV est une matrice triangulaire supérieure. Fait remarquable, la matrice L se
calcule de maniére immédiate a partir des matrices E®X), 1 < k < n— 1, alors qu'il n’existe pas d’expression simple
pour M. En effet, chacune des matrices d’élimination définies par (2.9) étant produit de matrices de transvection,
il est facile de vérifier que son inverse vaut

[1 0 0
0 1
n (k—1) : 0o 1 :
(y=1 = =1 : : a“j__l) . . _
(E ) - l_[ le e | | : : fk_llk) 1 .. e 1<k<n 1,
i=k+1 Arre al((/:—l)
. . Qv 0
)
: 0
2D
\0 ... 0 %5 0 ... 0 1
ek
et 'on a??
1 0 ... . . o\
©
) .
H !
_ (D17 p(2y-1 —y-1_ | ) -
L—(E( )) (E( )) ...(E(” )) =\ . o) .
. 26D
kk
: : . 0
T < s I
Z R B

Si des échanges de lignes ont eu lieu lors de I’élimination, la ?® matrice M s'écrit

M = g-Dpr-1) E(z)P(Z)E(l)P(l),

22. La vérification est laissée en exercice.
23. Il n’y a pas forcément unicité de la matrice dans ce cas, en raison de possibles multiples choix de pivots.
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ot la matrice P, 1 < k < n—1, est soit la matrice de permutation correspondant & 'échange de lignes effectué a
la ke étape, soit la matrice identité si le pivot « naturel » est utilisé. En écrivant que

M = ED(p-Dgr=2pt-1y  (pr-1)  p@pMp@  pl=1yph-1)  p@p)y
et en posant P = PV | p@pM) on obtient L = PM ™! et U = (MP~1)PA, d’'otl
PA=LU.

Enfin, si la stratégie de choix de pivot employée conduit a des échanges de colonnes en plus des éventuels échanges
de lignes, la factorisation prend la forme
PAQ = LU,

les matrices P et Q rendant respectivement compte des échanges de lignes et de colonnes.
Exemple d’application de la factorisation PA= LU. Revenons al'exemple de mise en échec de la méthode d’élimination

de Gauss, pour lequel le pivot « naturel » est nul a la seconde étape. La recherche d’un pivot partiel conduit a '’échange de la
deuxiéme ligne avec la troisieme et I'on arrive a

1 2 3
AP=10 -6 —-12|=U.
0 0 -1

Les matrices d’élimination aux deux étapes effectuées sont respectivement

1 0 O 1 0 0
EM=[-2 1 o|eteE®=[0 1 0],
-7 0 1 0 0 1
et les matrices d’échange sont respectivement
1 00 1 0 0
PW=10 1 0]|etPP=[0 0 1],
0 0 1 0 1 0

d’ot

et la matrice de permutation

o
o
—_

Ona

La résolution du systeme linéaire (2.1) connaissant la factorisation LU de la matrice A se ramene a celle du
systéme triangulaire inférieur
Ly=b (2.11)

par une méthode de descente, suivie de celle du systéme triangulaire supérieur
Ux=y (2.12)

par une méthode de remontée, ce que 'on accomplit en effectuant n(n — 1) additions, n(n — 1) multiplications
et n divisions. Dans le cas d’'une factorisation de type PA= LU (resp. PAQ = LU), il faudra appliquer la matrice
de permutation P au vecteur b de maniére a tout d’abord résoudre le systeme Ly = Pb avant de considérer le
systéme Ux =y (resp. les systétmes Uz =y et Q 'x = 2).
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Exemple d’application de la factorisation LU pour la résolution d’un systeme linéaire. Considérons la matrice

1 4 7
A=12 5 8
3 6 10

N = O
= O
(@]
o |
w
- |
(o)}

Sibz@), la solution de Ly:besty:(—(l)l)etcellede Ux =yestx :%(—(1)1)'

On observera que ce type de factorisation est particulierement avantageux lorsque I'on doit résoudre plusieurs
systemes linéaires ayant tous la méme matrice et des seconds membres différents. En effet, une fois obtenue la
factorisation LU de la matrice, la résolution de chaque systéme ne nécessite que de 'ordre de n? opérations. Il en
est de méme si 'on souhaite résoudre une modification de rang un (rank-one modification en anglais) d’un systeme
linéaire dont la factorisation LU de la matrice est connue. Plus explicitement, étant donné une matrice A d’ordre
n inversible et deux vecteurs non nuls u et v de M, ;(R) tels que 1+ v A lu # 0, supposons que l'on souhaite
calculer la solution du systéme linéaire

(A+uvT)x=b, (2.13)

le second membre b dans M, ; (R) étant lui aussi donné, sachant que I'on a disposition la factorisation LU de la

matrice A. On peut dans ce cas se passer de la factorisation de la matrice A+ uv ' en faisant appel a la formule de
Sherman—Morrison [SM50] (dont la vérification est laissée en exercice),

AluyTAa?

A+uv ) l=Aa1-"" "
( ) 1+vTA-lu

Le calcul de la solution du systéme (2.13) se résume alors a I'évaluation de la formule

A luvTA1p

Al'b— ,
1+vTAlu

ce qui requiert 2n(n — 1) soustractions, 2n(n — 1) multiplications et 2n divisions pour le calcul des vecteurs A"'b
et A"lu A partir de la factorisation de la matrice A, 2(n — 1) additions et 2n multiplications pour le calcul des
scalaires vTA™1b et vT A~ u connaissant A~1b et A~ u, et enfin une addition, n soustractions, n multiplications et
une division pour finir de former le vecteur solution, soit de I'ordre de 4n? opérations au total.

Terminons cette section en indiquant que la méthode de factorisation LU fournit une maniére rapide de calculer
le déterminant de la matrice A, qui n’est autre, au signe pres, que le produit des pivots, puisque 2*

det(PA) = det(LU) = det(L) det(U) = det(U) = (ﬁ uii) s

i=1
et

det(A) =

det(P)

det(PA) det(PA) sion a effectué un nombre pair d’échanges de lignes,
—det(PA) sion a effectué un nombre impair d’échanges de lignes,

le déterminant d’'une matrice de permutation étant égal a —1.

2.5.2 Condition d’existence de la factorisation LU

Commencons par donner une condition suffisante assurant qu’il n’y aura pas d’échange de lignes durant
I’élimination de Gauss, ce qui conduira bien a une factorisation de la forme (2.10) de la matrice. On va a cette
occasion aussi établir que cette décomposition est unique si 'on impose la valeur 1 aux éléments diagonaux de L
(C’est précisément la valeur obtenue avec la construction par élimination de Gauss).

24. On laisse le lecteur traiter le cas d’une factorisation de la forme PAQ = LU.
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Théoréme 2.2 (condition suffisante d’existence et d’unicité de la factorisation LU) Soit A une matrice d’ordre
n. La factorisation LU de A, avec l;; = 1 pour i =1,...,n, existe et est unique si toutes les sous-matrices principales

Cl11 .o alk
A= : S, 1<k<n, (2.14)

(eF%] cee o Qpg
extraites de A sont inversibles.

DEMONSTRATION. Il est possible de montrer I’existence de la factorisation LU de maniére constructive, en utilisant le procédé
d’élimination de Gauss. En supposant que les n sous-matrices principales extraites de A sont inversibles, on va ici prouver en
méme temps I'existence et I'unicité par un raisonnement par récurrence 2.
Pourk=1,ona

A =a; #0,
et il suffit de poser L; = 1 et U; = a;;. Montrons a présent que s'il existe une unique factorisation de la sous-matrice A;_;,
2<k<n,delaformeA,_; =L U, avec (L;_); =1,i=1,...,k—1, alors il existe une unique factorisation de ce type
pour A,. Pour cela, décomposons A, en blocs

()
k — CT d)’

avec b et ¢ des matrices de M;_, ;(R) et d une matrice d’ordre 1, et cherchons une factorisation de A, de la forme

A b\ _(Lien 0)(Upy u
¢ d) 1" 1Jlo" wu

ol 0 désigne le vecteur nul de M;_, ;(R), I et u sont des matrices de M,_, ;(R) et u est une matrice d’ordre 1. En effectuant le
produit de matrices et en identifiant par blocs avec A, on obtient

LUy =Ar g, Liqu=b, 1'U,_;=c' etl'u+pu=d.

Si la premiére de ces égalités n’apporte aucune nouvelle information, les trois suivantes permettent de déterminer les matrices
1, u et u. En effet, on a par hypothése 0 # det(A,_;) = det(L;_,) det(U,_,), les matrices L,_, et U,_, sont donc inversibles. Par
conséquent, les matrices I et u existent et sont uniques et g =d — 1" u. Ceci achéve la preuve par récurrence. O

Dans cette preuve, on utilise de maniére fondamentale le fait les termes diagonaux de la matrice L sont tous
égaux a 1. On aurait tout aussi bien pu choisir d’imposer d’autres valeurs (non nulles) ou encore décider de fixer
les valeurs des éléments diagonaux de la matrice U. Ceci implique que plusieurs factorisations LU existent, chacune
pouvant étre déduite d’'une autre par multiplication par une matrice diagonale convenable (voir la section 2.6.1).

On remarque également que la condition du théoréme n’est que suffisante. Il n’est en effet pas nécessaire
que la matrice A soit inversible pour que sa factorisation LU existe et soit unique (ce cas étant cependant le seul
ayant vraiment un intérét pratique). Nous laissons au lecteur le soin d’adapter et de compléter la démonstration
précédente pour obtenir le résultat ci-apres.

Théoréme 2.3 (condition nécessaire et suffisante d’existence et d’unicité de la factorisation LU) Soit A une
matrice d’ordre n et de rang non nul r. Une factorisation LU de A, avec l;; =1 pour i =1,...,n, existe si et seulement
si les sous-matrices principales A, d’'ordre k =1,...,r extraites de A sont inversibles. Cette factorisation est de plus
unique sous la méme condition si et seulement si r est supérieur ou égal a n — 1.

Pour toute matrice A inversible, il est possible de se ramener a la condition suffisante du théoreme 2.2 apres
des échanges préalable de lignes de la matrice (comme on I'a vu lors de la description de I’élimination de Gauss
avec échange). En ce sens, la factorisation LU des matrices inversibles est toujours possible. Si une stratégie de
pivot partiel, de pivot total ou de rook pivoting est appliquée a I’élimination de Gauss, on a plus précisément le
résultat suivant.

Théoreme 2.4 Soit A une matrice d’ordre n inversible. Alors, il existe une matrice P (resp. des matrices P et Q) tenant
compte d’une stratégie de pivot partiel (resp. de pivot total ou de rook pivoting), une matrice triangulaire inférieure L,
dont les éléments sont inférieurs ou égaux a 1 en valeur absolue, et une matrice triangulaire supérieure U telles que

PA=LU (resp. PAQ =LU).

25. Notons que ce procédé de démonstration permet aussi de prouver directement (c’est-a-dire sans faire appel a un résultat sur la factorisation
LU) lexistence et 'unicité de la factorisation de Cholesky d’une matrice symétrique définie positive (voir le théoreme 2.12).
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2.5.3 Mise en ceuvre

La matrice L étant triangulaire inférieure a diagonale ne contenant que des 1 et la matrice U triangulaire
supérieure, celles-ci peuvent étre commodément stockées dans le tableau contenant initialement A, les éléments
non triviaux de la matrice U étant stockés dans la partie triangulaire supérieure et ceux de L occupant la partie
triangulaire inférieure stricte (puisque sa diagonale est connue a priori). L'algorithme 7, écrit en pseudo-code,
présente une premiere version de la factorisation LU.

Algorithme 7 : Algorithme de factorisation LU (version « kji »).

Entrée(s) : le tableau contenant la matrice A.
Sortie(s) : la partie triangulaire inférieure stricte de la matrice L et la partie triangulaire supérieure de la matrice U,
stockées dans le tableau contenant la matrice A en entrée.
pour k =1 a n—1 faire
si A(k, k) # 0 alors
pour i =k+1 a n faire
A(i, k) =A(i, k) /A(k, k)
pour j =k +1 an faire
| A( ) =A(L, ) — AL, k) % Alk, J)
fin
fin
sinon
| arrét
fin

fin

Cet algorithme contient trois boucles imbriquées, portant respectivement sur les indices k, j et i. Il peut
étre réécrit de six manieres distinctes en modifiant I’ordre des boucles et la nature des opérations sous-jacentes.
Lorsque la boucle sur 'indice i précede celle sur j, on dit que 'algorithme est orienté ligne; il est dit orienté colonne
lorsque c’est l'inverse. Dans LAPACK [ABB*99], on dit que la version « kji », orientée colonne, de I'algorithme
de factorisation fait appel a des opérations saxpy (acronyme pour “scalar a x plus y”), car 'opération de base
de l'algorithme consiste a effectuer le produit d’un scalaire par un vecteur puis a additionner le résultat avec un
vecteur. La version « jki », également orientée colonne, de I'algorithme 8 utilise des opérations gaxpy (acronyme
pour “generalized saxpy”), 'opération de base étant cette fois-ci le produit d’'une matrice par un vecteur, suivi de
I'addition du résultat avec un vecteur.

Algorithme 8 : Algorithme de factorisation LU (version « jki »).

Entrée(s) : le tableau contenant la matrice A.
Sortie(s) : la partie triangulaire inférieure stricte de la matrice L et la partie triangulaire supérieure de la matrice U,
stockées dans le tableau contenant la matrice A en entrée.
pour j =1 a n faire
pour k =1 ¢ j—1 faire
pour i =k +1 an faire
| A(L ) =A(i, j) — AL, k) * Ak, J)
fin
fin
siA(j,j) # 0 alors
pouri=j+1an faire
| A, ) = A, ))/AG, J)
fin
sinon
| arrét
fin

fin

Terminons cette sous-section sur une variante de I'algorithme d’élimination nécessitant moins de résultats
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intermédiaires (et donc d’écritures en mémoire?®) que la méthode de Gauss « classique » pour produire la
factorisation LU d’une matrice. Il s’agit de la méthode de Doolittle %’ (la méthode de Crout ?® [Cro41], également
remarquable, ne différe de cette derniére que par le choix d’avoir les éléments diagonaux de U, et non de L, tous
égaux a 1). On l'obtient en remarquant que, si aucun échange de lignes n’est requis, la factorisation LU de la
matrice A est formellement équivalente & la résolution du systéme linéaire de n? équations suivant

min(i, )
a;j = E liruyj,
r=1

les inconnues étant les n® + n coefficients des matrices L et U. Etant donné que les termes diagonaux de L sont
fixés et égaux a 1 et en supposant les k — 1, 2 < k < n, colonnes de L et U sont connues, la relation ci-dessus
conduit a

k—1
U = akj—Zlkrurj, j=k,...,n,
r=1

ce qui permet de calculer les coefficients de maniere séquentielle. Cette facon de procéder correspond a la version
«ijk » de l'algorithme de factorisation. On peut remarquer que 'opération principale est a présent un produit
scalaire. Une mise en ceuvre de la méthode de Doolittle est proposée ci-apres avec I'algorithme 9.

Algorithme 9 : Algorithme de factorisation LU (version «ijk », dite méthode de Doolittle).

Entrée(s) : le tableau contenant la matrice A.
Sortie(s) : la partie triangulaire inférieure stricte de la matrice L et la partie triangulaire supérieure de la matrice U,
stockées dans le tableau contenant la matrice A en entrée.
pour i =1 a n faire
pour j =2 a i faire
siA(j—1,j—1)#0 alors
| Al -1 =A@ —D/AG-1,j—1)
sinon
| arrét
fin
pour k =1a j—1 faire
| A(i, ) = A, j) — A, k) # Ak, j)
fin
fin
our j =i+ 1 an faire
pour k =1 ai—1 faire
| A(i, j) = A, j) —A(, k) * Ak, j)
fin

=]

fin

fin

Les algorithmes 10 a 12 proposent des mises en ceuvre de la version « kji » de la factorisation LU utilisant
respectivement une stratégie de pivot partiel, de pivot total et de rook pivoting.

26. Ceci était particulierement avantageux a 'époque de I'usage de calculateurs mécaniques possédant un registre dédié a 'accumulation
des résultats d’opérations élémentaires.

27. Myrick Hascall Doolittle (17 mars 1830 - 27 juin 1913) était un mathématicien américain qui travailla pour la United States coast and
geodetic survey. Il proposa en 1878 une modification de la méthode d’élimination de Gauss pour la résolution d’équations normales provenant
de problémes de triangulation.

28. Prescott Durand Crout (28 juillet 1907 - 25 septembre 1984) était un mathématicien américain. Il inventa une version du procédé
d’élimination de Gauss dans laquelle une réorganisation de l'ordre des opérations arithmétiques élémentaires en permet une implémentation
efficace sur un calculateur mécanique.
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Algorithme 10 : Algorithme de factorisation LU avec une stratégie de pivot partiel.

Entrée(s) : le tableau contenant la matrice A.

Sortie(s) : le tableau P contenant les échanges de lignes, la partie triangulaire inférieure stricte de la matrice L et la
partie triangulaire supérieure de la matrice U de la factorisation PA= LU étant stockées dans le tableau
contenant la matrice A en entrée.

pour k =1 a n—1 faire

trouver un entier r tel que k < r < n et |A(r, k)| > |A(i, k)|, Vi € {k,...,n}

P(k)=r

pour j =1 a n faire

‘ échanger A(k, j) et A(r, j)
fin

si A(k, k) # 0 alors

pour i =k+1 a n faire
A(i, k) =A(i, k) /A(k, k)
pour j =k+1 an faire
| A(L ) =A(L, ) —A(i, k) * Ak, ])
fin
fin
sinon
| arrét
fin

fin

Algorithme 11 : Algorithme de factorisation LU avec une stratégie de pivot total.

Entrée(s) : le tableau contenant la matrice A.
Sortie(s) : les tableaux P et Q contenant respectivement les échanges de lignes et de colonnes, la partie triangulaire
inférieure stricte de la matrice L et la partie triangulaire supérieure de la matrice U de la factorisation
PAQ = LU étant stockées dans le tableau contenant la matrice A en entrée.
pour k =1 a n—1 faire
trouver des entiers r et s tels que k < r <n, k <s < n et |A(r,s)| = |A(L, j)I, V(i,j) € {k,...,n}?
P(k)=r
Q(k)=s
pour j =1 a n faire
‘ échanger A(k, j) et A(r, j)
fin
pour i =1 a n faire
‘ échanger A(i, k) et A(i,s)
fin
si A(k, k) # 0 alors
pour i =k + 1 a n faire
A(i, k) =A(i, k) /A(k, k)
pour j =k+1 a n faire
| A(i, ) = A, j) —A(, k) * Ak, j)
fin
fin
sinon
| arrét
fin

fin
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Algorithme 12 : Algorithme de factorisation LU avec une stratégie de rook pivoting.

Entrée(s) : le tableau contenant la matrice A.
Sortie(s) : les tableaux P et Q contenant respectivement les échanges de lignes et de colonnes, la partie triangulaire
inférieure stricte de la matrice L et la partie triangulaire supérieure de la matrice U de la factorisation
PAQ = LU étant stockées dans le tableau contenant la matrice A en entrée.
pour k =1 a n—1 faire
répéter
trouver un entier r tel que k < r < n et |A(r, k)| = |A(i, k)|, Vi € {k,...,n}
trouver un entier s tel que k <s < n et |A(r,s)| = |A(r, j)|, Vj € {k,...,n}
trouver un entier r tel que k < r < n et |A(r,s)| = |A(i,s)|, Vi€ {k,...,n}
trouver un entier s tel que k <s < n et |A(r,s)| = |A(1, j)|, Vj € {k,...,n}
jusqu’a ce que r et s ne soient plus modifiés
P(k)=r
Qlk)=s
pour j =1 a n faire
‘ échanger A(k, j) et A(r, j)
fin
pour i =1 a n faire
‘ échanger A(i, k) et A(i,s)
fin
si A(k, k) # 0 alors
pour i =k+1 a n faire
A(i, k) = A(i, k) /A(k, k)
pour j =k +1 a n faire
fin
fin
sinon
| arrét
fin

fin
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Indiquons que le choix d’un ordonnancement de boucles particulier n’affecte pas la stabilité numérique de
la méthode. En revanche, 'ordre et la mise en ceuvre de la stratégie de pivot a employer préférentiellement
dépendent de maniére cruciale de I’architecture du calculateur utilisé et de son efficacité a effectuer des opérations
algébriques sur des tableaux a une ou plusieurs dimensions, ainsi que de la facon dont ces tableaux sont stockés
en mémoire. Cette problématique est abordée dans de nombreuses publications, comme l'article [ GPS90].

2.5.4 Factorisation LU de matrices particulieres

Nous examinons dans cette section 'application de la factorisation LU a plusieurs types de matrices fréquemment
rencontrées en pratique. Exploiter la structure spécifique d’'une matrice peut en effet conduire a un renforcement
des résultats théoriques établis dans le cas général et/ou a une réduction considérable du cofit des algorithmes
utilisés. A ces premiers cas particuliers, il faut ajouter ceux des matrices symétriques et symétriques définies
positives, abordés respectivement dans les sous-sections 2.6.1 et 2.6.2.

Cas des matrices a diagonale strictement dominante

Certaines matrices, comme celles produites par des méthodes de discrétisation des équations aux dérivées
partielles, possédent la particularité d’étre a diagonale dominante (voir la définition A.106). Le résultat suivant
montre qu'une matrice a diagonale strictement dominante admet toujours une factorisation LU.

Théoreme 2.5 Si A est une matrice d’'ordre n a diagonale strictement dominante (par lignes ou par colonnes) alors elle
admet une unique factorisation LU. En particulier, si A est une matrice d’ordre n a diagonale strictement dominante
par colonnes, on a

;] <1, 1<i,j<n

DEMONSTRATION. Nous reprenons un argument provenant de [Wil61]. Supposons que A est une matrice a diagonale strictement
dominante par colonnes. Posons A = A. On sait par hypothése que

n
©
a|> 2,

j=2

(0)
ajl

>

(0)

et a;;” est donc non nul. Lapplication du procédé d’élimination sans échange donne

©)

L _ (0 _ " (0 ..

@G =a; — g @, 2SLjsm,
apy

dou, Vje{2,...,n},

n n (0)
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Z a;’| = G| T o | [Yy
i=2 i=2 ag
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De plus, on a

1)
a;;

(0)

ii
n n a(o)
i1
>3 [a-(1-X 25
j=1 j=2 | 411

J#i J#i

n
j=2

J#

n
>3,
j=1

J#

(0)
1i

|

(0)
ayq

> la

(0)
1i

(0
ajl.

©
o], |4
ji

(0)

+ 1i

(0)
ay

av

it |

et A1) est donc une matrice a diagonale strictement dominante par colonnes. Par un calcul analogue, on montre que si la
matrice AR, 1 < k < n—2, est a diagonale strictement dominante par colonnes, alors A%*D I'est aussi, ce qui permet de prouver
le résultat par récurrence sur k.

Dans le cas d’une matrice A 4 diagonale strictement dominante par lignes, on utilise que sa transposée A" est & diagonale
strictement dominante par colonnes et admet donc une factorisation LU. On conclut alors en utilisant la proposition 2.11. O

Cas des matrices bandes

Il est remarquable que les matrices L et U issues de la factorisation LU d’une matrice bande A sont elles-mémes
des matrices bandes, de largeurs de bande (respectivement inférieure pour L et supérieure pour U) identiques a
celles de A. La zone d’espace mémoire allouée par le stockage bande, décrit dans la section 2.2, pour contenir une
matrice bande est par conséquent de taille suffisante pour que I'on puisse y stocker sa factorisation.

Proposition 2.6 La factorisation LU conserve la structure des matrices bandes.

DEMONSTRATION. Soit A une matrice bande d’ordre n et de largeur de bande valant p + g + 1, admettant une factorisation LU
telle que
min(i,j)
a; = Z L,u
r=1
Pour prouver I’assertion, on raisonne par récurrence sur I'indice k = min(i, j). Pour k = 1, on obtient d’une part

1<i,j<n.

rjs = =

ayj =luy;=uy;, 1<j<n,
dotiuy; =0sij>q+1, et dautre part
ap =lhauyy, 1<i<n

En particulier, on a a;; = l3;uy; = u;; et donc uy; # 0. Par conséquent, on trouve que

a; .

l,=-"2 1<i<n,

Uy

doul;; =0sii>p+1.
Supposons a présent que, pour tout k =1,...,K—1 avec 2 < K < n, on ait
u;=0sij>q+ketly=0sii>p+k.

Soit j >q+K.Pourtoutr=1,...,K—1,onadanscecas j>q+K >q+r+1>q+r et, par hypothése de récurrence, le
coefficient u, ;. Ceci implique alors

K K=1
O0=ay,; = Zlirurj = lkxUg; +ZlKrurj =ug;, j>q+K.

r=1 r=1
De la méme maniére, on prouve que

K-1

0=a = liguugg + ZlirurK = ligugg, 1>p+K,
r=1

et on conclut en utilisant que uy, est non nul, ce qui acheve la démonstration par récurrence. m|
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Cas des matrices tridiagonales

On considére dans cette section un cas particulier de matrice bandes : les matrices tridiagonales, dont seules la
diagonale principale et les deux diagonales qui lui sont adjacentes possedent des éléments non nuls.

Définition 2.7 (matrice tridiagonale) Soit n un entier supérieur ou égal a 3. On dit qu'une matrice A de M,,(R) est
tridiagonale si

V@i, ) e{l,...,n}% a;=0si [i—j|> 1.

Considérons ?° la matrice réelle tridiagonale d’ordre n

a; B 0O ... O
Y2

A= O '.. '.. 0
. N N ﬁnfl
o ... 0 v, a,

en supposant qu’elle soit inversible et admette, sans qu’il y ait besoin d’échange de lignes, une factorisation LU
(c’est le cas par exemple si elle est a diagonale strictement dominante par lignes, i.e., |a;| > |8;], |a;| > |B:] + 7l
i=2,dots,n—1, et |a,| > |y,|). Dans ce cas, les matrices L et U de la factorisation sont de la forme

1 0 ... ... O u vy 0 ... O
L, 0

L=1|o of U= 0 |
L T | : . C Vg
0 ... 0 I, 1 0 ... ... 0 u,

et une identification terme a terme entre A et le produit LU conduit aux relations suivantes

. Yj .
vi=B,i=1...,n—1Luyy=ay, j=——etu;=a;—;fj4, j=2,...,n
uA

j—1
Cette méthode spécifique de factorisation LU d’une matrice tridiagonale est connue sous le nom d’algorithme de
Thomas3° [Tho49] et constitue un cas particulier de factorisation de Doolittle sans changement de pivot. Elle
requiert n — 1 soustractions et autant de multiplications et de divisions pour factoriser une matrice d’ordre n.

Si I'on souhaite résoudre le systéme linéaire Ax = b, avec b dans M, ;(R), dans lequel A est une matrice
tridiagonale factorisable, on doit de plus, une fois la factorisation obtenue, résoudre les systemes Ly = b et
Ux =y. Les méthodes de descente et de remontée se résument dans ce cas particulier aux formules

ylzblﬁ yi:bi_li.yi—la i=2:"-:n:

et

y 1 .
xnz_n,x.z—(yj V]x]+1)’]=n_1,...,1,

ce qui revient a effectuer 2(n — 1) soustractions, 2(n — 1) multiplications et n divisions. La résolution d’un systeme
linéaire tridiagonal nécessite donc un total de 8n — 7 opérations, ce qui représente une diminution importante de
cofit par rapport au cas général.

29. Par commodité, onaposé o; = a;;, i=1,...,n, f; =a;i11, 1 =1,. —l,ety;=a;_1,1=2,...,n.

30. Llewellyn Hilleth Thomas (21 octobre 1903 20 avril 1992) etalt un phy51c1en et mathématicien britannique. Il est connu pour ses
contributions en physique atomique, et plus particulierement la précession de Thomas (une correction relativiste qui s’applique au spin d’une
particule possédant une trajectoire accélérée) et le modéle de Thomas—Fermi (un modele statistique d’approximation de la distribution des
électrons dans un atome a l'origine de la théorie de la fonctionnelle de densité).
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Cas des matrices de Hessenberg

Un autre type de matrice apparaissant de maniere récurrente dans les applications est celui des matrices de
Hessenberg 3!.

Définition 2.8 (matrice de Hessenberg) Une matrice carrée d’ordre n est dite de Hessenberg supérieure (upper
Hessenberg matrix en anglais) si tous ses coefficients situés au dessous de sa premiére sous-diagonale sont nuls :

V@i, efl,...,n}%i>j+1 = a;; =0,
a;p diz Ain
az; A2
A= o ass
O ... 0 a1 aum

Elle est dite de Hessenberg inférieure (lower Hessenberg matrix en anglais) si la matrice A” est de Hessenberg
supérieure.

On remarque qu’une matrice tridiagonale est a la fois de Hessenberg supérieure et inférieure.

Considérons la factorisation LU d’'une matrice de Hessenberg supérieure d’ordre n notée A, en supposant
dans un premier temps qu’il n’y a pas besoin de procéder a des échanges de lignes pour y parvenir. Comme
précédemment, on pose A) = A et 'on construit une suite de matrices (A(k))ogkﬁn_1 en effectuant des opérations
sur les lignes de ces matrices de maniére i obtenir une matrice A" triangulaire supérieure. Compte tenu de la
structure particuliere de la matrice 4, il n’y a qu’un coefficient & annuler a chaque étape et seuls les coefficients de la
méme ligne et situés a droite de la colonne a laquelle appartient le pivot sont modifiés. L'algorithme d’élimination
prend ainsi la forme suivante :

a(k)
QWD — g0 ki () g
k+2j — Tk+2j (k) k+1j°
k+1k+1

=0,...,n—2, j=k+1,...,n,

les autres coefficients étant inchangés. Pour factoriser la matrice, on a ainsi besoin de % n(n— 1) soustractions,
% n(n— 1) multiplications et n — 1 divisions. Si le cofit de la résolution du systéme triangulaire supérieur (2.12)
obtenu est a priori le méme que pour une matrice quelconque, celui de la résolution du systeme triangulaire
inférieur (2.11) est en revanche ramené dans ce cas a n — 1 soustractions et n — 1 multiplications.

Sil'on est dans I'obligation de changer de pivot (parce que le pivot « naturel » est nul a une étape donnée
ou bien si 'on emploie une stratégie de choix de pivot pour assurer une meilleure stabilité numérique), il faut
remarquer que le choix d’un pivot total ne préserve généralement pas la structure de Hessenberg de la matrice. En
revanche, la stratégie de pivot partiel consiste dans ce cas a choisir le pivot parmi deux seuls candidats a chaque

étape (les éléments a,((’jr)l i1 €t a,(fjr)z x+1)> €€ qui w'introduit aucune modification structurelle en cas d’échange de
lignes.

Cas des matrices de Toeplitz

Les matrices de Toeplitz>? jouent un réle prépondérant dans de nombreuses applications en physique mathéma-
tique, en statistique ou en algebre, pour des problémes de convolution, d’équations intégrales, d’approximation au
sens des moindres carrés par des polynomes ou de séries temporelles stationnaires.

Définition 2.9 (matrice de Toeplitz) Soit n un entier naturel non nul. Une matrice carrée A d’ordre n est dite de

31. Karl Adolf Hessenberg (8 septembre 1904 - 22 février 1959) était un mathématicien et ingénieur allemand. Il s’intéressa a la résolution
de problemes aux valeurs propres et introduisit a cette occasion les matrices particuliéres portant aujourd’hui son nom.

32. Otto Toeplitz (1¢* ao(it 1881 - 15 février 1940) était un mathématicien allemand, principalement connu pour ses travaux en analyse
fonctionnelle.

71



METHODES DIRECTES DE RESOLUTION DES SYSTEMES LINEAIRES

Toeplitz s’il existe au plus 2n — 1 scalaires distincts a_p1, - - -,0g, - - -, A1 tels que a;; =a;_;, 1 <1,j < n, cest-a-dire

ao al az e an_l
a_1 ao al “ee an_z
A=
a_n+2 e a_l aO al
a_n+1 e a_z a_l ao

Toute matrice de Toeplitz A est dite persymétrique (persymmetric en anglais), c’est-a-dire que ses coefficients
sont symétriques par rapport a 'antidiagonale et qu’elle vérifie par conséquent I'égalité

A=J,ATJ,,

ol J,, est la matrice de permutation d’ordre n telle que

0 ... 0 1
0
Jp=
0o .
1 O 0

La méthode de Bareiss [Bar69] permet la résolution > d’un systéme linéaire dont la matrice est de Toeplitz en
la ramenant, a la maniére du procédé d’élimination de Gauss, a celle d’'un systeme triangulaire équivalent. Pour
une matrice de Toeplitz A d’ordre n, elle construit, & partir de A®) = A, deux familles de matrices (A(_k))ogcsn—1 et
(A(k))oskgn_l, telles que la matrice AT (resp. A), 1 < k < n—1, possede des éléments nuls sur les k premiéres
diagonales situées au-dessous (resp. au-dessus) de la diagonale principale, les derniéres (resp. premieres) n —k
lignes de cette matrice formant une matrice rectangulaire ayant encore une structure de Toeplitz. Plus explicitement,

ona (0) (0) 0)
[ao a O e
(=1 .
0 a,
(<k+1)  (—k+1) (—k+1)
A(_k) _ a, a; ces ves an_k+1 i
0 . agfk) agfk) ... af:_i)
(=k) .
A1
: . . . . afk)
P 0 . 0 b))
ot (0) (k) (k)
0
a, o ... 0 a - a4
®) o :
a :
. k
® e © i
A0 — e A < S S N 0 0
2&D DO
—n+k—1 -1 0
: . . 0
0) (0) (0)
Ka_nﬂ Y A N

33. D’autres méthodes directes, d’efficacité comparable, existent, comme celles de Levinson [Lev47] pour la résolution d’un systéme linéaire
de Toeplitz général, de Durbin [Dur60] pour la résolution d’un systeme d’équations de Yule—~Walker ou de Trench [Tre64, Zoh69] pour le
calcul de l'inverse d’'une matrice de Toeplitz. Celles-ci possédent toutes, lorsque la matrice de Toeplitz considérée est de plus symétrique ou
hermitienne, un lien fort avec la théorie des polyndmes orthogonaux relativement a une mesure sur le cercle unité formulée par Szeg6 [Sze39].
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Pour obtenir la matrice ACY (resp. AK)) 1 <k <n—1, on modifie les lignesk+1an (resp. 1an—k) dela
matrice ACK*D (resp. A&™D), ce que I'on peut résumer 3* dans les algorithmes de transformation suivants

al@:ai,i:—n+1,...,n—1,
(—k+1)
(k) _ (k1) (k) (k=1) _(—k) _ _—k P —f— —1—
a; " =aq m~Ya;,, ", m = = n+1,...,—k—1,0,...,n—1—k,
ag
k=1,...,n—1, (2.15)
a(k—l)
agk)zagk_l)—m(k)af::), m(k)zk(fk),i=—n+1+k,...,—1,k+1,...,n—1,
a
0

k=1,...,n—1. (2.16)

Les relations (2.15) demandent d’effectuer, pour chaque valeur considérée de l'entier k, 2n— 2k — 1 soustractions,
2n— 2k — 1 multiplications et une division, tandis que les relations (2.16) nécessitent 2(n — k — 1) soustractions,
2(n—k — 1) multiplications et une division. L’application de la méthode entraine donc un cotit de 2n>—5n—3
soustractions, autant de multiplications et 2(n — 1) divisions au total.

Interprétées matriciellement, les relations (2.15) et (2.16) sur les coefficients s’écrivent comme

AR = ACKFD _ gy (FR) 7RI ACD - AR = A 1y () 70K e =1, n—1, (2.17)
ot1 'on a introduit les matrices Z&X d’ordre n, définies >® par zfjik) = 8,41, 1 <1i,j < n. En posant alors
ABR = MERA k=1,...,n—1, (2.18)

avec M =1, . Si le procédé arrive a son terme, ce qui est le cas si la matrice A vérifie I'hypotheése 3® du théoréme
2.2, on montre en utilisant les relations de récurrence, déduites de (2.17), satisfaites par les matrices M@K,
k=1,...,n—1 que la matrice M""*1) est triangulaire inférieure et que ses éléments diagonaux sont tous égaux
4 1. La matrice AC™*D étant triangulaire supérieure, il découle de I'unicité de la factorisation LU et de la définition
(2.18) que

L=(MCPD) T ety =aCmD,

D’autre part, en considérant la factorisation UL de A de matrices U et L, on obtient, par des observations et un
raisonnement similaires a ceux faits précédemment, que

En se servant de la propriété de persymétrie de la matrice A, il vient alors que
L=a,"'J,A" Y .

La méthode de Bareiss fournit par conséquent la factorisation LU effective d’'une matrice de Toeplitz, en un nombre
d’opérations arithmétiques bien inférieur a celui de I’élimination de Gauss.

34. On observera avec ces formules que la mise en ceuvre de la méthode demande un effort particulier, en raison de la structure de stockage
spécifique utilisée pour les matrices de Toeplitz et du fait que les matrices A®) et ACK), k =1,...,n—1, ne sont a priori pas des matrices de
Toeplitz.

35. On remarquera que le produit par la gauche avec Z®) (resp. Z(9)), 1 < k < n—1, d’une matrice d’ordre n décale les lignes de cette
matrice de k positions vers le haut (resp. le bas).

36. On peut en effet montrer (voir [Bar69]) que le mineur principal dominant d’ordre k, k = 1,...,n, de la matrice A vaut
dp e Aj—1
=aqag aéﬁl) a((;kﬂ).

A_j41 e [el}
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Phénomene de remplissage lors de la factorisation de matrices creuses

Un des inconvénients de la factorisation LU appliquée a une matrice creuse est qu’elle entraine I'apparition de
termes non nuls dans les matrices triangulaires L et U a des endroits ol les éléments de la matrice initiale sont
nuls. Ce phénomene, connu sous le nom de remplissage (fill-in en anglais), pose probléme, puisque certains des
modes de stockage utilisés >’ pour la matrice & factoriser ne peuvent alors pas contenir sa factorisation.

Exemple de remplissage lors de la factorisation d’une matrice creuse. Considérons la matrice

4 -1 -1 -1
-1 2 0 0
-1 0 2 o)
-1 0 0 2
dont seules la premiere ligne, la premiere colonne et la diagonale principale contiennent des éléments non nuls et qui est, pour

cette raison, dite en pointe de fléeche (arrowhead matrix en anglais). La factorisation LU de cette matrice sans stratégie de choix
de pivot 38, c’est-a-dire en utilisant & chaque étape de I’élimination le pivot « naturel », conduit aux matrices

1 0 0 O 4 -1 -1 -1

1 7 1 1

P B i T3 T3
- =3 1 o0 "o o 2B Zp

4 7 7 7

1 1 1 5

-7 7 ~& 1 0 0 0 3

dont le stockage ne peut étre fait dans une structure de donnée spécialement adaptée aux matrices en pointe de fléche (en
ne conservant en mémoire que les éléments de la premiere ligne, de la premiére colonne et de la diagonale principale). En
revanche, la factorisation de la matrice permutée PAP ', avec

0100
0 010
P=10o 0 0 1)
1000
donne
2 0 0 -1 1 0 0 0\/2 0 0 —1
0 2 0 -1 0 1 0 offo 2 0 —1
T _ —
PAP" =10 0o 2 -1/T{0o o 1 oflo o2 )
-1 -1 -1 4 -1 -1 -1 1/\o o o 2

et ne pose donc aucun probleme de stockage.
Si le cas des matrices en pointe de fléche est particuliérement symptomatique > du phénomeéne de remplissage, il est
cependant loin d’étre isolé.

Notons que 'on peut anticiper ce remplissage en réalisant préalablement une factorisation symbolique (symbolic
factorisation en anglais) de la matrice, qui consiste a déterminer le nombre et la position des coefficients non nuls
créés au cours de la factorisation effective, ce qui permet d’adapter le stockage en conséquence. Une autre approche
est de chercher a le limiter en procédant a une renumérotation des inconnues et des équations du systéme linéaire
en question. Si le probleme de détermination de la renumérotation minimisant le remplissage d’une matrice creuse
est en général NP-complet [Yan81], des méthodes heuristiques ont été proposées.

Une premiéere approche est de modifier la fagon de choisir le pivot pour tenter de minimiser le remplissage,
comme dans la stratégie élaborée par Markowitz [Mar57]. Cette derniére est basée sur une vision « locale » du
probléme, au sens ou le remplissage a chaque étape est minimisé sans envisager le remplissage effectif apres
n—1 étapes d’élimination. Pour cela, on introduit a 'étape k +1, k =0,...,n—2, la quantité, appelée compte de
Markowitz (Markowitz count en anglais), définie par le produit

=)V -,

37. Ce n’est pas le cas des stockages bande ou profil, comme on I'a vu plus haut, mais de tout stockage ne gardant en mémoire que les
éléments non nuls de la matrice, comme le stockage Morse.

38. La matrice admet en effet une factorisation LU en vertu du théoréme 2.2, puisque ses mineurs principaux dominants valent respectivement
4, 7, 12 et 20, et sont donc non nuls (notons que I'on peut aussi invoquer le théoréme 2.5 en remarquant que la matrice est a diagonale
strictement dominante par lignes).

39. 1l faut en effet ajouter que le cofit de la factorisation d’'une matrice en pointe de fleche d’ordre n sous la forme permutée proposée dans
l'exemple posséde une complexité en O(n), contre O(n®) sous sa forme originelle.
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(k)

i

(k)

dans lequel les entiers r:"’ et ¢’ sont respectivement le nombre d’éléments non nuls dans la ligne i et le nombre

d’éléments non nuls dans la colonne j de la sous-matrice d’ordre n —k de la matrice courante AX) dans laquelle
I'élimination doit étre faite. Le pivot de Markowitz est alors choisi parmi les éléments non nuls dont les indices de
ligne et de colonne minimisent le compte. Ce procédé peut étre modifié afin d’y introduite davantage de stabilité
numérique, en rejetant notamment les éléments candidats considérés comme trop petits en valeur absolue. Quand
c’est le cas, on est conduit a décider d'un compromis entre la préservation du caractére creux d’'une part et la
stabilité des calculs d’autre part (voir [DR79]).

Une autre technique consiste a réduire la largeur de bande de la matrice avant la factorisation, sachant que
cette derniere préserve la structure bande (voir la proposition 2.6). Ceci peut se faire en voyant la matrice creuse a
factoriser comme une matrice d’adjacence *° pour un graphe. Dans le cas d’'une matrice symétrique, un exemple
d’un tel procédé est donné par l'algorithme de Cuthill-McKee [CM69]. Celui-ci vise a renuméroter les sommets du
graphe sans changer la structure de ce dernier, de maniere a réduire la largeur de bande de la matrice d’adjacence
associée.

Pour produire ce réordonnancement, on procede de la maniére suivante. On choisit tout d’abord un sommet du
graphe de plus petit degré, c’est-a-dire dont le nombre de voisins dans le graphe est le plus petit, comme le premier
numéroté. On numérote ensuite chacun de ses voisins, par ordre de degré croissant (si deux voisins possedent
le méme degré, on les numérote dans un ordre arbitraire). On poursuit le processus en numérotant les voisins
des sommets déja numérotés, par ordre de degré croissant dans le graphe ne contenant plus les sommets déja
numérotés, jusqu’a exhaustion des sommets encore non numérotés.

Il a été observé par George [Geo71] qu'une meilleure réduction était généralement atteinte en renversant la
numérotation obtenue avec cet algorithme, donnant lieu a 'algorithme de Cuthill-McKee inverse (reverse Cuthill-
McKee algorithm en anglais) utilisé en pratique (voir la figure 2.1 pour un exemple).

0 1000200030004000500060007000 0 1000200030004000500060007000
0 ! t 0 ! ! ! ! ! ! !
1000 A 1000 1
2000 + 2000 A
3000 A 3000 A
4000 4000 A
5000 - 5000 A
6000 - 6000 -
7000 } 7000 -

FIGURE 2.1 - Exemple d’application de I'algorithme de Cuthill-McKee inverse pour la réduction de la largeur de bande de
la matrice creuse symétrique d’ordre 7920 commanche_dual du groupe Pothen dans la SuiteSparse Matrix Collection. On a
représenté a gauche les positions des éléments non nuls de la matrice (au nombre de 31680) et a droite celles de la permutation
de la matrice, obtenue aprés renumérotation par 'algorithme.

On pourra consulter I'article [GPS76] pour la présentation et la comparaison d’autres méthodes de réduction
de largeur de bande et de profil.

2.6 Autres méthodes de factorisation

Nous présentons dans cette derniere section d’autres types de factorisation, adaptés a des matrices particuliéres.
1l s’agit de la factorisation LDM' d’une matrice carrée, qui devient la factorisation LDL" lorsque cette matrice est

40. Usuellement, une matrice d’adjacence pour un graphe fini a n sommets est une matrice d’ordre n dont I’élément non diagonal situé a la
i¢ ligne et a la j© colonne est le nombre d’arétes liant le sommet i au sommet j et 'élément diagonal situé a la i¢ ligne est le nombre de boucles
au sommet i. Dans l'interprétation de la matrice faite par 'algorithme de Cuthill-McKee, on considére simplement que les sommets i et j du
graphe sont reliés par une aréte si I'’élément situé a la i¢ ligne et a la je colonne est non nul.
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symétrique, de la factorisation de Cholesky *', pour une matrice réelle symétrique définie positive, et de la factorisation
QR, que I'on peut généraliser aux matrices rectangulaires (dans le cadre de la résolution d’'un probleme aux moindres
carrés par exemple) ou bien carrées, mais non inversibles.

2.6.1 Factorisation LDM'

Cette méthode considere une décomposition sous la forme d’'un produit d’'une matrice triangulaire inférieure,
d’une matrice diagonale et d'une matrice triangulaire supérieure. Une fois obtenue la factorisation de la matrice A
(d’un cofit identique a celui de la factorisation LU), la résolution du systeme linéaire (2.1) fait intervenir la résolution
d’un systéme triangulaire inférieur (par une méthode de descente), puis celle (triviale) d'un systeme diagonal et
enfin la résolution d’un systeme triangulaire supérieur (par une méthode de remontée), ce qui représente un cofit
de n? + n opérations.

Proposition 2.10 Sous les hypothéses du théoréme 2.2, il existe une unique matrice triangulaire inférieure L, une
unique matrice diagonale D et une unique matrice triangulaire supérieure M|, les éléments diagonaux de L et M étant
tous égaux a 1, telles que

A=LDM".

DEMONSTRATION. Les hypotheéses du théoreme 2.2 étant satisfaites, on sait qu’il existe une unique factorisation LU de la
matrice A. En choisissant les éléments diagonaux de la matrice D égaux a u;;, 1 < i < n, (tous non nuls puisque la matrice U
est inversible), on a

A=LU=LDD'U.
11 suffit alors de poser M| = D™'U pour obtenir 'existence de la factorisation. Son unicité est une conséquence de I'unicité de
la factorisation LU. a

Lorsque la matrice A considérée est inversible, la factorisation LDM' permet également de démontrer simple-
ment le résultat suivant, sans qu’il y ait besoin d’avoir recours au théoréme 2.2.

Proposition 2.11 Soit A une matrice carrée d’ordre n inversible admettant une factorisation LU. Alors, sa transposée
AT admet une factorisation LU.

DEMONSTRATION. Puisque A admet une factorisation LU, elle admet aussi une factorisation LDM ' et 'on a
AT=IDM") ' =M")'D'LT =MDL".
La matrice AT admet donc elle aussi une factorisation LDM' et, par suite, une factorisation LU. O

Lintérét de la factorisation LDM ' devient clair lorsque la matrice A est symétrique, puisque M = L dans ce cas.
La factorisation résultante peut alors étre calculée avec un cofit et un stockage environ deux fois moindres que ceux
d’une factorisation LU classique. Cependant, comme pour cette derniére méthode, il n’est pas conseillé 42, pour des
questions de stabilité numérique, d’utiliser cette factorisation si la matrice A n’est pas réelle symétrique définie
positive ou a diagonale dominante. De maniére générale, tout systéme linéaire pouvant étre résolu au moyen de la
factorisation de Cholesky (introduite dans la section 2.6.2 ci-aprés) peut également I'étre par la factorisation LDL"
et, lorsque la matrice de ce systeme est une matrice bande (par exemple tridiagonale), il s’avere plus avantageux
de préférer la seconde méthode, les extractions de racines carrées requises par la premiére représentant, dans ce
cas particulier, une fraction importante du nombre d’opérations arithmétiques effectuées.

2.6.2 Factorisation de Cholesky

Une matrice réelle symétrique définie positive vérifiant les hypothéses du théoreme 2.2 en vertu du critere
de Sylvester (voir le théoreme A.151), elle admet une factorisation LDL', dont la matrice D est de plus a termes
diagonaux strictement positifs. Cette observation conduit a une factorisation ne faisant intervenir qu'une seule
matrice triangulaire inférieure, appelée factorisation de Cholesky [Cho, Ben24]. Plus précisément, on a le résultat
suivant.

41. André-Louis Cholesky (15 octobre 1875 - 31 aofit 1918) était un mathématicien et officier frangcais. Il inventa, alors qu'il effectuait une
carriére dans les services géographiques et topographiques de 'armée, une méthode pour la résolution de systémes d’équations linéaires dont
la matrice est symétrique définie positive.

42. Dans les autres situations, on se doit de faire appel a des stratégies de choix de pivot conservant le caractére symétrique de la matrice a
factoriser, cest-a-dire trouver une matrice de permutation P telle que la factorisation LDLT de PAPT soit stable. Nous renvoyons aux notes de
fin de chapitre pour plus de détails sur les approches possibles.
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Théoréeme 2.12 (« factorisation de Cholesky ») Soit A une matrice réelle symétrique définie positive. Alors, il existe
une unique matrice triangulaire inférieure B, dont les éléments diagonaux sont strictement positifs, telle que

A=BB".

DEMONSTRATION. Supposons que la matrice A est d’ordre n. On sait, par le théoréme A.151, que les déterminants des sous-
matrices principales extraites A;, 1 < k < n, de A (définies par (2.14)), sont strictement positifs et les conditions du théoréme
2.2 sont vérifiées. La matrice A admet donc une unique factorisation LU. Les éléments diagonaux de la matrice U sont de plus

strictement positifs, car on a
k

[ Jui=detta)>0, 1<k <n.
i=1
En introduisant la matrice diagonale A définie par (A); = /u;, 1 < i < n, la factorisation se réécrit

A=LAATU.

En posant B =LA et C = AU, la symétrie de A entraine que BC = C"B', d’ot1 C(B"T)™' = B~!C" = I, (une matrice étant
triangulaire supérieure, I'autre triangulaire inférieure et toutes deux a coefficients diagonaux égaux & 1) et donc C =B". On a
donc montré l'existence d’au moins une factorisation de Cholesky. Pour montrer l'unicité de cette décomposition, on suppose
qu'’il existe deux matrices triangulaires inférieures B, et B, telles que

A=BB," =B,B,’,

d'otB,”'B, = BZT(B]T)’l. Il existe donc une matrice diagonale D telle que B, !B, = D et, par conséquent, B, = B, D. Finalement,
ona

B,B,' =B,B,' =B,DD'B, ",
et donc D? = I,,. Les coefficients diagonaux d’une matrice de factorisation de Cholesky étant par hypothése positifs, on a
nécessairement D = [, et donc B; = B,. m|

Pour la mise en ceuvre de cette factorisation, on procede de la maniére suivante. On pose B = (b;;);<; j<, avec
bjj =0sii < jetl'on déduit alors de I'égalité A = BBT que

min(i, )

n
a;; = Zbikbjk = Z bibj, 1<i,j<n.
k=1 k=1

La matrice A étant réelle symétrique, il suffit, par exemple, que les relations ci-dessus soient vérifiées pour j < i et
I'on construit alors les colonnes de la matrice B a partir de celles de A. En fixant I'indice j a 1 et en faisant varier
lindice i de 1 & n, on trouve

ap = (bu)z, dou by, = Jai,

N Ay

ay; = byby, dou by = _b 5
11

N an1

ay = byby, dou by = _b >
11

ce qui permet la détermination de la premiére colonne de B. Les coefficients de la j¢ colonne de B, 2 < j < n,
s’'obtiennent en utilisant les relations

(bj1)* +(bjp)* +--- +(bj;)?, dou  by; Vai— i;ll(bjk)z,

a4j = B
j—1
Qo — b..b.
. _ j+1j Zk:l jkj+1k
Qpj = bpbjyi+bpbjyate+bjbiy;, dou by = b ’
JJ
. a5 — 4y bjiba
Apj bjlbnl+b12bn2+"'+bjjb"j’ d'ot bnj - b ’

JJ

apres avoir préalablement déterminé les j — 1 premiéres colonnes, le théoréme 2.12 assurant que les quantités
sous les racines carrées sont strictement positives. En pratique, on ne vérifie d’ailleurs pas que la matrice réelle A
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est définie positive, mais simplement qu’elle est symétrique, avant de débuter la factorisation. En effet, si la valeur
trouvée a la ke étape, 1 < k < n, pour la quantité (b, )? est négative ou nulle, c’est que A n’est pas définie positive.
Au contraire, si I'algorithme de factorisation arrive a son terme, cela prouve que A est définie positive, car, pour
toute matrice inversible B et tout vecteur v non nul, on a

(BBTv,v)=[BTv|,” > 0.

Il est a noter que le calcul du déterminant d’'une matrice dont on connait la factorisation de Cholesky est
immédiat, puisque

n 2
det(A) = det(BBT) = (det(B))* = [ [bu | -
i=1

Le nombre d’opérations nécessaires pour effectuer la factorisation de Cholesky d’une matrice réelle A symétrique
définie positive d’ordre n par les formules ci-dessus est de %(n2 — 1)n additions et soustractions, %(n2 —1)n
multiplications, %n(n — 1) divisions et n extractions de racines carrées, soit une complexité favorable par rapport
a la factorisation LU de la méme matrice. Si 'on souhaite résoudre un systéme linéaire Ax = b associé, il faut
ajouter n(n — 1) additions et soustractions, n(n — 1) multiplications et 2n divisions pour la résolution des systémes
triangulaires By =b et B'x = y.

Exemple d’application de la factorisation de Cholesky. Considérons la matrice réelle symétrique définie positive

1 2 3
A=12 5 10
3 10 26

En appliquant de I’algorithme de factorisation de Cholesky, on obtient

A=BB' =

W N =
N = O
= O O
O O =
o =N
e V)

2.6.3 Factorisation QR

Le principe de cette méthode n’est plus d’écrire la matrice A comme le produit de deux matrices triangulaires,
mais comme le produit d'une matrice orthogonale (unitaire dans le cas complexe) Q, qu'il est facile d’inverser
puisque Q' =Q", et d’'une matrice triangulaire supérieure R. Pour résoudre le systéme linéaire (2.1), on effectue
donc tout d’abord la factorisation de la matrice A, on procéde ensuite au calcul du second membre du systéme
Rx =Q'b, qui est enfin résolu par une méthode de remontée.

Commencons par donner un résultat d’existence et d'unicité de cette factorisation lorsque que la matrice A
est carrée et inversible, que l'on va prouver ** en s’appuyant sur le fameux procédé (d’orthonormalisation) de
Gram-Schmidt ** (Gram-Schmidt (orthogonalization) process en anglais).

Théoréme 2.13 (factorisation QR) Soit A une matrice réelle d’ordre n inversible. Alors il existe une matrice
orthogonale Q et une matrice triangulaire supérieure R, dont les éléments diagonaux sont strictement positifs, telles que

A=QR.

Cette factorisation est unique.

43. On pourra noter que I'existence et 'unicité de la factorisation QR d’une matrice inversible découlent de celles de la factorisation de
Cholesky. En effet, si A est une matrice inversible d’ordre n, alors la matrice AT A est symétrique définie positive et il existe donc une unique
. . NP 14 . . . —1
matrice B triangulaire inférieure, dont les éléments diagonaux sont strictement positifs, telle que ATA=BB'. En posant alors Q = (A ) Bet

R=B", on vérifie que Q' Q = I,,, que la matrice R est triangulaire supérieure, que ses éléments diagonaux sont strictement positifs et que
A=QR.

44. Erhard Schmidt (13 janvier 1876 - 6 décembre 1959) était un mathématicien allemand. Il est considéré comme I'un des fondateurs de
l'analyse fonctionnelle abstraite moderne.
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DEMONSTRATION. La matrice A étant inversible, ses colonnes, notées a,, ..., a, forment une base de M, ;(R). On peut alors
obtenir une base orthonormée {q;}:<;<, de M, ;(R) a partir de la famille {a;},;<, en appliquant le procédé de Gram-Schmidt,
ie.

q, =
=
lla:ll,”
j ~
~ qj+1 .
q9j+1 =‘1j+1_Z(Qk:a1+1)Qk, qj1 = —”~ ,j=1,...,n—1
k=1 gl

On en déduit alors que

J

a; = Z Tijqi,
i=1
j—1 . . . . .

avec rj; = |la; — ;(:1 (qk,aj)qkll2 >0,r;= (qi,aj) pour1<i<j—1,etr;=0pourj<i<n,1<j<n. EnnotantRla
matrice triangulaire supérieure (inversible) de coefficients r;;, 1 < i, j < n, et Q la matrice orthogonale dont les colonnes sont
les vecteurs q;, 1 < j < n, on vient d’établir que A= QR.
Pour montrer l'unicité de la factorisation, on suppose que

A=QR; =QuR,,
d’ou
Q-er1 = R2R1_1~
En posant T =R,R, ', ona T'T = (QJQ,)"Q]Q, = I,, qui est une factorisation de Cholesky de la matrice identité. Ceci
entraine que T = I,,, par unicité de cette derniére factorisation (établie dans le théoreme 2.12). O

Le caractére constructif de la démonstration ci-dessus fournit directement une méthode de calcul de la
factorisation QR utilisant le procédé de Gram-Schmidt. L'algorithme 13 propose une mise en ceuvre de cette
méthode pour le calcul de la factorisation QR d’une matrice A d’ordre n inversible. Cette approche nécessite
d’effectuer n?(n — 1) additions et soustractions, n®> multiplications, n? divisions et n extractions de racines carrées
pour le calcul de la matrice Q, soit de 'ordre de n® opérations.

Algorithme 13 : Algorithme de factorisation QR d’une matrice inversible par le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt.
Entrée(s) : le tableau contenant la matrice A.
Sortie(s) : les tableaux contenant la matrice orthogonale Q et la matrice triangulaire supérieure R.
pour j =1 a n faire
Q(1:n,j)=A(1:n,j)
pouri=1a j—1 faire
R(;,/)=Q(:n,1) +Q(1:n,j)
Q(]- : n’j) = Q(l : n:])_R(l’J) *Q(]- : Tl,i)

fin
R(, )=l :n, Ml
Q(1:n,j)=Q(1:n,j)/R(j,J)

fin

En pratique cependant, et plus particulierement pour les problémes de grande taille, la propagation des erreurs
d’arrondi entraine une perte d’orthogonalité entre les vecteurs calculés par le procédé, ce qui fait que la matrice Q
obtenue n’est pas « numériquement » orthogonale. Ces instabilités numériques sont dues au fait que la procédure
d’orthonormalisation produit des valeurs tres petites, ce qui peut entrainer de possibles annulations en arithmétique
en précision finie (voir la sous-section 1.4.1). Il convient alors de recourir a une version plus stable de 'algorithme,
appelée procédé de Gram-Schmidt modifié (modified Gram-Schmidt process en anglais).

Cette variante consiste en un réordonnancement des calculs de facon a ce que, dés qu'un vecteur de la
base orthonormée est obtenu, tous les vecteurs restants a orthonormaliser lui soient rendus orthogonaux (voir
lalgorithme 14). Une différence majeure concerne alors le calcul des coefficients r;;, puisque 1a ot la méthode
classique fait intervenir une colonne de la matrice a factoriser, sa variante utilise un vecteur déja partiellement
orthogonalisé. Pour cette raison, et malgré '’équivalence mathématique entre les deux versions du procédé,
cette seconde version du procédé est préférable a la premiere si les calculs sont effectués en arithmétique a
virgule flottante (voir [Ric66, Bj667]). Pour la factorisation d’'une matrice inversible d’ordre n, celle-ci requiert
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Algorithme 14 : Algorithme de factorisation QR d’une matrice inversible par le procédé d’orthonormalisation de
Gram-Schmidt modifié.
Entrée(s) : le tableau contenant la matrice A.
Sortie(s) : les tableaux contenant la matrice orthogonale Q et la matrice triangulaire supérieure R.
pour j =1 a n faire
| Q(l:n,j)=A(1:n,j)
fin
pour i =1 a n faire
R(i,1) = llQ(1 : n, DI,
Q(1:n,i)=Q(1:n,i)/R(i,i)
pour j =i+ 1 a n faire
R(i,/)=Q(1:n,i)" *Q(1:n,j)
Q(1:n,j)=Q(:n,j)—R(,)*Q(1:n,i)

fin
fin

%(Zn + 1)n(n— 1) additions et soustractions, n® multiplications, n? divisions et n extractions de racines carrées,
soit de I'ordre de n® opérations au total.

Indiquons a présent comment réaliser la factorisation QR d’une matrice non inversible ou rectangulaire.
Supposons pour commencer que la matrice A est d’ordre n et non inversible. Uensemble {a;,...,a,} des colonnes
de A forment alors une famille liée de vecteurs de M, ;(R) et il existe un entier k, 1 < k < n, tel que la famille
{a,...,a;} est libre et engendre a; ;. Le procédé de Gram—Schmidt utilisé pour la factorisation de cette matrice
va donc s’arréter a 'étape k + 1, puisque l'on aura

k
llaxi1 _Z(qbakﬂ)‘hnz =0.
1=1

On commence donc par échanger les colonnes de A pour amener les colonnes libres aux premiéres positions. Ceci
revient & multiplier A par une matrice de permutation P telle que les rang(A) premieres colonnes de A = AP sont
libres, les n — rang(A) colonnes restantes étant engendrées par les rang(A) premieres (cette permutation peut
d’ailleurs se faire au fur et a mesure du procédé d’orthornormalisation, en effectuant une permutation circulaire
de la k¢ a la n® colonne des que I'on trouve une norme nulle). On applique alors le procédé de Gram-Schmidt
jusqu'a I'étape rang(A) pour construire une famille orthonormée {q, ..., q anga)} que 'on complete ensuite par
des vecteurs qane(a)41; - - -4, POUT Obtenir une base de orthonormée de M, ;(R). On note Q la matrice carrée
d’ordre n ayant ces vecteurs pour colonnes. On en déduit qu’il existe des scalaires r;; tels que

Z}:l Tijq; si 1 <i<rang(A),
Zfﬁng(A) . A+1<i<
j=1 Tijq; sirang <i<n,

avec r; > 0, 1 <i <rang(A), et on note R la matrice carrée d’ordre n telle que

i ... 1n \
0o . :
R= : . rrang(A) rang(A) rrang(A) n
0 0
o ... 0

Considérons ensuite une matrice A rectangulaire de taille m x n et supposons que m < n. Dans ce cas, on a
toujours ker(A) # {0} et tout systeme linéaire associé & A admet une infinité de solutions. On suppose de plus que
A est de rang maximal, sinon il faut légérement modifier 'argumentaire qui suit. Puisque les colonnes de A sont
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des vecteurs de M,, ;(R) et que rang(A) = m, les m premieres colonnes de A sont, & d’éventuelles permutations de
colonnes pres, libres. On peut donc construire une matrice orthogonale Q d’ordre m a partir de {a,...,a,,} parle
procédé de Gram—Schmidt. D’autre part, les colonnes a,,,, ..., a, de A sont engendrées par les colonnes de Q et il
existe donc des coefficients r;; tels que

Y Tiq; sil<i<m,
m . .
ijlrijqj sim+1<i<n,

avec r; > 0, 1 <i < m. On note alors R la matrice de taille m x n définie par

rll LIRS DY LIRS LIRS rln
0

R=
o ... 0 rmum -+ Twmm

Faisons maintenant ’hypothése que m > n, qui est le cas le plus répandu en pratique. Pour simplifier, on va
supposer que ker(A) = {0}, cest-a-dire que rang(A) = n (si ce n’est pas le cas, il faut procéder comme dans le cas
d’'une matrice carrée non inversible). On commence par appliquer le procédé de Gram-Schmidt aux colonnes
a,,...,a, de la matrice A pour obtenir la famille de vecteurs q,...,q,, que 'on complete par des vecteurs
q.+15--->q, pour arriver a une base orthonormée de M,, ;(R). On note alors Q la matrice car