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Avertissement : Il sera tenu grand compte de la rigueur et de la précision des arguments.

On considére un solide dont les noyaux sont répartis sur le réseau périodique Z3. L’objet du
probléme est I’étude d’un modéle de structure éléctronique dit "sans orbitales", que ’on peut écrire
sous la forme suivante (¢ est la fonction d’onde des électrons, & valeurs réelles) :

inf{EK<¢>+/QV¢Q, b€ B, /Qa!“:N}, (M)

ou Ey est 'énergie cinétique du systéme électronique défini par ¢, V est le potentiel engendré

par les noyaux. En premiére approximation, on le supposera régulier (et périodique). @ = [—%7 %]

est le cube unité, et Héer est ’espace des fonctions HllOC qui sont Z3-périodiques. N est le nombre

d’électrons par cellule. La fonctionnelle Ex modélise I’énergie cinétique des électrons, et est donnée
par

1 5
Bilo) =5 [ Vol + [ o1+ [ [ wi@-y)lo@l o) dedy. )
Q Q QJR3
La distribution w, définie sur R3, est définie par Iintermédiaire de sa transformée de Fourier :
V¢ € R3 w(€) =« ﬂ
’ 2kp
ol kp = (37r2)1/3 est appelé vecteur d’onde de Fermi, et oil « est une fonction continue de Rt a

valeurs dans [0, —2] telle que

a(0) =0, et lim oft)=-2.

t——+oo

La convention de normalisation utilisée pour la transformée de Fourier est la suivante : Vf €
L(R?),

€)= fla)e ™ du.
R3

On notera également, pour toute fonction continue périodique ¢,
VEE TS, e) = [ ola)e o,
Q

les coefficients de Fourier de ¢. On rappelle de plus la formule de Poisson : pour toute distribution

T de R?,
N T(z—j)=Y_ T(2rk)e* ™.
jezs kez3

Premiére partie

1. Dans cette question, on suppose que ¢ est périodique et de classe C°.

(a) Démontrer que

Bie(é) = /Q Vo[ + /Q 61103+ 3 /Q /Q w(z =y + 1)I6(@)o(y) P12,

jez?



(b) En déduire que

Ex(¢) = ;/QVW +/Q|¢|10/3 +> o (1’?') ‘c;g (\¢|5/3))2.

keZ3

2. Démontrer que la fonctionnelle Fx est bien définie sur Héer.

3. On considére une fonction u de classe C*° telle que son support soit inclus dans @Q, et
Ju? = N. On pose

Vo> 1, ue(x)=0""u(ox), d¢o(x)= Y us(x—j).
jEZ3

(a) Démontrer que ¢, est une fonction test du probléme de minimisation (1), et que

1 |k — 2
Bctor) =5 [ FuoP + [ fuol™+ Y o (G2 )
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(b) Calculer lirf — Ek(¢5) en fonction de u.
o—+00 g

(¢) En déduire que si u vérifie 5 [os [Vul?> — [5s [u]'%% < 0, alors I'infimum défini par (1)
vaut —oo.

4. On note

[ 1w
K=inf{ 2B 4 e HY(R?), /u2:1 . (3)
R3

/ |u|10/3 ’
R3

et

5. Montrer que pour tout ¢ € H}}

er?

1 2 10/3
B9) 2 [ Vo = [ ol

6. Démontrer que si N > Ny, alors l'infimum défini par (1) vaut —oo.
7. Démontrer que si N < Ny, alors (1) admet un minimiseur.

8. On suppose que le probléme (3) admet un minimiseur ug. Montrer qu’on peut supposer
up > 0 presque partout sur R3, et écrire 'équation d’Euler-Lagrange vérifiée par uq.

9. Montrer que ug est de classe C™ et est strictement positif sur R3.

Deuxiéme partie

Oun s’intéresse dans cette partie au cas ou N < Ny, et on note ¢y une solution de (1). Dans la

suite, pour tout ¢ € Hé on note L[¢] la forme linéaire sur H!, définie par

er’ per

5 k T 172 1\ — T/ 15 /a\

sigh =5 3 a (g ) [or (T 30R)ew (11°2) + e (16177 on) ax (16F79))
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On identifiera, grace au théoréme de représentation de Riesz, cette forme linéaire a son représentant,

de sorte que L[¢] € H!

per*
1. A Taide de L[¢p], écrire I'équation d’Euler-Lagrange vérifiée par ¢. On notera pg le multi-
plicateur associé¢ & la contrainte de masse dans (1).



2. Vérifier que si V = Vj est constant, alors ¢g = VN est une fonction test de (1) qui est
solution de ’équation d’Euler-Lagrange de la question précédente, pour une valeur py du
multiplicateur que I’on précisera.

Dans la suite, on s’intéresse & ’existence d’une solution de I’équation d’Euler-Lagrange proche de

cette constante pour V proche (en un sens & préciser) de la constante V;. Pour cela, on rappelle le
théoréme des fonctions implicites :

Théoréme des fonctions implicites Soient E, F,G des espaces de Banach, et soit F une ap-
plication de E x F dans G de classe C'. On suppose que le couple (xo,vy0) € Ex F est une solution
de F(zo,y0) = 0 et que 2L (20,y0) est un isomorphisme de E dans G. Alors il existe un voisinage
V de yo dans F et un voisinage U de xo dans E, et une application g de V dans U de classe C*
telle que

YyeV, y estl’unique solution de F(g(y),y) =0 dans U.
3. On définit
Fo (HpeQ xR) x LP2(Q) — (Hp(Q) xR)

((6.).V) — (=380 3160+ Vo + L6l - o, [ 8- ).
Q

On admet que F est de classe C''. Démontrer que la dérivée partielle de F par rapport au
couple (¢, 1) au point ((\/N, uo) ,VO) est égale a

g—“z AR, -(h) = (B (h,-),2\/N/Qh) :

OF
9r — (—V/N.0),
O (VR 10) Vo) ( )

ou B est la forme bilinéaire définie sur H], par

1 20 25 - k
B(h,g) = 3 /Q VhVg + gNQ/?’ /Q hg + KNQ/‘S Z a (7;;) (Ck(g)ck(h) + Ck(g)Ck(h)) :
kez3

4. On suppose que la fonction « vérifie

Iy>0 telque VneR, a(n)>-—n>

En déduire qu’il existe v > 0 tel que

10 k2
Vh e H! B(h,h >—7F/h2 / h|?.
G per? ( ) )— 9 (37_(_2)2/3 Q ""Y Q|v |

5. Démontrer qu'il existe ¢ > 0 et § > 0 tels que pour tout V € L3/2(Q) tel que |V —
Vollzsr2(q) < 4, il existe un unique couple (¢, p) € HJ.,.(Q) x R solution de F(¢,u) = 0

per
vérifiant ||¢ — VN |1+ [ — po| <e.
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