Examen de simulation moléculaire

M2 ANEDP

7 mai 2010

Les modéles de structures électroniques étudiés dans le cours permettent de simuler
des atomes et des molécules en phase gazeuse peu dense. Pour simuler des solides ou des
liquides (phases condensées), 'approche généralement utilisée consiste a travailler sur un
domaine borné (typiquement un cube) et & imposer des conditions aux bords périodiques
a la densité électronique (pour TFW) ou aux orbitales (pour Hartree-Fock).

Pour L € N*, on note I'y, le cube [~L/2, L/2)3. On rappelle que pour a > 0, la notation
aZ? désigne le groupe {(azl, aza,azs)| (21,22, 23) € ZB} et qu'une fonction mesurable v de
R? dans R est dite LZ3-périodique si pour tout R € LZ3, v(z — R) = v(z) pour presque
tout z € R3.

Les principaux espaces fonctionnels utilisés pour travailler dans ce cadre périodique sont :
— l'espace
L2..(Tr) = {vr € L} .(R®) | v, LZ3-périodique} ,

per loc

muni du produit scalaire

(ULwa)Lger(FL):/ VL wr,
I'r

— l'espace
H;er(rl) = {UL S Lf)er(FL) ‘ Vor, € (Lf)er(FL))S}v

muni du produit scalaire

(vr,wr) g

per

(T) —/ v wr + Vur, - Vwy,.
Iy Iy

On deéfinit de méme les espaces Lier(I'z) et Hpe, (T'z) pour tout 1 < p < oo et tout s € R.
2

cer(I'L) se décompose selon

Selon la théorie de Fourier, toute fonction vy, € L
6ik~a: 1 "
_ A _ —1R-Z
vp(x) = Z Ck(vL)Tg/z ol ck(vr) = 5 /F vr(x)e dx.
ke2r73 L
La convergence de la série ci-dessus a lieu dans l'espace L2,.(I'z,C) des fonctions de R3

per
dans C, LZ3-périodiques et dont le module est dans L2_.(I'z). On rappelle que

(v, wr) € (Lo, (T1))?, (v, wi)pz ) = Y ak(vr)en(wr), (1)
ke 2273
V(v, wr) € (Hpe(TL))?, (v, wi)ms, vy = Y (L4 k) er(vr)er(wr). (2)

27 ¢
keL73



La partie I établit des résultats d’analyse fonctionnelle et de théorie spectrale utilisés dans
les parties 1I et III.

Partie 1.

Question 1. Etude des espaces H'. (1) et H2, (T'1).

per per
la. Montrer qu’il existe une constante Cg telle que

Vor € Hpee(T1),  [lonll g

per per

@) < Cellvill g, ry)-

per

Indication : on pourra utiliser le fait qu’il existe une fonction x € C°(R3) vérifiant
0<x<1dansR3 et y =1 surT};.

1b. En utilisant un argument de changement d’échelle; montrer que pour tout L € N*

Yoy, € H;er(FL)a lvrllzs

5. (1) < Cellvcllm, oy

per

ot Cg est la constante (indépendante de L) obtenue a la question la.

lc. Montrer que linjection de HJ. (I'r) dans L2, (Tz) est compacte et que H7. (I'z)
s'injecte de facon continue dans L (R3). Indication : on pourra soit utiliser le fait
qu’il existe une fonction ¥ € C°(R3) vérifiant 0 < ¢ < 1 dans R3 et ¢ = 1 sur T'y,

soit raisonner & partir de (1) et (2).

Question 2. Opérateurs de Schriodinger périodiques.
2a. On considére opérateur non-borné HY sur L2, (T'y) défini par D(HY) = H2,.(T'L) et

per per
0 0 1
VUL € D(HL>7 HLUL - _iA'UL,

Calculer les coefficients de Fourier de Hng et en déduire que Hg est auto-adjoint.

2b. Montrer que —1 € p(H?) et que (1 + H?)~! est un opérateur compact sur L2, (T'L).

per

2c. Déterminer le spectre essentiel et le spectre discret de Hg.

2d. Soit Vi, € L2, (T') N L>(R3). Montrer que Hy, = HY + V7, définit un opérateur auto-

per
adjoint sur L2 . (T'z) borné inférieurement, dont le spectre essentiel est vide et dont la

per
plus petite valeur propre est simple et posséde un vecteur propre associé w1, j, continu

et strictement positif sur R3.

Question 3. Probléme de Coulomb périodique.

Cette question est facultative mais les résultats prouvés sont indispensables
pour traiter les parties II et III.

2

On note Gz, 'unique fonction de Ly,

(T') solution du probléme linéaire elliptique

—AG =47 Z op — L3 dans D'(R?)
keLz?
mings G, = 0,

(T) x L2..(T1), on pose

per

et pour tout (fr,gr) € L2

per

Dr(fr,91) = L*gico(fr) co(gr)+ Z |Z; ce(fr) er(gr) ot 0<gi=[ Gi<oo

ke 23\ {0}




3.a. Vérifier pour tout L € N* et presque tout z € R?, Gp(z) = L=1Gy (L™ 'z).
3.b. Soit fr € L2, (I'r). En utilisant la théorie des séries de Fourier, montrer que le

probléme consistant & chercher Wy, € ngr (T'p) vérifiant

— AW =47 <fL — L_3/ fL> dans D’(R3)
'y
Wi =0,
Iy

admet une unique solution et que

Di(fr,91) = L*g1co(fL) colyr) +/F gLWr.

3.c. On note 1r, la fonction caractéristique du cube I'z,. Calculer —A(Gr * (11, fr)) et en
déduire que G+ (1, fr.) = Wi, + cr, ol ¢, est une constante que l'on déterminera.

3.d. Déduire de ce qui précéde que

Dr(fr,9r) :/

Iy

< Gr(x —2') fr(a') d:c') gr(x) dx.
ry
On admettra qu’il existe une constante C' € R, telle que pour tout L € N*,

_ o
sup |G () — |27 < - (3)

xzel'y,

Partie II. Dans cette partie, on se donne un entier L € N* et un réel positif ) fixés une
fois pour toute.

On introduit la fonctionnelle d’énergie de type TFW

1 1
Er(pr,vw) = 5 / VoLl + / 0u + L DL}~ pr, v}~ pu),
'y I'p

définie sur L2, (T') x H...(T'1), et on pose

per per

IL,Q@L):inf{EL(pL,vL), o€ Hio(o). [ w:cz}. 1)

Question 4. Dans cette question, on suppose que py, est une fonction de Lger(FL) donnée.
4.a. Montrer que le probléme (4) admet un minimiseur uy, vérifiant uy > 0 sur R3.

4.b. Ecrire ’équation d’Euler-Lagrange vérifiée par up.

4.c. Montrer que uz, € CO(R?) N L>¥(R?) et que uz, > 0 sur R3,

4.d. Montrer (sans détailler tous les arguments) que (4) admet exactement deux minimi-

seurs : uf" et —uf".
Question 5. On considére une fonction 77, : [-1,1] — Lger(FL) de classe C! et on pose

¢(t) = Iq(7L(t)) = inf {EL(TL(t)WL% vr, € Hyey(Tr), /F o ]? = Q} : (5)



5.a. (Facultative) Montrer que la fonction [-1,1] 3t — ur(t) € H}..(T1), oit ur(t) est

I'unique minimiseur strictement positif de (5), est de classe C'! au voisinage de t = 0.
5.b. Calculer ¢/(0) en fonction de ur(0) et de ClstL(O).

Partie III. Cristal présentant un défaut local.

Dans cette partie, on se donne une fonction p° € le,er(Fl) telle que / =1 (distribution
IS

de charge des noyaux du cristal parfait), et une fonction m € C°(R3) (p° +m représente la

distribution de charge des noyaux du cristal avec défaut). Soit Ly € N* tel que Supp(m) C
', et geR.

Question 6. Pour tout L € N*, on note u% I'unique solution de (4) pour pr, = p® et Q = L3
vérifiant uf > 0 sur R® (cette définition a bien un sens puisque H},(I'1) C H}.,(I'L) pour
tout L € N*). Vérifier que uOL est une fonction indépendante de L, que ’on notera désormais

1. Montrer que u" vérifie une équation du type

5

; (U0)4/3 + VO,

1
H%C = epul® avec H = —§A +

ott V0 est une fonction de L%er(Fl) telle que fFl V0 =0, et ol ep est une constante réelle.
0‘2.

Exprimer VY en fonction de G, p° et u®. Donner une interprétation physique de |u

Question 7. On note uy, 'unique solution strictement positive de (4) pour py, = p° +my,
oumr =Y perzsm(-—R) et Q = L3 + q. Montrer que uz, = u® +wy, ot wy, est I'unique
minimiseur du probléme

inf {5L(ZL), Z1, € H;er(FL), 2L > —UO, /

22+ 2ulzp = q} ,
Iy

ou
0 0 1 2 0 2 0
Er(zr) = ((H _GF)ZLyZL>Hp’Clr(FL),HI1)CY(FL)+ . fu 7ZL)+§DL(ZL+2U z—mp, 2 +2u’z,—mp),
L

f: Ry xR — Ry désignant une fonction telle que f(-,0) = 0 que l'on précisera.

Question 8. Pour simplifier, on se limitera au cas ot ¢ = 0.
8.a. Montrer que la suite (€r(wr))ren+ est bornée.

8.b. En utilisant 'inégalité de convexité
10 7
Vie Ry, Vs> —t, |t+s'03 193 _ ?57/35 > §t4/352,

montrer qu’il existe 8 > 0 tel que pour tout L € N* et tout zy, € Hfl,er(FL) tel que
0

<L Z u-,
5L ZL) Z /6 ZL Hler( L) QDL zl 2u ZL mL,Zz 2u ZL mr). 6

8.c. Déduire de (3) et de (6) qu'il existe une constante C' € R telle que

VL € N*,  Jwg| g2

per

) <C et DL(uowL,quL) <C,



puis que la suite (wr)ren< converge a extraction prés faiblement dans Hﬁ)C(R?’),
fortement dans L{)OC(R?)) pour tout 2 < p < 6 et presque partout dans R?, vers une
fonction w € H'(R3) telle que w > —u® et

(wOw) (k)[?
D(vw, uw) = 47 /RS W dk < oo.

8.d. Donner une interprétation physique de ce résultat.



