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Equations aux Dérivées Partielles M1

Ces notes ont été rédigées par Idriss Mazari. Les erreurs qui s’y trouvent ne sont donc aucunement

du fait de M. Gallay (http://www-fourier.ujf-grenoble.fr/~gallay/). Les Td ont été rédigés par
Julien Vovelle (http://math.univ-1lyonl.fr/homes-www/vovelle/).
On adoptera dans tout ce polycopié les notations suivantes :

On travaillera toujours implicitement avec la mesure de Lebesgue (que 'on notera p(™) et que 'on
abrérra par dz en dimension 1) sur la tribu borélienne de R™.

On désignera par Ff ou par f la transformée de Fourier d’une fonction f € L'. On prendra la
convention

FHO = | fla)eSdut™ (@)

R'Vl
On désignera par S(R™) la classe de Schwarz dans R™.

On désignera par D(Q2) ou par C°(2) 'ensemble des fonctions C*° a support compact inclus dans
un ouvert 2.

On désignera par D'(2) les distributions sur Q et par S’(R™) les distributions tempérées sur R".
Le crochet de dualité sera noté (,).

R™ sera toujours implicitement supposé muni de sa structure euclidienne canonique, et I’on notera
le produit scalaire = -y, (z|y), (z,y) ou (z|y), = et y désignant deux vecteurs de R™.
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I. Introduction générale

I-1. Mise en jambes

On abrégera dans toute la suite "équation aux dérivées partielles" en "EDP".
Une EDP est une équation dont l'inconnue est une fonction et qui relie la fonction & ses dérivées
partielles. Typiquement, la fonction u cherchée est définie sur un ouvert 2 de R™ et est & valeurs
dans R™,  étant supposé non vide et n > 2; le cas n = 1 est traité par la théorie des équations
différentielles ordinaires. Une EDP est donc de la forme

Vo € Q, F(x,u(x), Vu(x),..., VFu(x)) =0 (L.1)

F étant a valeurs dans R™ (on demande généralement autant d’équations que d’inconnues). Sim =1,
on parle d’équation scalaire. Si m > 2, on parle de systéme d’EDP. L’entier k£ qui intervient dans
(1) est appelé ordre de 'EDP (k est I'ordre maximal intervenant dans ’équation de maniére non
triviale). La forme (I.1) est beaucoup trop générale : on ne sait strictement rien en dire.

On dit que (I.1) est linéaire si F dépend linéairement de chacun des Véu(x),i € {0, ..., k}. L’équation

s’écrit alors
> waDu=f (1.2)
o <k

ou les v, : © — M(m,R) sont les coefficients de 1’équation. La fonction f est appelé second
membre de I’équation.

I-2. Quelques EDP emblématiques

Faisons d’abord quelques rappels historiques : les équations différentielles ordinaires sont apparues
au dix-septiéme siécle, et accompagnent la naissance du calcul différentiel dans les travaux de Newton
et Leibniz (dans la lignée des oeuvres de Fermat sur la recherche d’extrema), auquel elles se couplent
pour modéliser la mécanique céleste. Ces équations ont également pu servir & modéliser la mécanique
des solides indéformables.

Les problémes commencent & apparaitre lorsqu’on l’on cherche & modé-
liser des solides déformables (souvent supposés idéaux, au moins le temps
de la modélisation, la notion d’idéalité d’un objet dépendant évidemment de
la situation). Historiquement, les équations sont apparues avec l’équation des
cordes vibrantes, introduite par d’Alembert en 1749 dans un texte inti-
tulé Recherches sur la courbe que forme une courbe tendue mise en vibration.
Cette équation a une histoire riche en rebondissements qui mériterait une étude ap-
profondie sur le plan historique, et nous nous contenterons ici de donner quelques
éléments sur la controverse qui opposa Euler, d’Alembert et Daniel Bernoulli ; en effet,
d’Alembert ayant trouvé la forme générale des solutions classiques de I’équation, Ber- FIGURE 1 —
noulli s’empare de ses travaux et introduit, & sa maniére, un développement en série Newton
de Fourier des solutions (ce qui imposerait une certaine régularité ), tandis

qu’Euler réussit a déterminer la solution générale en fonction du profil intial, qui
peut présenter des défauts de régularité; sa solution a pourtant toujours un sens.
développer. Les travaux de Bernoulli se retrouveront plus tard dans le célébre Théorie
analytique de la chaleur de Joseph Fourier. On réalisera au vingtiéme siécle qu'Euler, au
cours de cette controverse, aura en fait été le premier a introduire la notion de solution
faible, réapparue dans les années 30 avec les travaux de Leray (1906-1998). Etudions
cette équation : nous aurons simplement besoin, pour cela, du principe fondamental
de la mécanique de Newton.. On considére une corde astreinte a ne se déplacer que
Figurg 2 —  verticalement :

d’Alembert
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Soit p la masse linéique de la corde, T la tension de la corde (supposée constante). On considére
une portion de la corde entre = et x + §. La masse de ce bout de corde est

)
m=u/ V1+ (0pu)*(y)dy

Par hypothése, 'accélération est uniquement verticale et vaut donc

a = Pulx, 1) (g)

En négligeant la gravitation, la somme des forces se réduit & la tension exercée de part et d’autre du
fil. La souplesse supposée de la corde signifie que la tension est toujours dirigée par la tangente au fil.
Ainsi, en notant F' la résultante des forces, on a :

FZT(&ué+5Q\A+%&;V@+ﬂ)_T(&&@)1+Q;W%m

Sous I’hypotheése de petits déplacements, ces deux quantités deviennent

0
m=ud, F=T0 <8§xu(z)>

et on obtient finalement ’équation des cordes vibrantes, en posant ¢ := \/% la vitesse de propagation :

Rulr,t) = 0%, u(z, 1) | (1.3)

On peut généraliser cette formule a n’importe quelle dimension, et on l'appelle toujours équation
des ondes : Si 2 est un ouvert de R™, si f est une fonction de 2 X R, on peut considérer I’équation
suivante, d’inconnue u : 2 X R - R :

Ofu=c*Nyu+ f (I.4)

On peut également utiliser 'équation d’élasticité, qui fait intervenir plusieurs vitesses de propaga-
tion.

La deuxiéme équation aux dérivées partielles fondamentale est 'équation de la chaleur, introduite
par Fourier aux alentours de 1810 :

@u:DAw+f‘ (1.5)

ol v modélise la température dans le domaine 2, f est une terme source et D est la diffusivité
thermique du matériau. Cette équation s’établit via un bilan d’énergie et via la loi de Fourier, qui
est une loi phénoménologique : de nombreux débats ont lieu aujourd’hui encore pour savoir si cette
loi peut se déduire des principes de la mécanique classique ou si elle est condamnée & rester une loi
phénoménologique. Notons que cette équation n’est pas réversible, contrairement aux équations de
Newton. Mais ou arrive cette irréversibilité ?

La troisitme EDP emblématique est ’équation de la mécanique des fluides (introduite par Euler,
en 1755, et affinée par Navier en 1823 pour l'étude des fluides visqueux).
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On déifnit u(t, z) la vitesse dans le fluide au point x a U'instant ¢ et p(¢, z) la pression dans le fluide au
point z & instant t. On introduit > 0 la viscosité du fluide. Alors u est solution de I'EDP suivante :

divg(u) = 0 (L6)

{ p O+ (u-Viu) = nlAyu—Vp

Si n = 0, on parle d’équation d’Euler, et si n > 0, on parle d’équation de Navier-Stokes. Il est
intéressant de noter qu’il s’agit de la premiére EDP non-linéaire apparue historiquement. Elle l’est de
maniére intrinséque, pas a cause d’un développement limité malencontreux de la part d’'un mathéma-
ticien, mais bien & cause du (u- V)u qui apparait dans le terme d’accélération, qui correspond en fait
a une dérivée de Lie. C’est une équation sur laquelle beaucoup de questions sont encore ouvertes : on
sait pas si les solutions sont réguliéres, ni méme si elles existent en tout temps...

Un des succés incontestables de la physique du XIX* siécle est I’établissement, aux alentours de 1875,
des équations de Maxwell. Soit p la densité de charge, j la densité de courant, €y la permittivité
du vide et pp sa perméabilité.Les équations de Maxwell sont le systéme d’EDP suivant :

div(E) = £

div(B) = 0

rot(E) = —-0B (7
rot(B) = poj+ eopod:E

On peut par exemple en déduire une EDP fermée qui s’assimile & une équation des

. . . 1
ondes a la vitesse de la lumiére ¢, c = —— :
’ Veoro

‘EouoaftB = A, B + porot(j) ‘ (L.8)

Enfin, mentionnons ’équation de Schrodinger : u(t,z) désignant 'amplitude de
probabilité de présence de la particule en dx & I'instant ¢, on a :

FIGURE 3 — . h?
Maxwell 1thOyu = —%Awu +Vu (L.9)

ol /i est la constante de Planck réduite, m la masse d’une particule et V(z,t) le potentiel associé a la
force subie. Cette équation décrit 1’évolution de la densité de probabilité |u|?. Elle pré’esente certaines
analogies avec 1’équation de la chaleur, mais également des différences majeures : par exemple, elle
est réversible (via la symétrie u(z,t) — u(x,—t), qui est un analogue quantique de la réversibilité),
tandis que ’équation de la chaleur ne l’est pas.

Mentionnons pour finir I’équation de Poisson, qui apparait naturellement lorsque ’on cherche des
solutions stationnaires de I’équation des ondes ou de la chaleur :

110

f ne dépendant pas du temps.

1I-3. Bibliographie

S. Alinhac et P. Gérard, Opérateurs pseudo-différentiels et théoréme de Nash-Moser. Savoirs Ac-
tuels, InterEditions, Paris, 1991.

e H. Brezis, Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equations. Universitext, Sprin-
ger, New York, 2011.

e Th. Cazenave et A. Haraux, Introduction auzx problémes d’évolution semi-linéaires. Mathématiques
& Applications 1, Ellipses, Paris, 1990.

e K.-J. Engel et R. Nagel, One-parameter semigroups for linear evolution equations. Graduate Texts
in Mathematics 194, Springer-Verlag, New York, 2000.

e L. C. Evans, Partial differential equations, second edition. Graduate Studies in Mathematics 19,
American Mathematical Society, Providence, RI, 2010.

ENS de Lyon page 6 2014-2015



Equations aux Dérivées Partielles M1

e A. Friedman, Partial differential equations. Robert E. Krieger Publishing Co., Huntington, N.Y.,
1976.

e D. Gilbarg et N. S. Trudinger, Elliptic partial differential equations of second order, reprint of the
1998 edition. Classics in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2001.

e L. Hormander, The analysis of linear partial differential operators. 1. Distribution theory and Fou-
rier analysis. II. Differential operators with constant coefficients. I1l. Pseudo-differential operators.
IV. Fourier integral operators. Classics in Mathematics. Springer-Verlag, Berlin, 2003—2009.

e F. John, Partial differential equations, reprint of the fourth edition. Applied Mathematical Sciences
1, Springer-Verlag, New York, 1991.

e J. Jost, Partial differential equations, second edition. Graduate Texts in Mathematics 214, Springer,
New York, 2007.

e O. Kavian, Introduction a la théorie des points critiques et applications auz probléemes elliptiques.
Mathématiques & Applications 13, Springer, Paris, 1993.

e J.-L. Lions, Quelques méthodes de résolution des probléemes aux limites non linéaires. Dunod,
Gauthier-Villars, Paris, 1969.

e A. Pazy, Semigroups of linear operators and applications to partial differential equations. Applied
Mathematical Sciences 44, Springer-Verlag, New York, 1983.

e M. Protter et H. F. Weinberger, Mazimum principles in differential equations, corrected reprint of
the 1967 edition. Springer-Verlag, New York, 1984.

e J. Rauch, Partial differential equations. Graduate Texts in Mathematics 128, Springer-Verlag, New
York, 1991.

e W. Strauss, Partial differential equations. An introduction, second edition. John Wiley & Sons,
Ltd., Chichester, 2008.

e M. E. Taylor, Partial differential equations. I. Basic theory. II. Qualitative studies of linear equa-
tions. I1I. Nonlinear equations. Second edition, Applied Mathematical Sciences 115-117, Springer,
New York, 2011.

ENS de Lyon page 7 2014-2015



Equations aux Dérivées Partielles M1

I-4. Exercices
I-4- 1. Stabilité de la solution d’une EDP

On note T™ le tore de dimension n (classes d’équivalence T pour la relation x ~ y si x —y € Z™).
Pour p > 1, k € N, on dit qu'une fonction ¢: T" — RP est de classe C* sur T" (noté ¢ € C*(T"™;RP))
si la fonction

3 R" = o(Z)

est de classe C* sur R". Pour f € C°(T™;R), on notera aussi
(2)dx = / F(#)da.
T [0,1]»
On rappelle la formule de Green dans ce cadre périodique :
/ a(zr) - Vo(z)dz = —/ div(a)(z) ¢(x)dz, (I.11)

pour toutes fonctions a € C'(T™;R"™), ¢ € C*(T"; R).

Pour p > 1, on note LP(T™) ’ensemble des fonctions mesurables u: R™ — R qui sont Z™ périodique
et satisfont

/ lu(z)|Pdr < +o0.
[0,1]n
Siu € LY(T") et k € Z™, on note
(k) = / u(z)e 2k gy = (u, ex)r2(Tn)

le k-iéme coefficient de Fourier de u. Ici ey (x) := 2™k,

1. Soit ug € L3(T"). Soit u € C([0, +oo[; L?(T")) satisfaisant

u € C*(]0, +o00[xT"), (1.12)
Owu(t,x) — Au(t,x) =0, pour tout (¢t,z) €]0, +oo[xT", (1.13)
u(0) = up. (I.14)

Remargue : Dans (IL.28), u(0) est la valeur en t = 0 de la courbe ¢ — u(t) tracée dans L?(T").
Considérer la valeur en 0 a un sens puisque la courbe est continue par hypothése.

En passant en Fourier, montrer que, pour tout ¢ > 0,

u(t) =y e IF g (ke (1.15)
kezm

Iégalité ayant lieu dans L2(T").

2. Réciproquement, montrer que la formule (I.15) définit une fonction
u € C([0,+oof; L*(T™))

satisfaisant (1.12), (I1.27), (I1.28).
3. Montrer que

lim u(t) = /n uo(z)dz

t—+oo
dans L*(T™).

4. Qu'en déduit-on au sujet de la stabilité dans L?(T™) de la solution nulle ?
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I-4- 2. Equation de transport

Soit b € C*(R™;R™) un champ de vecteur borné.

1. Justifier que le flot ®;(x) est défini globalement en temps. On rappelle que ®; définit un C*-
difféeomorphisme R™ — R".
2. On note ®! la fonction inverse de x — ®;(z). Soit uy € C*(R™). Montrer que

w: (t,2) — up(P(x))
est solution de 1’équation de transport
Opu(t, z) + b(t, ) - Vyu(t,z) =0 pour tous t > 0, x € R, (I.16)

et satisfait la condition initiale : u(0,x) = ug(x) pour tout x € R™.

3. Comment opére l'équation de transport (I.16) sur le graphe de ug? Qu’en est-il dans les cas
particuliers n =1, b= +17

I-4- 3. Etude d’un probléme elliptique en dimension 1
On considére le probléme aux limites suivant :

trouver u € C?[0,1] tel que
—u"(z) + a(z)u(z) = f(x), VY €]0,1], (I.17)
u(0)=a u(l)=g. (I.18)

Les fonctions, a, f € C°[0, 1], sont données, ainsi que les réels , 3. On suppose a(z) > 0, Vo € [0, 1].

1. En utilisant les théorémes de base sur les équations différentielles, montrer que les solutions de
(1) forment un espace affine de dimension 2.

SOLUTION :
Il s’agit d’une EDO dont I’ensemble des solutions est défini par la considération du probléme de
Cauchy

trouver u € C2[0,1] tel que

—u"(x) + () ulx) = f(x), Vo e€l0,1]

w(0) =\ W(0) =,
avec A et u dans R. Pour A et pu fixés, le probléme de Cauchy admet une unique solution par le
théoréme de Cauchy-Lipschitz. En effet, il est équivalent au systéme différentiel

Vi=AV et  V(0)= (?) avec V= (5,) et A= (2 1)

ot (z,y) — A(x)y est lipschitzienne de [0, 1] x R? dans R? par rapport a y.

2. Pour v € C2(]0,1[) N C°[0, 1], on pose (Lv)(x) = —v"(x)+a(x) v(x). Montrer que
(Lv)(z) <0, Vz €]0,1[, entraine wv(z) < max(0,v(0),v(1)), Vz €]0,1].
Indication : quel est le signe de v" sur les intervalles ot v > 0 ?

SOLUTION :

e Supposons (Lv)(z) < 0, Vz €]0,1[. Dans un premier temps, supposons v(0),v(1) < 0. Il
s’agit alors de montrer que v reste négative.
Par l’absurde, considérons alors qu’il existe z( tel que m = max{v(x),x €]0,1[} = v(zo) > 0.
Soit V(xg) le voisinage de xg maximal tel que v(x) > 0 pour tout « dans V(xg). Par positivité
de v et a sur V(xg), il vient alors que v” est positive sur V(zg) et donc v est convexe sur
V(zo). Alors, sur V(zg), v atteint son max sur une borne de V(zo).
La convexité de v et sa continuité induise que v est constante sur V(zg) U [xo, 1] et ceci
contredit la définition méme de V(z). Contradiction.
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e Concernant le cas v(0) > 0 et v(1) < 0. On pose w(z) = v(z) —v(0)(1 — x) et on se retrouve
dans le cas précédent en w, ce qui induit le résultat attendu par intermédiaire de (Lw) qui
est aussi négative lorsque (Lv) Pest.

e Concernant le cas v(0) <0 et v(1) > 0. Idem en posant w(z) =

e Concernant le cas v(0) > 0 et v(1) > 0. Idem en posant w(z) =

3. Vérifier que, si u est solution de (1), (2), la fonction

w(z) = u(w) ~ ol (L~ 2) ~ 8]z~ 521 -2)Fll 1~ .

vérifie (Lw)(z) < 0, pour tout = € [0, 1].

SOLUTION :
Il suffit d’écrire pour aboutir &

(Lw)(@) = f(@) = [[fll o 0.0y — a(@)(laf (1 = z) + |8l + %x(l—w)llfllmw,n)

ce qui est effectivement négatif.
On peut remarquer de plus que w(0),w(1) < 0, d’ott 'on déduit de la question précédente que
w < 0 sur |0, 1].

4. Montrer que les solutions de (1), (2) vérifient

1
vee[0,1],  fu@) <ol (1 —2)+ B[z + S2(1=2)|fll o 0.1y

en déduire 'unicité des solutions de (1), (2).

SOLUTION :

De la question précédente, on a u(z) < |af (1 —z) + B2 + $2(1=2) || f]| e .1 -

Il suffit d’appliquer la question précédente & —u avec —f, —a, et —f a la place de f, a, et
pour avoir —u(x) < |a (1 — ) +|8] 2 + ya(1—2) 1]~ ...

cqfd. L'unicité de la solution de (1-2) en découle trivialement.

Ici, on remarque que l'unicité repose sur la linéarité du probléme et le controle de la solution par
les données du probléme : «, B et f.

5. Montrer que la solution du probléme
—v"(z) +a(zx)v(x) =0, Vz€]0,1],
v(0)=0 2'(0) =1,

vérifie v(1) # 0. En déduire que le probléme (1), (2) admet une solution et une seule, et que de
plus, si a € C*[0,1] et f € C*[0,1], alors u € C**2[0, 1].

SOLUTION :
Désignons par (P1) le probléme

—v"(x) +a(z)v(z) =0, Vx€]0,1],
v(0)=0 '(0)=1,

D’apreés la question précédente, si v(1) = 0, on obtient v = 0 sur [0,1], ce qui contredit v'(0) = 1.
Nécessairement, v(1) # 0. L’unicité et 'existence de la solution v de (P1) est assurée par le théoréme
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de Cauchy-Lipschitz (omme question (a)).
Désignons par (P2) le probléme

—w"’(z) + a(z)w(x) =0, Vz€]0,1],
w(0) =a w'(0) =0,

L’unicité et existence de la solution w de (P2) est aussi assurée par le théoréme de Cauchy-Lipschitz.

Notons u = w + yv. Alors u vérifie :
—u"’(z) + a(z)u(z) =0, VY €]0,1],

u(0) = w(0) + yv(0) = «
u(1) = w(l) +yv(1).

On obtient ainsi l’existence d’une solution u de (1-2) en prenant v =

La régularité provient du fait que u” = au — f. Ainsi, si a € C*[0,1] et f € C¥[0,1], avec
u € C?[0,1], on obtient v’ € C?[0,1] et donc u € C*[0,1] (si k > 2). De proche en proche, on obtient
u” € CF[0,1] et donc u € C¥*+2[0,1]. On gagne de la régularité.

Remarque : Au travers de cette premiére partie, nous nous sommes intéressés a 4 propriétés :

— Controle de la solution par les données du probléeme : un forme de continuité de la fonctionnelle
qui au probléme initial associe sa solution.

— Unicité de la solution comme conséquence de la linéarité du probléme et du contréle ci-dessus.

— FExistence de la solution : la partie la moins triviale. Ici, on se raméne G un probléme dont on
connait ’existence d’une solution.

— Régularité de la solution.

I-4- 4. Equation des ondes et cordes de guitare

Soit une corde de longueur L, considérée a l'horizontale dans la position de repos. L’équation
vérifée par Pamplitude wu(t, 2) de déplacement de la corde (voir cours) est

0?u 5 0%u
= (tx)—c 922

BT (t,x) =0, t>0,z¢€]0,L] (I.19)

ol c= \/% , T étant la tension de la corde et p sa masse linéique.

1. Dans cette question uniquement on considére la corde comme de longueur infinie, c¢’est-a-dire
qu’on résout (1.19) pour z variant dans tout R.

(a) Soit ¢, 0 € C%(R). Montrer que
u(t, ) == @z +ct) + 6(x — ct)
satisfait (I.19).
(b) Soit f € C*(R), g € C*(R). Déterminer la solution de (1.19) qui satisfait
w(0,2) = f(z), Owu(0,z) = g(z), (1.20)

pour z € R.

On revient au cas de la corde de longueur L finie. Dans le cas d’une corde de guitare, en plus
de I'équation d’ondes (1.19), 'amplitude de déplacement u vérifie les conditions au bord

u(t,0)=0, wu(t,L)=0, t>0. (1.21)

A t fixé, on peut alors prolonger  — u(t, ) en une fonction impaire continue 2L-périodique.
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2. En utilisant un développement en séries de Fourier de u(¢,-), montrer, sans justification de
convergence des séries, que

u(t,x) = Z (A, cos(wnt) + By sin(wpt)) sin(kyz), An, Bn € R, (I.22)
n=1
ou -
kn, = T Wy, 1= Cky,

3. On considére (c’est approximatif pour plusieurs raisons), qu’une corde de guitare est mise en
mouvement de la maniére suivante : elle est déportée d’une hauteur h en son centre, donc avec
le profil

2h  2h
z)=min| —z, —(L—2x) ). 1.23
) =min (3. 2L - ) (123)
et lachée ainsi sans vitesse initiale. Trouver u sous la forme (1.22) satisfaisant la condition initiale
(1.20) (pour z €]0, L[) avec f données par (1.23) et g nulle. A t fixé, que dire de la convergence
de la série obtenue ?

4. La vibration de la corde se propage a air puis a 'oreille (onde de pression). L’oreille entend
les fréquence w,, d’autant moins nettement que le coefficient A, est petit : w; est donc la
fondamentale. Pour n > 2, on appelle w,, = nw; la n-iéme (fréquence) harmonique. Si n est une
puissance de 2, la fréquence w, est percue par l'oreille comme analogue & w; (et plus aigue).
Une note correspondant a la fréquence wyrt1 est dite a l'octave de la note correspondant a la
fréquence wqr, cf. le tableau ci-dessus, issu de la page wikipedia http://fr.wikipedia.org/
wiki/Harmonique_(musique).

Harmonique 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 1 12
Fréquence (Hz) 327 | 654 | 981 | 130,8 | 1635 1962 2289 | 2616 | 294,3 | 327 | 350,7 | 392,4
Note?ct2ve de la gamme la plus proche do? | do' | sof' | do? mé | soP | sRb | do? réd mP | fB3¢ | sof
FIGURE 4 o Ecart a la note de la gamme la plus proche (cents) 0 0 2 0 -14 2 =31 0 4 -14 -49 2

(a) Ou poser! I'index gauche pour jouer la note a 'octave de la corde & vide ?
(b) Dans la gamme tempérée
do, ré, mi, fa, sol, la, si, do,
I’écart entre notes est de deux tons sauf entre mi et fa et si et do : un seul ton. Connaissant

la fréquence w du do le plus bas, la fréquence du do a l'octave est 2w. On obtient les notes
intermédiaires (y compris les notes altérées) en considérant la progression géométrique

ks 2F/12,

pour k entier entre 0 et 12. Certaines des valeurs de k (par exemple 1, ou 8) donnent les
notes altérées (do* = re” et sol* = la” en Poccurence). Sur un ukulele ou une guitare, poser
le doigt sur la premiére frette réduit la longueur de la corde d’un facteur 2-%/12. Quelles
notes obtient-on en posant son doigt sur la premiére frette, sachant que sur la guitare les
cordes sont successivement

mi, la, ré, sol, si, mi,
et sur un ukulele
sol, do, mi, la.
(¢) Revenons a la question des fondamentales et des harmoniques. Soit une note donnée de
fréquence w; (par exemple do' dans le tableau des harmoniques de do ci-dessus). La n-
iéme harmonique de fréquence w, = nw; est-elle nécessairement une note de la gamme

tempérée construite 2 sur do' ? Commenter les deuxiéme et troisiéme lignes du tableau des
harmoniques de do ci-dessus.

1. sur une guitare ou un ukulele, la douziéme frette est en effet située au milieu de la corde
2. elle est plutét construite sur le la de fréquence 440 Hz
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I-4- 5. Minimisation et EDP

On renvoit au préambule de I'exercice 4.1 pour les notations dans le cadre périodique.

1. Equation de Poisson : Soit f € C°(T";R) de moyenne nulle :
g f(z)dz = 0. (1.24)
Soit u, € C? (T™;R) minimisant la fonctionnelle
J:ue CHT"R)— % |Vpu(z)|?de — f(@)u(z)dx

Tn Tn

parmi les fonctions u € C?(T™; R)
(a) Montrer que
— Auy(z) = f(x), (1.25)
pour tout z € T”.
(b) Pour k € Z™, on note

)y = [ e
Tn

le k-iéme coefficient de Fourier de f. Déterminer u, solution de (I.25) en fonction des
coefficients Fourier de f.

(c) Quelle hypothése sur f vous assurerait en effet que u, est de classe C2?

(d) Montrer que si u, € C?(T";R) vérifie (1.25), alors u. minimise la fonctionnelle .J parmi les
fonctions u € C*(T™; R).

2. Courbure Moyenne prescrite : Soit f € C°(T™R). Soit u, € C?*(T™;R) minimisant la

fonctionnelle
A:ue CHT™R) / V1+|Vu(z)]?de — / f(@)u(z)d
Tn T

parmi les fonctions u € C?(T™;R). Montrer que u, vérifie 'équation

. Vu, ()
—div | —2 | = f(2), 1.26
( 1+ |Vu*(x)|2> /(@) (1.26)

pour tout x € T".

3. Minimisation sous contrainte : Soit f € C°(T";R"). Soit u. € C%(T™";R") telle que |u(x)| =
1 pour tout € T™ (i.e. u, est a valeurs dans S*~1, la sphére unité de R™). On suppose que .
minimise la fonctionnelle

1
J:u € CHT™;R™) 3 |Vu(z)2de — f(x) - u(x)dz
™ ™

parmi les fonctions u € C?(T™; R™) a valeurs dans S*~1. Ici Vu(z) est la matrice de composantes
O, uj, 1,7 =1...,n. On a noté |A| la norme euclidienne sur M,,(R) (norme euclidienne sur R"™)

associée au produit scalaire
(A,B) — A:B = trace(A'B).

Montrer que u, vérifie I’équation
— Au(z) = |Vu(z)|2u(zli) + P(u*(l.))Lf(l’), (1.27)
pour tout « € T", oil, pour u € S*!, on a noté
Puyr:v=v—(u-vu
la projection orthogonal sur (u)~.
Indication :
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(a) Pour v € C?(T";R™), on pourra introduire la fonction

t
w(t) = #7
u =+ tv|

pour ¢ petit et on montrera que
w(t) = u+tPyy1v+ O(t?).

(b) On dérivera 'identité u(x) - u(xz) = 1 pour montrer d,,u(x) - u(x) = 0 pour tout x € T",
i € {1,...,n}, puis I'identité

Vu:V((u-v)u) = |Vul?u - v.

I-4- 6. Probas et EDP

Un champ trés actif dans les probabilités est 'étude des limites d’échelles de processus proba-
bilistes, souvent décrites a l'aide d’EDP (“limites hydrodynamiques"). En voici un exemple en
dimension 1 (généralisable & toute dimension), ot seule la question 1 demande des connaissances
probabilistes trés élémentaires.

Soit N € N*, h = 3. Sur I'intersection du réseau hZ avec le segment ] — 1,1[ on considére une
particule P se déplagant de la maniére suivante (marche au hasard) : soit une suite de temps
tho=0<t; <ty <...Siau temps t,, la particule P est en x; := ih (i € Z, |i] < N), elle saute
au hasard a droite ou & gauche avec probabilités respectives p et ¢ (p + ¢ = 1), de sorte qu’au
temps t,41 elle est en x;_1 avec probabilité p, en z;11 avec probabilité q.

Pour z € hZN[—1,1], on note uy (z) la probabilité de rencontrer la “frontiére" gauche —1 avant
la frontiére droite +1 dans la marche au hasard, sachant qu’on se trouve en x.

(a) Montrer que, pour € hZN] — 1,1[, on a
un(x) = qun(z — h) + pun(z + h). (I.28)

(b) Donner les valeurs de uy(x) pour z = +1.

On interpole uy de maniére affine et on fait 'hypothése (H) suivante : il existe une fonction
u de classe C? sur [—1,1] telle que uy — u uniformément et assez rapidement sur [—1,1]
lorsque N — +00, au sens oil

NLHEOO N2||UN - u”C([—l,l]) =0. (129)

—
o

) Montrer que, ainsi interpolée, uy vérifie ’équation (I1.28) pour tout z €] — 1+ h,1 — h[.

(d) Montrer que u est solution d'une certaine EDP sur | — 1, 1[ et vérifie certaines conditions
au bord. On distinguera le cas symétrique (p = ¢ = ) du cas non-symétrique p # q).

—
[¢]

) Déterminer u dans le cas symétrique.
(f) Que dire de I'hypothése (H) dans le cas non symétrique ? Qu’attend-t-on pour lim uy (z) ?

(g) On consideére le cas “faiblement non symétrique" ot p et ¢ dépendent de N avec

1 1

1
PN = +N’ IN=5 T N

DN | =

Montrer que u vérifie "TEDP
u+4u' =0

avec conditions au bord u(—1) =1, u(1) = 0 et déterminer wu.
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I-4- 7. Transport Optimal et équation de Monge-Ampére

Soit n > 1, soient f et g deux applications continues, positives (strictement), intégrables sur R"™
d’intégrales 1. On note p et v les mesures de probabilité de densité respectives f et g par rapport a
la mesure de Lebesgue :

p() = [ f@dn, vit) = [ gz,
A A
pour tout borélien A de R™. SiT: R™ — R" est borélienne, on dit que T transporte p sur v si Thpu = v,

i.€e.

pour tout borélien A de R™.

1. On suppose que T est un C'-difféomorphisme de R™. Montrer que si T transporte y sur v, alors,
pour tout x € R",
f(z)
9(T'(z))

2. Soit ¢ une fonction R” x R” — R, s’annulant précisément sur la diagonale. On définit le couit
d’une application transport 7' comme

det(DT(x)) =

/ oz, T(2)) f (z)da.
Rd

On considére maintenant 'application de transport optimale qui minimise le cout de transport.
Dans le cas ou la distance ¢(z,y) est la distance euclidienne au carré entre x et y, le théoréme
de Brenier affirme que 'application transport optimale T est le gradient d’une certaine fonction
convexe u: R"” — R. En supposant u réguliére et Du un C'-difféomorphisme, montrer que

det(D?u(z)) = _f@) (1.30)

~ 9(Du(x))’
pour tout x € R™. L’équation (1.30) est une équation de type Monge-Ampére.
3. Déterminer T' et u dans les cas g(z) = f(z + 2) (2 € R" fixé) et g(x) = A" f(Az) (A > 0 fixé).

4. Ecrire ’équation (I1.30) dans le cas ou les fonctions f, g, u sont radiales. On supposera Du(z) # 0
pour z # 0.
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II. EDP linéaires du second ordre a coeflicients constants

II-1. Solutions fondamentales de ’équation de Laplace

On s’intéresse dans cette section a ’équation de Laplace :
—Au=f (I1.1)

les dérivées étant entendues au sens des distributions et f étant une fonction continue & support
compact. Rappelons que si ’on dispose d’une distribution u solution fondamentale du laplacien, c’est-
a -dire de

—Au = (50

on a acces grace a la convolution des distributions & une solution de II.1, a savoir u* f. Pour déterminer
une telle solution fondamentale, remarquons que le laplacien est est un opérateur invariant par rotation,
de méme que dy vu comme distribution. Ceci nous incite a chercher la solution fondamentale sous la
forme d’une fonction radiale, c’est-a-dire sous la forme ® = (| - |). Alors en tout = # 0, 'hypothése
Ad = 0 s’écrit en coordonnées polaires

n—1
AD(z) = (9% + 01— = 0
On peut résoudre cette équation différentielle, et obtenir le résultat suivant :
DEFINITION IL.1. On définit sur R™\{0} la fonction ® par

1 ;
O(x) = ~5- In(||z||2) sin=2

et 1
O(r)i=—————— s5in>2
(x) ARG sin
ou Sy = 5(?) ® est la solution fondamentale du laplacien.
3

LEMME II.1. La fonction ® précédemment définie est bien solution fondamentale du laplacien au sens
des distributions.

DEMONSTRATION DU LEMME. On ne traite que le cas n = 3; le cas n = 2 se fait assez simplement et
le cas n > 3 se traite de maniére similaire. Montrons donc que

A <1) = —471'50
]

Déja, pour |z| > 0, A (ﬁ) = 0 au sens classique. Ainsi, A (i> = > uaD%yp ol les u, sont des

|z]

coefficients réels et ot la somme est finie 3. Soit ensuite f € D(R?). Alors

~ lim /MZE Af(z) dp™ ()

e—0 |$‘

Définissons, pour € > 0, I, := fl$|>€ Alj;(‘z) dp™ (). Calculons cette quantité grace la formule de

Green ; on suppose supp(f) C B(0, R). Alors la formule de Green apliquée a B(0, R)\B(0,¢) donne*

- 1 -y Yl .
IE_/II—E{JJI PRREAZARA V|y|}ds(y) =, 4 f(0)

3. On peut ici conclure grace a la notion de degré d’homogénéité d’une distribution.
4. La formule de Green et les notions de mesure de surface sont rappelées dans la section suivante.
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O
En effet :
y 1
/m|_s e VIi)dS(y)| < Z[IV s /z|_s dS(y) = 0
=4me2
et
1 1
/z|—e *Wf(x)ds(y) =- /m—g W(f(y) — f(0) + £(0))dS(y)
1 1
= [ 0w [ 50w - sopasw
=—4nf(0) <4 sup ||f(z)—F(0)]|—0

|z|=¢

PROPOSITION II.1. Soit f € CO(R™). Soit u : R™ — R définie par

u(@):= | @) - y)du™ (y)

. Alors u est continue et est solution de
—Au=f

au sens des distributions.
II-2. Mesure de surface et formule de Gauss

Soit © un ouvert borné de R™,n > 2 et soit k € N*.

DEFINITION I1.2. On dit que Q est un ouvert de classe C* de R™ si pour tout T € 0K il existe
r>0ety:R" = R de classe C* tel que, aprés renumérotation des coordonnées et réordonnement

des azes éventuels, on ait

QN B(@,r) = {(«/,2") e R*" N B(z,r),2’ € R 2" € R, 2™ < y(z')}

En d’autres termes, on demande que deux conditions soient vérifiées : que la frontiére 02 soit
une sous-variété de classe C* de R™ et que  soit localement d’un seul coté de Q. Que veut-on dire
par "aprés renumérotation des coordonnées" 7 On veut pouvoir localement paramétrer le bord par
un graphe, mais, dans le cas du cercle par exemple, au voisinage du point (1,0) le cercle ne peut
pas s’écrire (z, f(z)).Et "aprés changement d’orientation des axes"? Il se peut que l'intérieur soit

paramétré par {z™ > y(z')}, ce qui justifie ce choix.

Cette définition nous permet de définir deux objets essentiels :
i) La normale unité sortante & Q : C’est 'application suivante, définie en cartes locales et de classe
ck—1 .

N — R»
/ / 1 _V'V(x/)
(@', v(2") = 1+ V(2|2 ( 1

Il est important de noter que sa définition ne dépend pas de la carte locale choisie.
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i) La mesure de surface sur 99 : C’est la mesure S sur 02 définie localement par sonaction sur les
fonctions & support compact, au sens ot, pour toute fonction ¢ continue & support compact dans
B(Z,r) (ou r est choisi comme dans la définition), on définit

S.9)1= [ pla A@)VTFTAE P

et cette définition est indépendante du choix de la carte locale. On obtient une mesure sur tout
0f) par un argument de partition de l'unité.

On a alors la fameuse formule de Gauss :

PROPOSITION I1.2. Soit Q un ouvert borné de classe C' de R™ et F € C*(Q,R™). Alors

/ div(F)dp™ = / F-vdS (IL.2)
Q o0

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Par partition de 1'unité, on se raméne au cas de fonctions
F telles que supp(F) C B(T, R), ensuite de quoi la démonstration se raméne a une application du
théoréme de Fubini.

O
On en tire la non moins fameuse formule de Green :
COROLLAIRE II.1. Soient f,g € C%(Q,R). Alors
/ (fAg — gAf) dp™ = / 18,9 — g, fdS (IL.3)
Q o0

DEMONSTRATION DU COROLLAIRE. Il suffit de remarquer que fAg — gAf = div(fVg — gV f) et
d’appliquer la formule de Gauss.

O

REMARQUE. Ce résultat constitue également un petit miracle de la théorie toute aussi miraculeuse
des distributions, puisqu’elle exprime la dérivée au sens des distributions de xq :

Vxa = —v()S

Revenons a présent a la solution fondamentale du laplacien. L’hypothése que f est a support
compact n’est absolument pas minimale; il suffit que f décroisse suffisamment rapidement & l'infini.
Par exemple, pour n > 3, expression a encore un sens pour f € C°(R") N L? (R™) pour p € [1; 5 [
L’important est que cette formule donnée par convolution ne donne pas toujours la solution si f ne
décroit pas suffisamment vite.

Parlons ensuite de la régularité de u : la solution donnée par convolution donne-t-elle une fonction
de classe C2? ? En général, non : la fonction obtenue est de classe C!, mais pas C2. En fait, les espaces
C*(R™; R), longtemps considérés comme naturels pour 'étude des EDP y sont en fait trés mal adaptés :
les bons espaces de régularité sont les espaces de Holder C*«(R™;R) et les espaces de Sobolev.
Ensuite, a-t-on unicité de la solution ? Il est clair que non : il suffit d’ajouter & u n’importe quelle
fonction harmonique, et on obtient une nouvelle solution. Etudions, pour aller plus loin dans cette
étude, les propriétés des fonctions harmoniques, en commencant par le lemme de Liouville :

LEMME I1.2. Soit v € L (R™) harmonique dans D'(R™). Alors v est constante.

DEMONSTRATION DU LEMME. Une fonction L définit une distribution tempérée; par transformée
de Fourier, on a
FAv =0
Mais
F(=Av)(€) = [EPF(0)(€)
et ainsi

supp(F(v)) € {0}

Ainsi, v est un polynoéme, en passant par F. Comme v est bornée, v est constante.
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]

En conséquence de ce résultat, si n > 3 et si f € C2(R™;R) la solution u donnée par convolution
est I'unique solution de —Awu = f tendant vers 0 en +oo. Ce résultat reste vrai en dimension 2 si

Jfr=o.

I11-3. Propriétés des fonctions harmoniques

DEFINITION I1.3. Soit Q un ouvert de R™. Une fonction v € C?(2) est dite harmonique dans )
st Av =0 dans €.

De méme que les fonctions holomorphes (dont les parties réelles et imaginaires sont harmoniques),
les fonctions harmoniques possédent une structure extrémement rigide, mais jouissent également de
propriétés remarquables. Commencons par la formule de la moyenne :

PROPOSITION I1.3. Soit Q un ouvert de R"™ et uw € C*(2) harmonique dans 2. Alors pour tout x € 2
et tout r > 0 tel que B(xz,r) C Q

;
|S($ r ‘ S(z,r)

e |/ (9)de™ (y) (IL.5)

u(y)dS(y) (11.4)

u(z) =

Rappelons que |S(z,7)| = 7"~1S(0,1)|.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Une fois la premiére formule établie, la deuxiéme en découle
immédiatement, comme on va le voir. Définissons, pour = € et r > 0 suffisamment petit

1
o) = s /S | u@ast)

Par le changement de variable x = ry, on obtient

1
o(r) = =07 e(ry)dS(y)
150, D[ Js(z1)
Dérivons cette expression :
, 1
©'(r) = 5m y - Vu(ry)dS(y)
| (Oa 1)| S(z,1)

Par la formule de Gauss, cette derniére expression se rameéne a
o'(r) = 1 rAu(re)dp™ (z) =0
150, D[ /1)

car u est harmonique. Donc ¢ est constante. Nécessairement, par continuité, ¢(r) = u(x).
Pour établir la deuxiéme formule, on intégre sur les spheéres :

/B(x,r) u(y)dp™ (y) = /O’“ </S(I’S) u(y)dS(y)) ds

_ /0 (s 11S(0, D)lu(x)) ds
15(0,1)]

=u(x)r" p

u(z)|B(z,7)]

O
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Cette proposition est en fait une équivalence : une fonction de classe C? est harmonique si et
seulement si elle vérifie en tout point la propriété de la moyenne, ce qui permet de généraliser la
notion d’harmonicité aux fonctions qui sont simplement continues; ceci est une fausse généralisation
puisque, comme nous le verrons plus bas, une fonction harmonique est automatiquement C>.

PROPOSITION 114 : Principe du mazimum. Soit Q un ouvert borné et u € C°(Q) harmonique sur Q.
Alors
i) Principe du mazimum faible : max u(z) = max u(z) et de méme pour les minima.
z€ z€Q
it) Principe du mazimum fort : Supposons de plus Q connexe. Alors s’il existe y € Q tel que u(y) =

max u(z), u est constante, et de méme pour les minima.
e

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Il est clair que 4i)=-4). Montrons donc ii). Pour cela soit
M := max u et soit £ := {x € Q,u(z) = M}. E est un fermé de 2 et est non vide par hypothése.

Q
Montrons qu’il est ouvert, ce qui permettra de conclure. Pour cela, soit z € FE. Soit r > 0 tel que
B(z,r) C Q. Alors par la formule de la moyenne

[ - uw)du) =0
B(z,r)

car u(x) < M dans Q et donc, par continuité de w, la fonction u est constante sur B(z,r). Comme 2
est connexe, £ = (), ce qui conclut la preuve.

O

Remarquons que ce principe du maximum est encore valable si u est simplement supposée sous-
harmonique (i.e Au > 0) car on a alors la propriété de la sous-moyenne :

1
Vo € Q,Vr > 0|B(z,r) C Q,u(z) < 7/ u(y)dS(y)
|S(1’7 T)I S(z,r)
En revanche, u ne vérifie alors plus le principe du minimum. Comme annoncé, parlons de la régularité

des fonctions elliptiques :

PROPOSITION IL.5. Soit u € C°(Q) harmonique sur Q (i.e qui vérifie la formule de la moyenne). Alors
u € C™(Q).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Ici encore, on va voir que ’harmonicité fait des miracles : on
va montrer que pour tout £ > 0, en définissant

Q. = {z € Q|dist(z,00) > e}

alors u est C* sur chacun des Q.. Soit ¢ € D(R™) positive, radiale (p(z) = ¢(|z|)), de support inclus
dans B(0,¢) et d'intégrale 1. On définit alors :

{ . — R
U
x = pxu(x)

Mais

e * o(z) = /B Bl )

B /06 {/S(:m) ¢(T)u(y)d5(y)} dr

_ /0 H(r)r 150, 1)u(z)dr
~uta) [ " B(r)1S(0, ) dr

u(@)[[ellr

Donc u = ¢ *u qui est C*°.
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]

Notons que tous les calculs précédents s’adaptent parfaitement dans le cadre d’une distribution
harmonique. Toute distribution harmonique est donc, aprés régularisation, une fonction de classe C*°.

DEFINITION I1.4. Soit u € D'(2). On appelle support singulier de u le complémentaire dans 2
du plus grand ouvert sur lequel u est C*.

Le support singulier de u est inclus dans le support de u. Par exemple, si —Au = f, on a
suppsing(f) C suppsing(u). En fait, on a méme

‘ suppsing(u) = suppsing(f) ‘

On dit que —A est un opérateur hypoelliptique. Dans le cas de lopérateur des ondes, cette
propriété disparait : I’équation des ondes propage les singularités.

Démontrons que suppsing(u) = suppsing(f). : soit V un ouvert de Q sur lequel f est C* et soit
x € V. Soit ¢ une fonction C* & support compact inclus dans V identiquement égale & 1 sur un
voisinage W de z. Alors —A(u — ® * (¢ f)) = 0 sur W donc u est C® : u = @ * (pf) + 2z ol z est
harmonique sur W.

Passons a présent & un résultat d’estimation des dérivées :

PROPOSITION I1.6. Si u est harmonique dans B(x,r), alors

Vk € N*,3C(n,k) € RVa € N, |a] = k,|0%u(z)| < C(ZL_;::) / |u|
r B(z,r)
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. On le démontre par récurrence sur k. Pour k = 0, c’est la
formule de la moyenne. Le passage du cas £ = 0 au cas k = 1 étant représentatif, on se contente de
ne faire que ce passage-la : Soit ¢ € N,,. Le lemme de Schwarz implique que 0;u est harmonique. En
particulier,

1
Oiu(z) = —— uv;dS
1Bz, 5)| S5z

d’ou l'inégalité voulue en majorant brutalement.

I1-4. Probléme de Dirichlet et fonctions de Green

Dans toute la suite, on se fixe un ouvert Q de R™ de classe C*,k > 1. Etant données deux
fonctions f € CO(% R) et g € C°(0Q;R), le probléme de Dirichlet classique consiste & trouver
u € C2(Q;R) N CO (4 R) telle que

(IL.6)

—Au = f dans Q
u = g sur Jf)

On parle de probléme de Dirichlet "classique" car la solution est cherchée dans I'ensemble des fonctions
de classe C?; on s’intéressera plus tard a l’existence de solution pour des EDP dans des espaces plus
généraux, comme par exemple les espaces de Sobolev.

On peut déja dire un certain nombre de choses sur cette équation :

e S’il existe une solution u, alors elle est unique : soit en effet v une autre solution de I1.6. Alors u —v
est harmonique dans (2 et identiquement nulle sur 9. Par le principe du maximum et le principe
du minimum, u — v est nulle sur €.

e Toujours sous réserve de l’existence d’une solution u, u est positive si f > 0 et si g > 0. En effet,
si f >0, u est surharmonique (ou super harmonique) et son minimum est donc atteint sur 942, en
conséquence de quoi u > inf g > 0. Si ) est connexe, on a méme mieux : u > 0 dans €2, sauf si f et g
sont identiquement nulles. Cela suit d’une application du principe du minimum fort : si v s’annule
en un point x € {2, ses valeurs sur le bord étant positives, elle est identiquement nulle.
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L’existence d’une solution pour II.6 est en revanche beaucoup plus difficile a établir. On a le théoréme
suivant, que nous admettrons ici :

THEOREME IL.1. Si Q est un ouvert borné de classe C', si f € EO’Q(Q;R),a > 0 etsige
CO(OQ;R), alors I1.6 posséde une unique solution u € C2(;R) NC(YR).

Ce théoréme implique en particulier que si 'on prescrit les valeurs d’une fonction sur 92, on peut
la relever en une fonction harmonique sur €.
Il'y a deux données dans I1.6, f et g. On peut se ramener au cas out f = 0 :si f # 0, on peut construire
une extension continue de f a support compact f : R™ — R. On résout ensuite ’équation de Poisson
—Av = f dans R", en v = ® x f. Alors w := u + v vérifie Aw = 0 dans Q et wjpq = g — vjsq-
De méme, mais c’est moins naturel, on peut se ramener au cas g = 0 : soit v € C2(Q;R) N C° (Y R)
un relévement C? de g (que l'on peut construire par cartes locales). On pose w := u — v et alors
—Aw = f 4 Av dans {2, et est nulle sur 2. Suivant le contexte, on travaillera avec I'une de ces deux
formes.

Approches classiques de I’existence d’une solution :

e La théorie du potentiel : Cette théorie, développée par Hilbert et Courant, a été trés a la mode
au début du X X°¢ siécle, mais n’est plus beaucoup utilisée aujourd’hui. Elle consiste & placer une
densité de charges g convenable sur Jf). Le potentiel éléctrostatique u qui en résulte alors vérifie
Au = 0 dans Q et est égal a la densité sur 0f2. La bonne méthode consiste en fait & considérer
non pas une densité de charge mais un potentiel dipolaire sur 9. Cette densité vérifie alors une
équation intégrale sur 0€2, et 'on peut ensuite appliquer la théorie de Fredholm et les outils d’analyse
spectrale.

e La méthode de Perron : Cette méthode, qui date des années 20, est aussi appelée méthode des
fonctions sous-harmoniques. Elle consiste a considérer H (), g) ’ensemble des fonctions u sous-

harmoniques sur et vérifiant u < g sur 0Q2. En posant ¢ :=  sup w, on montre que ¢ est
u€HT(,9)

harmonique sur Q et égale & g sur 2.

e Les méthodes hilbertiennes :On travaille, & la différence des deux méthodes précédentes, avec g = 0
dans I1.6 et, en se plagant dans un espace de Hilbert convenable, on utilise des outils d’analyse
fonctionnelle( Lax-Milgram par exemple).

Notons néanmoins que les deux derniéres méthodes fabriquent des solutions en un sens plus faible que
la premiére ; nous y reviendrons plus tard.

Représentation des solutions et fonctions de Green Soit x € . On définit une certaine
fonction G(z,-) sur Q de la forme

G(x,y) Z@(w—y)+w(y),y€§2,y;&x

ol w est une fonction harmonique sur 2. L’objectif est de faire de G une "solution fondamentale du
laplacien dans Q". Pour ¢ suffisamment petit, appliquons la formule de Green a Q. := Q\B(z,¢) : si
u est une solution du probléme de Dirichlet, alors

/Q {u(y)AyGlz,y) — Gz, y)Au(y)} du'™ (y) = ” {u(y)ov,G(z,y) — G(z,y)dvyu(y)} dS(y)
+ / {u(y)OvyG(z,y) — Gz, y)oryu(y)} dS(y)
S(z,e)
Travaillons un peu plus sur le deuxiéme terme :

/S(,. ) {u(y)ov,G(z,y) — G(z,y)ovyuly)} dS(y)

ENS de Lyon page 22 2014-2015



Equations aux Dérivées Partielles M1

Pour cela, on recyle nos calculs effectués pour trouver la solution fondamentale du laplacien.

[ un)on,Gaasty) =, ule)
S(z,e) e

/ G(z,y)ovyu(y)dS(y) — 0
S(z,e)

e—0

Par ailleurs, la singularité de G en « est intégrable et A,G(x,y) = 0. On obtient donc la représentation
suivante :

Vo € Q, / G(z,y)(—Au(y ))d,u(" (y) — {u( VOvy, G (z,y) — G(x,y)0vyu(y)} dS(y)

Si u est une solution du probléme de Dirichlet, alors la seule donnée qui reste inconnue est la
quantité dvyu sur €2, mais ce terme dépend de Au et de ujpqo. Pour lever cette difficulté, on va
s’arranger pour trouver w harmonique dans Q telle que G(z,y) = 0,y € 9Q. En d’autres termes, on
veut résoudre le probléme de Dirichlet suivant :

(IL7)

—Aw = 0dans
w(y) = —P(xz—y) sur I

En supposant que 'on ait réussi a trouver un tel w, les conditions voulues sont satifsaites. La fonction
G qui en résulte est appelée fonction de Green pour —A dans (). On a alors la représentation
suivante des solutions de I1.6 :

Vo € Q, = [, G( )™ (y) + [o0 K (z,y)g(y)dS(y) (IL8)

La fonction K(z,y) := —0v,G(z,y) est appelée noyau de Poisson sur (.

Propriétés de la fonction de Green si {2 est connexe

i) Pour tout z #y € Q, G(z,y) >0 : En effet, A G(z,y) = 0 sur Q., G(z,y) = 0 sur 0Q et
G(z,y) > 0 sur S(z,e) pour ¢ suffisamment petit, puisque G(z,y) tend vers +o0o quand y — = et
que w est de classe C*°.

ii) K(x,y) > 0 pour tout y € 99 : Cela demande un raffinement du principe du maximum, et nous
ne le démontrerons pas ici.

ili) G(z,y) = G(y,x) pour tout x # y : En effet, sil’on applique la formule de Green a 2, := Q\(B(z, &)U
B(y,¢)) aux fonctions v(z) = G(x, 2) et w(z) := G(y, z), on obtient

0= / (vO,w — wd,v)dS + / (vO,w — wd,v)dS
S(x,e) (y,€)

Le premier terme tend vers —w(x), le second vers v(y), toujours par la méme méthode de calcul.
On trouver ainsi G(z,y) = v(y) = w(z) = G(y, x).

Fonction de Green dans la boule On connait trés peu de fonctions de Green de maniére explicite ;
néanmoins, dans le cas de la boule et du demi-espace, on a accés aux formules. Dans le cas de la boule,
on travaille par la méthode des images éléctriques. Soit §2 := B(0, R) la boule de rayon R dans R™.
On associe & x € Q\{0} le vecteur ¥ défini par

R2
BFTE
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LeMME IL.3. Soit ¢(z,y) := L= pour 2,y € Q, || - |y| # 0. Alors

R
77[}(56’ y) = ¢(yv 'T)

et
Y(x,y) > |z -y

avec égalité si et seulement si |x| = R ou |y| = R.

DEMONSTRATION DU LEMME. On calcule brutalement :

2
7 .
vl ) = Ly
2
xr ~ ~
= B e + i — 262, 90)
z12 - lyl2
:R2+ ‘ |R2|y| —2(1:,y>

On déduitque
1
P(z,y)? — |z —yl* = @(RQ — |2*)(R? — [y|*)
d’ou les résultats annoncés.

]

DEFINITION IL5. Soit G(x,y) == ®(x —y) — P (%(i‘ - y)), y#x, |z|,ly| € [0;R],x #y. Alors G

est la fonction de Green de la boule.

Le fait que G soit bien la fonction de Green est laissé a titre d’exercice. On a par ailleurs une
expression du noyau de Poisson dans la boule :

e
RSO, D] |z =yl

K(z,y)

COROLLAIRE I1.2. Si w est harmonique dans B(0, R), alors

r? — |z|? 1
vr €]0; B[, Yo € B(0,7), u(z) = 750,01 Json mu(y)ds(y)

C’est un analogue de la formule de Cauchy en analyse complexe.
Les derniéres propriétés miraculeuses que nous aborderons dans cette sections sont les fameuses in-

égalités de Harnack, qui rigidifient encore les fonctions harmoniques; le contenu de ce théoréme
est que si u est une fonction harmonique positive sur B(0, R), si r < R, alors la quantité %((uu)) est

bornée par une constante qui dépend uniquement de r et de R :
COROLLAIRE IL.3. Si u > 0 est harmonique dans B(0, R) alors

R —|z|
(R + [z[)m~1

R+ ||

Ve € B(0,R), R™ ! —_—
©. %) @~ Ja)y

u(0) < u(z) < R"2 u(0)

On peut en fait montrer des formes plus générales des inégalités de Harnack, i.e dans un cadre ou
Pouvert 2 peut avoir une géométrie plus compliquée que la boule.

I1I-5. L’équation de la chaleur
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Soit g € S(R™). On cherche a résoudre I’équation de la chaleur :

Opourt>0
g(z)

{ O — Bau (11.9)

u(,-,0)

Pour cela, on va faire appel a la théorie de Fourier, développée pour ’occasion.
Supposons que l'on dispose d’une solution de IL.9 telle que pour tout ¢ > 0 wu(-,t) €
FIGURE 5 - S(R") et qui soit C! en la variable de temps.

Fourier A t fixé, prenons la transformée de Fourier de I’équation en espace, avec la convention

a(&,t) == /n u(z, t)e ™ Edp™ ()

de sorte que la formule d’inversion de Fourier s’écrit

1

w(z,t) = —— i e gy ()
(@) = Gy [ 6O

Avec les hypothéses ci-dessus, I’équation de la chaleur devient
VE € R, VE >0, dya(é,t) = —[¢*a(, 1)

Cette forme est beaucoup plus agréable : alors que A, est un opérateur différentiel et couple les
variables d’espaces, les £ sont découplés dans I’équation obtenue via Fourier. Ainsi, en discrétisant, la
matrice obtenue sera diagonale, tandis que la discrétisation du laplacien fait apparaitre une matrice
non diagonale en général. En quelque sorte, la transformée de Fourier diagonalise les opérateurs
différentiels & coefficients constants.

En résolvant cette équation différentielle ordinaire, on obtient

a(e, 1) = e g(e) (I1.10)

En d’autres termes, en Fourier, ’équation de la chaleur se contente de multiplier la donnée initiale
par une gaussienne. Remarquons que les hypothéses ne sont pas auto-contradictoires. Par ailleurs,
Iirreversibilité apparait dans la forme précédente : on ne peut pas renverser le temps et autoriser
t < 0, sinon le passage par la transformée de Fourier inverse deviendrait illicite. Pour inverser cette
transformation, on introduit le noyau de la chaleur :

, 1 ||
B(z.1) — —lelPt+iga g, (n) gy — e A
(@) = oy | @ W) = g
La solution de II1.9 est alors donnée par convolution
n 1 _e—y|? (n)
Vo € R",Vt > 0, u(z,t) = - e~ = g(y)du'™ (y) (I1.11)
(47Tt) 2 n

Vo € R", u(z,0) = g(x) (I1.12)

et cette formule vérifie bien les conditions voulues.

PROPOSITION I1.7. Si g € C°(R™) N L*(R™) alors u donnée par II.11 vérifie
i) u € C°(R"x]0; +o0l)
it) Owu(x,t) = Azu(z,t) pour tout x € R™ )t >0

iti) Pour tout € R™, u(z,t) —  ¢(T)
r—T,t—01

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. a) Il s’agit d’applications successives des théorémes généraux
d’intégration.

b) Ce second point est évident une fois que l'on a remarqué que 9;® = A, .
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c¢) Ce point est un peu plus délicat : posant y := = + /tz. Alors

1 z|2

u(w,t) = —,/ e g(a + 2V dp™ (2)
(4m)2 Jgn

et cette formule est encore valable pour ¢ = 0. On conclut ensuite par convergence dominée :

1
(4m)

u(z, t) — g(T)| =

[ e Flota+ vt g@an )| o o

r—T,t—0t
O

Remarquons que les hypothéses faites sur g ne sont absolument pas minimales : on peut deman-
der que g soit a croissance polynomiale, ou bien que g définisse une distribution tempérée. On voit
apparaitre un principe du maximum parabolique : on a par exemple

sup sup u(z,t) < supg

z€R™ >0
et de méme pour les infimums. En outre, g > 0 entraine u > 0 et méme u(x,t) > 0 pour tout z et
pour tout ¢ > 0, sauf si g est identiquement nulle : la chaleur se transmet instantanément dans tout
I'univers.
Une question qu’il est alors naturel de se poser est la suivante : la solution v donnée par II.11 est-
elle 'unique solution de ce probléme? De maniére équivalente, si g = 0, la solution nulle est-elle
I’unique solution ? En fait, non. Le probléme, c’est que les autres solutions sont alors non physiquement
acceptables (par exemple, on peut avoir des croissances en ell” en l'infini). Sous des hypothéses un
peu plus restrictives cependant, on peut garantir I'unicité de la solution a IL.9 :

PROPOSITION I1.8. Soit u € CO(R™ x [0;T]) N L (R™ x [0;T)) telle que
Ou = Azu
dans D'(R™x]0; T[). Alors u est donnée par II.11 avec g = u(-,0) .

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. La démonstration est plutot astucieuse et utilise la proposition
précédente. Supposons dans un premier temps que u est en fait de classe C2 sur R™ x [0;7] et que
z — 920 u(x,t) soit borné sur R™, pour t €]0; T et |a| + |3] < 2.

Passons & l'idée principale de la démonstration : définissons, pour 0 < s < ¢ < T, la fonction vy s °
comme

1 z—y|?
@) = =g / e~ T T u(y, 7)™ (y), ¢ € R",7 st

Ainsi, en omettant d’écrire la dépendance spatiale des fonctions, on voit que
o(T) =@t — 7) xu(r), T €]s; ]

ot la convolution est prise en espace. Dérivons les deux membres en 7. On pourra dériver sous l'inté-
grale le membre de droite, les hypothéses ad hoc ayant été imposées. 1l vient alors

0;v(1) = 0, P(t — 7) xu(7) + ©(t — 7) * Oru(T)

= A0t —7)xu(r) + Ot — 7) * dpu(r)

=0
Donc v n’a qu'une dépendance spatiale. On passe alors a la limite en ¢ et s : la limite quand 7 — s
ne pose pas de probléme, et la limite 7 — s se traite en appliquant la proposition II.7. Remarquons
ensuite que

u(t) = v(t) = v(s) = ®(t — s) x u(s)
Ainsi

u(t) = O(t — s) * u(s)

Avec s = 0, on obtient le résultat. Si u ne vérifie pas les hypothéses plus strictes imposées au début
de la démonstration, on la régularise et on travaille ensuite par approximation.

5. que 'on abrége en v pour alléger les notations.
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]

Comment se servir de ce genre de raisonnement pour traiter I’équation de la chaleur avec termes
sources 7 On va présenter ici un procédé trés général et assez utile pour ’étude de certaines équations
d’évolution. On s’intéresse désormais a I’équation suivante :

(I1.13)

u(,-70) g(fE)

{&uAmu = f(z,t) pourt >0

En travaillant avec la bonne régularité et en passant en transformée de Fourier en espace, on obtient
VEER™,VE> 0, (€, t) = —[E* A&, t) + f(£,1)

En utilisant la théorie des équations différentielles et plus particuliérement la variation de la constante,
on obtient donc, & & fixé,

t
vt > 0,a(¢,t) = e e, 0) + / e M=) fg, 5)ds
0
En passant en Fourier inverse (et en n’oubliant pas que F est un opérateur linéaire), on obtient
finalement

Va € R VE > 0, ulz, 1) = (B(, ) + ul-,0)) () +/O B(w,t— 8) * f(s)ds

C’est la forr~nule de Duhamel. On arrive alors & une "solution fondamentale de la chaleur" dans
R™*! . Soit ® : R® x R définie par
- 1 |z|2

Bst) = HO) e 0 (IL.14)

ot H est la fonction de Heaviside. Notons que ® est C> sur R"*1\{0}. Elle est en outre localement

intégrable : en effet, [, ®(z, t)du™ (z) = H(t) € L}, .(R), et la positivité de ® permet d’appliquer le

loc
théoréme de Fubini. ® définit ainsi une distribution, qui vérifie :
e supssing(®) C {0}.
° até — Axé = §p au sens des distributions.

On va voir que, de méme que le laplacien, I'opérateur des la chaleur est un opérateur hypoelliptique,
c’est-a -dire que suppsing(dru — Ayu) = supssing(u). Evoquons un peu le principe du maximum
parabolique :

Principe du maximum parabolique Soit 2 C R™ un ouvert borné. Soit 1" > 0. On définit :
e Le cylindre parabolique Qr := Qx]0; T], qui n’est ni ouvert, ni fermé.
e Le bord parabolique de Qr : 'z := Q7 \Qr = (2 x {0}) U (Q x [0;T]), qui est compact.

Les figures suivantes illustrent la situation dans le cas ou €2 est un intervalle réel :

T

T ,,,,,,,,,
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Dans ce schéma, la partie centrale et le "couvercle" supérieur représentent (7, tandis que les parties
violettes représentent le bord parabolique. On a alors des principes du maximum parabolique :

PROPOSITION I1.9. Soit u € C?(Q7) NC°(Qr) telle que
atu(:r’v t) S Aa:u(xa t)7 (SC, t) € QT

Alors :

i) Principe du mazimum faible : max u(xz,t) = max u(x,t).
(z,t)eQr (z,t)elr

it) Principe du mazimum fort : si de plus Q est conneze et s’il existe (T,t) € Qr tel que

u(T,t) = max u(x,t)
(z,t)eQr

alors u est constante dans (2 :=) £ x [0;¢].

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Rappelons avans tout que ’essence du principe du maximum
réside dans le fait qu’en un maximum la hessienne est négative. Pour utiliser ce fait, on va perturber
légérement la solution u : pour € > 0, introduisons la fonction v. définie sur Q2 par

ve(x,t) := u(x,t) — et

La seule vertu de cette fonction est qu’elle est une sous-solution stricte de 1’équation de la chaleur
dans le domaine Q7 :
Opve — Apv, <e <0

Pour cette perturbation v., le maximum ne peut étre atteint que sur I'p : si v, atteint son maximum
en (z,t) € Qp, alors, en ce point,
Opve(z,t) > 0, Ayve(z,t) <0

ce qui contredit notre hypotheése. Il est par ailleurs assez clair que

maxu(z,t) < max_ ve(z,t) +eT
Qr (:L’,t)EQT

en conséquence de quoi :
maxu(z,t) < max v.(z,t) +eT
Qp (z,t)eQr

= max ve + T
I'r

< max u+ T
I'r

On fait ensuite tendre € vers 0. La démonstration du deuxiéme point est moins immédiate; on
peut utiliser plusieurs méthodes : la méthode de Nirenberg, développée dans le traité de Evans, une
méthode utilisant les sous-solutions...

Soit M le maximum de u sur Qr et soit v la fonction définie sur Qr par v(x,t) := M —u(x,t). Alors v
est positive et ;v — Ayv > 0 sur Q. Le principe du maximum parabolique fort est en fait équivalent
a: sl v(T,¢) > 0 pour un certain T € Q,t € [0; T, alors v(z,t) > 0 pour tout = € Q et ¢ €]¢;T]. On
utilise ensuite le lemme suivant :

LEMME IL.4. Pour tout r > 0, pour tout e € R", il existe « > 0 suffisamment grand pour que
Uapplication
Wrepo @ (T,1) = e (r® — |z —te]?)3

définie sur R™ x R soit une sous-solution de I’équation de la chaleur, i.e
atwr,e,a S Azwr,e,a

sur R™ x R.
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DEMONSTRATION DU LEMME. La preuve est purement calculatoire.
O

Revenons 4 la preuve de ii). On choisit 7, > 0 suffisamment petits pour que v(z,#) > e(r? — |z —
Z|?)3.. On consideére ensuite la fonction U(z,t) := v(z,t) — ew(z — T,t — ) o0t w := Wy 0,4 avec o > 0
comme dans le lemme. Par hypothése,

oU — AU > 0sur B(T,r) x [t;7T)

et
U(z,t) > 0sur B(T,r) et Uz, t) =v(z,t) > 0 sur B(T, Q) x [t;T]

Par le principe du minimum faible, U(xz,¢) > 0 sur B(Z,r) x [¢;T]. Ainsi, v(z,t) > 0 sur ce méme
cylindre. Comme on peut atteindre tous les points par des cylindres obliques (faire les schémas), la
preuve est terminée. (clarifier la preuve).

O

On en déduit facilement que ’équation de la chaleur

Ou—Ayu = f(z,t) pour (z,t) € Qr
u(z,0) = g(z) sur Q
u(z,t) = h(x,t)sur O x [0;7]

admet au plus une solution. Par contre, on ne peut espérer avoir une formule générale pour représenter
les solutions. Pour conclure ce paragraphe, évoquons le probléme de la régularité des solutions :

PROPOSITION I1.10. Si u € C?(Qr) vérifie Oyu = Ayu dans Qr, alors u est C sur Qr.
Ceci implique notamment que 'opérateur de la chaleur 9; — A, est hypoelliptique.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Soit (Z,t) € Q. Montrons que u est C* au voisinage de ce
point. Pour r > 0 suffisamment petit, considérons le cylindre parabolique

Cyp = {(x,t) € Qp, |z — 7| <rt €t —r 1}

Ce choix des puissances de r (simple et quadratique) s’explique par linvariance de changement
d’échelles dans 1’équation. On considére ensuite une fonction de troncature x de support contenu
dans C) et constante égale a 1 sur C'z. Regardons I'équation vérifiée par yu =: v définie sur R™ x [0; t].
Alors

Opv = (Orx)u + xAzu

et
Ayv =ulyx + 2V - Vu+ xAzu

et ainsi
ov—Ayu=f

ot f = u(Oex—Azx)—2Vx-Vu. On peut donc considérer que vy est la solution d’une certaine équation
de la chaleur dans tout I'espace® Par ailleurs, supp(f) € C,\C. Ainsi, pour tout (z,t) € Cx, on a

ant) = [ b=t = 5)f )™ ()
- //c Oz —y,t — s) {u(Fx — Asx) — 2V - Vau} (y, s)du'™ (y)ds
= [ @@=t =9 {00ctm9) + Arx(r5) = 2900w — .t = 5)- Tl 5) ) ()

donc u est de classe C* sur C’ﬁ 7.

6. on ’étend par 0 hors de supp(x).
2
7. Noter que si (z,t) € Cﬁ et si (y,s) € C’,.\C% alors |z —y|2 + |t — s| > &
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On tire de la démonstration des estimations sur les dérivées de w :

COROLLAIRE I1.4. Sous les mémes hypothéses que précédemment, on a les estimations suivantes :

Chjlal,l8]

sup  [9F 9 u(x, t)] < “ariplnrz ullzien

(w,)eC

(11.15)

II-6. L’équation des ondes

Dans cette section, on va s’intéresser a la résolution de I’équation suivante :

OPu(z,t) — Agu(z,t) = f(x,t),r €R"t€R (I1.16)

Dans un premier temps, on va supposer que f est dans S(R™ x R). Remarquons déja que, pour la
chaleur, on ne s’intéressait qu’aux temps futurs, tandis qu’ici on s’intéresse au comportement en tout
temps. On peut imposer les données initiales. La fait que ’équation soit d’ordre 2 en temps nous
montre qu’il nous faut imposer deux données initiales

{ u(z,0) = up(x),x € R™
Ou(x,0) = vo(x),z € R™

ol ug et vg sont supposées appartenir & S(R™). On prend la transformée de Fourier de I1.16 en espace
et I'on obtient ’équation différentielle :

Gpa(E,0) + [Efa,0) = f(€,1), €R™ L €R
On obtient une expression de la solution :

R . sin(|€]t) . tsin{tfs
il 1) = cos(elin(e ) + 2 iy + [MTUEE=D e s
€l 0 iy
Appelons cette solution (A). On peut également choisir de ne pas imposer de condition initiale mais
choisir la solution dite causale ou retardée, c’est-a-dire tendant vers 0 en —oo :

e [ sl =)
maw—[m——Ta——ﬁw,w

Appelons cette solution solution (B). (A) et (B) correspondent a deux problémes physiques différents.
Soit @ la distribution tempérée sur R™ x R définie par

sin(|€]¢)
€l

C’est une solution fondamentale de I’équation des ondes; on retombe sur un produit de convolution.
Dans I’étude de ’équation de la chaleur, la décroissance en Fourier donnait la régularité de la solution,
mais ici, la décroissance n’est pas suffisamment rapide, et I’on pourrait rencontrer des solutions non
physiques. Avec cette définition, (B) se réécrit

#e#h

(&1) = H(t) (I1.17)

u:i)*f

ol la convolution est cette fois prise en espace et en temps. Notons que ce n’est pas la seule solu-
tion fondamentale; elle est appelée solution fondamentale causale ou solution fondamentale
retardée. Dans le cas des petites dimensions, on a des expressions explicites pour & :

ProrosiTION I1.11. La solution fondamentale retardée de l’équation des ones vérifie :

o Casn=1:0(z,t)= 1H(t — |z])

e Casn=2:®(z,t)= L Hlle)

2m /t2—|x\2
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o Casn=3:®(x,t)= =0(t—|z]) = 47T1‘$|5(t — |z])

Avant de passer & la démonstration, rappelons que (¢ — |z|) est défini, par dualité, comme la
distribution sur R™*! donnée par :

+oo
Ve € DR, (6t~ la o) = [ { / t¢<x7t>ds<x>} dt= [ teleldn®(a)

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Dans cette démonstration, on va un peu tricher : on va partir
des expressions de ® et montrer qu’elles satisfont I1.17.

e Cas n =1 : Calculons brutalement la transformée de Fourier en espace : si £ € Rt € R,

I A
(&) 7/ e’y
2/,
sin(|&|t
_ sinflelt)
13
Le résultat annoncé est donc prouvé. Avant de passer aux autres dimensions, faisons quelques
commentaires : par un calcul direct, la solution causale donnée par (B) devient

#eib

1
u(z,t) = 3 A RH(t —s— |z —y|)f(y,s)dyds
X

Le heaviside sélectionne donc un certain domaine de I’espace temps :
1
u(z,t) = = f(y, s)dyds
2 C_(z,t)

ou C_(z,t) :={(y,s) : |lz—y| < t—s} est appelé cone du passé du point (z,t). Faisons un schéma
(la partie rouge symbolise le support de la source f) : C_(x,t) est parfois appelé domaine de
dépendance du point (z,t). Considérons a présent le point (y, s) sur la figure. Peut-il influencer
u(z,t)? Oui, mais & condition que (z,t) soit dans le domaine d’influence de (y, s), c’est-a-dire
que (z,t) € C+(y,s) := {(z,t) : |z —y| <t —s}. On lappelle également cone du futur du point
(y,s). Il est assez clair que

(y,8) € C_(z,t)=(x,t) € Cr(y, s)

Cela traduit la propagation a vitesse finie des ondes, phénoméne aussi connu sous le nom de principe
de Huyghens. Passons a présent a la formule de d’Alembert, la formule (A). Celle ci prend la forme :

1 1 x+t 1 t x+T
Ve 20, ¥, ulet) = Jlunle ) v+ )+ 5 [ wldytg [ [ fwe - rdyar
—t 0 Jx—71

x

On retrouve la méme idée : on peut définir les domaines d’influence, de dépendance,etc...
e Cas n =2 : On saute prudemment ce calcul, qui est plus sportif, et nous y reviendrons ensuite.

o Casn=3:Ici, at fixé, §(t — |z|) est simplement la mesure de surface sur S(0,¢). Sa transformée
de Fourier en espace s’obtient donc par un calcul direct via la transformé de Fourier des mesures
signées et, si & € R3,¢ > 0 alors

2 1 .
- —ix-&
e 1) = o /S oA

Nous voila embétés, mais c’est le moment de présenter un calcul fort instructif et spécifique aux
dimensions impaires : Si 'on définit ¢ par

Yt >0, VE € R3, (&, t) ::/ e % dS(x)
5(0,t)

alors
sin(|€]t)
[3
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En définissant la valeur de ¥(&,t) en £ = 0 en passant a la limite. Pour £ = 0, la formule est claire.
Si € = 0 alors observons que v est invariante par rotation et donc, qu’en notant ez := (0,0,1) le
troisiéme vecteur de la base canonique, on a, pour tout ¢ > 0

P(&,t) = P([les, t)

Passons en coordonnées sphériques, c¢’est-a-dire que ’on parameétre S(0,¢), & un ensemble de mesure
nulle prés, par

S(0,t) = {t(sin(f) cos(¢), sin(f) sin(p), cos(h)), 0 <O <m, 0 < ¢ < 27}

faire le schéma Dans ce systéme de coordonnées dS(z) = t2 sin(#)dfdy et ainsi

™ 27
Y€, t) = P(€les,t) = / {/ e~ itcos(0)lely2 sin(@)dgp} df
0=0 \Jp=0
= 27rt2/ e~ os(9) 5in(6)db
0

sin(|€]¢)
€]

Le miracle de la dimension impaire apparait dans le passage de la deuxiéme & la troisiéme ligne,
quand on arrive sur une fonction que ’on sait intégrer de maniére simple. Cette formule conclut la
preuve.

Ecrivons les formules (A) et (B). La solution causale devient alors, la convolution étant prise en
espace-temps

= 4t

u(z,t) = (@ * f)(z,1)

+o0o 1
{/ i Bl (x—yvt—|y|>ds<y>}ds

B P e
/Rﬂﬂy'f(x ot =y )

On a donc la trés belle formule :

uw.t)= | Wdu(?’)(y) (IL18)

C’est une des belles formules de la physique classique. Ici, on intégre sur |z — y| = t — s. Ce que
la source émet arrive avec un retard ¢ — |z — y| et le signal pergu est atténué, ce qui est exprimé
par le facteur Tiyl’ tandis qu’en dimension 1, le signal part soit vers la droite, soit vers la gauche,
mais que les signaux pergus ont toujours pour intensité l'intensité initiale divisée par 2. On voit par
ailleurs que u(zx,t) ne dépend que des valeurs de f sur OC_(z,t) : c’est le principe de Huyghens
fort.

La formule (A) devient alors la célébre formule de Kirchhoff :

U(x’t) - ﬁ /m—y|—t UO(y)dS(y) " % <471Tt /lm—y—t UO(y)dS(y)> - i /lm—ySt Wd (3)( )

(I1.19)
Pour n = 2, on a plusieurs possibilités : les fonctions de Bessel, la méthode de descente (traitée dans
le livre d’Evans)...

O

Faisons un point sur le principe de Huyghens : que stipule-t-il 7

1. En toute dimension, le support singulier de ® est dC, = {(z,|z|),z € R™}. En particulier,
I'opérateur des ondes 97 — A, n’est pas hypoelliptique (il propage des singularités, quand bien
méme la source n’aurait qu’une singularité a l'origine).
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2. En dimension 1 et en toute dimension paire, le support de ® est Cy = {(z,t),|z| < t}.
3. En dimension impaire supérieure ou égale a 3, le support de P est oC,..

Remarquons finalement que vivre en dimension 3 est trés commode : si 'on écoute un concert, le
musicien étant placé a 'origine, et 'auditeur en z alors, en 2D on entendrait au temps ¢ une moyenne
pondérée de tout ce qui a été émis depuis le début du concert.
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II-7. Exercices

II-7- 1. L’équation de Poisson dans R3

Soit p une fonction de classe C* & support compact dans R?. On cherche une fonction u(z) de classe

C? sur R3 telle que
— Au = p, (11.20)

sous les conditions suivantes de décroissance a ’'infini :

x — |z|u(x) bornée, z + |x|* Vu(z) bornée. (11.21)

1
1. Montrer que la fonction = — 2l est de classe C? sur R®\{0} et calculer son Laplacien.
x

2. Soit © un ouvert borné et régulier de R®. On note n(z) le vecteur normal unitaire sortant en tout
point z € 9 et do la mesure surfacique sur 9. On se donne deux fonctions u et v de classe
C? sur Q. A l'aide de la formule de Stokes, démontrer la formule de Green pour le Laplacien :

ou ov
/Q(vAu — ulw) dx = /89 (Uan — u@n) do(zx).

3. Pour 0 < a < 3, on définit la sphére et 'anneau suivants :
So={z R |z|=0a}, Avp={z R’ a<|z|<B}

Soit 0 < & < R. Soit u € C%(R?) satisfaisant (I1.21). Pour tout = € R3, montrer I'identité

;/S w(z +y) do(y) = /AE,R H‘“fyw dy+ O (;) + O(e).

4. Montrer que I'unique solution de (I1.20), (I1.21) s’écrit

1 p(y)
U= g o] Y

I1I-7- 2. Fonction de Green sur le demi-espace - 1

Soit n € N, n > 2. On note z = (&, x,,) le point courant dans R", avec T = (z1,...,2,—1) et on note

R le demi-espace ouvert
R? = {x € R";z, > 0}.

1. Pour x € R}, on note & = (T, —x,). Soit ® la solution fondamentale de ’équation de Poisson dans
R?. Montrer que, & = € R7. fixé, la fonction W (y) = —®(Z — y) est solution de
_AW(y) = 07 Yy e Ri»
W(y) =—-2(x—y), yeoR].

2. En déduire I'expression suivante du noyau de Poisson sur R} :

2 Tn

K(z,y) = 57\1‘—73”“

z e R,y € ORY,

ou S, est la mesure de la sphére unité de R™.
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3. Soit g: R®! — R une fonction continue bornée. On confond le point y € R*~! avec le point
(y,0) € OR;. On admet (voir exercices additionnels pour la preuve) que la formule

- 2Ty, g(y)

= Zn TV
Sn Rn—1 |$ - y|n Y

u(x) :

définit une fonction C'*° bornée sur R, solution de 'équation de Laplace —Au = 0 dans R,
vérifiant la condition au bord
limu(z) = g(zo),

ot 9 € RY} et la limite est prise sur les x € R} tendant vers zo. On suppose que
9(y) = lyl;
pour |y| < 1. Montrer que Vu n’est pas bornée au voisinage de 0.

)

Indication : on pourra évaluer le quotient différentiel w pour t > 0 petit.
I1I-7- 3. Principe du maximum

Soit  C R™ un ouvert borné. Soit u € C%(Q) N C(Q) vérifiant

—Au < 0 dans Q.
On veut montrer qu’on a alors
max u(x) = max u(x). 11.22
o u(r) = ma u(x) (11.22)
1. On suppose dans un premier temps
—Au < 0 dans €.

On suppose d’autre part que u atteint son max sur € un un point intérieur zo € Q. Montrer que
(au sens des matrices symétriques)

D?u(zg) < 0.
2. En déduire Au(zg) < 0 et une contradiction.

3. Prouver le principe du maximum dans le cas général. On pourra considérer la fonction
x> u(z) +ee®t, >0.

4. Soit w € C3(2) N C(Q) vérifiant
—Aw = 0 dans .
Montrer que

r;lea%( |[Vwl|(x) = max |[Vwl|(x). (11.23)

Comparer au résultat de la question 3. de 'exercice 2.
I1I-7- 4. La formule de la moyenne et applications

Soit 2 un ouvert de RY et u € C%(Q) telle que Au = 0 dans . On suppose u > 0 dans .

1. Pour a € RY on note B(a, R) la boule de centre a et de rayon R, S(a, R) la sphére de centre a et
de rayon R, et on rappelle que |S(0,1)] = Nwy, ot wy = |B(0,1)] est le volume de la boule
unité de RY. Pour tout R > 0, on pose

1

p(R) = Noy

/ u(a + Rs) do(s).
S(0,1)
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ol s est le vecteur unitaire normal extérieurement a S(0,1). Vérifier que

p(0) =ula),  ¢'(R) = —— /S o

- NLUN

ou

n (a + Rs) do(s),

puis, en appliquant la formule de Green a |, B(a,R) Audz, en déduire que

1
u(a) = Now /S(m) u(a + Rs)do(s).

2. En déduire que
1

P d .
o) = v | L

3. Montrer 'existence de C' > 0 indépendante de R telle que

VYa€Q, VYR>0 tel que B(a,4R) CQ, Y(x,y) € B(a,R)?,  wu(z) < Cu(y).

Indication : on écrira u(r) = gno— JB (2. udz, et u(y) = (31?)+wzv JB(y.3m) ud.

W

. Application 1 : le théoréeme de Liouville. Supposons € = RY et u € L=(RY). Montrer que u est

une constante, et que le résultat reste vrai si I’on ne suppose plus u > 0. Le résultat reste-t-il
vrai si Q # RN ?

. Application 2. Soit € un ouvert connexe de R tel que Q' C €. Montrer 'existence de C (Q)>0
tel que

(@31

Vey) €%, ulz) < Culy).
II-7- 5. Fonction de Green sur le demi-espace - 11

Les notations sont celles de I'exercice “Fonction de Green sur le demi-espace - I". En particulier, le
noyau de Poisson K(z,y) = — 59 G(z,y) est
Y

2 T

K(z,y) = §m7

z e R,y € ORY.

Soit g: R"1 — R une fonction continue bornée. On confond le point y € R"~! avec le point (y,0) €
OR’. On définit u: R} — R par

2y, / 9(y)
u(zx) = dy, = €R"
(z) (n—2)S, Jgn— |z —y|? +

[t

. Justifier que, pour tout y € R"~!, z — K (z,y) est harmonique sur R’}.

2. On admet la formule suivante :

Sn_1 e rn2 1
dr = —. 11.24
S, o (1 + 742)n/2 " 2 ( )
Montrer que
K(x,y)dy =1, (11.25)

Rn—1
pour tout x € RY.

w

. Montrer que u est bornée.

=~

. Justifier que u € C*°(R"}) et u harmonique dans R}.
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5. Soit zg € R%}. Soit € > 0 et § > 0 tel que

l9(y) — g(xo)| < € si |y — x0] < 0.

Montrer que
u(z) — g(zo)| < 2e,
pour x € R"} assez proche de xy.
Indication : on notera que
(@) = g(o0) = [ (9(0) = gla0)) K, )dy, (11.20)
Rn—

par (I1.25). On pourra considérer les x € R"} a distance au plus §/2 de g et séparer le domaine
d’intégration dans (I1.26) en deux parties : B(xg,d) et R"~1\ B(xo,d).

6. Conclure.

7. Prouver la formule (I1.24). On rappelle que S,, = I?(”n//;) ou I' est la fonction I' d’Euler.

I1I-7- 6. L’équation de la chaleur sur le Tore

On renvoie & la fiche de TD1, Exercice 1, pour les notations au sujet du tore T". On renvoie au méme
exercice pour la résolution de I’équation de la chaleur sur T™, plus précisément du probléme de Cauchy

Opu(t, ) — Au(t,x) =0, pour tout (t,z) €]0, +oo[xT", (11.27)
u(0) = wo. (11.28)

1. Donner le noyau de la chaleur v sur T" en fonction du noyau @, de la chaleur sur R", c’est-a-dire
r: T" — R tel que la solution de (I1.27)-(I1.28) s’écrive

ult,x) = e xuo(x) = [ Pr(x —yuo(y)dy, Vi>0,zeT".
’H‘ﬂ,

2. Justifier les estimations
lu@)llLr(rry < lluollLecrn), (11.29)
pour tout t > 0, p € [1, +00].

II-7- 7. L’équation de la chaleur avec terme source - Résolution

Soit T'> 0, f € Cp(R4 x R™) (indice , pour “borné"). Soit ®;: x — P(¢,z) le noyau de la chaleur sur
R™. On rappelle I'inégalité de Young suivante pour la convolution sur R™ (m > 1) :

1

1
e+ Olle,@my < el Lo@m 10l @my, - 2+ 25 =1, (I1.30)

pour tout p € [1,400] : (IL.30) contient I'assertion ¢ * 6§ € Cp(R™) si p € LP(R™) et 6 € LP (R™),
avec borne sur les normes en jeu.

1. On pose
t
ut) = [ F)s s, 120, (131)
0
Justifier que v € Cp(R4 x R™).

Indication : on remarquera que, pour t € [0,7], en notant y la fonction caractéristique de
Iintervalle [0, T, on peut écrire xu comme la convolution en (¢, z) de fx et Dx.
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2. Soit «, 8 €]0,1[. On suppose f € C’;+a’2+ﬁ(R+ x R™), c’est-a-dire : les dérivées partielles 8585” 8;’;”,]“
existent et sont continues bornées pour tout i,j € {1,...,n} et k,I,m <1 et, de surcroit, J; f
est une fonction a-Holderienne en t, et agi,mj f est une fonction S-Holderienne en x : il existe
une constante C' > 0 telle que

0uf (t,x) = B f (s,0)] < Clt =%, 107, o, f(t.x) = 8%, 4 f(t.y)| < Cle —yl”, (11.32)
pour tout t,s > 0, z,y € R"™.
(a) Soit, pour h > 0,
t _ t
on(t) = / w £ ®,_yds, volt) = / ,f(s) * Dy_ods.
0 0

Montrer que v, tend vers vg dans Cy (R4 x R™) lorsque h — 0.

(b) Montrer que du existe, dyu € Cp(Ry x R™), et
Opu(t) = f(0) * &y + vo(t).

(¢) On admet qu’on montrerait de méme I'existence des dérivées partielles spatiales 8;8;2% pour
k,l1 <1etque

t oot
6iiag;u(t):/ / O f(s) * ®y_ds.
0o Jo
Montrer que u vérifie

Ou(t,x) — Au(t,z) = f(t,x), Ve eR",Vi>0 (11.33)
u(t,z) — 0 pour tout x € R" lorsque ¢ — 0. (11.34)

I1I-7- 8. L’équation de la chaleur avec terme source - Effet régularisant

Soit f € Cp*(Ry x R™) vérifiant (I1.32), et soit u € Cp*(Ry x R™) définie par (I1.31) la solution de
(I1.33)-(11.34). On rappelle qu’on note aussi

1 _l=|?
q)til'i—)q)(t,l'):We it

le noyau de la chaleur sur R”.

1. Montrer que B
[Pl Lo rny < Cpt™ 27,

pour tout ¢ > 0 et tout p € [1,+00], ot p’ est 'exposant conjugué de p : % + i =1, et Cp est
une constante dépendant de p.
2. Soit T' > 0. Montrer que si f € L"(Ry; LP(R™)) sous la condition suivante
2
S+l co (I1.35)
r.p

alors u € L*°([0,T] x R™) avec
1wl Lo (o, 71x k) < O fllLr (R sr (RR))

ou la constante Cr dépend de T, r, p, n.
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3. Soit T > 0. Montrer que si f = div,(G), ou les composantes G; € C’;’S(R+ x R™), et si, pour tout
i, G; € L"(R4; LP(R™)) sous la condition suivante (dite de Ladyzhenskaya-Prodi-Serrin),

2
LY (I1.36)
rop

alors u € L*=([0,7] x R™) avec

lull o (0,1 xRy < COrl|Gl|Lr (R 510 (R,

ou la constante Cr dépend de T, r, p, n.

I1I-7- 9. 1Inégalité de Varopoulos-Carne

Si f € S(R?) (classe de Schwarz) et ¢: R_ — R est une fonction a croissance au plus polynomiale en
—0o0, on note p(A)f la fonction de S(R?) définie par

Fle(A)f1(©) = o(=IE*)Ff(E),

ol F est la transformée de Fourier

FfE) = [ flx)e " da.

Rn

1. Soit f € S(R?). Qu’est-ce que et f ?
2. Soit f € S(R?). Qu’est-ce que cos(tv/—A)f?

3. En utilisant la formule de Kirchhoff, montrer que

1 1

cos(tv/~B) f(x) = = /B M@ g [ o) (11.37)

4. Montrer que, si f est & support compact, alors, pour tout ¢ > 0, cos(t\/j)f est & support compact
et son support est a distance au plus ¢ du support de f. La distance entre deux ensembles F et
G de R"™ est définie par
d(E,G) =inf{|lz —y|;z € E,y € G},

ol | - | est la distance euclidienne sur R”™.
5. Montrer la formule
l¢

t 2 2 i 82
e 3% = 7/ e” % cos(sz)ds, z>0.
Tt Jo
_le?

On rappelle la transformée de Fourier de la Gaussienne en dimension m : FG(§) = e~ 2, ou
_lzl?
G(‘r) = (271—)1771/26
6. En déduire

€tA/2f — \/7t/ 6_5273 COS(SV —A)fds7 (1138)
Tt Jo

pour f € S(R?)

7. Soit f,g € S(R3) des fonctions & supports compacts, notés respectivement F et G. Montrer I'inéga-
lité de Varopoulos-Carne :

2t d(F,G)?

(€2 f,9) 2 @) < \| =57z P <( )

% ) £l z2 ®3) 9]l 2 ®s)- (11.39)
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8. Savez-vous montrer directement (I1.39) & partir de I'identité

1 _lz—yl? u\
A
< t / f, L2(]R3) - // 27Tt)3/2 dgjdy ‘?

Remarque : 'inégalité de Varopoulos-Carne est vraie en toute dimension (méme preuve que ci-dessus,
excepté qu’on emploie la formule de représentation ad hoc pour cos(tv/—A)f).

II-7- 10. Propagation
1. Donner la solution fondamentale ¥ (t,x) de ’équation
Opu — Au = u dans |0, +o0o[xR.
2. Montrer que ’ensemble de niveau 1
{(t,x) €]0, +oo[xR;9(t,x) = 1}
est proche (un en sens qu’on précisera) des droites de propagation
D,y = {(t,z) €]0, +o0[xR;z = £2¢}

pour t grand.
II-7- 11. Limite Hydrodynamique

Soit N > 1. Soit RY muni du produit scalaire = - y. On note |z| la norme euclidienne associée. Pour
t>0,z,y,v,we€R" On pose

D(t) = %(1 - ’2t>t S (1—e 2,

t
A(t,z,v) = %/0 (1 — e *)v — e *z|%ds

et

1 1
“Alt,r—y— (1 —e Hw,v — e 'w)|. (11.40)

Gila, viy,w) = (4m)N D)z P [_ 4

On admet® que G; fournit la solution fondamentale de ’équation

Of +v-Vaf = Q). QUf) = diva(V,f +vf), (IL41)

au sens oti, pour tout fi, € L'(RY x RY) (“in" pour “initiale"), la fonction

[t a,0) = // Gi(z, vy, w) fin(y, w)dydw
RN xR"
est I'unique fonction
feCRy; LHRYN x RYM)) nC>(]0, +oo[xRY x RY), (11.42)
satisfaisant (I1.41) dans ]0, +0o[xRY x R et satisfaisant la condition initiale

%im ||f(t) - fin”Ll(]RNx]RN) =0. (11.43)
—0

8. ce qui se montre par le calcul direct, mais c’est long, ou bien, plus directement, par ’interprétation probabiliste
de I’équation (I1.41)
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1. Pour € > 0, on pose
fe(t,x,v) = f(e %t e ta,v). (11.44)
De quelle équation f¢ est-elle solution ?
2. On note M (lettre M pour “Maxwellienne", mais c’est aussi la gaussienne) la fonction
1 2
M(U) = We 2
Montrer que
1
lim — / Ge2y(e7 w056 Ly, w)M(w)dw = @4 (x — y)M(v), (I1.45)
e—0 € RN
ot ®; est le noyau de la chaleur sur RY.
3. Soit pi, € LY(RYN) N Cyp(RY). Soit
fin(z,v) = pin(ex) M(v).
Montrer que, pour tout ¢ > 0, pour tout x,v € RV,
lim f¢(¢, z,v) = p(t,x) M(v), (11.46)
e—0

ou p est la solution d’un probléme que ’on précisera.

Remarque : Péquation (I1.41) est une équation dite cinétique. Elle résulte d’une description statis-
tique de la matiére, a une échelle intermédiaire, dite mésoscopique, entre I’échelle moléculaire (descrip-
tion microscopique) et 1’échelle dite fluide (description macroscopique). L’équation de Boltzmann est
probablement la plus célébre des équations cinétiques. Ici, (I1.41) est ’équation dite de Fokker-Planck.
La limite (I1.46), qui établit un lien (aprés remise a ’échelle) entre la description mésoscopique et la

description macroscopique est un exemple de limite hydrodynamique.
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ITII. Opérateurs différentiels-Régularité elliptique-Propagation
des singularités

ITI-1. Définitions générales

Dans toute la suite, 2 désignera un ouvert de R™. Soit m € N*. On appelle opérateur différentiel
d’orde m un opérateur de la forme
L= Y a.()D"

|| <m
ou :
e D = %V (le facteur renormalisant permet d’avoir des expressions plus esthétiques une fois les
équations fourierisées), et donc pour tout multi-indice o € N™ tel que |a] < m D% = i‘%‘ag; O

e Pour tout multi-indice @« € N*, a, : 0 — C est une fonction réguliére. On appelle les a, les
coefficients de L et on suppose qu’il existe « tel que |a| = m et a, Z 0.

DEFINITION III.1. Awec les notations ci-dessus, on appelle symbole de L la fonction o : QxR™ — C
définie par

Ve Q, Ve e R, o(x,§) = Z ao ()€

la|<m

On apelle symbole principal de L la fonction o, : Q x R™ — C définie par

Vo € Q, VEER", 0p(@,6) 1= Y an(2)E”

lee|=m

Si f € C(), on a donc

VzeQ, (Lf)(x)= Y aa(x)(D*f)(z)

la|]<m
- Z ?;75;3 - Def(€)etmdp™ (¢)
la|<m

- (271r>n / (@, f (e du™ (¢)

Remarquons que cette formule permet d’associer un opérateur L a tout symbole ¢ non nécessairement
polynomial. 11 s’agit de ce que l'on appelle les opérateurs pseudo-différentiels. Par ailleurs, si L est &
coefficients constants, alors o(x,&) = o(£) avec un abus de notations et alors

—

(L&) =€) f(©)

DEFINITION II1.2. Un opérateur différentiel L est dit :
e Elliptique en x € Q si pour tout & # 0 o, (x, &) # 0.
o Flliptique s’il est elliptique en tout x € ().

e Uniformément elliptique sur  si inf inf o, (z,&) > 0.
z€Q £€5(0,1)

EXEMPLE 1. ¢ L = —A, de symbole principal o2(¢) = [£|?, est uniformément elliptique.

e L =0, — A, desymbole 0(§o, &1, ,8n) =0+ 22y, |&:|2 et de symbole principal o5(&o, £) =
|§~|2 n’est pas elliptique. /

e L =02 — A, de symbole principale 05(£) = —&o + |§~|2 n’est pas elliptique.
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III-2. EDP elliptiques d’ordre 2-Existence de solutions faibles

On considére 'opérateur différentiel

n n

Lu=— Z 0;(a" 0;u) + Z b'O0iu + cu
i,j=1 i=1
Cette expression est dite sous forme divergence. On peut le mettre sous une autre forme :
Lu=— Z al’]oh'iju + Z b*O;u + cu
i,j=1 i=1

Attention, les b’ sont différents dans cette seconde expression ! On suppose que les matrices (a7 (x)); jen,
sont symétriques en tout x € €. Le symbole principal d’un tel opérateur est alors

n

oa(w,8) = Y " (2)&¢;

ij=1

En notant A(z) := (a®/(z)); jen, on voit donc que L est elliptique si et seulement si A est définie
positive ou définie négative. On suppose dans toute la suite que L est uniformément elliptique, i.e

30 >0, VEER™, Vo € Q, Y a" ()6 > 0)¢
i,j=1

On fixe un tel 6. Supposons & présent que ) est borné et régulier. Soit par exemple f € C°(Q) et
supposons que u € C2(Q) est solution du probléme de Dirichlet pour L :

{ Lu = fdansQ (1111

v = 0 sur 9N

Soit v € C1(). Si v = 0 sur I alors, en intégrant par parties, en mettant L sous forme divergence

/ fvdu(”) = / Z ai’j&-uﬁjv + Zbivﬁiu + cuv du(”)
Q Q

i,j=1 i=1

On voit apparaitre une forme bilinéaire, qui va nous mener sur la piste des solutions faibles :

DEFINITION IIL.3. La forme bilinéaire associée a L est B définie sur H'(Q) x HY(Q) par

B(u,v) := /Q Z a™l djudjv + Z bvd;u + cuv p dp™
i=1

ij=1

DEFINITION 114, u € H}(Q) est dite solution faible de III.2 si
Yo € Hy(Q), B(u,v) = (flv)r2(0)
Supposons les a™7, les b* et ¢ continus borné sur 2. La forme bilinéaire B vérifie alors plusieurs
propriétés :

ProrosiTiON II1.1. Il existe a,, 3 > 0 et v > 0 tels que :
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1. B est continue sur H*(Q) x HY(Q) : Vu,v € HY(Q), |B(u,v)| < af|ul| g1 - [|v]| g -
2. B+~ est coercive sur Hy(Q) : Yu € H{ (), B]|ull3, < B(u,u) + v[|ul|3.
0

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Pour le premier point, les hpothéses de continuité et de bor-
nitude des a®, b® et de ¢ nous permettent d’assurer l’existence de A, B,C > 0 telles que la premiére
inégalité ci-dessous soit satisfaite. Alors, en utilisant la convention d’Einstein, on peut écrire la suite
d’inégalités suivante : pour tout u,v € H'(Q), on a, en notant o := sup(4, B,C)

B <4 [ [9u]- Vel + B [ [Vul+[ol+C [ Jul-Jo
Q Q Q

< a(||Vullpz + [[ul[2) (V]2 + [[v][£2)

< allullgr) - vl E Q)
ou le passage de la premiére a la deuxiéme ligne se fait en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
Le deuxiéme point est plus délicat & démontrer ; on va également faire usage de 'inégalité de Young :
€
2
Nous aurons également & utiliser 'inégalité de Poincaré, qui stipule que dans le cas d’un ouvert (2
borné dans une direction, il existe une constante C'(€2) > 0 telle que

Vu € Hy(Q), |lullr2(e) < C(Q)|IVull2(q)

1
Va,b>0, Ve >0, ab < a2+2—6b2

Déja, par uniforme ellipticité de I'opérateur L, on a 'inégalité
/ a™1 9;udju > 0||Vul|7.
Q

Par ailleurs,

B2 0
<B [ [Vul-ul < Zyllule + IVl

- 26
‘/0u2 SC/|u|2
Q )

. . . . . N 2
Ainsi, on a l'estimation suivante, oil v = ]23—9 +C:

/ b ud;u
Q

et

0
B(u,u) > S| VullZz —7llul[Z:

Par ailleurs, par I'inégalité de Poincaré, pour tout u € Hg (£2)
lull3 < DIIVull.
ou D est une constante positive. On obtient bien la coercivité voulue.
O

Pour obtenir I'existence de solutions faibles, il nous suffit ensuite de mettre en branle la machine
"analyse fonctionnelle" :

THEOREME III.1. Soit Q0 un ouvert borné régulier de R™ et L un opérateur elliptique d’ordre 2.
Alors pour tout > et tout f € L?(Q), le probléeme de Dirichlet

u = 0 sur o)

{ (L+wu = f dans Q (I11.2)

(on note le probléme D,,) admet une unique solution faible u € Hg ().
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DEMONSTRATION DU THEOREME. La formulation faible de D), est
Yo € Hy(Q), By(u,v) = (f]v)pe

ou By, est la forme bilinéaire associée & (L + pld). B, est une forme bilinéaire, continue et coercive
sur H}(Q). Par le théoréme de Lax-Milgram, il existe un unique u € HE () qui soit solution faible de

(Dp).
O

REMARQUE. Dés que p > v, B,, est coercive sur tout H'(Q) et I'on peut donc appliquer le théoréme
de Lax-Milgram sur H!(Q), mais le u € H'(Q2) solution de

Vv e Hl(Q)a B#(uav) = (f|U)L2

est une solution faible d’un probléme de type Neumann :

Lu f dans Q
ai (Q;u)n; = 0 sur O

Que dire du p qui intervient dans le théoréme ? Est-il vraiment nécessaire? La raison derriére I'in-
troduction d’un tel u > 0 est que L a des valeurs propres, et qu’il se peut que (L — A)u = 0 ait des
solutions non triviales. Le u permet d’éviter ces valeurs propres. Développons cela dans le cas ou L
est un opérateur symétrique, au sens suivant : I’adjoint formel L* de L est défini comme suit :

L*v=— Z ai(ai’jajv) - Z b o + (c - Z 8¢bi> v
i i i

La forme bilinéaire associée est alors B*, qui vérifie

Yu,v € H'(Q), B*(v,u) = B(u,v)

DEFINITION IIL5. L’opérateur L est dit symétrique si L* = L (ce qui implique B* = B), ce qui
revient & demander :

i) Vi,j € N,, a* = al’

i) Vi e N, b =0

PROPOSITION III.2. Supposons que L soit symétrique. Alors

o Il existe ¥ C R au plus dénombrable tel que pour tout A € R\X le probléme de Dirichlet (D))
admette une unique solution faible.

e En choisit une numérotation de X de la forme suivante : ¥ = { A }bren, =7 < A1 < --- < A, — 00.

En outre, les A\, sont des valeurs propres de L, et on peut choisir les fonctions propres associées @y
de sorte que (o )ren forme une base orthonormée de L?(Q).

Pour montrer ce résultat, qui rappelle fortement les résultats de théorie spectrale, on va passer par
I'inverse de L qui sera lui borné, auto-adjoint et compact.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. On a déja démontré que pour tout f € L?(Q), le probléme de
Dirichlet (D.) admet une unique solution faible uy € H{ (). Notons K l'opérateur défini de L%(2)
dans L?(2) par K(f) = uy. Alors K est un opérateur borné de L*(Q2) dans H((2), de borne % :en
effet, on a déja vu que

Bllullip ) < By(u,u) = (flu)rz(a) < |1 fllz2llullm
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K est un opérateur symétrique : pour tout f,g € L3(Q), siu= Kf et siv= Kg, on a

B, (Kf,Kg) = (f|Kg)r> = By(v,u) = (K fl|g)r>

Enfin, K est un opérateur compact : ceci est une conséquence du théoréme de Rellich-Kondrachov
(comme K est continue de L%()) dans H}(Q) et que I'injection H}(Q) — L?*(Q) est compacte, la
composée de K par cette injection est compacte). Remarquons enfin que ker(K) = {0}.

La théorie spectrale des opérateurs auto-adjoints assure l'existence d’'une suite (ug)ren de réels non
nuls qui tend vers 0 de valeurs propres, de fonctions propres associées ¢, € L%(f), et ces fonctions
propres forment une base orthonormée de L%(€2). En fait, comme Im(K) C H}(Q), les ¢, sont des
éléements de H{ ().

Remarquons a présent que u est une solution faible de Lu = Au+ f si et seulement si u est une solution
(L+yu = (y+ANu+ f dans Q

u = 0 sur 0N

faible de { Ensuite, en posant A\ := —v + ,u,;l, on obtient le

résultat voulu.
O

On vient de voir un exemple d’opérateur a résolvante compacte ; Dans un domaine borné, la résolvante
d’un opérateur différentiel est facilement compacte (c’est un peu le méme phénomeéne qu’avec les opé-
rateurs intégraux). Si 'opérateur L n’est pas symétrique, ses valeurs propres peuvent étre complexes
(et R(Ar) — +00, le raisonnement tient toujours), mais il faut avoir d’autres arguments pour montrer
que les ¢y, forment une base hilbertienne de L?(€2).

On peut montrer que A1, la plus petite valeur propre de L, en est toujours une valeur propre simple
et que la fonction propre associée garde un signe constant sur € si €2 est connexe. Par exemple, dans
le cas Q =|0;7[ et L = f%, vr(x) = sin(kz) et on peut étudier les zéros des ¢y. Ce domaine est
appelé étude des ensembles nodaux.

L’existence d’une base hilbertienne de fonctions propres de L est a la base de la méthode de séparation
des variables, utilisée pour résoudre des problémes d’évolution. Par exemple, la solution générale de
—0yu = Lu sur Q, u = 0 sur 0N est, formellement :

u(x,t) = Z cke_)"“tgok(m)

k>1

III-3. Equations elliptiques d’ordre 2-Résultats de régularité
ITI-3- 1. Rappels sur les quotients différentiels

Soit 2 un ouvert régulier de R”, V.CC Q (i.e V est compact inclus dans 2). Soit § := dist(V, Q) > 0.
Siu:Q—C,sikeN,etsihelR vérifie 0 < |h| <, on définit le k-iéme quotient différentiel de u
sur V par
x + heg) — u(x)

h

Alors, au sens des distributions, D,’;u h—% Jru. On a également la proposition suivante :
—

Diu(z) :== u(

PrOPOSITION IIL1.3. Siu € HY(Q), alors il existe C > 0 tel que
)
Vh,O < ‘h| < 5, |\Dhu||L2(V) < CHV’U,HLz(Q)
Réciproquement, si u € L?(Q) et qu’il existe une constante C > 0 telle que
)
¥h,0 < |h| < 5, [ID" |2y < C

alors w € HY (V) et ||Vul|p2@) < C.

La démonstration est laissée a titre d’exercice.
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ITI-3- 2. Régularité intérieure

THEOREME II1.2. Les coefficients de L étant supposés continus bornés et les a* étant de plus
supposés appartenir a C}, si f € L*(Q) et siu € H(Q) est solution de Lu = f alors u € HE, ()
et pour tout ouvert V.CC Q , il existe C > 0,C = C(Q,V, L) tel que

[ull g2 vy < CU|fllz20) + lullz2(@)

Avant de se lancer dans la démonstration, rappelons la formule de Leibniz pour les quotients différen-
tiels : en notant f"(x):= f(x + heg) on a

Dl fg= f"Djg+ gD} f

et remarquons que
h* _ —h
Dy =-D,

DEMONSTRATION DU THEOREME. Soit VCCQ. Soit W tel que VCCW CCQ et £ une fonction de
troncature lisse, £ : R” — [0;1], £ =1 sur V, £ =0 sur R"\W.
Siu € H*() est solution faible du probléme de Dirichlet associé a L, alors pour tout v € H} () on a

/ai’jaiuajvz/fv (I11.3)
Q Q

ou f = f—b'd;u— cu € L2 Pour h suffisamment petit, utilisons cette identité avec v = D" (€2 Dju).
Pourquoi ? Parce que I’on aurait envie d’appliquer notre identité & v = —d2, u. Si on le fait directement,
I’hypotheése d’ellipticité uniforme aurait pu nous permettre de conclure. Cependant, rien ne garantit
que ces dérivées soient bien L2. Lancons nous dans les calculs :

—/ ai’jaiuD,;haj (§2D,’$u) :/D,}j(ai’jﬁiu)@j(szZu)
Q Q
_ / {a" Dl (0yu) + D (a))0iu} 0, (€2 Ditu)
Q
:/aw Di{(9u) Dy (95u)8*(=: As)
Q
- / {2aivj"p,’;(6iu)D,';(u)gajg + D} (a™)0u[ D} dju + 2gaj§D,§u]} (=: Ay)
Q
Par uniforme ellipticité, A; > 6 fQ £2 |D,?Vu‘2. On borne tous les autres termes brutalement :
|As] < c/ ¢{|Dpvul - |Diu| + | DEVu| - [Vul + |Dpul - [V}
Q
0 .
<5 [ @D +¢ | (Dful? + vuP)
2 Ja w
< 9/ §2|DZVU|2+C:’/ Vu|? par 1IL1
2 Ja Q

Ceci termine 1’étude du membre de gauche de III.3.Remarquons que

[k <e [ wentp
Q Q
< Ca [ {19}l + €|D}ul’)
Q

gcg/ (VDI + [Val?)
Q
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Le membre de droite devient donc :
[ Fo<e [ (71419l + 1) o
Q Q
0
< [ €Dtul + G [ 17+ 1Vul? + Juf)
Q Q

Finalement, en identifiant les deux membres :

0 6
3 [pk0P <G [ @ptup < ca [ A7+ Tu + JuP)
% Q Q
Par conséquent, Vu € H'(V), donc u € H*(V) et |[ul|g2cv) < C7(||f]]r2 + ||ul|a2) : ceci découle de
la proposition III.3.
U

Remarquons que le théoréme implique en particulier que

Lu(z) = f(z)

pour presque tout z € Q, et donc Lu € L*(Q). Par ailleurs, on peut obtenir une régularité d’ordre
plus élevé : en dérivant ’équation et en procédant par induction, on peut montrer le résultat suivant :

Si les coefficients a7, b? et ¢ sont dans C™T1(Q), si f € H™(S2), ott m est un entier naturel, si
u € HE () est solution faible du probléme de Dirichlet associé & L, alors u € H;"2(Q) et il existe
C > 0 ne dépendant que de L, ) et de m tel que pour tout V.CC Q , on a

[ull gm+2 vy < CUfllzm vy + ullL2(0))

En particulier, si les coefficients de L et f sont de classe C*°, alors toute solution faible du probléme
de Dirichlet associé & L est de classe C* et vérifie Lu = f au sens classique. On voit donc que pour
tout V.CC Q,si f € C®(V), alors u € C*(V) : L est donc un opérateur hypoelliptique.

Mais que se passe-t-il au niveau du bord de €2 7 Nous allons énoncer un théoréme dont la démonstration
ne sera qu’esquissée dans ces notes de cours :

THEOREME II1.3. Supposons que Q@ soit un ouvert borné de classng de R™ et soit f € L2(Q).
Supposons que les coefficients de L vérifient ™l € C1(Q),b° € CO(Q),c € CO(Q). Il existe C > 0
tel que si u € H () est solution faible de

Lu = f dans Q, u =0 sur 02

alors
[[ullzr2(0) < CUIfllL2@) + [lullr2 (o))

Remarquons que si u est I'unique solution faible du probéme, c¢’est-a -dire si 0 n’est pas valeur propre
de L, alors

|ullm2(0) < Cllfllz20)
DEMONSTRATION DU THEOREME. (Esquisse) Qu’est-ce qui coince dans la démonstration précédente ?

Ce sont les quotients différentiels : pour pouvoir les utiliser, il faut avoir un minimum d’espace.
Dans cette preuve, afin de simplifier, on ne considérera que le cas ou € est une demi-boule, i.e ) =
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B(0,1) "R (et on oublie les histoires de régularité de la frontiére). Travaillons au voisinage d'un
point du bord en lequel le bord est plat, disons par exemple au voisinage de l'origine. En répétant la
démonstration du théoréme précédent avec les quotients différentiels DZ, pour k € N,,_1, on montre
que sur V = B(0, 3) NR" on a les estimées suivantes :

10k VullL2(vy < C([| fllz2@) + lullz2@), k=0,...,n—1

Il nous reste donc & controler 92u, ce qui se fait en utilisant directement ’équation : presque partout,
Lu(z) = f(x), i.e N
p™ = pp, a*(2)0,0;u(x) = g()

oug=—f4cu+ty_, (bi — Zj 0 (ai7j)) d;u € L?(92). Remarquons & présent que par uniforme ellipticité

a™" est uniformément minorée par 6 > 0. Ainsi

u(x) = m Z a™ (x)0;05u(x) — g(x)

itj<2n
Donc 92u € L%(Q) et, qui plus est,

ullg2ovy < C (]2 + lullL2 @)

Pour passer au cas général, on redresse le bord en un bord plat, localement, et on utilise le lemme de
Borel-Lebesgue. Les détails se trouvent dans le livre de Gilberg et Trudinger.

O

Remarquons que l'on peut également faire cela en régularité supérieure : si 92 est de classe Cmt2 si
les coefficients de L sont de classe C™+1(Q) et si f € H™(Q), alors toute solution faible du probléme
Lu = f vérifie u € H™2(Q) et, par ailleurs, on a I'inégalité suivante :

[l g2y < C ([ fllam ) + ullr2@))

IT1I-3- 3. Principes du maximum

On va voir ici que le comportement différe de celui du laplacien ; il nous sera ici utile d’écrire I’'opérateur
L sous une forme non divergence :

L=-— (ai’jaiaj) + (bz&) +c

On suppose ici encore notre opérateur uniformément elliptique, toujours avec une constante d’uniforme
ellipticité 8 > 0. De méme, {2 désigne toujours ici un ouvert borné régulier de R™. On va distinguer
trois cas :

Le cas c=0 On a alors la proposition suivante :

PROPOSITION IIL.4. On suppose que u € C3(Q) NC°(Q) vérifie Lu < 0 dans Q. Alors :

i) Principe du mazimum faible : max u = nax u.
Q

it) Principe du mazimum fort : Si u atteint son mazimum en xo € Q et si  est connexe, alors u
est constante.

iii) Lemme de Hopf : S’il existe xg € O tel que pour tout € Q u(xg) > u(z), alors %(xo) > 0.
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. On ne fait ici qu’esquisser la preuve du principe du maximum
faible (rajouter les autres?) : ici, il n’y a plus la formule de la moyenne, qui nous avait tant aidé
pour le principe du maximum dans le cas du laplacien. Si u atteint son maximum sur € en zg € €,
alors H(xg) := Hess(u)y, est semi-définie négative et Vu(zg) = 0. En notant A := (am)i jen,» Qui
est une matrice définie positive, on a 7

LU(JJQ) = —t’I“(AH) = —tr (A%HA%) >0

Donc si Lu < 0 dans €2, u atteint son maximum sur 02, ot € > 0 est arbitraire et A doit étre choisi
assez grand. Dans le cas général, on applique le résultat précédent a u® := u + ea™®* ot A et ¢ sont
choisis de sorte que Lu® vérifie I'inégalité stricte. On conclut de la méme maniére que dans le cas du
laplacien.

Le principe du maximum fort demande des modifications plus subtiles.

Le cas ¢ > 0 On a la proposition suivante :

PROPOSITION IIL5. On suppose que u € C3(Q) NC°(Q) vérifie Lu < 0 dans Q. Alors :

i) Principe du mazimum faible : max v = max u*, ot u™ := max(u,0).

Q o0
ii) Principe du maximum fort : Si u atteint son maximum en xo € Q, si ce mazimum est positif ou
nul et si Q) est connezxe, alors u est constante.

ii) Lemme de Hopf : S’il existe xo € O tel que que u(xg) > 0 et que u(xrg) > u(z) pour tout x € Q,
alors 9%(zq) > 0.

Les conditions de positivité du maximum sont essentielles : par exemple, dans le cadre unidimensionnel,
disons avec L := —92, + 1 sur R, avec u = — <1 + %), Lu(z) = — (% + “”3—2) < 0, mais le principe du

maximum faible est archi-faux pour Q :=] — 1;1] et le lemme de Hopf est faux sur €2 :=|0; 1].

Le cas ¢ <0 On ne peut espérer aucun principe du maximum : les termes entrent tous en compé-
tition. Par exemple, soit ¢ € R_ tel que 0 soit valeur propre de L. Alors il existe u € HE(£) non nul
tel que Lu = 0, ce qui contredit le principe du maximum.

II1-4. Opérateurs linéaires hyperboliques et propagation
ITI-4- 1. Deéfinitions et exemples
Soit 2 un ouvert de R™. On considére 'opérateur différentiel d’ordre m

L= Y a.()D"

lo|<m

DEFINITION III.6. On appelle variété caractéristique de L le sous-ensemble de 2 x R™ défini
par
Car(L) :=={(z,8) € A xR", o, (z,€) =0} (I11.4)

ol oy, désigne le symbole principal de L.

Par définition, L est elliptique si et seulement si Car(L) =  x {0}. En fait, Car(L) est une variété
projective lisse. Demander qu'un opérateur différentiel L soit hyperbolique, c’est, heuristiquement,
demander que Car(L) soit aussi grand que possible, comme le précise la définition suivante :
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DEFINITION TIL.7. Soit n € R™ et soit x € Q. On dit que L est hyperbolique au point r dans
la direction n si les conditions suivantes sont vérifiées :

e on(z,m) #0 (on dit que np n'est pas une direction caractéristique)

o Pour tout £ € R™, les racines de l’équation polynémiale en A
om(z,£+An) =0

sont toutes réelles.

On dit que L est strictement hyperbolique au point x dans la direction n si les conditions
sutvantes sont vérifiées :

o on(x,n) #0

o Pour tout £ € R™ non colinéaire a n, les racines de l’équation polyndémiale en A
om(z,£+ An) =0

sont toutes réelles et distinctes.

Remarquons que la variété caractéristique d’un opérateur hyperbolique n’est jamais triviale (c’est-a-
dire qu’elle n’est jamais réduite a Q x {0}). Afin d’illustrer cette définition remarquablement obscure,
étudions quelques exemples :

Equation des ondes a coefficients variables : On considére, dans R"t!, Popérateur différentiel
L:= a?t — ai’j (t, x)@laj

ott les a®’ : R x R™ sont des fonctions fixées. On note (¢, ) les coordonnées en espace-temps et (—w, k)
les coordonnés en Fourier (i. e £ = (—w, k)). Que signifierait la phrase "L est hyperbolique dans la
direction du temps" (i.e dans la direction n = (1,0,...,0))? Calculons le symbole principal de cet
opérateure :

oo ((t, 7), (~w, k)) = —w? + a™I (¢, z)k;k;

Déja, la direction temporelle n’est pas caractéristique : en effet, on a

02((75717)777) =-1

et ce pour tout (t,z) € R"™!. La deuxiéme condition d’hyperbolicité, il faut que pour tout (—w, k) les
racines du polynoéme A — —(w+\)?+a" (¢, x)k;k; soient réelles. En d’autres termes, aprés translations,
il faut que les racines de A — —\2 + a®J (¢, 2)k;k;. On en déduit donc que L est hyperbolique (dans
la direction 7) si et seulement si la matrice A := (a™/); jen, est en tout point semi-définie positive,
et que L est strictement hyperbolique (dans la direction 7)) si et seulement si la matrice A est en tout
point définie positive.

Systéme d’équations hyperboliques : Il arrive réguliérement de tomber sur des sytémes hyperbo-
liques d’ordre 1, c’est-a-dire que 1’on ait & considérer un systéme d’EDP de la forme suivante :

La = dyu(t,z) + zn: A;(t, 2)05u(t, x) = 0 (IIL.5)

j=1

ot W : R x R" — RY et ott les A; sont des matrices de My (R). Le symbole principal de cet opérateur
est alors & valeurs matricielles :

o1((t,2), (—w, k) =iq —wly + Y _ Aj(t,z)k; » € My(C)
j=1
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et la variété caractéristique est alors définie par
Car(L) :={((t,x),(—w,k)) € (R x R") x (R x R"),det (o1((t,2)(—w, k)) = 0}

On en déduit donc que L est hyperbolique (dans la direction 7)) si et seulement si la matrice A(t, z, k) :=
Zj A;(t,xz)k; a toutes ses valeurs propres réelles et que L est strictement hyperbolique (dans la
direction 7) si et seulement si la matrice A a toutes ses valeurs propres réelles distinctes si k # 0.
En particulier, L est hyperbolique si toutes les matrices A;(t,x) sont symétriques; on parle alors de
systéme hyperbolique symétrique.

IT1I-4- 2. Exemples de solution : propagation

Ondes planes : Soit L un opérateur différentiel & coefficients constants dans R"*!. Par abus de
notation, on notera donc o(—w, k) pour o((¢,x), (—w, k)). On définit alors

Vi={(-w,k) e RxR" o(—w, k) =0}

Notons qu’en général V # Car(L). Par railleurs, si (—w, k) € V, alors la fonction u(t, z) := e!(F=—«t)
est solution de Lu = 0. On dit que u est une onde plane de vecteur d’ondes k € R™ et de pulsation
w. Si k # 0, cette onde se propage dans la direction k a la vitesse de phase v, := ‘%‘ L’équation
o(—w, k) = 0 s’appelle relation de dispersion.

Maintenant, quel est le lien avec un probléme de Cauchy bien posé? Pour simplifier, supposons que
L soit homogéne de degré 2 et strictement hyperbolique dans la direction temporelle. Alors, si k # 0,
comme (0, k) n’est pas colinéaire & n = (1,0, ...,0) I’équation polyndmiale en w

oo(—w, k) =0

admet deux solutions distinctes wq(k) et wa(k). Cherchons alors une solution de I’équation Lu = 0
sous la forme

u(t,x) ::/ (al(k)ei(k~x—w1(k)t) +a2(k)ei(k-z—w2(k)t)) du(")(k)
R

ol a; et ag sont dans la classe de Schwarz S(R™). Soient ug, vy € S(R™). On impose les conditions
initiales u(0, x) := ug(z) et du(0, z) := vo(x). En rassemblant toutes ces hypothéses, on aboutit donc
au systéme suivant :

{ al(k) + ag (k) = ’Ujo (k)
w1 (k)a1(/€) + U.}Q(k)ag(k) = Z’UA()(]C)

1 1
wi (k) wa(
le cas dés que 'on a hyperbolicité stricte : en somme, demander de ’hyperbolicité, c’est demander
suffisamment d’ondes planes pour les construire les solutions.

Posons alors A := ( k)) Si det(A) # 0 alors le systéme ci-desus est inversible, ce qui est

Optique géométrique : Commencons par énoncer un principe général pour les opérateurs hyperbo-
liques & coefficients non constants : la variété caractéristique détermine la propagation des singularités
de ’équation Lu = 0. Si 'on a des singularités, la transformée de Fourier va contenir de trés grands
modes. Tentons de chercher des solutions de I’équation Lu = 0 sous la forme

u(t,x) = e A(t, x) (IIL.6)

ol ¢ est un petit paramétre et o ¥ et A, sont des fonctions réguliéres. Pourquoi chercher une solution
sous cette forme ? Cela vient de 'optique géométrique, et de la volonté d’unifier théorie et pratique :
en pratique, on voit des rayons lumineux, tandis que les équations de Maxwell font apparaitre des
ondes planes, mais pas des rayons lumineux. L’idée, c’est que la longueur d’onde caractéristique de la
lumiére est trés faible ; on cherche donc une fonction fortement oscillante multipliée par une amplitude.
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Choisir ¥ constante n’aurait pas grand intérét. Si v est linéaire, on cherche donc simplement une onde
plane & haute fréquence, mais il peut parfois étre utile de travailler avec une fonction 1 non linéaire.
Pour se fixer les idées, soit L I'opérateur défini dans R**! par

L= 8} —a"i(-,)9:;
qui sera de plus supposé symétrique. De ceci on tire le symbole principal de L :
02(@? ‘T)v (_Wv k)) = _w2 + ai)j (ta x)kikj

Peut-on obtenir des solutions de la forme II1.6 7 Injectons II1.6 dans I’équation Lu = 0. On obtient
I’équation suivante :

N ‘ 1 n 2i
Oide+ Z(OANO) + ZADiw — (0 Ac = .Zl - {8@' As + 2 (00)(254)
1,]=
; 1
%As(aiajw) — nge(@W(@jw)}

Qu’a-t-on gagné a faire cela ? Identifions & I’ordre £ =2 les deux expressions ci-dessus : on obtient donc
I’équation suivante, dite équation de Hamilton-Jacobi :

(Orh)* = a™7 (8:) (9;) (HJ1)

On obtient donc une équation aux dérivées partielles pour la phase qui, certes, est du premier ordre,
mais est non linéaire. En fait, dans le cadre d’un opérateur plus général, les calculs sont plus compli-
qués, mais ’on obtient tout de méme ’équation de Hamilton-Jacobi générale :

[om((t,2), (10, Vo)) = 0] (H)

En d’autres termes, le gradient (en espace-temps) de la phase vérifie V, ;¢ € Car(L). On aimerait bien
se ramener a la méthode des caractéristiques, mais ce n’est pas si simple ; on peut néanmoins résoudre
HJ localement grace a cette méthode. Imaginons avoir mis la main sur une solution % ; comment en
déduire A. 7 Réecrivons notre équation en adoptant les notations suivantes :

e Opérateur de transport : My, f := (04) (0 f) — a1 9;40; f
e Opérateur de d’Alembert : Of := Lf

L’équation sur A. devient alors

O(A:) + %Mw(AE) + g(Dw)AE =0 (II1.7)
Cette équation est linéaire en A., et ’on va chercher une solution sous la forme
A(t,x) = Ag(t,x) + Ay (t,x) + 2 As(t, ) + ...
On en tire une hiérachie d’équation de transport :

2M¢A0 + (D’(/))A() =0
2MwAk + (D’Lp)Ak +0A,.1 = 0

Pour résoudre ces équations, on pourrait utiliser, ici encore, la méthode des caractéristiques (et les
caractéristiques seraient ici les mémes que dans HJ). Il faudrait ensuite encore travailler pour montrer
que l'on pourrait définir A, := > e* Ay, soit que cette méthode permet d’approcher une solution
exacte.

Revenons & HJ : comment la résoudre par la méthode des caractéristiques? On peut la mettre sous
la forme d’une équation eikonale, c’est-a-dire

Nl

&gw =+ (ai’jﬁiwajw)
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Supposons, comme d’habitude, que la matrice (a*7); jen, est strictement définie positive et, de plus,
que les a"? sont indépendants du temps. Introduisons le hamiltonien H défini sur R™ x R™ par
H(z,p) := £(a™p;p;)?. L'équation de Hamilton-Jacobi prend alors la forme

[0 + H(x, Vo) = 0] (H)

On cherche une solution vérifiant la condition initiale 9(0, -) = ¢.faire schéma

DEFINITION II1.8. On appelle bicaractéristique de l’opérateur 0;+ H(x,V,) les solutions (z,p)
dans 0 x R™ des équations canoniques d’Hamilton :

{x'(t) = OpH(z(t),p(t))
—0, H(x(t), p(t))

=.

—
~

=
Il

Ce sont donc les équations d’un systéme mécanique associé & notre hamiltonien que 'on a réussi a
exprimer.

Quelles seraient les caractéristiques elles-mémes 7 Simplement la projection sur le premier facteur des
bicaractéristiques. Dans le cas des équations de transport linéaire, les équations en p et x se décou-
plaient, et ’on n’avait donc aucun besoin de recourir aux bicaractéristiques. Notons enfin que cette
construction s’adapte au cas oil les a*/ ne sont plus autonomes, mais on aurait alors dii paramétrer
le temps en fonction d’un autre paramétre s, ce qui aurait alourdi nos équations de plusieurs termes
en t(F)(s).

PRrROPOSITION II1.6. Soit (z(t),p(t)) la bicaractéristique vérifiant la condition initiale (x(0),p(0)) =
(zo, Vipo(x0)). Alors pour toute solution réguliere de HJ, au voisinage du point (0,xq), on a

{ e(t,x(t)) = vo(wo)
Vatp(t,z(t) = p(t)
DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Pour montrer cette proposition, on va montrer que ’applica-
tion ¢ définie par

q:t— Vauo(t,z(t) — p(t)
est identiquement nulle. Un calcul direct montre que ¢ est solution de I’équation différentielle ordinaire
suivante :

{ q’((ég = (f’))zH(x(t%p(t)) — O H (x(t), q(t) + p(t)) + V(£ 2(t)) (O H (x(t), p(t)) — OpH (x(t), p(t) + q(1)))
q =

Par le théoréme de Cauchy-Lipschitz, ¢ est donc identiquement nulle. Sachant cela, on calcule la
quantité Ly (t, z(t)) :

0 (t,2(0)) = Qub(t,2(0)) + (Va1 2(6))| (1)

dt
= —H(x(t), Vap(t, z(t))) + <Vx¢(tax(t))l%$(t)>

= H().p(t) + (2 (0)p(t)

= —H(z(t),p(t)) + (Op H (z(t), p(t))|p(t))
= —H(x(t),p(t)) + H(x(t), p(t)) = 0

La derniére ligne peut sembler apparaitre de maniére miraculeuse; en fait, c’est une conséquence des
relations d’Euler pour les fonctions homogénes : si une fonction f est homogéne de degré «, alors pour
tout vecteur y on a (y|Vf(y)) = af. On vérifie, toujours par un petit calcul, que H est homogéne de
degré 1 en p. Le résultat suit immédiatement.
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O

On peut tenter de renverser cette proposition pour avoir, aprés application judicieuse d’un théoréme
des fonctions implicites, une résolution locale des équations de Hamilton-Jacobi. Malheureusement,
cette méthode ne fonctionne pas globalement : méme si les bicaractéristiques ne se croisent pas dans
I’espaces des phases, ils se peut qu’aprés projection sur la premiére coordonnée elles s’intersectent...
On ne peut alors plus avoir de solutions réguliéres, puisque 1’on doit alors faire face a I'apparition de
caustiques! Ceci peut motiver 'introduction des solutions entropiques.

Remarquons que dans le cas d’un opérateur a coeflicients constants la relation de dispersion des ondes
planes s’écrit w = +(a®’ kikj)% et que les caractéristiques sont les solutions de ’équation différentielle
ordinaire

z'(t) = vy(k), K'(t)=0

ou vy(k) := g—‘,‘c’ est la vitesse de groupe associée au vecteur k.
Remarquons également qu’ayant construit ¢ (¢, z) une solution non triviale, si l’'on revient a ’équation
de transport

Myf=g
et que 'on dérive le long d’une caractéristique on obtient
Dt (0) = o M F( (1) = sl a()
—f(t,x = —— X = ———g(t,x
dt H(a(t),p(0) H(x(t), ()’

Donc si g = 0 f est constante. Sinon, f vérifie une équation différentielle et I'on obtient les mémes
caractéristiques que par les projections des bicaractéristiques de Hamilton-Jacobi.
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ITI-5. Exercices
ITI-5- 1. Un exemple de régularité intérieure

Soit U un ouvert borné régulier de RY, soit f € LP(U) ot p > N/2 et soit u € H}(U) satisfaisant
Iinégalité —Au < f au sens ou

/ Vu - Vudr < / fudz (IIL.8)
U U

pour tout fonction positive v € H(U). Le but de P'exercice est de montrer qu’il existe une constante
M; > 0 telle que u < M; p.p. On rappelle le résultat suivant : si v € H*(U), alors vT € HY(U) et

Vot = 1,>0Vv =1,50Vv

p.p. dans U. On rappelle® aussi I'injection de Sobolev suivante : il existe une constante C's > 0 telle
que
||’U||L2*(U) S CS||VU||L2(U)7 V’U S H&(U), (1119)

ol 2* est n’importe quel exposant > 1 si N < 2 (auquel cas Cs dépend du choix de la valeur de 2*),

1 _ 1 _ 1 g
5% — 3 NSIN>2.

Corrigé : Note : si N < 2, on fixe dans la suite 2* > 2¢ (de sorte que 'exposant p défini en (I111.13)
soit bien strictement supérieur a 1).

1. Soit (ar)r>o une suite strictement croissante. On note
up = (u—ag)™, Ap={r € U;ur(z) > 0}.
Montrer que
[ 1V < oo el oo (11L.10)
ou ¢ est ’exposant conjugué de p.

Corrigé : Appliquons I'inégalité faible (II1.8) & v = ug. On a l'identité
Vu-Vug = 1yse, V- Vu =154, V- 1y5q, Vu = |Vuk|2
presque partout et
R e

par I'inégalité de Holder, d’ou (II1.10).

1/2 1/2
k| 22+ oy < CsIF I oo 2t (ITL.11)

Corrigé : C’est une conséquence directe de 'inégalité de Sobolev (II1.9) et de lestimation
(I11.10).

9. qui se déduit de Pinjection de Sobolev H1(U) «— L2" (U) et de I'inégalité de Poincaré, cf. (II1.27) ci-dessous
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3. Montrer que, pour tout k£ > 1, pour tout 8 > 0,

uﬂ
14, < kol (II1.12)
(ar — ar—1)?
Corrigé : Sur lensemble u; > 0 (soit 14, = 1), on a u — ax—1 > ar — ax—1 > 0 donc
Ug_1 > ap — arp—1. Comme le ratio
Uk —1
G — Ak—1

est positif dans tous les cas, cela prouve (I11.12) pour 8 = 1. En a levant 'inégalité a la puissance
B > 0, on obtient (I11.12).

4. En remarquant que uyi < ug_1, montrer que

1/2 _
sl e 0y < OIS0 ok — ans) P luslline oy 1= 5 —

Corrigé : On a u, < up_1 car, a u fixé, s = (u — )T est une application décroissante. On en
déduit s

q-Po
Up—1

q q
U, <uply, <u 14, <
k= UkLAr = Up_11A, = (ak ak—1)607

pour tout By > 0 d’aprés (II1.12). Choisissons Sy = g — 2*. Ce choix est admissible car

N 1 2 2
— - >1—-—==—. 111.14
D> 5 — . > N = o ( )
On obtient )
uldr < —*/ i
/U b (ar —ap—1)12" Jy 7!
et o
1/2 1_ 2%
el < (o= )b F sl = 5

En appliquant (II1.11), on obtient alors (II1.13).

Corrigé : c’est (I11.14).

6. On prend ay = (1 — 27%*=1)M pour une constante M > 1 & déterminer plus tard. Montrer qu’il
existe € > 0 ne dépendant que de Cg, || f||r(u, p tel que

luoll L2 vy < € = kEI-&r-loo |kl L2+ @y =0 (IT1.15)

On pourra passer au log dans lestimation (III.13).

Corrigé : avec ap, = (1 — 27" ")M,on a a, — ax_1 =271 M, d’'oit

(ap — ap_q) P = 28+ py=B < 9Bk+1), (I11.16)
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car M > 1. De (II1.13), on déduit 'inégalité

e < CARZE |, 2= llwllper ), €= 2505||f||1L{?(U), A:=2°, (I1L.17)

En passant au log (ce qui suppose les z; > 0, mais si z est nul pour un certain &, on a fini, voir
question suivante), on obtient

log(zr) < 1log(C) + klog(A) + plog(zk-1),

d’ot, par récurrence,

k—1
log(zk) < p¥log(z0) + Y 4*7 (log(C) + jlog(A))
j=0
< pux. [log(20) + Solog(C) + S1log(A))],  Sa =D ju.
3=0

Si
29 < € := exp [Splog(C) + Sy log(A))] = C%° A

on a alors limg_, 4 log(zx) = —o0, soit zx — 0 lorsque k& — +o00. Noter qu’on peut calculer,

avec des notations claires Sp(p) = #’il et

dSo(p) _ 1
3u - ’uSl(M)7

e =2Pwt? 2°Cs| 1 ooy o

u <M p.p.

Corrigé : par convergence monotone,
. 2* _ : _ + —
Ml—lgﬂoo HUOHLW(U) o l—lg-loo [(u M/2) ] dv = 07

donc [|ugl| 2+ () < € pour M assez grand.

9. Justifier rapidement que la méthode se généralise au cas de I’équation
0;(a;(x)0ju) = f,

ol a;; € L>*(U), ot on a utilisé la convention de sommation sur les indices répétés, et ou la
condition d’ellipticité suivante est satisfaite : il existe o > 0 tel que, pour tout & € RY, pour
presque tout € U, a;;(2)&&; > o€, ou on a de nouveau utilisé la convention de sommation
sur les indices répétés.
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Corrigé : on a de nouveau (II1.10) (avec une constante a1 en plus dans le membre de droite) et le
reste de la preuve est identique au cas Laplacien.

Remarque Finale : on peut étre moins grossier dans le traitement du parameétre M dans les es-
timations ci-dessus et en déduire une estimation L*° dépendant précisément des données. En effet,
reprenons 'inégalité (II11.13) et l'identité (II1.16) (le membre de gauche). On en déduit

k!l L2+ () 1o 12 - an Tlek—1ll e @0y 1"
TIEZ W) o 98 (MNP | gk | TREZLIEE (1)
M -7 TTM M ’

o ” ”L U ” HL U
Uk 2*( ) 8 Bk Uk —1 2*( )
M = S M )

si
M 2 [ fllew)- (I11.18)

En mimant les calculs ci-dessus on obtient u < M p.p. dés que

HUOHLZ*(U)

7 e, (I11.19)

ou € ne dépend que de Cg et p (et o dans le cas d'un opérateur v — 0;(a;;(x)d;u)). D’aprés la
question 1. et (ITL.18) (et I'inégalité (u — s)™ < u™ pour s > 0), on a

1/2

o]l L2+ o llwol| Laqy 12 | a1

— = < Cg | ——F——— <Cg|———F—— .
M M M

Par conséquent (II1.19) est réalisé pour M = K||u™ || a(yy ot la constante K (assez grande) ne dépend
que de Cg et p et a ventuellement «. Finalement, on a

u < K([| oy + lulpoq)

presque partout, pour une constante K ne dépendant que de Cg, p et a.
ITI-5- 2. Un contre-exemple de régularité intérieure

Soit p €]0, 1], soit B, la boule de centre 0 de rayon p dans R? muni de la norme euclidienne |- | et soit

1

72 In?(r)

w(z) =In|ln(r)|, f(z)=

, =zl

1. L’objet de cette question est de montrer que u € HI(BP) est solution faible de l’équation
—Au = f dans B,,.
(a) Montrer que u € H*(B,,).

p
w@m=%lwm%wm%m

Avec U'(r) = ﬁ(r)’ on a ||u||§{1(Bp) < +o0o par le critére de Bertrand.
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(b) On admet (inégalité de Trudinger), qu’il existe des constantes positives C' et « telles que

v(z)?

||UH%{1(BP)

Y € Hl(Bp),/ exp la ] dx < C, (I11.20)
B/’

et on introduit la fonction h(s) = e®s” . Justifier I'inégalité (h* est la transformeée dite de
Fenchel-Legendre de h)

ps < h*(p) + h(s), h*(p) :=sup(ps — h(s)), (II1.21)

seR
pour tout p,s € R.
Corrigé : 'inégalité est claire par définition de la transformée de Fenchel-Legendre h*.

Remarque : Uinégalité (II1.21) est triviale par définition de h*, mais riche une fois qu’on
calcule (ou estime comme ci-dessous) la transformée h*. Si h est surlinéaire strictement, au

sens ou h
lim sup [h(s)]

|s]—=+o0 |S|

= +OO’

alors le sup définissant h* peut-étre restreint & un compact. En particulier il est atteint,
disons en un point s,. On a alors

h*(p) = s«p — h(sx), N'(s:)=p. (I11.22)
Ezemple 1. Avec h(s) = \stl"’ a>1,onah*(p) = % ou 3 est 'exposant conjugué de a,
e s
P s|*
<E 7
ps < 3 + o

et

2
A s — 2ase®®

est une bijection de R dans R donc p + s(p) := h'~!(p) est bien définie. De plus lim,_, 4o s(p) =
+00. Comme
_ W) __p

") = B0s) ~ 2036

on a h(s(p)) = o(s(p)p) lorsque p — +oo donc h*(p) < 2s(p)p pour p assez grand. D’autre
part, en passant au log dans la définition de s(p), on a

In(p) = as(p)® + In(s(p)) + In(2a),

d’out 5(p) ~ a~/2In'/2(p) lorsque p — +o0. En particulier s(p) < 2a~/2In'/2(p) pour p
assez grand. On en déduit h*(p) < Dp lnl/z(p) pour p assez grand, avec ici D = 4a~ /2.
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(d)

Montrer que h* o f € LY(B,).

Corrigé : pour r petit, f(r) a tant grand, on a

2(In(r) 4 In | In(r)[)*/2

72 In(r)

h*o f(r) <D

et h*o f(r) < 20— d’on

= 2 lng/z('r) )

P
/ h* o f(r)rdr < 400
0
par le critére de Bertrand. ........ ...

En déduire fv € L'(B,) pour tout v € H'(B,).

|fol < h* o f+h(a]),

avec h(|0|) € L*(B,) par 'inégalité¢ de Trudinger et h* o fe L'(B,) par une adaptation
immédiate de la question précédente. Par conséquent fv € L*(B,).

Corrigé : on a montré que u € H'(B,). Pour justifier que u est solution faible de —Au = f,
reste a prouver

/ Vu - Vodz = / fvdz, v e H(B,). (I11.23)
B, B,

On a —Au = f ponctuellement sur B, \ {0} par le calcul (les fonctions u et f sont réguliéres
sur B, \ {0}). On en déduit (II1.23) pour tout v € H}(B,) a support dans B, \ {0}. Si
v € Hg(B,) sans condition de support, appliquons alors (I11.23) & vx. ou x.(z) = x(¢'z),
X & tant une fonction radiale réguliére croissante valant 0 sur B; et 1 sur I'extérieur de Bs.

On obtient
‘/;P

Le membre de gauche de (I11.24) tend vers

Xe [Vu - Vo — fo]de = —/ Vu - Vxevda. (II1.24)
BP

/ [Vu- Vv — fo]dx
B

P

par convergence dominée car x. — 1 partout sauf en 0, donc presque partout, et le terme
entre crochets est L' d’aprés les questions précédentes. Reste & montrer que le terme de
droite dans (I11.24) tend vers 0 avec €. On a

Ve (z)| <

X[l Lo
%16<\z|<26

et |[Vu(z)| < m pour ¢ < |z| < 2e donc

/ Vu - Vyvdx
BP

<7HX/”LOC/ 1 vdx
_521n(2a) 5, e<|z|<2e .
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Siwv e L™, ce qui est le cas en particulier lorsque v € C2°(B,,), alors

/ Vu - Vxevdr| < Illz< o]l 2= X 27r/2E rdr = O(|In(e)| ™),
B, ~  £2In(2¢) R

d’ou la convergence a zéro recherchée. Cela signifie qu’on a (II1.23) pour tout v € C°(B,)
(sans restriction de support prés de 0 maintenant !). Soit alors, pour v € H}(B,), une suite
(v,) de C°(B,) convergeant vers v dans H'(B,). Quitte & extraire, on peut supposer aussi
v, — v presque partout avec la propriété de domination

lv,| <o, ©€ Hi(B,). (I11.25)

Rappelons la démonstration de ces deux derniers faits (c¢f. preuve de la complétude des
espaces LP, par exemple dans Rudin Analyse réelle et complexe). La suite (v,,) a tant de
Cauchy dans H{}(B,), on peut extraire une sous-suite (vy,, ) telle que [|vy, ,, — Un, 1B, <
2-%. La série

k
Uny + Z(’Unj+1 - vn_;’)
j=1

est alors convergente p.p. sur B, et (II1.25) a lieu avec
(o]
U= |vn, | + Z [Vn; 0 = Uny -
j=1

Noter qu’on utilise la propriété w € H! implique |w| € H' avec V]w| = sgn(w)Vw, donc
lwllzg < lwlla-

On a l'identité faible (II1.23) avec v = v, et on peut passer a la limite n — +oo. En effet

J

par convergence L? de Vv, et

Vu- Vo, dz — / Vu - Voudz
BP

P

/fvndsc—>/ fudzx
B, B,

par convergence dominée, car la convergence presque partout a lieu et (fv,) est dominée
par | f|v qui est L' (B,) d’apres les questions précédentes. On en déduit la formulation faible
0 P

2. Montrer que f € L'(B,) mais pas mieux (c’est-a-dire f ¢ L?(B,) si p > 1). Commenter vis-a-vis
du résultat de 'exercice 5.1.

Corrigé : par le critére de Bertrand, f € L'(B,) mais f ¢ LP(B,) si p > 1. En particulier on
n’a pas f € LP pour un p > N/2 (N/2 = 1) ici, et le résultat de régularité intérieure (estimation
L) de 'exercice 5.1 se trouve en défaut : u n’est pas L>°(B),) a cause de la singularité en z = 0.
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ITI-5- 3. Principe du maximum faible pour les solutions faibles

Soit U un ouvert borné régulier de R™. Soit, avec convention de sommation sur les indices répétés,
Vopérateur Lu = —0;(a;;0;u). Ici les coefficients a;; sont des fonctions L>(U). On suppose 'opérateur
L uniformément elliptique : il existe a > 0 tel que, pour tout & € RY, pour presque tout = € U,
a;j(2)&€&; > a&;&;. On rappelle le résultat suivant : si v € H*(U), alors v € HY(U) et

Vot = 1,>0Vv =1,50Vv

p.p. dans U. Soit f € L?(U) et u € Hg(U) satisfaisant 'inégalité Lu < f au sens faible suivant : pour
toute fonction positive v € H}(U),

/ a;j(x)0u(x)0jv(x)dr < / f(z)v(z)dx. (I11.26)
U U
1. En appliquant (IT11.26) & v = ™+, montrer que

o[ Vulfawy < 1 el 22y

aijﬁiuajv = aij&lﬁ@ﬂﬁ Z a|Vu+|2.

De (II1.26), on déduit donc

a”vu+H%2(U) < /UfUerUE < /UerUerfE < ||f+||L2(U)Hu+”L2(U)a

par Cauchy-Schwarz.

2. Soit Cp la constante dans I'inégalité de Poincaré
Yv € Ifé(U)7 HU||L2(U) < CPHVUHL?(U) (11127)

Montrer que
2

C
[ut 2wy < FPHJHHLZ(U)'

Corrigé : D’apreés la question 1. et I'inégalité de Poincaré (IT1.27),

2
_Ch

5 1f L2y llut 2y,

|\U+H%2(U)

d’ou le résultat.

Corrigé : si f = 0, alors la question 2. donne u* = 0 dans L?(U), soit u < 0 p.p. dans U.
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ITI-5- 4. Une équation elliptique semi-linéaire

10

Soit U un ouvert borné régulier de R™. Soit, avec convention de sommation sur les indices répétés,
lopérateur Lu = —0;(a;;0;u). Ici les coefficients a;; sont des fonctions C'(U). On suppose (a;;)
symétrique et 'opérateur L uniformément elliptique. On se donne r > N/2, f € L"(U) une fonction
positive non identiquement nulle, un exposant p > 1 et on s’intéresse a ’existence de solutions faibles
a I'équation

Lu=f+\ulP, we Hj(U)NL*U), (I11.28)

ot A est un paramétre positif. Noter la condition u € Hg(U), de sorte qu’on cherche des solutions
nulles au bord de U.

1. On suppose qu'il existe & € Hg (U)NL?P(U) sursolution de (I11.28), 4.e. satisfaisant Lu > f+\|u|P
au sens faible.

(a) On considére la suite (uy,) définie par : ug = 0,
Ltpyr = f+ b, unyy € Hy(U) N L*P(U) (IT1.29)

Montrer par récurrence que u,, € L*(U) pour tout n et que (u, ) est bien définie (on pourra
appliquer le résultat de I’exercice 5.1).

2. Soit A la premiére valeur propre de L et w; € HE(U) le vecteur propre correspondant. On
rappelle que wi ne change pas de signe sur U : quitte & changer w; en son opposé, on supposera
wy > 0. Justifier que Ay > 0.

)\1/ w%da::/ aij&wlﬁjwl ZOL/ \Vw1|2das
U U U

et |lwi||z2(y est non-nul, ainsi que ||[Vw:| 2y (sans quoi w; est constant donc nul car wy €
HY(U) : wy est nul au bord de U). Par conséquent A\; > 0. ....ouiiiiiieiiiinaeiiinnaa.

Corrigé : on a

10. Rappel : une a quation aux dérivées partielles, d’ordre deux par exemple, du type F(D?u, Du,u,x) = 0, est linéaire
si F est linéaire en ses arguments, semi-linéaire si F est linéaire en D?u, & coefficients dépendants de z, quasi-linéaire
si F est linéaire en D2u & coefficients dépendants de x,u, Du, complétement non-linéaire si F' est non-linéaire en D?u
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3. Montrer qu’il existe A* > 0 dépendant de f, A1, w; tel que I'équation (1I11.28) n’a pas de solution
pour A > A*. On pourra tester (II11.28) contre w.

Corrigé : si 'équation (II1.28) a une solution u € H}(U) N L?P(U), alors, en testant contre wy,

on obtient
)\1/ uwldx:/ fwld:r—i—)\/ vwPwidx.
U U U

Notons (voir Exercice 3.) que u > 0 p.p. Les quantités

z::/uwld:c, A::/ fwdx
U U

sont donc positives ou nulles. L’inégalité de Jensen, appliquée avec la mesure

dp(z) = < /U wl(x)dx>1w1(w)dx

1-p
/ uPwidx > B2P, B := (/ wl(a:)dx> .
U U

Az > A+ AB2P.

donne d’autre part

On a part conséquent

Cela n’est possible que si A est assez petit. En tracant les graphes de z — A1z et z — A+ AB2P,
on s’en apergoit que le paramétre A, critique correspond au cas de tangence des deux graphes,
ce qui permet de calculer A,...

4. On suppose f € L>(U) et a;; € C™(U) pour tout m > 0. Soit z € Hg(U) la solution faible de
Lz = 1. Justifier z € C(U).

5. Montrer, pour \ assez petit, I'existence d’une sur-solution 4 € H}(U) N L*(U) de (II1.28) (on
pourra chercher u de la forme u = Cz pour C' > 0.)

Corrigé : cherchons u de la forme @ = C'z pour C > 0 comme suggéré. La fonction @ est dans
HYU)N L?(U) et est sur-solution si

C > |fllzee ) + AKCP, K::/ Pdx.
U

Un tel C existe pour A assez petit (situation inverse de la fin du corrigé de la question 3.)

ITI-5- 5. Variété caractéristique de 1’équation des ondes

Soit I’équation des ondes
Lu=0{u— 92 u—92u=0 (I11.30)

dans R2.
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1. Montrer que chaque composante du systéme suivant

10 01
LU = a,U + <0 _1> 02, U + (1 0) 00, U = 0, (II1.31)

0é U est a valeurs dans R?, est solution de (II1.30).
2. Donner les symboles de L et L.

3. Donner les variétés caractéristiques de L et L.

ITI-5- 6. Variété caractéristique - Ensemble caractéristique

Soit
d d
L= Z aijaigj —i—sz@l—i—c
=1 i=1

un opérateur différentiel d’ordre 2 a coefficients constants. Soit I' € R? une hypersurface réguliére
(variété C*° de dimension d — 1) de normale unitaire v(z) en tout point € I'. Si 29 € I', on a un
systéme de coordonnées locales (z,t) représentant le point = + tv(z) de R¢ pour z proche de zg et t
proche de 0. On se donne un ouvert U décrit dans ces coordonnées par

xel, |Jr—xzol<e, -—-e<t<O.

On considére la possibilité de résoudre localement, soit dans U, I’équation Lu = 0 avec données de
Cauchy

0 _
U = go, = gisur I'NU, (111.32)
ov
0é go, g1 sont des fonctions réguliéres données.

1. Quel est le symbole principal oo de L? Quelle est la variété caractéristique Car(L) de L?

2. Définition : on dit que T est non-caractéristique (au voisinage de xg) si v(z) ¢ Car(L) pour x
au voisinage de xg.

Pour simplifier ! on va considérer é partir de maintenant la géométrie plate
I={zecR%zy=0}, v(x)=—eq, 20=0, U=DB.N{xy>0}

Que signifie alors I' non-caractéristique ?

3. En notant z = (Z,4) le point courant de R?, supposons qu’on cherche u solution de Lu = 0
vérifiant (II1.32) sous forme de série

u(@ag) =3 D n (I1.33)

Qu’est-ce que u,(T)?

4. Montrer qu’on peut formellement calculer tous les u,,(Z) é partir des données de Cauchy (111.32)
et de I’équation Lu = 0.

Remarque : l'existence, sous certaines conditions, de solution analytique d’EDP pour des données
de Cauchy analytiques est 'objet du Théoréme de Cauchy-Kowalevsky, voir Evans, PDE, chap. 4.6
de nouveau.

11. voir Evans, PDE, chap. 4.6 pour le cas général
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ITI-5- 7. Direction hyperbolique

Cet exercice est une suite de I'exercice 5.6, qui montre que la détermination de solutions sous forme

(II1.33) n’est pas toujours satisfaisante. Soit d = 2 et
L=0; +0,,
Soit T' = {ze = 0}, v = —es.
1. Justifier que —eq est non-caractéristique (donc I' non-caractéristique).
2. Montrer que —es n’est pas une direction hyperbolique de L.
3. On prend
go(z1) = asin(az1), gi(z1) =0.

Montrer que la mise en oeuvre de la méthode de I'exercice 5.6 fournit la solution

u(zy, 22) = asin(ax;) cosh(axs).

(IT1.34)

4. Montrer, en admettant !> que la mise en oeuvre de la méthode de I'exercice 5.6, définit une
application (go, g1) — u, que cette derniére n’est pas continue lorsqu’on considére la norme C°

(au départ et é arrivée).

ITI-5- 8. Systéme strictement hyperbolique en dimension 1

Soit n > 1 et A € M,(R). On suppose le systéme différentiel d;u + Ad,u strictement hyperbolique

(Pinconnue u(t,xz) € R™ pour t > 0, z € R).
1. Qu’est-ce que cela signifie quant & A7
2. Soit @ € C*(R). Donner la solution du probléme
Oy + A0zu = 0 dans (0,400) x R

satisfaisant
u(0,z) = a(x), xR

ITI-5- 9. Systéme hyperbolique symétrisable en dimension d > 1

Soit n,d > 1. L’entier d est la dimension d’espace, n nombre d’inconnue dans 1’équation

d
Ou(t, z) + Z A;0ju(t,x) =0,

j=1
ot les matrices Ay € M,,(R). Soit, pour s > 1, la condition initiale
u(0,z) = a(z), ac H*RH",

0é (rappel)

H*(RY) = {v € L*(RY); [vll s (may < +00}, [0l gy = /Rd(l + [k[*)* [0 (k)| dk.

(111.35)

(111.36)

(I11.37)

(I11.38)

Le propos de cet exercice est de résoudre le probléme de Cauchy (II1.37)-(II1.38) dans H*® sous ’hy-
pothése que le systéme est symétrisable, é savoir : il existe une matrice symétrique définie positive

S € §1(R) telle que, pour tout j =1,...,d, la matrice SA; soit symétrique.

12. on peut le justifier par des calculs et considérations sur les rayons de convergence de gg et g1
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1.

5.

Montrer que, si u € C(Ry; H*(RH)™) N CHRy; HS~H(RY)") satisfait (I11.37)-(I1L.38), alors
d
a(t k) =e " Wa(k), VkeR?,  oe A(k) = kiA;. (I11.39)
j=1

Montrer qu'on peut écrire A(k) = P(k)D(k)P(k)~! 0é D(k) est diagonale réelle et les matrices
de passage P(k) ont la propriété de bon conditionnement

sup || P(k)|[[|P(k) ] < +o0,
keRd

pour une norme matricielle || - | donnée. On pourra introduire la racine carrée R de S—1.

En déduire la borne '
sup |[e4® || < +o0. (I11.40)
keRd

Définir une application S(¢): a — u(t) de H*(R?)" dans lui-méme donnant la solution
u € C(Ry; H*(RY)™) N CH(Ry; H*H(RN™)

de (IIL.37)-(IIL38).
Montrer que S(t) préserve la norme L2.

Remarque 1 : en introduisant la notion de solution faible (ou solution "au sens des distributions"),
on pourrait résoudre (I11.37)-(I11.38) dans H* pour tout s € R, en particulier, pour s = 0, dans L?.
Une autre maniére, un peu plus abstraite, de résoudre dans L?, est d’étendre par densité 'opérateur
S(t): H' ¢ L? — H' C L? en utilisant la derniére question.

Remarque 2 : on peut montrer 'existence d’un céne de dépendance des solutions, Voir Multi-
dimensional Hyperbolic PDE, Sylvie Benzoni-Gavage, Denis Serre, chapitre 1.3.1

III-5- 10. Equation de Hamilton-Jacobi et propagation

Soit H: R — R une fonction continue.

1.

Soit p € R. Montrer que
(2,t) = u(z,t;p) == pr — H(p)t

est solution de I’équation de Hamilton-Jacobi

Opu + H(Oyu) = 0 dans Rx]0, +oo]. (I11.41)

. On suppose H de classe C? et uniformément convexe : H” > « > 0 sur R. On introduit la

transformé de Fenchel-Legendre

L(y) = sup(py — H(p)).
peR
Montrer que L est bien définie, de classe C! sur R, avec L' = H'(-1).
Soit

v(x,t) := supu(z, t;p).
peR

Exprimer v en fonction de L et montrer que v est elle aussi solution de ’équation de Hamilton-
Jacobi (II1.41).

4. Cas H(p) = %p2. Quelle est la donnée initiale associée a v 7

Cas H(p) = 3p*. A quelle vitesse se déplacent les ensembles de niveau de v ?

. Cas H(p) = %pQ. Calculer L, v. Représenter graphiquement x — v(x,1) et x — u(x, 1;p) pour

quelques valeurs de p. Qu’est-ce que le graphe de v(-, 1) par rapport aux droites x — u(z, 1;p) ?

ENS de Lyon page 68 2014-2015



Equations aux Dérivées Partielles M1

ITI-5- 11. Propagation et équation de Hamilton-Jacobi

Soit d > 1, soit R? muni du produit scalaire euclidien (z,y) ~ z - y et de la norme associée z + |z|.
On note B la boule unité fermée de R?. Soit M une fonction continue strictement positive sur B
d’intégrale 1.

1. L’objet de cette premiére question est I’étude de la fonction H: R¢ — R définie de maniére

implicite par I’équation
M
/ W) -1, (I11.42)
pl+H(p)—v-p
(a) Soit p € R? fixé. Justifier rapidement que

, M (v)
F: (h’p)—)/Bl—&—h—v-de

est bien définie, réguliére, sur I'ouvert {(h,p) € R x R% 1+ h > |p|} et que

lim F(h,p) =0, m F(h,p) = +o0.
h—+o00

li
h—|p|—1
(b) Montrer lexistence d’un unique H(p) > |p| tel que F(H(p),p) = 1.
(c) Justifier que H est de classe C*°.

(d) Montrer que H est convexe.
2. Soit L l'opérateur L*(B) — L'(B) défini par

LI(w) = oM () = f0). pi= [ flw)ao.

Justifier que L est un opérateur borné. Calculer e et, en particulier, pour f € L!(B), la limite
etl f lorsque t — +oo.

3. Soit £ > 0 et soit une solution réguliére et positive f¢(t,x,v) de ’équation
1
O ff+v- -V, f¢=—-Lf°. (111.43)
€

Ici z € T?, le tore de dimension d.
(a) Représenter pour & petit ’évolution du graphe (z,v) — f°(t,2,v) pour une donnée initiale
de la forme

£2(0,2,v) = exp [— ‘poe(w)} M(v), (I11.44)

oll ¢ est une fonction réguliére positive sur T¢. On se placera dans le cas d = 1.

(b) On revient au cas d > 1 en considérant encore des données initiales de la forme (II1.44).
Pour décrire le phénoméne de propagation observé dans la question précédente, on cherche
f¢ sous la forme

Fo(t,2,v) = exp {—‘P(t;”)] M(v). (I11.45)

Ecrire ’équation vérifiée par ¢°.
(c) On suppose que
e (t,x,v) = U(t,z) +en(t,x,v)
ol 1 est réguliére et 1° est réguliére, bornée avec ses dérivées bornées uniformément en ¢.
Montrer que 1 est solution de I’équation de Hamilton-Jacobi

O+ H(Va1p) = 0, (111.46)
olt H est défini par (I11.42).

Remarque : cet exercice est tiré de article E. Bouin, V. Calvez, A kinetic eikonal equation, C. R.
Math. Acad. Sci. Paris (2012).
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IV. Semi-groupes d’opérateurs linéaires bornés

IV-1. Premiéres notions

Cette théorie, développée dans les années 40, permet de résoudre une grande classe d’équations aux
dérivées partielles, sous I'hypothése que ces équations soient linéaires et autonomes (i.e les coeflicients
ne dépendent pas du temps). Faisons quelques rappels sur ’exponentielle d’opérateurs linéaires bornés :
si X est un espace de Banach, réel ou complexe (typiquement, X sera un espace fonctionnel ou les
solutions u(t, -) résident pour tout temps ¢ fixé), si A € L(X) est une application linéaire continue, on

note [|Al[z(x) := sup [|Au||x sa norme d’opérateur. On peut alors définir son exponentielle
[lull=1
+o00
A’I’L
A -
eti=>" —
n=0

car L£(X) est une algébre de Banach. On définit alors, pour tout ¢t € R (ou méme ¢ € C)
S(t) == et (IV.1)

On a alors les propriétés suivantes :

L 5(0) = 1zcx)

2. Pour tout t1,t2 € R S(t1 + t2) = S(t1)S(t2)

3. Pour tout t € R £5(t) = S(t)A = AS(t)
Ainsi, lapplication ¢ : R — L£(X) définie par ¥(t) := S(t) est un morphisme de groupes. Le point
essentiel est ici que pour tout ug € X, lapplication u : [0; +00[— X définie par

(IV.2)

<
~—
=
=
|

Uo

L’idée serait de définir e*4 pour une classe d’opérateurs non nécessairement bornés, par exemple pour
A = A,, car on pourrait alors avoir accés & la solution de I’équation de la chaleur. La théorie des
semi-groupes d’opérateurs linéaires permet de faire ceci dans une certaine mesure. Par exemple, pour
A, on serait tenté de définir e+ par u(t,-) olt u est une solution de 1’équation de la chaleur. On
travaille & la résolution d’équations sur un demi-axe temporel.

DEFINITION IV.1. Une famille (S(t))i>0 d’opérateurs linéaires bornés (pour tout t > 0, S(t) €
L(X)) est appelée semi-groupe fortement continu, que l'on abrége en semi-groupe Cy, si les
propriétés suivantes sont vérifiées :

e 5(0) =1gx)

o Pour tout t1,to € Ry S(t1 +t2) = S(t1)S(t2)

o Pour tout ug € X Vapplication t — S(t)ug est continue de [0; +oo[ dans X (on parle de continuité

forte).

La troisiéme condition est équivalente & "pour tout ug € X, S(t)ug — Uo- On peut de méme parler
t—0

d’un groupe Cy indexé par R, auquel cas les éléments de S = (S(t)):cr sont tous inversibles, et on
parle alors de groupe fortement continu.
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LEMME IV.1. Si (S(t))i>0 est un semi-groupe fortement continu, il existe M > 1 et w € R tels que
vt e Ry, [ISH)lex) < Me!

DEMONSTRATION DU LEMME. On utilise le théoréme de Banach Steinhaus : la troisiéme condition
implique alors qu’il existe M > 1 et € > 0 tels que

vt € [0se], [[SH)llexy <M

En effet, il existe sinon une suite #,, tendant vers 0 et telle que pour tout n € N [|S(t,)||z(x) > n. Or
le théoréme de Banach-Steinhaus, qui implique que

Yug € X, supl|S(tn)uol| < +o0
neN

Sit > e, on décompose t en t =ne + 4, n € N, § € [0;¢[. Alors on a les inégalités suivantes :
IS@I < [[S(ne)ll - [1S(0)]]
< M||5(e)]]"
< M'tE
S Mewt
ot w := Llog(M).
O

Faisons quelques rappels sur les opérateurs linéaires non bornés : X désignant toujours un espace de
Banach, on appelle opérateur linéaire dans X une application linéaire A : D(A) — X, ot D(A) est
un sous-espace vectoriel de X. On 'appelle domaine de opérateur A.

DEFINITION IV.2. On dit que A est borné si

[[Aull

u€D(A),u#0 ||u| |

< +00

Dans le cas ot A est borné, A est lipschitz, et, par les résultats d’extensions, on peut supposer (quitte
a remplace D(A) par D(A)) que D(A) est un sous-espace vectoriel fermé de X.

Pourquoi considérer des applications définies sur des sous-espaces ? Parce que typiquement, nos opéra-
teurs différentiels seront définis sur des sous-espaces vectoriels : par exemple, on prendra L : H'(Q2) —
L2().

Avoir un opérateur borné correspond a la situation parfaite ; malheureusement, ce n’est pas toujours
possible, et I'on doit affaiblir nos demandes ; la notion pertinente de substitution est celle d’opérateur
fermé :

DEFINITION IV.3. On dit qu’un opérateur A : D(A) — X est fermé s’il posséde la propriété sui-
vante : pour toute suite (up)neny € D(A)N telle que u, — u € X et telle que Au,, — veEX
n—-+4o0o n—-+

on au € D(A) et Au=wv.

En d’autres termes, A est un opérateur fermé si et seulement si son graphe G(A) := {(z, Ax),z €
D(A)} est un sous-espace fermé de X x X. Il est immédiat qu'un opérateur borné est fermé par
la remarque précédente si son domaine est fermé, mais la réciproque n’est pas vraie : considérons
par exemple X := {f € C°([0;1];R)} muni de la norme || - ||oo. Soit A 'opérateur de dérivation de
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D(A) :=C'([0;1];R) dans X. Montrons que A est fermé mais non borné : soit (un)nen € D(A)N telle
que u, — v € X et telle que u], — v € X. Alors pour tout n € N, pour tout z € [0;1] on a

() = 1 (0) + / " (y)dy

En appliquant le théoréme de convergence dominée (ou méme un théoréme plus faible, la convergence
étant uniforme) on obtient

u(z) = u(0) + / " o(y)dy

en vertu de quoi u est dérivable de dérivée v. Par ailleurs, A n’est pas borné : si on considére 'appli-
cation u,, : x — z™,n € N on voit que la suite u,, est bornée en norme || - || mais que ||ul,||cc = n.
On en vient & notre définition essentielle de générateur d’un semi-groupe :

DEFINITION IV.4. Soit (S(t))¢>0 un semi-groupe Cy. On appelle générateur infinitésimal de
ce semi-groupe l'opérateur linéaire A : D(A) — X défini par

e D(A)={ue X, lim % eriste dans X}
t—0+

e Pour tout u € D(A), Au:= lim M
t—0+t

Une question qu'’il est alors naturel de se poser est de savoir si D(A) est réduit & 0 ou non. La
proposition suivante permet de clarifier la situation :

PROPOSITION IV.1. Soit (S(t))i>0 un semi-groupe Cy de générateur infinitésimal A. Alors :

i) A est fermé et D(A) = X
it) Pour tout w € X et pour tout t > 0, fot S(m)udr € D(A), ou lintégrale est simplement une
intégrale d’une fonction continue a valeurs dans un Banach, et A(fot S(r)udr) = S({t)u —u
iti) Pour tout ug € D(A), pour tout t > 0, S(t)ug € D(A) et t = S(t)ug € C*([0;+00[; X). De plus,
pour tout t >0, +(S(t)ug) = AS(t)ug = S(t)Auo.
iv) Si (S1(t))i>0 et (S2(t))i>0 sont deux semi-groupes Cy de méme générateur infinitésimal A alors
pour tout t > 0 Sy(t) = Sa(t).

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Pour le point i), soit w € X et soit ¢ > 0. Alors pour tout
e>0ona

S(e)—1Id [* (" S(r+¢e)—S(7)
f/o S’(T)udr—/o fuch’

= /:H Shu g, 1/05 S(7)udr

3 3

— S(t)u—u
e—0

Pour le point suivant, a savoir 4ii), considérons ug € D(A), t > 0 et € > 0. Alors

S(e)—1Id
HE = s 0yu) = 507 —
En particulier, un semi-groupe commute avec son générateur.

Or
St+¢e)—S(¥)

S(e) —1d
( )5 S(t)yug = — "t 3} S(t)Aug

Donc t — S(t)ug est dérivable a droite en tout point t € [0; 400 de dérivée S(t)ug.
Pour ), la densité de D(A) dans X n’est pas excessivement difficile : soit en effet v € X. Alors par
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ii) pour tout & > 0 L [ S(t)udt € D(A) et tend vers u quand ¢ tend vers 0F. Ainsi D(A) = X.
Pour montrer que A est un opérateur fermé, fixons (u,)nen une suite de D(A) telle que w, X wet
telle que Au,, X, v. Utilisons 14i) : pour tout n € N, pour tout ¢ > 0 fot S(1)Aupdr + up = S(t)up =
4 S(t)un, et S(t)uy, — un — S(t)u — u donc

n——+00

_ /0 ' S(r)odr

Ainsi u € D(A) et m =1 fg S(T)vdr — . Ceci termine la démonstration de i).
. t—0

S(tyu—u= lim ( /0 t S(T)Aund7>

Pour montrer iv), il va falloir ruser : soit ug € D(A) et t > 0. Considérons 'application v : [0;t] = X
définie par
’U(T) = Sl(t - T)SQ(T)UO

Dérivons v : si 7 € [0;t] et si € est suffisamment petit, alors
v(t+e)—v(r) =51t =7 —€)So (T + &)ug — S1(t — 7)S2(7)ug
= S1(t — 7 —&)(S2(e) — Si())S2(T)uo

=o(¢)

Comment justifier cette derniére égalité ? En remarquant que S;(g)S2(7)ug = S2(ug) + € ASa(T)ug +
o(g), ou j € {1;2}, par un petit développement limité. En particulier, v est constante. Par continuité,
on conclut que Sy = Sy sur D(A). Par densité de D(A) dans X, les deux semi-groupes sont égaux sur
tout I'espace X.

O

IV-2. Deux exemples

Donnons & présent quelques exemples :

IV-2- 1. Semi-groupe des translations

Soit X := L([0;1]). Soit (S(t))s>0 la famille d’opérateurs dans X définis par
Vu € X, Vz € [0;1], S(t)u(x) := u(z + t)xatt<1

Il s’agit d’un semi-groupe Cy dans X, de générateur infinitésimal Au := u’ défini sur D(A) 'ensemble
des applications absolument continues nulles en 1. Rappelons qu’une application absolument continue
de [0; 1] dans R est une application u telle que

n n
Ve>0,30 >0, Vn e N*, VO< a1 <yy <o < xp <yp <1, Z |z —yi] < 5:>Z lu(z;)—u(y:)| <e
i=1 i=1

PROPOSITION IV.2. u est absolument continue sur [0;1] si et seulement si pour presque tout x €]0; 1]
u est dérivable en x de dérivée u' € L*([0;1]) et

pour tout z € [0;1]. De fagon équivalente, u est absolument continue si et seulement si elle envoie les
ensembles de mesure nulle sur les ensembles de mesure nulle.
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On se reportera au chapitre 7 du Rudin (Real and Complex Analysis) pour plus d’informations a ce
sujet. L’exercice est assez instructif. On admet que ce semi-groupe est Cy (ce qui est en fait plutot
délicat a montrer! Il faut utiliser des propriétés de régularité de la mesure de Lebesgue, par exemple).
Montrons que son générateur est bien celui qui a été annoncé.

Supposons déja que u est absolument continue et que u(1) = 0. Alors pour tout = € [0,1] on a

Pour tout ¢ > 0, on a donc, en prolongeant u’ par 0, la relation suivante :

u(z) — u(z ot
SO =) L [

t 4

En particulier, on a la suite d’estimations suivante :

- 1 1
HS@W“_U/ g/ {/ |u’(x—|—tz)—u/(96)|d2’}d$
Loy Jo LJo

t
< /01 {/01 (2 + t2) —u’(x)|dm} dz

— 0: continuité de la translation dans L1([0;1])
t—0

Par convergence dominée, la terme de gauche dans I'inégalité tend vers 0. Ceci montre que u € D(A)
et que Au = v'. La deuxiéme partie est quant a elle beaucoup plus délicate : si u € D(A), alors pour
tout ¢ € D(]0;1]) et pour tout ¢ suffisamment petit on a

/Mu(x)go(x)dx:/ ww(x)dx
0

t 0 t
[t (000

1 _ 1
/0 SO yo@)dr — [ Aul@)p(a)da

t t—0+ 0

Mais

et

t—0+t 0

Ainsi, la dérivée de u au sens des distributions sur ]0; 1 est Au, et donc

1
u(zr) = 7/ Au(y)dy +C

Il faut donc montrer que C' = 0. Mais cela résultera du fait que si C' # 0 alors C ¢ D(A) : en effet,
pour tout z €]0; 1]
Sit)C-C
t
ou la convergence est prise au sens des distributions.

-C
(x) = TX]l—t;l[(x) — —C0;

t—0t

IV-2- 2. Semi-groupe de la chaleur dans L?(R")
Ici, X = L*(R"). On considére le semi-groupe (S(t)):>0 défini par

1 22
vt >0, Yu e L*(R"), Yz € R", S(t)u(z) := w/ e~ Tu(z + Viz)du™ ()
T)2 Jrn

Cet expression définit effectivement un semi-groupe Cy de générateur A défini par
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e D(A) = H*(R")
o Au=Au

Pour voir cela, on va travailler en Fourier (qui est un des grands intérétes de L(R™)) : en transformée
de Fourier, (S(¢))¢>0 est défini par

S(tu(€) = e a(e)
En utilisant de la convergence dominée, on voit donc qu’il s’agit d’un semi-groupe fortement continu.

Pour déterminer le générateur infinitésimal de ce semi-groupe, considérons tout d’abord u € D(A).
Alors pour tout t > 0 on a

2

t —

| Au] 2o gy = Tim |22

L*(R") t—0+ t
T, FHE

o0

2
. 1 1 — €%t . .
- 1 oy || ORI

e MGG

La derniére égalité s’obtient par application du lemme de Beppo-Levi. Par caractérisation des espace
de Sobolev via la transformée de Fourier, on en déduit que u € H?(R™).
Réciproquement, soit u € H?(R"), ce qui est équivalent & dire que & + [£]?a(€) € L2(R™). On a alors

St)yu — i

O = —lePa©) +15Pa(e) [ (eI

1
/ (1- e_lglzts)ds
0

De ceci on tire facilement
2

2 1
dé — 0
t—0t

_ 4 2
W s = @ L 0

ce qui permet de montrer que u € D(A) et que Au = Au.

- A

HS(t)z;—u

IV-3. Le théoréme de Hille-Yosida
IV-3- 1. Ensemble résolvant et spectre

Soit X un espace de Banach complexe et A : D(A) — X un opérateur linéaire fermé. On suppose ici
que dim(X) # 0, ce qui, convenons-en, n’est guére restrictif.

DEFINITION IV.5. On appelle ensemble résolvant de A et on note p(A) le sous-ensemble de C
défini par

p(A) :={NeC, (\[d— A):D(A) = X est bijectif et (\[d— A)~' € L(X)} (IV.3)
On appelle spectre de A et on note o(A) le sous-ensemble de C défini par

a(A) = p(A)° (IV.4)

Remarquons que si A n’est pas fermé alors p(A) = (). Par ailleurs, si A est ferméetsi \—A: D(A) - X
est bijectif, alors A € p(A) par le théoréme de I’application ouverte. Attention néanmoins : o(A) ne
se réduit pas aux valeurs propres de A, méme pas dans le cas des opérateurs compacts 3, qui sont

13. Un opérateur compact peut ne pas avoir de valeurs propres : c’est le cas de Ku(z) = le e* " Yu(y)dy pris sur
Pensemble des u absolument continus sur [0; 1] et qui s’annulent en 0.
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pourtant a mi-chemin entre dimension finie et dimension infinie. On calculera dans peu de temps
I’ensemble résolvant associé aux générateurs des deux semi-groupes étudiés précédemment.

Par ailleurs, si A est un opérateur borné, alors o(A) # 0 et 0(4) C {# € C, |2] < R}, o0 R =
HEIJI:OOHA"H% est le rayon spectral de A, et cette inclusion est optimale : il existe A € o(A) tel que
|A| = R.

Si A > R, alors A € p(A) et (A — A)~! est donné par la série de Neumann :

+oo n
-1 _
(>\ o A) - Z An+1
n=0
En particulier, Id — A est inversible si R < 1, donc par exemple si ||A[|(x) < 1.

Revenons au cas général : p(A) est ouvert, et donc o(A) est fermé; ceci vient d’un résultat de pertur-
bation : si A € p(A), alors pour tout x on a

(IV.5)

At p—A=Id+pr—A)"HA-A)

et donc si
lul - IlA =47 <1

A+ — A est inversible.
Enfin, avant de passer a des exemples, mentionnons l'identité fondamentale suivante :

Si\pe€p(A), alors A=A —(p—A) " =@p-NN-A4) " (p—-A)"" (IV.6)

On l'appelle équation résolvante. En particulier, les résolvantes (i.e les (u — A)~!) en des points
différents commutent, et la résolvante est différentiable en le paramétre .
Revenons sur nos exemples :

L’opérateur de translation On trouve o(A) = (. Pour cela, travaillons sur la résolvante : pour
tout A € C, pour tout v € X, I'équation (A — A)u = v équivaut & du — v = v, u(l) = 0, et cette
équation posséde une unique solution

u(w) = [ X uly)dy

qui vérifie
lullpr < C)[vllr, C(A) < +o0
et donc A € p(A).

Le semi-groupe de la chaleur Pour ce semi-groupe, ’étude est un peu plus délicate. Mais nous
allons montrer que
o(A) =] = 00;0]

Pour cela, on procéde par double inclusion :
Si A ¢ R_, pour tout v € L?(R"), I'équation (A — A)u = v, u € H?(R™) posséde une unique solution,
pour voir cela, il faut travailler en Fourier, et on voit que

1

ag) = 7/\+|£|2@

©)

et le dénominateur ne s’annule pas. Par ailleurs, le dénominateur est minoré par dist(A,R_), et

1
n < — n
Hu||L2(R ) S dist(/\yR_)HvHL?(R )
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donc A € p(A).
Réciproquement, soit A € R_, soit & € R™ tel que A + |£g|? = 0. Considérons la suite (uy)ren- définie
pour tout & € R™ par

() = kEx(k(E — &)

o x est une fonction C*> a support compact. Alors (uy)ken+ vérifie
Vk € N*, HukHLZ(Rn) = Hull‘Lz(Rn) 75 0

Par ailleurs, la formule de Plancherel donne également
—_ 2 n
1A = A)wr |72 @y = (27) "/R (1€ = 1€0l?)” k™ [x(k(& = &0))I” dp™ (€)

et ce quantité tend vers 400 quand k tend vers +o0o. Donc | — 00; 0] C o(A).

IV-3- 2. Théorémes de représentation

Ici, X désigne toujours un espace de Banach complexe. La question qui nous intéresse a présent est
celle de savoir a4 quelle condition un opérateur fermé dans X est le générateur infinitésimal d’'un
semi-groupe Cj. Définissons une classe en apparence plus restrictive de semi-groupes (en fait, on peut
toujours y ramener le cas général) :

DEFINITION IV.6. Soit (S(t))i>0 un semi-groupe Cy. On dit qu’il s’agit d’un semi-groupe de
contractions si
Vi =0, [[S@)llex) <1

Le théoréme suivant, de Hille-Yosida, répond alors & la question posée :

THEOREME IV.1. Un opérateur linéaire A : D(A) — X est le générateur d’un semi-groupe Cy de
contractions si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées :

1. A est fermé et D(A) = X (on dit que A est densément défini).

2. L’ensemble résolvant de A contient la demi-droite ]0; +00[ et on a

1

VA0, [[(A=A) Yz < X

La preuve de ce théoréme est longue ; nous allons pour plus de clarté faire ressortir les étapes majeures :

DEMONSTRATION DU THEOREME.

Les conditions sont nécessaires : On a déja vu que si A est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe Cj de contractions, alors il est fermé et densément défini. Pour montrer le deuxiéme point, le
procédé est assez intéressant : pour tout A > 0, pour tout u € X, on construit la quantité (qui sera,
in fine, la résolvante)

R(\u = /O T NSt udt (IV.7)

Comme (S(t))¢>0 est un semi-groupe Cj de contractions, il est assez clair que 'intégrale converge.
Par ailleurs

+oo
RN ull2x) g/o e S (t)ul|dt

< Ljull
DY
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et ainsi R(\) € L£(X)
Par ailleurs, pour tout u € X, R(A)u € D(A) : en effet, pour tout € > 0 on a

+oo
S(e)R(\u = / e MYt + Judt
0
+oo
:e/\a/ e NS (t)udt

o {R(A)u - / ) e—MS(t)udt}

0

Ainsi,
-7 Ae _ T e €
SE) =1 = = - € { / e_’\tS(t)udt}
€ 5 € 0
et N N E
ﬂR(A)u - {/ e)‘tS(t)udt} — ARMNu—u
g e 0 e—0t

Ainsi, R(A\)u € D(A) et AR(N)u = AR(N)u — u, soit (A — A)R(N)u = u.
Par ailleurs, si u € D(A), on a

+oo
RO\ Au = / e~ MS(t) Audt
0

“+oo
_ /O e‘”%(é’(t)u)dt
=—u+ ARN\)u

Ainsi, pour tout u € D(A), R(A\)(A — A)u = u et donc

RAN=MN-A) "t u— /O+OO e MS(t)udt

En d’autres termes, la résolvante d’un opérateur est la transformée de Laplace du semi-groupe associé.

Remarquons également que 1’on peut considérablement renforcer la condition 2 du théoréme en

Tout complexe X vérifiant R(X) > 0 appartient a p(A) et [[(A — A)7H|zx) <

Pour générer un semi-groupe, il faut donc avoir un spectre "négatif".

Les conditions sont suffisantes Pour la réciproque, on pourrait étre tenté d’inverser la transformée
de Laplace, mais cela s’avére délicat... Au mieux, on peut avoir F~!, I'inverse de la transformée de
Fourier, qui aura le bon gotit d’étre holomorphe, mais on ne sait pas faire grand chose sur ’axe réel
uniquement : il faudrait étendre le semi-groupe a des temps complexes, ou user d’autres stratagémes
qui n’auraient en tout cas aucun caractére général. On se fixe A un opérateur linéaire vérifiant 1) et

2).

Une idée est d’utiliser les approximations de Yosida de A, qui approche A par une suite d’opérateurs

linéaires bornés :
Pour tout A > 0, on définit 'approximation de Yosida de A par

Ay = XN -A)!

et on remarque
Ay =XNA—-A)-AeL(X)

comme on peut le voir en écrivant A = A — XA+ A

Cette approximation jouit de propriétés miraculeuses et va nous sauver la mise dans cette preuve :

comengons par un lemme :
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LEMME IV.2. 1. Pour toutu € X, \(A—A)"'u — wu.

A—+oco

2. Pour tout u € D(A), Ayxu — Au.

A—+o0
DEMONSTRATION DU LEMME. 1. Pour montrer ce premier point, on va utiliser la densité de D(A)
dans X :si u € D(A), alors
M=) lu=AN-A+A)N—A)
=u+(A—A)"1Au
—_——
1<% 1 Aul|

— U

—+o00
Par ailleurs, pour tout A > 0 [|]A(A — A)7!|z(x) < 1 et donc le résultat suit.

2. Siue D(A) alors Ayu = A\ —A)TAu — Au.

A—+o0o

Ce lemme nous incite & penser & A comme & un parameétre de troncature.
Définissons a présent le semi-groupe associé & Ay, que ’on notera

(Sa(t))e=0 = ("™)ix0
On a alors le résultat suivant :

LEMME IV.3. 1. (Sa(t))i>0 est un semi-groupe Cy de contractions.
2. Pour tout t > 0, pour tout (A, p) € RE? [|Sx(t)u — S, (t)ul| < t|[Aru — Ajull.

DEMONSTRATION DU LEMME. 1. Rappelons que Ay = A\2(A — A)~! — \. Alors
2 —1
1SA@®)|2x) = 1€ A e ™
< e MNIO=A) )
< e M

<1

Les autres propriétés de groupe Cj étant évidemment vérifiées (il s’agit de Iexponentielle d’un
opérateur borné), ceci termine la démonstration du premier point.

2. Comme A commute avec sa résolvante, pour tous p et A réels strictement positifs et pour tout
u € X, on a par un calcul direct
td
/ el <€t‘gA>‘€t(1_s)A“u) ds
o ds

1
= Ht/ eﬁSAA-‘rt(l—s)AH (A/\ _ A”)uds
0

153 (t)u — Su(t)u| = ]

On obtient ainsi I'inégalité souhaitée.

Deéfinissons alors le semi-groupe associé a A : il s’agira de (S(¢))¢>0 défini par

Vi >0, Vue X, S{t)u:= lim Sy(t)u (IV.8)

A—+oo

On doit alors vérifier trois choses :
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(S(t))i>0 est bien défini : Pour tout u € D(A), pour tous A, x> 0 on a

1S3 (H)u = Su()ullx <t (I(Ax = A)ullx +[[(Ay — A)ullx) oo
Donc la suite (Sx(t)u)rso est une suite de Cauchy. Elle converge donc vers une limite, notée S(t)u.
En outre, le calcul précédent fait apparaitre que la convergence est uniforme en ¢ sur les intervalles
bornés. Comme

[Sx()]lzx) <1

donc pour tout v € X la suite (Sy\(t)u)x>o converge, et la convergence est localement uniforme en
temps.

(S(t))i>0 est un semi-groupe C; de contractions : Le fait qu'il s’agisse de
contractions est évident. La propriété de semi-groupe est également vérifiée : pour
tous t1,t2 > 0, pour tout © € X on a

S(t1+t2)u = AETOO Sa(t1)(Sa(te) — S(t2))u +S\(t1)S(t2)u = S(t1)S(t2)u

—0 car le semi-groupe est uniformément borné

Enfin, 'application ¢ — S(t)u est continue sur [0; +00[ comme limite localement uni-
forme de fonctions continues.

FIGURE 6 —

P . Yosid
Le générateur infinitésimal de (S(¢));>0 est A : Remarquons dans un premier ostaa

temps qu’on a l'identité suivante : pour tout A > 0, pour tout ¢t > 0, pour tout u € X

t
S)\(t)u —u= / S)\(T)A)\udT
0

Siu € D(A), on peut prendre la limite A — 400 et on trouve, par la méme astuce que précédemment,
l’identité : .
Sthu—u= / S(m)Audr
0

d’ott 'on déduit que

St)y—I1d 1 [*

Luz 7/ S(7)Audr

t t Jo

Ainsi, si B est le générateur infinitésimal de (S(¢))¢>0, on a D(A) C D(B) et B et A sont égaux sur
D(A); en d’autres termes, B est une extension de A. Remarquons alors que A n’admet pas d’extension
non triviale : si A > 0, alors A € p(A) N p(B) et donc A — B est bijectif de D(B) dans X, de méme
que A — A est bijectif de D(A) dans X : il faut nécessairement avoir I'égalité D(A) = D(B), et
donc A est bien le générateur infinitésimal de (S(t));>0. Ceci conlut la démonstration du théoréme de
Hille-Yosida.

O

On peut reformuler le théoréme de Hille-Yosida dans un cadre parfois plus commode; en analyse
fonctionnelle, les espaces de Hilbert constituent ce cadre plus commode : soit X un espace de Hilbert
sur C.

DEFINITION IV.7. Un opérateur A : D(A) — X est dit dissipatif si

Vu € D(A), R((Aulu)) <0

On a la caractérisation suivante des opérateurs dissipatifs :
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LEMME IV.4. Un opérateur A : D(A) — X est dissipatif si et seulement si
Vu € D(A), VA >0, [[(A— A)ul| = Alfull
DEMONSTRATION DU LEMME. Si A est dissipatif, alors pour tout u € D(A) et pour tout A > 0

Mul> < R = Aulu)) < (A = Aulu)] < [ul] - [[(A = A)ul|

d’ou I'inégalité recherchée.
Réciproquement, si pour tout u € D(A) et pour tout A > 0 l'inégalité

N Jul* < (1A = Nl = M[Jul]? = 22R((Aulu)) + || Aul[*
est vérifiée alors pour tout A > 0 on a
1
R((Aulu)) < 5|II‘MH2
d’ou la dissipativité de A en passant a la limite A\ — +o0.

Nous sommes désormais en mesure d’énoncer le théoréme de Hille-Yosida version Hilbert, le théoréme
de Lumer-Phillips :

THEOREME IV.2. Soit X un espace de Hilbert complexe et soit A : D(A) — X un opérateur
linéaire densément défini (et qui n'est méme pas supposé fermé). Alors A est le générateur d’un
semi-groupe Cy de contractions dans X si et seulement si

1. A est dissipatif.
2. Il existe Ao > 0 tel que (Ao — A) : D(A) — X est surjectif.

DEMONSTRATION DU THEOREME. L’idée est de réussir a se ramener au théoréme de Hille-Yosida : si
A génére un semi-groupe Cy de contractions dans X, alors par Hille-Yosida :

e YA >0, (A—A): D(A) — X est bijectif.

e VA >0 [[(A—A)"Y|zx) < A7! done pour tout u € D(A) [|[(A— Nul| > Al|ul|.

La réciproque est moins immédiate : si les deux conditions du théoréme sont vérifiées, fixons-nous un
Ao comme dans 2. Alors pour tout u € D(A) on a l'inégalité

1R = A)ully = egAo|ul|

par dissipativité de A. Donc Ao — A est injectif, et par conséquent Ag € p(A). Par ailleurs, A est fermé.
Pour appliquer le théoréme de Hille-Yosida, il faut montrer la condition sur le spectre de A. Soit donc

A:={A>0; Aep(A)}
Si A € A alors
I[(A = A)"|zx) < A1 par dissipativité

et A4+ p € A dés que
ull(A=A) 7z <1

donc en particulier dés que |u| < A :]0;2A\[C A. Ainsi, A =]0; 400 et pour tout A > 0 |[(A —
A7 £x) < % On peut donc appliquer le théoréme de Hille-Yosida.

O
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EXEMPLE 2. Soit © un ouvert borné de classe C? et L un opérateur elliptique d’ordre 2 mis sous la
forme N A
Lu = —0;(a"?0ju) + b'0iu+ cu

ot les a*’ sont symétriques et de classe C! sur Q) et les b’ sont continus sur Q. On considére L comme
un opérateur sur X = L?(2) de domaine de définition D(L) := H?(2) N HE(Q) (c’est-a-dire que
Pon introduit une condition de Dirichlet). Déja, L est densément défini. Par ailleurs, avec les mémes
notations qu’en 2, pour tout u € H}(Q) N H?(Q) on a

0
R((Lulu)) > §||VU||2L2(Q) —llullF2(q)

Donc lopérateur A = —L — v est dissipatif. Par ailleurs, pour tout g > 0 on a vu que 'équation
(u— A)u = f posséde une unique solution u € D(L) pour tout f € L?(). Par le théoréme de Lumer-
Phillips, A génére un semi-groupe Cy de contractions dans X, donc —L génére dans X un semi-groupe
Co (S(t))t>0 tel que pour tout ¢t > 0 on ait I'inégalité

ISl ex) < e
On obtient donc 'existence de solutions pour les opérateurs paraboliques de type
O+ L

Cependant, il nous reste un point & clarifier : comment se ramener du cas général au cas d’'un semi-
groupe Cy de contractions 7 Reprenons nos considérations sur la "taille" d’un semi-groupe, & savoir
lestimée obtenue en IV.1 : on se donne S = (S()):>0 un semi-groupe Cp, et on sait que 'on peut
choisir M > 1 et w € R tel que

vt >0, [[S(t)]lc(x) < Me™!

Pour se ramener au théoréme de Hille-Yosida, on effectue deux transformations :
Premiére transformation : se ramener au cas w = 0 On définit un nouveau semi-groupe

Si(t) := S(t)e™t pour tout ¢ > 0. On vérifie que S; est un semi-groupe Cp et, si A désigne le
générateur de S, le générateur de S; est A — wld. Par construction, on a

YVt >0, [|S1()lex)y <M

Cette transformation est également connue sous le nom de translation spectrale (tout du moins M.
Gallay lappelle-t-il ainsi).

Deuxiéme transformation : se ramener au cas M = 1 Pour se ramener & M = 1, on va
introduire une nouvelle norme sur X, définie a partir du semi-groupe S; : soit |- | : X — R™ la norme
définie par

Vu e X, |u] = 21;%)|\S1(t)u||

Il est immeédiat que ceci définit bien une norme, puisque S; est uniformément borné et que S1(0) = Id.
De méme, on a immédiatement les inégalités suivantes :

-1 <1< M|l

Les deux normes sont donc équivalentes, et | - | munit donc X de la méme structure de Banach que
|| - ]|. Par construction, pour tout v € X on a

|S1(t)u| = sup][S1(t + t")ul|
t>0
< sup[S1(t")ul|
>0

< Ju|
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Ainsi, S est un semi-groupe de contractions dans (X, |-|). On aboutit, en remontant toutes ces étapes,
au théoréme général suivant :

THEOREME IV.3. Un opérateur linéaire A : D(A) — X est le générateur infinitésimal d’un semi-
groupe Cy (S(t))i>0 vérifiant l'estimée

vt >0, [[S(t)]lcx) < Me!

ot M > 1 et w sont des réels fixés si et seulement si les deux conditions suivantes sont vérifiées :
1. A est fermé et densément défini.
2. Jw; +00[C p(A) et

VA>w, Vn e N*, [|[A=A)"|zx) S MA—w)™

DEMONSTRATION DU THEOREME. Elle est laissée a titre d’exercice.
O

Le « pour tout n € N* »est le prix a payer pour le changement de norme, et c’est une condition trés
compliquée & vérifier en pratique; c’est donc un théoréme peu commode.

Quelques commentaires sur l’inversion de la transformée de Laplace Comme nous l'avions
déja mentionné dans la preuve du théoréme de Hille-Yosida, on aimerait obtenir une représentation
du semi-groupe sous la forme d’une transformée de Laplace, c’est-a-dire que ’on aimerait avoir

1 Rockioe At 1
2Z7T )\g—ioo
ol A\g > w et ou S vérifie 'estimée

VE> 0, [[SO)]|gx) < Me*!

Rappelons que {R(z) > w} C p(A). C’est une demande irréaliste, mais on aimerait au moins avoir
une formule de la forme
1 Ao+ioco
Vue X, S(t)u = NN — A)"Lud)

2m Ao—ico

Le probléme, c’est que rien ne garantit, a priori, la convergence de l'intégrale, qui ne converge en
général pas pour tout u € X. En revanche, si I'opérateur A a un spectre vérifiant une condition
angulaire, ce sera la cas, ce qui motive la définition suivante :

DEFINITION IV.8. Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire densément défini. On dit que A est secto-
riel s’il existe p €]0; T[ tel qu’en définissant

A, i={zeC", L —p<arg(z) Sp+ 7}

avec une définition de arg(z) modulo 2w, on ait

w+ A, Cp(A)
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Si cette condition est vérifiée faire le schéma, alors A génére un semi-groupe Cy représenté par

Vu e X, S(tu= € / M — A) " lud (IV.9)
2im Jr

On voit bien dans cette formule que les problémes de convergence ont disparu : R(\) tend vers —oo,
que l'on parcourt I' dans un sens ou dans I’autre. En fait, le semi-groupe obtenu est méme mieux que
Co : (S(t))i>0 est un semi-groupe analytique.

Malheureusement, il n’y a & notre connaissance aucun procédé constructif général pour démontrer le
théoréme de Hille-Yosida.
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IV-4. Exercices

IV-4- 1. Fermeture d’un opérateur non borné

Soit H un espace de Hilbert muni du produit hermitien (-,-). On note || - || la norme associée. Soit
A: D(A) — H un opérateur non borné de domaine dense. On suppose que A est symétrique :

(Au,v) = (u, Av), (Iv.10)
pour tout u,v € D(A).

1. Soit
Gr(A4) = {(u, Au);u e D(A)} CH x H

le graphe de A. Montrer que la fermeture Gr(A) de Gr(A) dans H x H est encore un graphe '4.

2. On définit (4, D(A)) comme l'opérateur non-borné de graphe Gr(A). Montrer que A est fermé,
symétrique, et étend '° 'opérateur A.

3. Montrer que A est dissipatif !¢ si, et seulement si, A I'est.

IV-4- 2. Adjoint d’un opérateur non-borné sur un Hilbert

Soit H un espace de Hilbert muni du produit hermitien (-,-). On note || - || la norme associée. Soit
A: D(A) — H un opérateur non borné de domaine dense. On munit H x H du produit hermitien

((u, 0), (w, 2)) = (u, w) + (v, 2)

sl

5" sur H x H par

et on définit U, 'opérateur unitaire “rotation d’angle —
U(u,v) = (v, —u).
1. Soit
Gr(A) = {(u,Au);ue D(A)} C X x X
le graphe de A. Soit Gr* = U(Gr(A)+). Montrer que Gr* est un graphe fermé. Cela définit un
opérateur (A*, D(A*)) qu’on appelle 'adjoint de A.

2. Montrer que v € D(A*) si, et seulement si, 'application T),: u — (Au,v) est continue sur D(A)
muni de la norme || - ||. Dans ce cas T, s’étend en une forme linéaire continue sur H. En vertu
du Théoréme de Riesz, T, peut étre représenté par un élément de H : quel est ce dernier 7

3. Montrer que A est symétrique si, et seulement si, A* étend A.

4. On suppose A symétrique. On note A la fermeture de A (voir Exercice 4.1). Justifier A** = A

et A* = (A)*.
5. On suppose de plus A fermé. Justifier A = A**. Montrer 'identité
Ker(A) = (Im(A*))*.

En déduire les identités suivantes

Ker(A*) = (Im(A))*, (Ker(4))t =Im(4*), (Ker(4*))*: =1Im(A).

14. Rappel : E C H X H est un graphe si une ligne verticale ne recontre qu’un point de E au plus, & savoir : pour
tout 2,2’ € E, p1(2) = p1(2’) implique p2(z) = p2(z’) o p1 est la projection sur la premiére composante et ps la
projection sur la deuxiéme composante. Dans le cas o E est un espace vectoriel il suffit de montrer que pi1(z) = 0
implique p2(z) = 0.

15. Rappel : (B, D(B)) étend (A, D(A)) si D(A) C D(B) et B est égal & A en restriction & D(A). Autrement dit,
Gr(A) C Gr(B).

16. Rappel : cela signifie Re{Au,u) < 0 pour tout u € D(A)
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IV-4- 3. Adjoint d’un opérateur non-borné sur un Hilbert (suite)

Soit A: D(A) — H un opérateur non borné de domaine dense. On dit que
— Aest auto-adjoint si A = A* (noter que cela implique que A est symétrique et fermé),
— A est essentiellement auto-adjoint si A est symétrique et sa fermeture A est auto-adjoint.

1. Soit A: D(A) — H un opérateur non borné de domaine dense, symétrique, qui est maximal
dissipatif, i.e. A est dissipatif :
Re(Au,u) <0, VYue€ D(A),
et il existe A\g > 0 tel que Im(\g — A) = H.
(a) Montrer que R(A\g) = (Ag — A)~! est auto-adjoint.
(b) Montrer que A est auto-adjoint.
2. Soit Ag = — L D(Ag) = H N H?(0,1) sur H = L?(0,1). Montrer que Ay est auto-adjoint (on

T dz?
pourra appliquer la question précédente).
3. Soit maintenant A; = —%, D(A;) = C2(0,1) sur H = L?(0,1) (attention a la différence de
domaine!).

(a) Montrer que Ay est symétrique et que —A; est dissipatif. Déterminer la fermeture A
Justifier que D(A;) est un sous ensemble strict de D(Ay).

(b) Montrer que, pour tout z € C, la fonction u,: z — €** est dans D(A}) et que Aju, =
—2%u,. En déduire que A} n’est pas symétrique, que — A} n’est pas dissipatif, puis que A;
n’est pas essentiellement auto-adjoint.

IV-4- 4. Semi-groupe et inégalité d’interpolation

1. Soit A le générateur d’un semi-groupe de contraction S(t) sur un espace de Banach X. On définit
D(A?) = {u € D(A); Au € D(A).
Montrer que si u € D(A?), alors
| Au]? < 4| Al ||ul- (Iv.11)

On commencera par justifier 'identité
¢
Stu —u =tAu+ / (t — 5)S(s)Auds. (Iv.12)
0

2. Soit X I’ensemble des fonctions bornées uniformément continues sur R, muni de la borne du
sup. Soit S(t) défini par
St f(x) = f(z+1).
Montrer que S(t) est un semi-groupe de contraction sur X, déterminer A, puis détailler (IV.11)
dans ce cas.

IV-4- 5. Ensembles spectraux d’opérateurs non bornés

1. Déterminer le spectre de (A, D(A)) sur X = L?*(0,1), Au = v/, D(A) = H(0,1). Justifier
d’autre part que A est fermé.
2. Déterminer le spectre de (A4, D(A)) sur X = L2(0,1), Au =/,
D(A) = {ue H"(0,1);u(0) =0} .
3. Déterminer le spectre de (A, D(A)) sur X = [?(N), (Au), = fnun, D(A) étant ensemble des
u tels que Au € 12(N). Ici (uy,) est une suite arbitraire de nombres complexes. Justifier d’autre

part que A est fermé. Déduire de cet exemple que tout fermé de C est ’ensemble spectral d’un
opérateur non borné.
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V. Introduction aux équations d’évolution semi-linéaires

On se place toujours dans un espace de Banach (X, || - ||) et 'on considére des équations d’évolution
abstraites qui peuvent se reformuler en termes d’équations aux dérivées partielles. On établit dans ce
chapitre quelques résultats d’existence et d’unicité pour certaines de ces équations.

V-1. Solutions classiques et intégrales d’équations d’évolution

Soit (A, D(A)) un opérateur linéaire dans X. Soit F' une application continue de X dans X qui sert
& introduire la non-linéarité dans le probléme. On considére ’équation d’évolution suivante :

Z—? = Au(t) + F(u(t)), t >0 (V.1)

Typiquement, X sera un espace LP. On fait par ailleurs les hypothéses suivantes :
o (H1) : A est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe Cy (S(t))¢>0 dans X.
e (H2) : F est lipschitzienne sur les bornés de X.

Dés que X est de dimension infinie, la condition de lipschitzianité sur les bornés et strictement plus
forte que la lipschitzianité locale : Dieudonné a construit, sur c¢o(N), une application continue et
localement lipschitzienne qui n’est méme pas bornée sur les bornés.

De méme que dans les équations aux dérivées partielles, il peut étre utile de chercher en quel sens on
cherche a résoudre V.1. C’est 'objet de la définition suivante :

DEFINITION V.1. Soient T > 0 et u € C°([0; T]; X). On dit que :
e u est solution classique de V.1 siu e CL([0;T]; X)NCO([0;T); D(A)) et si

du

vt € [0; T i

(t) = Au(t) + F(u(t))
e u est solution intégrale de V.1 avec donnée initiale ug € X si
t
vt e [0:T], ut) = S(t)uo + / S(t — 5)F(u(s))ds (V.2)
0

On prendra bien garde au fait que la quantité fot S(t — s)F(u(s))ds n’est pas nécessairement
dérivable en la variable t.

Le grand avantage de la formulation intégrale et que seule la continuité de u est requise. Dans la
définition de solution classique, on munit D(A) de la norme du graphe, qui lui confére une structure
banachique (et c¢’est mieux pour y faire du calcul différentiel!). On appelle la formule intégrale la
formule de Duhamel associée & V.1. Etudions un peu plus le lien entre ces deux formulations :

PROPOSITION V.1. 1. Toute solution classique avec donnée initiale ug (i.e u(0) = ug) est solution
intégrale.

2. SiueCO0;T); X) est solution intégrale de V.1, alors
u e CH[0;T]; X)su € C°([0; T]; D(A))
et dans ce cas u est solution classique de V.1.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Pour montrer le premier point, considérons u une solution
classique de V.1 avec donnée initiale ug. Fixons ¢ €]0; T et considérons la fonction v définie sur [0; ¢]
par

v(s) := S(t — s)u(s)
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On vérifie que v est continue & valeurs dans X. Par ailleurs, si 7 € [0;¢] et si e €]0;¢ — 7] alors
v(T+e)=St—7—¢c)u(t +¢)
=S(t—7—e){ulr+¢e)—ulr)} + St —71—¢e)u(r)
Ainsi on a

v(T +¢€) —v(7)
€

_S(t—1—) {u(T-FEi—U(T) B S(&)U(T&? —u(T)}

— S(t—71)(W (1) — Au(7))

e—0t

=S5t —7) (F(u(r))

Ainsi, v est en tout point dérivable & droite de dérivée a droite continue. Par un argument classique
d’analyse, on en déduit que v est de classe C'. Ainsi, une fonction dérivable étant I'intégrale de sa
dérivée, on obtient
t
YVt e [0;T], v(t) = v(0) +/ St —7)F(u(T))dr
0

~~ ~~
u(t) =S (t)uo

et u est donc solution intégrale.
Montrons le deuxiéme point : soit v une solution intégrale de V.1 avec donnée initiale ug € X. Pour
tout ¢t € [0;T[ et pour tout € €]0; T — ¢] on a la suite d’égalités suivante :

t+e

u(t+e)=S{t+e)ug+ S(t+e—1)F(u(r))dr
0

t t+e

=S(t+¢e)uo + / S(t+e—7)F(u(t))dr + / S(t+e—71)F(u(r))dr
’ t ' t+e

= S(e) {S(t)uo + /0 S(t— T)F(u(T))dT} + S(t+e—1)F(u(r))dr

t

en vertu de quoi on a

u(t+e) —u) _ S() - Idu(t) + = /:Jra S(t+e—7)F(u(r))dr

S 3 e

Le dernier terme, éfttﬁ S(t+ e —7)F(u(r))dr tend vers F'(u(t)) quand € tend vers 0. Le terme de
gauche a une limite si et seulement si u est dérivable & droite, et le premier terme du membre de
gauche a une limite si et seulement si u est & valeurs dans D(A). Sa dérivée a droite est alors Au(t),
qui est continue sur [0 : T]. Ceci permet de conclure la démonstration, en utilisant le résultat rappelé
plus haut (si v admet en tout point une dérivée a droite et que cette dérivée est continue, alors u
est en fait de classe C!) et en remarquant que par le caractére fermé de A, si u(t) € D(A) pour tout

t €[0: T, alors u(T) € D(A). Les détails techniques sont laissés a la discrétion du lecteur.

Bon. Nous avons au moins posé un cadre de travail propre. Montrons & présent que la résolution de
I’équation V.1 est un probléme bien posé :

PROPOSITION V.2. Si les hypothéses (H1) et (H2) sont vérifices, alors pour tout r > 0 il existe
T =T(r) > 0 tel que pour tout ug € Bx(0;7) I’équation intégrale V.2 admette une unique solution u
continue sur [0; T a valeurs dans X .

La philosophie de ce résultat, c’est qu’une borne supérieure sur la taille de la condition initiale donne
une borne inférieure pour le temps d’existence de la solution.

DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. Soit donc r > 0 et soit uy € X, |Jug|| < 7. Soit L(r) la
constante de Lipschitz de f sur B(0;r). Définissons, pour tout ¢ > 0, les trois quantités suivantes :
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o M(t):= sup [[S(7)||ccx)

T€[05t]
o R(t) = 2M(t)r
o Noi= [FO)]

On choisit 7' = T(r) suffisamment petit pour que I'inégalité suivante soit veérifié :
() (R (7)) L (R (T())) + No) < (*)

Finalement, on note R = R(T) et M := M (T). Ensuite, un peu comme dans la preuve du théoréme
de Cauchy-Lipschitz, on applique un théoréme de point fixe : soit Y := C°([0; 7]; X) muni de la norme

|ully = sup ||u(t)||x
te[0;T

Cette norme fait de Y un espace de Banach. Définissons ensuite ’application ® : Y — Y par
t
O(u): t — S(t)uo + / S(t —7)F(u(r))dr
0

Résoudre le probléme intégral qui nous est posé, c’est donc trouver un point fixe de ®. Pour cela,
on définit B := {u € Y, [[u|ly < R}. On va prouver que B est stable par ®, puis que ® est une
contraction sur B.

B est stable par @ : Soit u € B. Alors pour tout ¢ € [0;7] on a

||¢u<t>||s||s<t>uo||+\ / St - 1) (F(u(r)) — F(0)) dr / S(t - 1)F(0) 7

!

t t
< M||uol| —l—/ ML(R)||u(T)||dT —|—/ M Ny par croissance de t — M(t)
0 0
< 2Mr en appliquant (*)
<R par construction
ce qui est bien ce que nous voulions établir.

® est une contraction de B dans B : Soient u et v deux éléments de B. Alors pour tout ¢ € [0; T]
on a

t
(®u— ) (1) = / S(t - 7) (F(u(r)) - F(u(r))) dr
0
d’ott 'on tire, en majorant brutalement, I’inégalité suivante :
1(@u —Pv) (8)|| < TML(R)|[u — ]|y

< ||u;v” ar (*)

® admet donc un unique point fixe dans B qui est, par construction, solution du probléme posé. 11
reste & vérifier 'unicité de la solution. Soit v € Y une fonction continue de [0; 7] & valeurs dans X
telle que v(0) = ug et solution du probléme intégral. Notons

K := max (R, \|v||y)
Alors on a, pour tout ¢ € [0; 7
H(U—U)(t)HS/ ML(EK)||(u—v)(7)||dr
0

Par le lemme de Gronwall, ||(u —v)(t)|| = 0. Ceci montre ["unicité.
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V-2. Recollement, explosion et dépendance en la condition initiale

Dans la théorie des équations différentielles ordinaires, on aime prolonger les solutions de 1’équation.

Remarquons dans le cadre qui nous occupe ici, le principe de continuation : soit u(t) := S(t)ug +

fo (t — s)F(u(s))ds sur [0;T1] et v(t) = S(t)ug + fg (t — s)F(u(s))ds sur [0;Ts] ou Ty, Ty > 0. Si
v(0) = u(Ty), alors la concaténée de u et de v définie sur [0; T} + T3] par

w(t) = Xjoyry) (Dult) + X1 1y 415) ()0 (Ty = 1) (**)

est une solution intégrale sur [0; 77 + T»]. Par contre, on peut avoir explosion de la solution en temps
fini, et il faut bien faire attention lorsque ’on souhaite étendre une solution! Soit désormais 7™ (ug)
la quantité définie par

T*(up) :=sup{T > 0, (V.2) admette une solution continue jusqu’'en T & valeurs dans X} €]0; +o0]

DEFINITION V.2. e On dit que la solution de V.2 est définie globalement si T*(ug) = +o0.
e On dit que la solution de V.2 explose en temps fini si T*(ug) < +00.

Si F' n’est pas lipschitz on peut voir surgir des solutions pathologiques : par exemple, on peut avoir
une solution bornée et qui pourtant vérifie T*(ug) < +oo(un DM de Julien Vovelle met en évidence
ce probléme : le sujet se trouve a l’adresse http://math.univ-1lyonl.fr/ vovelle/DM2.ps). Ici, le
terme « explosion »est justifié par le lemme suivant :

LEMME V.1. 8i T*(ug) < 400 alors

@Il — 400
t—T* (uo)

DEMONSTRATION DU LEMME. Par 'absurde, si tel n’est pas le cas, alors lim 1(nf [lu(t)]] < +oo et il
t—=T*(u

existe une suite croissante (t,)nen € [0; 7% (ug)[N et 7 > 0 telle que k—> T*(up) et
——+00

Vn e N, ffu(ty)]| <,

Par existence locale d’une solution de V.2, il existe une solution sur [0; ¢, + T(r)] pour tout n € N. Or
tn + T(r) > T*(ug) pour n assez grand, ce qui contredit la définition de T*(ugp).

Il nous reste une derniére étape a expliciter : la dépendance en la condition initiale, qui fait I’'objet de
la proposition suivante :

PROPOSITION V.3. Soit ug € X et soit T €]0;T*(ug)[. Soit u € C°([0;T); X) une solution de V.2.
Alors il existe K et § deux réels strictement positifs tels que

Yoo € X, ||vo —wo|] < 0=T"(vo) > T
et la solution intégrale de l’équation avec donnée initiale vy vérifie la borne
vt € [0; T, [[u(t) = v(®)]] < KlJuo — vol|
On en déduit le corollaire suivant (dont une application intéressante sera vue en exercice) :
COROLLAIRE V.1. L’application T* : ug — T*(ug) est semi-continue inférieurement, i.e

Yug € X, liminf T*(v) > T* (uop)

v—rUQ
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DEMONSTRATION DE LA PROPOSITION. La démonstration fait de nouveau appel au lemme de Gron-
wall. Fixons T' €]0; T™*(ug)[. Définissons plusieurs quantités :

R R
M := sup [|S(t)llpx) =1, R:=2 sup |[u(t)||+ 1 < +o0, §:= ~—e MHIT < =
t€[0;T] te[0;T) 2M 2

ou L(R) désigne ici encore la constante de Lipschitz de F sur B(0; R). Soit vy € X tel que ||ug—vo|| < 6.
Introduisons finalement le réel Tr(vo) défini par

Tr(vo) := sup{t €]0; T"(vo)[ : V7 € [0;1], v(7) € B(0; R)}

Alors pour ¢ € [0; min{T; Tr(vo}] on a

u(t —v(t) = S(t)(ug — vo) + /0 St —71){F(u(r)) — F(v(r))}dr

d’out Pon tire 'estimation suivante, valable pour tout ¢ € [0; min{T; Tr(vo}] :
¢
[lu(t = v(@®)]] < M|uo = vol| + ML(R)/ [lu(r = o(7)l|dr
0
t
< M5+ ML(R) [ Jlutr) = olr)dr
0

Le lemme de Gronwall implique alors que pour tout ¢ € [0; min{T; Tr(vo}] on a

) — (1) < MoeMHT < &

Ceci implique que pour tout ¢t € [0; min{T; Tr(vo}]
R
@Ol < [lu@®)| + 5 < R
Donc v(t) ne s’approche pas du bord de B(0; R) pour tout ¢ € [0; 2], z < T. Ainsi, Tr(vo) = T et donc

T*(vg) > T. Ceci conclut la démonstration.

Mentionnons un dernier résultat, qui peut s’obtenir par des techniques similaires mais un peu plus
lourdes :

PROPOSITION V.4. Si les hypothése (H1) et (H2) sont vérifiées, si ug € D(A), considérons u une
solution intégrale de V.2 avec donnée initiale ug. Si X est un espace de Banach réflexif ou si F est de
classe C* alors u est de classe C* sur [0;T] et est a valeurs dans D(A) ; c’est une solution classique.

L’idée, c’est qu’il faut que le terme intégral soit de classe C' en la variable temporelle. Pour la dé-
monstration, on pourra se reporter au livre de Pazy : on commence par montrer que le terme intégral
est lipschitzien en temps; il est donc dérivable presque partout et de dérivée bornée. Notons que la
preuve utilise encore le lemme de Gronwall.

V-3. L’¢quation de la chaleur non linéaire

Soit f € CY(R;R). On considére I’équation parabolique semi-linéaire

{ %(z,t) = Au(x,t) + f(u(z,t)), (z,t) € R"x]0;+o0]

u(z,0) = wug(z), z € R (V.3)

Notons que 1'on a déja évoqué le semi-groupe de la chaleur, associé & l'opérateur A = A dans X = £2.
Ici, on change d’espace fonctionnel, et 'on introduit

X = {u € L*°(R™;R), u est uniformément continue}
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muni de la norme || - ||oo. X est un sous-espace vectoriel fermé de L°°(R™). On introduit également
(S(t))i>0 le semi-groupe de la chaleur dans X défini pour tout ¢ > 0 et pour tout ug € X par
1 _lz—yll? (n)
Suo x> —= [ e 7 “u(y)du™ (y)
(47t)z Jgn

La définition de X a été faite de sorte que ce semi-groupe soit fortement continu; cette propriété
nécessite 'uniforme continuité des applications considérées : par exemple, sans la continuité uniforme,
on pourrait considérer ug : x — sin(z?). Si t €]0;¢], ol € est petit, que le semi-groupe de la chaleur
moyenne & 0. Donc pour tout ¢ > 0 ||S(t)up — S(0)ug||ec = 1, ce qui ne nous convient pas.

On note A : D(A) — X la générateur infinitésimal de (S(t)):>0. On vérifie que si u € C*(R™;R) est tel
que V2u € X, alors u € D(A) et Au = Au. D(A) peut étre plus grand que cela, mais ces informations
nous suffisent largement. On définit F' : X — X par

Vue X, F(u):z— f(u(z))

Attention & bien faire la différence entre f et F', qui sont deux objets différents. On dit parfois que
F est opérateur de substitution associé¢ a f. On vérifie que F est de classe C! dans X et qu'elle est
lipschitzienne sur les bornés. L’équation V.3 se met alors sous la forme

du

ZH(t) = Au(t) + F(u(t)) (V.4)

Adjoignons-lui une donnée initiale ug. Par les résultats précédemment établis, on sait essentiellement

trois choses :

(1) L’équation V.4 posséde une unique solution maximale intégrale u € CO([0;T*(uo)[; X) et, si
T*(ug) < 400 alors

t
@l +oc

(2) Cette solution dépend continiment de la condition initiale ug et cette dépendance est uniforme
sur les compacts de [0; 7™ (uo)][.
(3) Siwug € D(A), alors u est une solution classique de V.4.

Ce qu’on peut faire dans des cas particuliers, c’est étudier le temps d’existence des solutions. Ce qu’il
y a de magique, c’est que 'on peut utiliser des informations relatives aux solutions de I’équation
différentielle

v = F(u)

pour en déduire des informations sur les solutions de V.3. Rappelons qu’en une dimension, c’est le
signe et la croissance de F' qui déterminent l’explosion (ou non) et le comportement en temps grands
des solutions de 'EDO : par exemple, les solutions des EDO

0= —u?, 4 =u’
ont des comportements différents. Introduisons 'EDO

b= f(v), t>0 (V.5)

Certaines solutions constantes en espace vérifient V.5 par unicité de telles solutions. On va utiliser une
propriété des équations paraboliques scalaires, le principe du maximum, qui implique des des principes
de comparaison proprement invraisemblables.

DEFINITION V.3. Siu,v € X, on note u > v la relation d’ordre (partielle) définie par

Ve € R, u(x) > v(x)

Le principe de comparaison suivant va fournir la base de notre étude :
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LEMME V.2. Soient u,v € C°([0; T); X) deuz solutions intégrales de V.4 avec données initiales respec-
tives ug et vg. Si ug > vg, alors pour tout t € [0;T] on a

u(t) > v(t)
En d’autres termes, la relation d’ordre > est préservée par la flot de I’équation différentielle.

DEMONSTRATION DU LEMME. On le démontre a la main : introduisons

u(t) —v(t)

{vl = v

w est solution de I’équation intégrale

w(t) = S(t)wo + /o St —7){F(u(r)) — F(v(r))} dr

sur [0; 7). On la réécrit sous la forme

w(t) = S(t)wo + /o St —7)G(u(r),v(r))w(r)dr

ou (G est 'opérateur de substitution associé a

__{ R2 —» R
Ty = f) Fy+tla—y)dt

On remarque que si x # y alors
f(x) = fy)

g(z,y) = pr—y

G est continue et bornée sur les bornés de X x X.
Supposons dans un premier temps que f soit une fonction croissante, i.e f’ > 0, et en particulier
g > 0. Par positivité du noyau de la chaleur, S(t)wg > 0. Décomposons ensuite sur [0; 7] w en partie
négative et partie positive :

w(t) = wy(t) —w-(t)

Comme S(t — 7)G(u(7),v(7))wy(7) > 0 pour 7 € [0;t], on en déduit 'inégalité
vt € [0 T, / S(t = 1)G(u(r), v(r))w_(r)dr
et de cette inégalité on tire une estimation de w_ :

Ve [0;T], 0< w(t) < /0 S(t - 7)G(ulr), v()w_(7)dr

En se rappelant que le semi-groupe de la chaleur est un semi-groupe de contractions et en introduisant
K := sup ||G(u(-),v(-))|| on a finalement

te[0;T]
t
vt e [0;T], 0 < [lu-(#)]] < K/ l[w—(7)||dT
0

En appliquant le lemme de Gronwall, il vient donc
vVt e [0;T], w_(t) =0

et ainsi

Vit € [0;T], w(t) >0
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Maintenant, que se passe-t-il si f’ est de signe quelconque ? On observe que pour tout A > 0 u et v
sont également des équations :

{ g = (A= Nut (Fu)+ )
Gy = (A= N+ (F(v) + \v)

On choisit alors A suffisamment grand pour que f’ + X soit positif sur tous les points visités par u et
v sur [0;T]. Cela est toujours possible, puisque f’ est continue.

On voit donc que les distinctions évoquées lors de la démonstration du lemme de Hopf n’ont plus lieu
dans le monde parabolique.

COROLLAIRE V.2. Soit ug € X et vy, v_ les solutions de V.5 avec données initiales respectives
v_(0) := infug, v4(0) =supug
Alors si u est solution intégrale de V.4 avec donnée initiale ug, on a

Vit € [0 min{T* (v (0)), T* (04 ()}, v (£) < u(t) < v4(t)

Ainsi, si toutes les solutions de léquation différentielle sont globales, toutes les solution de I’équation
aux dérivées partielles le sont.
Ce genre d’équations est parfois appelée « équation de réaction-diffusion ».

V-4. L’équation des ondes non-linéaire

Soit © un ouvert régulier borné de R™. Ici, pour des raisons qui apparaitront plus tard, on suppose
n € {1,2,3}. Pour simplifier, on va considérer que la non-linéarité est introduite par
frax— —a

On considére I'équation aux dérivées partielles semi-linéaire suivante :

%%%? = Bulwf) ~u(@t)’, (1) €O xR

u(z,t) = 0, x €N

u(z,0) = wup(z), € (V-6)
%u(z,0) = wvo(z), z€Q

On se raméne facilement au cadre abstrait via plusieurs identifications : on pose

. Ou
T e
et
w:= (u,v)

On réécrit V.6 sous la forme J
di:(t) = Aw(t) + F(w(t)), t >0

a(1) 7 () e = (2)

Autant pour la chaleur nous avions toute latitude pour le choix de I'espace fonctionnel X, autant ici
il faut une certaine cohérence : il nous faut une dérivée en plus sur la premiére composante que sur la
deuxiéme. Ceci nous incite a poser

ou 'on a défini

X := H}(Q) x L*(Q)

ENS de Lyon page 94 2014-2015



Equations aux Dérivées Partielles M1

On munit par ailleurs X du produit scalaire

<<le) ‘C@ > - /Q{vul - Vg + g1 } dp™

La norme aSSOCiée eSt dOHC
u
H () H — (19ulBagqy + 1ol By
X

L’opérateur A a pour domaine
D(A) = {Hy () N H*(Q)} x {Hy(2)}

On laisse cela a titre d’exercice. On se trouve dans le cadre qui nous intéresse, puisque ’on a le lemme
suivant :

LEMME V.3. 1. (A,D(A)) est le générateur d’un groupe Cy d’opérateurs linéaires dans X .

2. Le groupe associé (S(t))icr est formé d’opérateurs unitaires dans X (i.e il est formé d’isométries
bijectives).

Ce résultat fait en fait référence au théoréme de Stone, introduit dans les années 30 et qui est sans
doute le premier théoréme de représentation : la deuxiéme partie du lemme équivaut a dire que A est
anti-auto-adjoint ou, en d’autres termes, que ¢ A est auto-adjoint. C’est un résultat utile en mécanique
quantique.

DEMONSTRATION DU LEMME. Vu le cadre dans lequel on se place, c’est le moment de faire appel au
théoréme de Lummer-Philipps : montrons que +A et —A vérifient les hypothéses de ce théoréme.
Déja, il est clair que A est densément défini, et il faut donc démontrer qu’il est dissipatif. Mais si

w = (Z) € D(A) alors
R(Aw|w) =R | {VT- Vu+ Auv}dp™

=R | {V0-Vu—Vu-Vo}du™

Enfin, il faut trouver A > 0 tel que A — A soit bijectif de D(A) dans X. Soit A € {—1;1}. L’équation
AN=Aw=nh

ot 'inconnue est w € D(A) et ot h = <]gc> € X est fixée équivaut, en I’étudiant composante par

composante, au systéme :

Au—v = f - u—Au = Af+g
M—Au=yg v = Au—f

Vu l'étude menée dans le deuxiéme chapitre, la premiére composante de ce systéme a une unique
solution u € H2(Q) N H}(Q) et la seconde équation montre que v € Hi (). Ainsi, A — A est bijectif
de D(A) dans X. Par le théoréme de Lummer-Philipps, A génére un groupe C de contractions dans
X, noté (S(t))tcr et pour tout ¢t € R ||S(t)|| = 1. Un calcul comme celui que nous ferons ci-dessous

montre que pour tout w € W on a
1S @)l = [|wl|

et S(t) est donc un opérateur unitaire dans X. L ’évolution linéaire préserve donc la norme.
Une derniére chose : la non-linéarité. Des espaces tels que X ne sont pas des algébres, mais on peut
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y utiliser la conservation de 1’énergie. Ceci nous montrera des résultats sur le temps d’existence des
solutions. Déja, il faudrait montrer que F' soit bien & valeurs dans X, et ceci explique notre restriction
an€{1,2,3} : uz € L*(Q) équivaut a u € L5(Q), ce qui est le cas si u € H}(Q2) par les injections de
Sobolev si n < 3. Il faut ensuite montrer que F' est lipschitzienne sur les bornés : par les injections de
Sobolev et par I'inégalité de Poincaré, il existe une constante Cg > 0 telle que :

u
vo= (%) IF@lx = lulifoe) < CslIValla < Cslul?
et
IF(wn) = F(wa)l|x < Csllun — wsllx2mas{lfun . w3}

F est donc lipschitzienne sur les bornés de X. Par les résultats généraux, on a donc existence et unicité
locale des solutions intégrales associées & V.6. Mais ici, on va montrer que les solutions intégrales sont
définies en tout temps, grace a une estimation d’énegie : soit w € C([—T;T]; X) une solution intégrale

associée a V.6, w(t) = <Z§3> . On introduit ’énergie de la solution intégrale au temps ¢, que I'on note
B(t), par
B = [ {G0@OF + 519ul + L)
= =|v =||Vu —||u
0 12 2 4

Alors si w est une solution classique

|Vt € [-T;T), E(t) = E(0) |

Pour voir cela, on calcule brutalement la dérivée. Le calcul ne présente aucune subtilité. Pour passer
4 des solutions classiques, on utilise la densité.

COROLLAIRE V.3. T (ug)4 = 400 et T*(ug)— = —00.

Ce résultat se voit immeédiatement : si, disons, T*(ug)+ < +oo alors la norme de w explose, mais

()12 < () = B(0)
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V-5. Exercices

V-5- 1. Equations de la chaleur non-linéaires

Soit d > 1. Soit U un ouvert borné régulier de R%. Pour 7' > 0, on note Q7 = U x (0, 7).

1. On considére le probléme de Cauchy suivant

Ou — Au = — {/ |u|2d:v] u dans Qr (V.7a)
U

u=0sur OU x (0,T), (V.7b)

u = wug sur U x {0}, (V.7¢)

ott ug € L*(U). Que dire de (V.7)? On introduira 'opérateur non-borné A = A de domaine
HY(U)N H%(U) et le semi-groupe associé (en justifiant I'existence de ce dernier). On discutera
en particulier la question de ’existence globale des solutions.

2. Soit F': U — R? une fonction de classe C? & dérivées bornées et & divergence nulle. On considére
le probléme de Cauchy suivant

Ou — Au = — [/ u|2dx} F -Vu dans Qr (V.8a)
U

w=0sur OU x (0,T), (V.8b)

u=ug sur U x {0}, (V.8¢)

ot up € L*(U).
(a) On introduit 'opérateur non-borné A = A de domaine Hg(U) N H2(U) et on note S(t) le
semi-groupe de contraction associé. Justifier I'existence de S(t).

(b) Montrer que, pour tout ug € L*(U), pour tout ¢ > 0,

1
IVS(t)uollL2wy < WHUOHL2(U)~ (V.9)

Il y a plusieurs fagons de montrer (V.9) : une possibilité est de faire les estimations d’énergie
adéquates (pour ug € D(A?) par exemple), une autre possibilité est d’exprimer S(t)ug a
l'aide d’une base hilbertienne de L?(U) constituée de valeurs propres du Laplacien.

(c) On pose X(t)u = S(t)(F - Vu). Montrer que, pour tout u € L*(U),

1
IZOuliwy < M (G +1) Bz, (v.10)

ol M est une certaine constante.

(d) On réécrit (V.8) comme une équation de point fixe u = ®(u) dans
Y = C([0,T); L*(U)),
avec

(Pu)(t) = S(t)uo 7/0 X(t — s)Gul(s)ds, Glu] = Hu||%2(U)u. (V.11)

Mountrer I'existence locale de solutions par le théoréme du point fixe de Banach (c¢f. cours)

(e) Montrer que, siug € D(A), alors la solution obtenue est dans C1([0, T'; L2(U)) et C([0, T]; D(A))
et est solution classique. Une démonstration possible repose sur la convergence de l'itération
utt = ®(u"), u® = ug, vers le point fixe u = ®(u).

(f) Discuter l'existence globale.
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V-5- 2. Equation de la chaleur non-linéaire - Exposant critique de Fujita
Soit d > 1. Soit
(4mt)2/2°

le noyau de la chaleur sur R et soit, pour u € L (R9), t > 0, S(t)u = K; * u. On admet (propriété
des gaussiennes)

Kt(.’L') =

Kt*Ks:Kt—&-‘?y t,SZO.

Soit X D’espace des fonctions bornées uniformément continues de R™ dans R muni de la norme du sup.

1. Montrer que (S(t)) induit un semi-groupe de contraction sur X. Quel est son générateur (opé-
rateur et domaine) ?

2. Soit p: R — R une fonction convexe. Justifier
S(t)p(u) = @(S(t)u), (V.12)

pour tout u € X, pour tout ¢t > 0.
3. Soit p > 1. On consideére le probléme de Cauchy

dyu — Au = |uP~1u dans RY x (0,T) (V.13a)
u = ug sur R" x {0}, (V.13b)

pour uy € X. Justifier Pexistence-unicité d’une solution intégrale maximale u € C([0, T™ (uo)[; X).

4. On suppose que ug € X est une fonction positive : ug(z) > 0 pour tout x € R¢. Montrer qu’il
en est de méme de u. On pourra utiliser (V.12) avec p(u) = u~.

5. On suppose toujours ug € X positive. Montrer par récurrence sur n > 1 que

ey A

t) > , , SH)uel” V.14
u(t) 2 (1+p)””’2(1+p+p2)””’3---(1+p+-~-+p”—1)[ (t)uol (V-1
pour 0 <t < T*(up). On pourra utiliser (V.12) avec p(u) = |ulP.
6. En déduire )
71 S(t)ug < C(p), (V.15)

pour 0 < ¢ < T*(ug), out C(p) est une constante finie.
7. Justifier limy, 4 o0 t%2S(t)ug(x) = (4m)~Y2||ug|| 11 (ra) pour tout z € R,
8. On définit ’exposant critique de Fujita par

2

Montrer que, si 1 < p < pp, alors T*(ug) < +oo pour tout ug € X N L'(R?) positive non
identiquement nulle.
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VI. Examens et partiels

VI-1. Examen partiel du 13 mars 2015

Un opérateur hypoelliptique et son flot parabolique

Premiére partie Le but de cette partie est de montrer qu’il existe une constante C; > 0 telle
que, pour tout A € R et pour toute fonction u € S(R) & valeurs complexes, on ait l'inégalité

v + AePull 2wy > CLAY?||ull L2y S

ot u’ est la dérivée de u et z2u la fonction = — x?u(x).

1.

Par un argument de changement d’échelle, montrer qu’il suffit d’établir I'inégalité (1) dans le
cas particulier ou A = 1.

. Soit u € S(R), et notons f = u’ + x%u. En résolvant I'équation différentielle, établir une formule

intégrale exprimant u en termes de f.

Déduire de cette formule qu'il existe une constante C' > 0 telle que ||u|p2 < C||f||L2. Conclure.

Deuxiéme partie On considére & présent 'opérateur différentiel L dans R? défini par

1.
2.

(Lu)(z) = =02 u(z) — 105,u(z) , r = (v1,72) € R? . (2)

Calculer le symbole et le symbole principal de L. Cet opérateur est-il elliptique ?

Soit u € S(R?) et notons f = Lu. Par une estimation d’énergie, montrer que
10z, ullZomey < Ifllne el 2 gee) - 3)
Si 4 € S(R?) désigne la transformée de Fourier de u et f celle de f, vérifier que
F(€) = §a(e) + &0euE) , €= (61.&) €R. )

On fixe maintenant &2 € R et on considére (4) comme une relation dans S(R), la variable étant
& € R. En utilisant la premiére partie du probléme, vérifier que

26| /3 / (e, &) ey < / (61 &) ey | (5)

et en déduire que

ct [ lela@pd < | Ifere. (0

En combinant (3) et (6), montrer qu'’il existe une constante Cy > 0 telle que

/RQ (1+ 1612 +1&1")la©) P < Co(If13ame + lulams)) - (7)

L’inégalité (6) implique que, si Lu = f, on peut estimer la norme de la solution v dans 'espace
de Sobolev fractionnaire H2/3(R?) en termes des normes L? de f et de u.

Question subsidiaire Vérifier que, pour tout entier n € N*, il existe un entier m € N* et une
constante C' > 0 tels que, si u € S(R?) et f = Lu, on ait

lullzngezy < C(If e + lullae) ) -

En déduire que 'opérateur L est hypoelliptique.
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Troisiéme partie On considére dans cette derniére partie I’équation parabolique
du(z,t) = —(Lu)(z,t) = 02 u(z,t) + x10,,u(x, t) , reR?*, t>0, (8)

avec donnée initiale u(-,0) = ug, ot ug € S(R?). On suppose que la solution u est une fonction C* du
temps & valeurs dans la classe de Schwartz S(R?).

1. On définit v(z,t) = u(xy, z2 — 1t,t) pour tout = = (x1,z2) € R? et tout t > 0. Vérifier que
Ov(z,t) = (O, + 104,)*v(z,t) | reR? t>0. (9)

2. Déterminer I’équation d’évolution vérifiée par la transformée de Fourier partielle
(&, t) = / v(x,t) e % dx EeR?, t>0.
RQ

En déduire, pour tout ¢ > 0 et tout & € R?, expression de 9(£,t) en termes de g (€).

3. En inversant la transformation de Fourier, montrer que la solution de (9) avec donnée initiale

ug s’écrit
v(z,t) = / O(z —y, t)ug(y)dy , reR*, t>0, (10)
R2
3 2 3 32
oun P(z,t) = % X (f% xtlfQ — %) On rappelle que

_)\52 ‘
\FA/ e de = e /UM 2 eR, A>0.
R

4. Exprimer la solution u(xz,t) de (8) en termes de la donnée initiale uy.

5. Pourquoi la solution fondamentale ®(x,t) de (9) est-elle strictement positive et vérifie-t-elle
Jgz ®(z,t)dz = 1 pour tout ¢t > 07 Quel est le support singulier de la distribution H(t)®(x,t)
dans D'(R? x R), ott H est la fonction de Heaviside ?

2

—x
Rappel / e dy = /e €/ ¢ e R
R
VI-2. Corrigé de I’examen partiel du 13 mars 2015
Premiére partie

1. L’inégalité (1) étant évidente si A = 0, on suppose désormais que A # 0. Etant donné u € S(R),
on définit v € S(R) par la relation u(z) = v(A\'/3z), z € R. On a alors l'identité

W (@) + Aetulw) = A (o' (y) + yPo(y))

y=A1/3zg '
Si 'on admet que l'inégalité (1) est vraie lorsque A = 1, on en déduit que
I+ Aaulzzqay = O + 9?0lzamy = CHAM ol ey = ColNlullcagey -

ce qui établit 'inégalité (1) dans le cas général.

2. La solution générale de I'équation différentielle u’ + z?u = f s’écrit

u(z) = 6713/3(144—/% ey3/3f(y)dy> , zeR,

— 00

ol A est une constante arbitraire. Comme u € S(R) par hypothése, en multipliant les deux

3 .
membres par e” /3 et en faisant tendre z vers —oo on trouve que A = 0.

ENS de Lyon page 100 2014-2015



Equations aux Dérivées Partielles M1

3. En utilisant la représentation ci-dessus et en appliquant l'inégalité de Holder, on obtient la
majoration |u(z)| < || f||r2(r)d(x) on

. x 1/2
o(x) = e /3 (/ 62y3/3dy) , reR.

o0

La fonction ¢ : R — R est réguliére, et une étude asymptotique (ot l'on pourra utiliser par
exemple la régle de L’Hopital) révele que

1
V2 [z|

En particulier, ¢ € L2(R), donc [lullsae < 6/l £z, ce qui montre Pinégalité (1)
lorsque A = 1.

¢(z)

lorsque |z| — oo .

Deuxiéme partie

1. Le symbole de L est o(z,£) = &2 — iz1&, et son symbole principal o(z, &) = £7. L’opérateur L
n’est donc elliptique en aucun point # € R?, car oa(x,€) = 0 si £ = (0,&2), quel que soit & € R.

2. Si f = Lu, on trouve en intégrant par parties

3?/ fudx = %/(—8fu—x162u)ﬁdx
R R

_ /R(|81u|2 — L opful?)ds
= /|31u|2dw
R

La majoration (3) s’ensuit en appliquant 'inégalité de Holder au membre de gauche.

3. La transformation de Fourier “remplace” 0,, par &, O, par i€, et 1 par i, . L’expression
(4) s’en déduit aisément.

4. Si & = 0, 'inégalité (5) est évidente. Si & # 0, on déduit de (4) que

_ L
&

En appliquant 'inégalité (1) a la fonction & +— (&1, &2), notée 4(-, &), on trouve donc

&ﬁ@+éﬁma () .

1 ; 1 .
GG elem = Gl )l .
ce qui montre (5). L’inégalité (6) s’en déduit en intégrant par rapport a &;.
5. L’inégalité (3) implique que

1

1 L PR = 10l < 1+l

En combinant cette inégalité avec (6), on obtient facilement (7).

6. En multipliant I'inégalité (5) par |£2|2¢~%/3 et en intégrant sur &, on obtient pour tout £ € N*

05ulley < © [ 6P 0If O < C(105 e + 105 e - )
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Pour controler les dérivées de u par rapport a x;, on dérive I’équation Lu = f pour parvenir &
I'identité
L(dfu) = OFf + k0 tou,  kEN". (%)

En prenant d’abord k£ =1 et en appliquant (x), on trouve pour £ € N*

101050l 2y < €191 Fll ey + 1910812y + 105ull 2y + 105 ullagey ) -
On prend ensuite successivement k = 2,3, ..., et on montre ainsi par induction que
10105ull L2®) < Cllfllmwrewy,  k€EN*.

En utilisant en outre (7), on arrive a I'inégalité voulue, qui montre que, quel que soit n € N*|
onawue H'(R)si f € H*(R) et u € L*(R). Enfin, un argument de localisation (non détaillé
ici) permet de conclure que L est hypoelliptique.

Troisiéme partie

1. Par calcul direct, on trouve

v (z1,x2,1) = (Oru — z102u) (x1, T2 — 21t, 1)
= Ou(xy, 20 — 111,1)

(01 + tda)v(x1, 22, t)

= Oyu(xy,xo — x1t,t)

(01 + t0o)?v(z1, 20, 1)

= 8%u(x1,x2 — x1t,t)

d’ou le résultat.

2. La tranformée de Fourier partielle ©(&,t) vérifie ’équation
0i0(&,t) = (i +it&)*0(&,1) = —(& + 20 +1°6)0(&,),  ER?, £>0.
En intégrant cette équation différentielle, et en remarquant que v(-,0) = ug, on trouve

oE0) = o) (- [+ g +380]) . e, 120

3. En inversant la transformation de Fourier, on trouve I’expression (10) avec

O(x,t) = ! /R? exp(— [Eft + 668 + %537&3}) et e

42

zeR?, t>0

= \/g exp<7ﬁ + 3x1$2 — 371'%)
2mt? t 12 t3 /)7

Pour passer de la premiére ligne a la seconde, on peut (par exemple) écrire
2 2, Lo Lo 1 o3
it +&i&t” + 5617 = t(& + 55275) + 5%t

et intégrer d’abord sur &; puis sur &3, en utilisant l'identité rappelée dans I’énoncé.
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4. On conclut que

u(z,t)

= v(z1, xg + x1t,t)

= / O(w1 — y1, 22 + 1t — Yo, t)uo(y1, y2)dy
Rz

:/ O(z —y, t)ug(y1, y2 + 21t)dy , zeR?, t>0
RQ

5. Le principe du maximum parabolique s’applique a I’équation (8) ou (9), et implique que la
solution est strictement positive pour tout ¢ > 0 si la donnée initiale est positive et non iden-
tiquement nulle. Cette propriété équivaut a la positivité stricte de la solution fondamentale
®(x,t). Par ailleurs, la fonction v(x,t) = 1 est manifestement solution de (9), et ceci implique
que [p, ®(x,t)dz =1 pour tout ¢ > 0. Enfin, le support singulier de la distribution H (¢)®(x,t)
dans D'(R? x R) est réduit a l'origine, comme dans le cas de 'équation de la chaleur.
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VI-3. Examen final du 19 mai 2015

On considére dans ce probléme I’équation de Schrodinger non linéaire
i0u(z, t) + Agu(z,t) = Nu(z,t)|**u(z,t) zxeR", t>0, (1)

oui=+v—-1,neN  AeR aeN etu:R*" xRy —C.

Premiére partie On étudie pour commencer 1’équation linéaire obtenue en posant A = 0 dans (1).
Soit X = L?(R", C) I'espace de Hilbert des fonctions de carré intégrable sur R,  valeurs complexes,
muni du produit scalaire usuel

(u,v)x = / (w)ola)da

Etant donné ¢ > 0, on définit un opérateur linéaire S(t) € £(X) par la formule

—

(SMu)(€) = e a), wex, £eR", (2)

ou 4 désigne la transformée de Fourier de . On utilise les conventions suivantes pour la transformation

de Fourier .
A o —ix _
f(f) - - f(i]']) e dx ’ f(l‘) - (27_(_)n

1. Vérifier que S(t) est un opérateur unitaire dans X pour tout ¢ > 0.

f(e)esmde .
Rn

2. Montrer que la famille {S(¢)}+>0 est un semi-groupe fortement continu dans X.
3. Soit A : D(A) — X le générateur infinitésimal du semi-groupe {S(t)};>0. Vérifier que D(A) =
H?(R™) et que Au = iAu pour tout u € D(A).

Rappel Pour tout s > 0, on désigne par H*(R™) C X ’espace de Sobolev muni de la norme
définie par

1
e = G [ ORI we @)

4. Déterminer le spectre de 'opérateur A, et majorer la norme de la résolvante (z — A)~! pour
tout z € C\ o(A).

5. Si u appartient a la classe de Schwartz S(R™), vérifier que

(S(t)u) (x) = W /Rn exp(— i 4_Z.ty|2)u(y)dy , zeR", t>0,

ot Pon utilise la détermination principale de la racine carrée, telle que /Ei = e=™/4. En déduire
I’estimation de dispersion

[l

H ()UHL = (47Tt)"/2 )

t>0.

Indication : Pour tout ¢ > 0 fixé, on pourra observer que S (t)u converge vers S(t)u dans S(R™)
lorsque € — 0+, ot S¢(t) € L(X) est défini par

—

(Sc(tyu) () = e @It qe) | weX, ¢eR™.
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Deuxiéme partie On suppose désormais que A # 0, et on fixe un réel s > n/2. On note X, =
H*(R") C X.
1. Pour tout ¢ > 0, on note encore S(t) € L(X;) l'opérateur linéaire défini sous (2). Justifier
bri¢vement le fait que la famille {S(¢)};>0 est un semi-groupe fortement continu de contractions
dans X, et déterminer le générateur infinitésimal de ce semi-groupe.

2. Etant donné u € X, on définit la fonction F(u) : R® — C par
(Fu)(@) = [u@)*u@), zeR".

Vérifier que F(u) € X, et que 'application F' : X; — X ainsi construite est lipschitzienne sur
les bornés de X.

Rappel L’espace de Sobolev H*(R™) est une algébre (pour le produit point par point) lorsque
s > n/2. Il existe donc une constante Cs > 0 telle que, pour tout u,v € X, on ait I'inégalité
luv|x, < Cllullx,[[v]lx.-

3. Soit ug € X. On considére dans X, I’équation intégrale
u(t) = § uo—z)\/St—T wr)dr, >0, 3)

Siug € Xsp2 et siue CH[0,T],Xs) NCO[0,T], Xs42) est une solution de 'équation intégrale
(3), écrire 'équation différentielle vérifiée par wu, et comparer le résultat avec 1’équation aux
dérivées partielles (1).

4. En invoquant un résultat du cours, montrer que le probléme de Cauchy pour I’équation intégrale
(3) est localement bien posé dans l'espace X,. En particulier, si ||ug|lx, < 7, on donnera une
minoration du temps d’existence de la solution en termes des seules quantités r, A, a et Cs.

5. Etant donné ug € X,, on note T*(ug) € ]0,+00] le temps maximal d’existence de la solution
de (3). Si T*(up) < oo, expliquer pourquoi la solution u € C°([0,T*(ug)[, Xs) de Péquation
intégrale (3) vérifie ||u(t)||x, — +oo lorsque t — T™*(ug).

Troisiéme partie Dans cette derniére partie, on se restreint au cas de la dimension un d’espace
(n = 1), et on travaille dans I'espace de Sobolev X; = H*(R) (s = 1). Etant donné ug € Xi, on

note u € C°([0,T*(ug)[, X1) la solution maximale de 1'équation (3) avec donnée initiale ugy. Pour
0 <t < T*(up), on deéfinit la charge

Q) = 3l = 5 [ lutw.0Pde

ainsi que 1’énergie

1 N 1 A
B() = 5lus @l + gog @ = [ (Gl 0F + 22l 0P fo

1. Vérifier que Q(t) = Q(0) pour tout ¢t € [0, T*(up)[. Indication : On pourra supposer d’abord que
u € CH[0,T* (up)[, X) N CO([0, T* (ug)[, X2) et calculer dans ce cas la dérivée Q'(t) ; on conclura
ensuite par un argument de densité.

2. Montrer de méme que E(t) = E(0) pour tout ¢t € [0, T*(uo)][.

3. On se place dans le cas “défocalisant” ot A > 0. En utilisant les deux questions précédentes,
montrer que la norme ||u(t)||g: est majorée pour tout ¢ € [0,7*(up)[ par une quantité ne
dépendant que de la donnée initiale. En déduire que T*(ug) = 400 pour tout ug € H*(R).

4. On considére désormais le cas “focalisant” ou A < 0. Etablir dans ce cas la minoration

1 A

E(t) > 3 llus ()72 - 202 e Nz |lult W, 0<t<T"(uo) . (4)

Indication : On admettra I'inégalité [u]|3 o < ||ug|/z2||lu/ z2, valable pour tout u € H*(R).
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5. Si @ =1, déduire de (4) que
1 2 )\2 6 *
B(t) 2 fllua(Olz2 = ellu®lzz ;.  0<t<T(uo),
et en conclure que T*(ug) = +oo pour tout ug € H(R).
6. Si a = 2, montrer de méme que

A

B > Sl (1= S OlE) . 0<t< T ).

et en déduire que T*(ug) = 400 pour tout ug € H'(R) tel que ||Jug||z2 < (3/|A])Y%.
7. Si a > 3, déduire de (4) que

Al

THH“z(t)H%HUOHﬁa ) 0<t<T"(up) .

luz ()72 < ll(uo)allZz +

En conclure que, si ug € H'(R) vérifie une condition de petitesse de la forme
IAHluollF32 [l (uo)IF2? < e(a)

ol ¢(a) est une constante strictement positive, alors T*(ug) = +o0.
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