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Sont écrites en bleu les parties particuliérement importantes (& relire plusieurs fois!), en violet
les parties traitées en TD (résultats a connaitre pour sa culture) et en rouge les parties hors
programme.

1 Mesure positive

Définition 1.1. Soit (E, /) un espace mesurable. Une mesure p sur (E,</) est une application
e — Ry :=1[0,00] telle que

(i) u(0) = 0;

(i) p est o-additive : si (A,) est une suite d’éléments de &/ deux & deux disjoints alors

M(U An) = > u(Ay).

neN neN

On appelle “espace mesuré” la donnée d’un triplet (E, <, ).

Exemples 1.2. 1) La mesure grossiére d’une tribu o définie par u(0) = 0 et p(A) = +oo pour
tout A € o/\{0}.

2) La mesure de Dirac en un point a € E définie par 6,(A) =1 sia € A, 6,(A) =0 sia ¢ A, pour
tout A € o7 .

3) La mesure “de décompte” sur E (également appelée mesure “de comptage” sur N) définie sur
o = P(E) par p(A) = card(A) pour tout A € o/, de sorte que u(A) = +oo si A contient un
nombre infini d’éléments.

4) La mesure de Lebesque sur RN . C’est la mesure A définie sur la tribu borelienne B(RN) telle
que A\(P) = Hfil(bZ — a;) pour tout pavé P := Hi\il(ai,bi), a;,b; € R. La mesure de Lebesgue
satisfait la propriété d’invariance par translations

VAc BRY), VacRY, MA+a)=AA)



et de régularité : pour tout A € B(RN) et tout € > 0, il existe un ensemble fermé borné K de RY
et un ensemble ouvert O de RN tels que

KCACO et MO)—e<MA)<AK) +e.

5) Mesure de Stieljés sur R. Pour F : R — R croissante, c’est la mesure p définie sur la tribu
borelienne A (R) telle que u(la,b]) = F(b~) — F(a™) pour tout a < b € R. La mesure de Lebesgue
est la mesure de Stieljés associée a la fonction identité. La mesure de Dirac au point 0 € R est la
mesure de Stieljés associée & la fonction de Heaviside définie par H(z) =0 si x <0, H(z) =1 si
x> 0.

6) Si p est une mesure sur (E, /) et A € o/, alors la trace 4 définie sur la tribu trace & par
pa(B) := p(B) pour tout B € % est une mesure. On rappelle que la tribu trace est  := {C'N
A, C € o}, Latrace pj 4 est donc également une mesure sur (E,.o/) définie par pya(B) := p(BNA)
pour tout B € «/. L’exemple typique est \|(qp) la mesure de Lebesgue restreinte a un intervalle
(a,b) C R.

Définition 1.3. Soit (E, <7, 1) un espace mesuré.

(1) On dit que p est une mesure finie si (E) < co. On dira alors que (E, o/, ) est de mesure
totale finie.

Ezx : Dirac, comptage sur un ensemble fini, Lebesque restreint ¢ un intervalle borné.

(2) On dit que p est une mesure de probabilité si u(E) = 1. On dira alors que (E, o/, ) est un
espace de probabilité ou probabilisé.

Ezx : Dirac, Lebesgue restreint a un intervalle de longueur 1, v(A) := pu(A)/u(E) si p est finie.
(3) On dit que p est une mesure o-finie s’il existe une suite (Ay) de & telle que p(Ay,) < 0o pour
tout n € N et E = Up>0Ay. On dira alors que (E, 47, 1) un espace mesuré o-fini.

Ex : Comptage sur N, Lebesque sur R, RN ou CV.

Deux opérations élémentaires sur les mesures.
1) Si p est une mesure et § > 0 alors O est une mesure : (Ou)(A) = Gu(A).
2) Si (p5);es est une famille de mesures (sur un méme espace mesurable (E, o)) indexée par un

ensemble J au plus dénombrable , alors p:= )" jeJ Ky est une mesure.

Ex:Si E = Net d, est lamesure de Diracenn € N, alors g = 3 _ 0, est la mesure de comptage :

p(A) = 6,(A) =D 1=card(A).

neN neA
Cing propriétés élémentaires sur les mesures. Soit (F, </, ) un espace mesuré.

1) Additivité de pu. Si Ag,..., A, € & deux a deux disjoints alors ,u(U Ai) = ZM(Ai)‘

Pour voir cela, il suffit de compléter la famille en une suite (Ag)ren+ en Zpﬁsant Akl;l () pour tout

k > mn+ 1 et d’appliquer la propriété (ii) de o-additivité de p.

2) Croissance de u. Si A,B € &/, A C B alors u(A) < u(B). Si de plus u(B) < oo, alors

(1(A) < oo et p(A) = u(B) — p(B\A).

Pour voir cela, on écrit pu(B) = u(A) + u(B\A) > u(A) grace a la propriété d’additivite.

3) o-sous additivité de p. Si (Ay)nes, est une famille au plus dénombrable (J = {1,..., N} ou

J = N*) d’ensembles de o7 et non forcément deux a deux disjoints, on a ,u( U An) < Z w(Ay).
neJ neJ

On pose By = A; et B, = An\(U?:]lAi) pour n > 2. Les ensembles (B,,) étant deux a deux

disjoints, les propriétés de (o-)additivité et croissance de p impliquent

n(UAn) =0(U Ba) = D uBa) <3 u(An).
neJ neJ neJ

neJ



4) Continuité de p par limite croissante (cas particulier du théoréme de Beppo Levi). Si
(An)n>0 est une suite croissante de <7, soit donc A,, C A,, pour tout n < m, alors

w(A) = lim wp(A,) =supp(4,), ou A= lim 4, = U A,

n—oo n—oo
neN neN

On définit By = Ag et B, = A,\A,—1 pour n > 1, de sorte que les éléments de la suite (B,,) sont
deux & deux disjoints et donc

M(A) = N(U An) :M(U Bn) = ZM(Bn)
neN neN neN
N N
= i 3o n) = Jim (U Ba) = Jim v

Exercice 1.4. Montrer qu’une application u : o/ — R additive, continue pour les limites crois-
santes (i.e. vérifiant la propriété 4) ci-dessus) et telle que u(0) = 0 est une application o-additive,
c’est donc une mesure. (Ind. Pour une suite (B,,) d’ensembles disjoints, introduire la suite (Ay)
définie par Ay := By U---U By).

5) Continuité de p par limite décroissante (cas particulier du théoréme de convergence mo-
notone). Si (Ay)n>0 est une suite décroissante de o7, soit donc A,, C A,, pour tout n > m, telle
qu’au moins un des A,, est de mesure finie, alors

p(() An) = lim p(A,) = inf p(A,).

n— 00 neN
neN

On suppose donc p(A,,) < oo pour ng € N. On pose B,, := A,,\An, de sorte que (B,,) est une
suite croissante & laquelle on peut appliquer la propriété précédente. On a ainsi

(Ang) = lim p(An) = lim u(By,) = u( U Bn) = M(Ano\ N An)
= n(An) = () An) = #(Ang) = () An)-

Ici, la condition p(A,,) < oo pour un certain ng € N est importante comme le montre ’exemple
des A,, := [n, 00] pour lesquelson a Vn > 1, A(4,) = +o0 et donc lim A(A4,,) # A(NA4,) = A(B) = 0.

Lemme 1.5 (de Borel-Cantelli). Soit (A,,) une suite de <7 telle que
Z w(A,) < oco.
n>1

Alors
u(limsup A,) =0, ou limsup A, = m U Ay

n>1k>n

Preuve du Lemme 1.5. On écrit

p(limsup A,,) = nlLIr;Op( U Ak) < nh—>12<> Z u(Ag) =0,

oo k>n E>n

ol on a appliqué le résultat de limite monotone (propriété 5 ci-dessus) a la suite décroissante
(Uk>n Ak) dans la premiére égalité et on a utilisé la o-sous-additivité (propriété 3 ci-dessus) pour
avoir I'inégalité. O



Théoréme 1.6 (unicité). Soient u et v deur mesures sur (E,</) et & une classe de parties de E
stable par intersection (w-systéme). On suppose également que o(5) = of, que p(A) = v(A) pour
tout A € I et que p(E,) = v(E,) < oo pour tout n € N, ou (E,) est une suite de & telle que
E=U,FE,. Alors p = v.

Preuve du Théoréme 1.6 dans le cas ou . est une algébre. On suppose ici que .# est une algébre
et u(F) =v(E) < co. On définit

M= {A e p(A) =v(A).

On a .# C .# et montrons que .# est une classe monotone. Si (A,) est une suite croissante de
M, alors

p(lim A4,,) =lim u(A,) = limv(A,) = v(lim A,),
et donc lim A,, € .#. Pour une suite décroissante, on utilise 'hypothése de finitude. D’aprés le

lemme 1.2.9 de classe monotone, on a donc & =o(I) = M(I) C A C . O

Preuve du Théoréme 1.6 dans le cas général pour une mesure finie en utilisant la variante du
lemme de classes monotones (voir la Remarque 2.11 du chapitre 1). On définit .# comme dans
la preuve précédente et on fait donc encore 'hypothése p(E) = v(E) < oco. On montre que .# est
un \-systéme.

(i) Par hypothese, u(E) = v(E) de sorte que E € .
(ii) Pour A,B € .#, AC B, on a u(A) =v(A), u(B) = v(B) et donc

W(B\A) = u(B) — u(A) = v(B) — v(A) = v(B\A),
de sorte que B\A € . .

(iii) Pour (A,,) une suite croissante de .#, en utilisant la propriété de passage a la limite dans les
suites croissante pour p et v, on a

u(U A,) =limp(A,) =limv(A,) = I/(U An),

de sorte que |JA,, € 4.
Nous venons de démontrer que .# est un A-systéme. Puisque par hypothése et définition . C
M C o et en notant Z(%) le plus petit A-systéme contenant ’ensemble de parties €, on en
déduit

o =o0(I)=L(I)C L(M)= M C o,
ol on a utilisé la variante du lemme de classes monotones (Remarque 2.11 du chapitre 1) a la
deuxiéme égalité et le fait que .Z est un A-systéme a la derniére égalité. Nous avons donc établi
que 7 = A et le résultat.

Preuve du Théoréme 1.6 dans le cas général. On définit .# comme dans la preuve précédente, et
on sait donc que . est une classe monotone. On fait de plus 'hypothese u(E) = v(E) < oo et on
laisse le soin au lecteur de traiter le cas de mesures o-finies.

e On observe que pour tout A, B € &/ et toute mesure A sur <7, on a
MAUB)+AMANB) = MA\B)+ A(B\A) +2X\(ANB)
AA) + X(B).
On en déduit que pour tout By,..., B, € &7, on a
AMBiU---UBg)=ANByU---UBg_1)+ A(ByU---UBj,_;) — A(Bx), (1)

ou B! := B; N By. Par récurrence, on en déduit que Ay,..., Ay € . implique A; U---U Ay € 4.
En effet, il n’y a rien & démontrer lorsque k = 1, et si 'hypothése de récurrence est vraie au rang
k — 1, elle lest aussi au rang k grace a la relation (1) et la définition de ..



e De plus, si A, B e ., AC B, alors

u(B\A) = u(B) — u(A) = v(B) - v(A) = v(B\A),

de sorte que B\A € ..

e On définit
€ :={() Ai, I fini, A; € .7 ou A € 7},
i€l

Par définition, tout élément B € ¥ peut s’écrire

B = AgnAfn---nAj
= AgN (A1 U---UAL)°® = A\(AjU---UA4}),

avec A; € S et A, .= A; N Ay € .Z. En particulier, A} U---U A} € .#, d’aprés le premier point,
et évidemment A} U---U Aj C Ap. Gréace au second point, on en déduit ¢ C .

e On définit

¢ :={|J By, J fini, B; € ¢},
jeJ
de sorte que ¥ C .4 et & est une algebre. En effet, pour B := BiU---UB, € 9, B; € ¢, on écrit
p(B) = p(By U+ UB_1) + pu(Bi) — p(ByU---UBy_y),
avec BJ’- = B N By, € ¢, et on conclut aisément par récurrence en utilisant I’étape précédente

comme premiére étape.

Comme dans la preuve précédente, le lemme 1.2.9 de classe monotone, permet d’affirmer
g =0(F)Co(¥d)=MY)C M(M)= 4 C o,

ce qui prouve bien que p et v coincident. ]

2 Intégrale d’une fonction étagée positive

Dans cette section (F, <7, ) désigne un espace mesuré.

Définition 2.1. Soit f une fonction étagée positive, on note f € E,(E,.A), dont l’écriture cano-

nique est
m
f = Z ailAw
i=1

avec les oy > 0 distincts et les A; € o disjoints. On peut prendre ici a; € Ry ou oy € Ry. On
appelle intégrale de f par rapport a la mesure p le nombre

[ rani= [ @ptan) =3 ot € o +o)
i=1
avec la convention 0 X (+00) = 0. En particulier, on a

/lAd/L =pu(4), VAed.

Lemme 2.2. Cette définition de dépend pas de l’écriture de la fonction étagée f.



Preuve du Lemme 2.2 - premiére étape. Soit une écriture de f de la forme

f = Z leBj7
j=1

dans laquelle on suppose seulement que la famille (B;) forme une partition de E (mais pas que les
B; solent nécessairement distincts). En reprenant les notations pour 1’écriture canonique, on a

ZﬁjM(Bj) = Zﬁj ZM(BJ‘ NA;) = Z a; ) mw(BjNA;) = Z%‘M(Ai) = /fdlh
j=1 =1 =1 =1 =1 i=1
puisque
F=Y" ailans, =Y Bilans,,
4,J (2¥]
de sorte que nécessairement «; = f3; si A; N B; # 0. O

Trois propriétés élémentaires de I’intégrale des fonctions étagées positives.
1) Additivité. Si f,g€ &4, on a

/(f+g)du=/fdu+/gdu-

Et donc également, si f1,...,fn €&y, on a

/ 2_:1 fudy = 2_:1 [ fin.

Il suffit de montrer la premiére identité (cas n = 2). La deuxiéme identité s’en déduit par récurrence.
En introduisant les écritures canoniques de f, g et non nécessairement canonique de f + g

F=Y oila, g=)Y Bilp, f+g=> (e+B)lans,,
i=1 =1 B

et en utilisant le Lemme 2.2-premiére version, on obtient

/ (Fra)dn = 3o+ By)u(A; 0 B;)

]

= Zai‘u(Ai n Bj) + ZﬂjH(Ai N Bj)
i, ,J

= a4+ (B = [ fdu+ [ gan
i J

2) Homogénéité. Si f € &, et A > 0, alors

Jondu=n [ san
Avec les notations précédentes, on a

JOndn =3 rain(a) =23 a4 = [ san



Preuve du Lemme 2.2 - deuxiéme étape. Soit une écriture de f de la forme

f=> 1t fi=8ls,

i=1

avec les seuls conditions 8; > 0 et B; € &/. On a alors

/fdu = Z/fjdu = Biu(By),
i=1 =1

par additivité et homogénéité (ce qui est presque une propriété de linéarité, mais pas tout a fait,
puisque que 'on se restreint ici aux combinaisons linéaires a coeflicients positifs). O

3) Croissance. Si f,g€ &, f <y, alors

[t < [ ga

Eneffet, ona g= f+ (g — f) avec g — f € £,. Par additivité et positivité de I'intégrale, on a

/gdu=/fdu+/(g—f)du2/fdu-

Pour f € &, A € &/, on note
[ gdn= [

/Efduz/fdu et /AUdeu=/Afdu+/deu,

si A, B € & sont disjoints

De la sorte, on a

Terminons cette section par un résultat technique (mais fondamental).

Lemme 2.3. Soit f € &4 et (E,) une suite croissante de o telle que lim E,, = E. Alors

[ fdn= [ i dis =t / fdp.

Preuve du Lemme 2.3. On écrit f sous la forme (canonique)

m
= E O‘i]-Al~
i=1

On a donc . .
/ fdu:/{ZailAmEn}du:Zaiu(AiﬂEn).
En i=1 i=1
Comme pour chaque i, la suite (A; N E,,) est croissante et lim 4; N E,, = A4;, on a
lima;pu(A; N E,) = au(A;).

On conclut en sommant et commutant ces n limites. O



3 Intégrale d’une fonction mesurable positive

Dans cette section (F, .o, i) désigne un espace mesuré, et on étend la définition de l'intégrale de
Lebesgue aux fonctions mesurables positives.

Définition 3.1. On note Ay = #1(E, o) l'ensemble des fonctions f: E — [0, +00] mesurables.
Pour tout f € A, on appelle intégrale de f par rapport a la mesure pu le nombre

/fdu=sup{/gdu, ge&i,g< f} € [0, +oc],

ou £, désigne l’esnemble des fonctions étagées positives finies (et non pas & valeurs dans Ry ).

Il convient de remarquer que si f € £; a valeurs dans R alors

/fdy:sup{/gdu,g€5+,g§f}

ou toutes les intégrales sont prises ici au sens de la section précédente. Cela provient de la propriété
de croissance de l'intégrale. De méme si f € £, est a valeurs dans R, on peut écrire

m
f= Z aily,,
i=0

avec (A;) partition, «; disjoints et disons ag = 400 et p(Ap) > 0 (si tous les a; sont finis, on est
dans le cas précédent, et si u(Ag) = 0, on 8’y raméne immédiatement). On peut alors définir

m
gn = Zazlfh + n]-Ag,
i=1

avec g, € &y, gn /[ et
sup{/gdm geéi,g< f} = Slil?/gndﬂ = +o0, / fdu ="y aip(4;) = +oo,
nz 2 i=0

ou toutes les intégrales sont prises ici au sens de la section précédente. Ainsi il n’y a donc pas de
conflit entre les notations. Commencons par une premiére propriété élémentaire de 1’inté-
grale des fonctions mesurables positives.

1) Croissance. Si f,g € #,, [ <g, alors

/fdu < /gdu~

En definissant £, (f) := {h € €1, h < f} et de la méme manicére £, (g), on voit que h € E,(f)
implique h € £, et h < f < g, et donc £, (f) C E4(g), de sorte que

/fdu: sup /hd,ug sup /hdu:/gdu.
he&L(f) hegy(g)

Nous présentons le premier “grand théoréme de convergence” de la théorie de l'intégrale de Le-
besgue.

Théoréme 3.2 (de convergence monotone de Beppo Levi). Soit (f,,) une suite croissante de .4+
de limite (ponctuelle) f. Alors f € M et

[ tdn= 1 [ fudn. )



Preuve du Théoréme 3.2. De f, < f,, < f pour tout n < m € N et la propriété de croissance

ci-dessus, on a
[ utus [ o et [ gudn< [ sin

Cela implique une premiére inégalité

lim/fndu existe, et lim/fndu < /fd,u.

Soit maintenant g € €1, g < f, et A €]0,1[. Posons E,, := {x € E; A\g(x) < fn(x)}. La suite
(E,) est croissante comme conséquence de la croissance de (f,). De plus UE, = E, puisque

f(z) =lim f,,(x) > Ag(x) si f(z) # 0 (puisque g(x) < oo, par définition), f(z) = fn(z) = g(x) si
f(x) =0.De f, > Aglg, et du Lemme 2.3, on déduit

1im/fndu > hm/)\g]-E"d/,L: lim)\/ gdy = )\/gdu.
E,

lim / Fudpt > / gd.

Comme cette inégalité est vraie pour tout g € €4, g < f, on a démontré la deuxiéme inégalité
cherchée. 0

En faisant tendre A — 1, on obtient

Corollaire 3.3. Si f € Ay, il existe (f,) une suite croissante de £ telle que f, — f ponctuel-

lement, et
[ > [ sau.

Preuve du Corollaire 3.3. On utilise la Proposition [-4.11 et le Théoréme 3.2 de convergence
monotone de Beppo Levi. O

Exercice 3.4 (Théoréme de convergence monotone pour les suites décroissantes). Soit (f,) une
suite décroissante de My de limite (ponctuelle) f telle que fi est d’intégrale finie. Alors (2) a lieu.
(Ind. Consédérer g, := f1 — fn).

Quatre autres propriétés élémentaires de l’intégrale des fonctions mesurables posi-
tives.

2) Additivité. Si f,g € .#,, on a

/(f+g)dﬂ=/fdu+/gdu~

Et donc également, si f1,..., fn € M+, on a

/éfidﬂzé/fidu-

On considére deux suites croissantes (f,) et (gn) de &4 telles que f = lim f,, g = limg, qui
existent d’aprés le Théoréme 1-4.9. L’additivité est vraie pour les fonctions f, et g,, et on passe a
la limite grace au Théoréme 3.2 de Beppo Levi.

3) Homogénéité. Sife .#,, A>0, ona

Jondu=x [ san



La preuve se fait selon le méme schéma d’approximation que pour la preuve de I’additivité ci-dessus.

4) o-additivité (il s’agit d’un théoréme d’inversion des signes somme et intégral (chapitre 3) et
aussi de type Fubini-Tonelli (chapitre 4)). Si (f,,) est une suite de .4, on a

J{X ban =3 [
n=1 n=1
Par additivité, on a

i/fndﬂ/SNd‘u, Sy = if"'

n=1

La suite (Sy) étant croissante, le Théoréme 3.2 de Beppo Levi implique

/fndu— lim. /fndulegnm/SNduz/ (Jim_ Sx)du = /{an}du
=1

5) o-additivité compléte. Si(F,,) est une suite de & qui forme une partition de E et si f € M,

on a oo
/fdu=Z[E fdu.

Théoréme 3.5 (Lemme de Fatou). Soit (f,) une suite de .4, alors

/[lim inf f,] dp < lim inf/fn du.

On peut retenir en particulier que si (f,,) une suite de .# telle que f,, — f ponctuellement, alors

/fd,u<hm1nf/fndu

Méme dans ce cas, 'inégalité peut étre stricte comme on peut le constater avec 'exemple de la
suite (f,,) de fonctions boréliennes définies sur R par f,, := 1, oof-
Preuve du Lemme 3.5. On pose gy := inf{f,,n > k} qui par définition est une suite croissante de
My et lim g, = liminf f,,. Grace au théoréme de Beppo Levi, on a

/[lim inf f,]dp = lim /gk du.
k—o0

n— oo

Par ailleurs, puisque cette suite d’intégrales est croissante, on a

lim /gk dp = sup/g;c du
k—o0 E>1

et, puisque g < f,, pour tout n >k, on a

/gkdps/fndu, Vn >k,

/gkdusg/ﬁldu.

sup/ g dp < sup 1nf /fn dp = 1ini>inf/fn du.

k>1 k>17m2>

soit donc

On en déduit

On conclut en combinant la premiére égalité et la derniére inégalité. O

Nous terminons cette section par une inégalité fonctionnelle trés simple, mais qui a de multiples
conséquences, en particulier le corollaire qui suit.

10



Théoréme 3.6 (Inégalité de Tchebychev). Si f € 4y, a > 0, alors

1
uirzah <2 [ ran
Preuve du Théoréme 3.6. On écrit

F2 Y 2ay 2 a Ligzay,
et on conclut en intégrant cette inégalité. O

Dans un espace mesuré (E, .o/, 1), on dit qu'une propriété est vraie p-p.p. (ou seulement p.p. s’il
n’y a pas d’ambiguité sur la mesure de référence) s’il existe A € o telle que pu(E\A) = 0 et la
propriété est vraie pour tout z € A.

Corollaire 3.7. Soit f € 4 (E, o, ).
(i) On a f =0 p.p. si, et seulement si, /fdu, =0.
(ii) On a /fd,u < oo implique f < oo p.p.

(iii) On a f = g p.p. pour g € My implique / fdp = /gdu.

Preuve du Corollaire 3.7. (i) Le sens direct est clair en revenant a la définition de l'intégrale et en
commengcant par supposer f étagée. Supposons maintenant que f € .#, est d’intégrale nulle. Par
Tchebychev, on a

w({f > 1/n}) <n / fdp =0,

puis pu({f > 0}) = 0 puisque {f > 0} est la limite croissante des ensembles {f > 1/n}. Cela signifie
bien que p({f # 0}) =0 et donc f =0 p.p.
(ii) Si p({f = oo}) > 0 alors par croissance de l'intégrale, on a

[ fdn= [ F1impdu= oo x ul{(f = +och) = .

(iii) Posons h := f A g = min(f,g) € 4. Définissons f' par f'(x) = f(z) — h(x) si h(z) # oo,
f'(xz) = 0si h(x) = oo, et ¢’ de fagon analogue. Par définition, f’, ¢’ € .#4 et sont nulles presque
partout. De plus, f = f' + h, g = ¢’ + h. En utilisant Padditivité et (i), on calcule

/fd,uz/(f/—i-h)d,u:/f’du—&—/hduz/hdu.

Le méme calcul vaut pour g et termine la preuve.

(iii) Une preuve “alternative” est la suivante. On écrit

/f\/gdu=/ngdu+/(ng—ng)du=/ngdu,

puisque la fonction fVg— fAg € .4, est nulle presque partout (en adoptant ici, et seulement ici,
la convention oo — oo = 0). On observe que f A g < f,g < f Vg, de sorte que

/ngduS/fdm/gdué/ngdu,

et on conclut grace au fait que les termes aux deux extrémités sont égaux. O
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4 Intégrale d’une fonction intégrable

Dans cette section (F, <7, 1) désigne un espace mesuré.

Définition 4.1. Une fonction f : E — R est dite intégrable si f est mesurable et |f| est d’intégrale
finie. On note f € LY(E, o/, ). On appelle intégrale de f par rapport a la mesure i le nombre

[ tdn= [ tedn= [ r-dn.

ot fr =fVO0etf_=(—f)VO0, de sorte que f = f+ — f_, |f| = f+ + f— et f+ sont d’intégrale
finie.

Remarque 4.2. (1) Si f =g—h avec g,h € M d’intégrale finie, on a f1 +h = f_ + g, de sorte

que
[ teaus [ran= [ rdus [gdn
[ tan=[adu- [nan

(2) On peut adapter sans peine la théorie au cas ot f : E — RN (ou CN ) en raisonnant composante
par composante. Par exemple, si f est a valeurs complexes et f = Re f +iSm f, on pose

[ tin= [ e panri [@m

Plus délicat, et nous n’aborderons pas cela dans ce cours, est la définition de l'intégrale de Lebesgue
dans le cas ot f : E — X lorsque X est un espace de Banach séparable.

et donc également

Proposition 4.3 (Inégalité triangulaire et lindarité). Si f,g € L' et X € R, alors

/fdu‘ </|f|du7 /\f+g|du</|f|du+/\g|du, /IAgldu IAI/Ig\du

De plus, on a f+ Ag € L', donc L est un espace vectoriel, et

J+29du= [ sau+x [ gan (3)

Preuve de la Propriété 4.3. Pour f € £1, on écrit

[ ran|=|[ getu— [ r-au|< [ eaws [ 1dn= [ 1110

Pour f,g € L', la fonction f + g est mesurable et

15+ gldn< [+ ahau= [ 151+ [ lgldn

On en déduit que f + g est intégrable. On a
fro=f"—f+g g =("+g)—(f"+g7)

et la Remarque 4.2-(2) implique la linéarité (3) dans le cas A = 1) (i.e. la propriété d’additivité).
Par ailleurs, si A > 0 alors Ag = |A|g+ — [A|g— et si A < 0 alors Ag = |[A\|g— — |A\|g+. On en déduit

/Mgldﬂz I/\I/Ig\du, /Agdu:/\/gdm

12



dans les deux cas. O

3) Croissance. Si f,g € L', f < g, alors

/fdu < /gdu-

Onécrit f=fr—f,g9g=9g"—g, ft<g", f~ > g, et on utilise la croissance de 'intégrale
pour les fonctions de .# .

Exercice 4.4. Soit f € L' une fonction telle que pour toute fonction ¢ mesurable, positive et

bornée, on a
/ fodi = 0.
E

Montrer que f =0 presque partout. (Ind. Consédérer ¢ = 1y puis ¢ = Lrq).

5 Deux exemples d’intégrales

o Lorsque E =N, o/ = Z(N)et =" -, n, 'intégrale de Lebesgue coincide avec la sommation :
pour toute fonction (suite) f: N — R positive, on a

/Efdu: St

n>0

Plus généralement, si p =), -, andy,, pour une suite positive (o) et si f: N = R4, on a

/E fdp=3" from.

n>0

La théorie présentée dans ce chapitre correspond alors a la théorie des séries positives (chapitre 3)
et des séries absolument convergentes (section 4).

e Lorsque E =1 = (a,b) CR, —o00o < a <b< 400, & est la tribu de Borel B(I) et = A est la
mesure de Lebesgue, l'intégrale de Lebesgue coincide avec I'intégrale de Riemann généralisée (ou
impropre) sur les fonctions continues par morceaux : pour toute fonction f : E — R, continue par
morceaux, on a et on note généralement :

/Efd)\:/lf(x)dx:/abf(x)dm.

Dans ce cas, l'intégrale de Lebesgue généralise I'intégrale de Riemann puisqu’elle est définie pour
des fonctions bien plus générales : pour la classe des fonctions mesurables positives et pour la classe
des fonctions intégrables.

Plus généralement, si p = g\, pour une fonction g : I — R Borel mesurable, et si f: I — R, est
Borel mesurable, alors on a et on note généralement :

[ tan= [ 1@ sy

e On peut évidemment combiner les deux exemples ci-dessus.
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