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Chapitres 9 - Retour sur l’asymptotique
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Dans ce chapitre on désigne par (Ω,A , P ) un espace probabilisé.

1 Version L4 de la loi forte des grands nombres
Théorème 1.1 Soit (Xn) une suite de var iid L4. Alors

Yn :=
1

n
(X1 + . . .+Xn)→ E(X1) p.s.

Pour aléger les notations on suppose E(X1) = 0. On calcule

E(Y 4
n ) =

1

n4
E
( ∑
i1,...,i4

Xi1Xi2Xi3Xi4

)
=

1

n4

( ∑
i1=I2=i3=i4

+3
∑

i1=i2 6=i3=i4

)
EXi1Xi2Xi3Xi4

=
1

n4
(
n2EX4

1 + 3n(n− 1)(EX2
1 )2
)
≤ C

n2
.

On en déduit
E
(∑

n

Y 4
n

)
=
∑
n

E(Y 4
n ) ≤

∑
n

C

n2
<∞,

puis donc ∑
n

Y 4
n <∞ p.s.

On conclut que Y 4
n → 0 p.s. ut

En particulier, si (An) est une suite d’évenements indépendants de même probabilité, alors

1

n
(1A1

+ . . .+ 1An
)→ P(A1) p.s.
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2 Lemme de Borel-Cantelli
Pour une suite d’évenements (An), on définit

lim supAn :=
⋂
n≥1

⋃
k≥n

Ak, lim inf An :=
⋃
n≥1

⋂
k≥n

Ak.

Lemme 2.1 (de Borel-Cantelli) Soit (An) une suite d’événements.

(i) Si
∑
n≥1

P(An) <∞, alors

P(lim supAn) = 0,
soit donc, p.s. {n ∈ N; ω ∈ An} est fini.

(ii) Si
∑
n≥1

P(An) =∞ et les An sont indépendants, alors

P(lim supAn) = 1,
soit donc p.s. {n ∈ N; ω ∈ An} est infini.

Preuve du Lemme 2.1. (i) On écrit

P(lim sup
n→∞

An) = lim
n→∞

P
(⋃
k≥n

Ak

)
≤ lim

n→∞

∑
k≥n

P(Ak) = 0,

où on utilise la propriété de limite monotone à la suite décroissante
(⋃

k≥nAk

)
dans la première

égalité et on utilise la σ-sous-additivité pour avoir l’inégalité.
(ii) Pour tout n ≥ 1, on a

P
(⋂
k≥n

Ac
k

)
= lim

N→∞
P
( N⋂
k=n

Ac
k

)
= lim

N→∞

N∏
k=n

(1−P(Ak))

= e
∑∞

k=n ln(1−P(Ak)) ≤ e−
∑∞

k=n P(Ak) = 0.

D’où également P(lim inf Ac
n) = 0. Et en passant au complémentaire P(lim supAn) = 1. ut

3 Théorème du 0-1 de Kolmogorov
Théorème 3.1 (Tout ou rien) Soit (Xn) une suite de var indépendantes. On définit les tribus
Fn et F∞ par

Fn := σ(Xk; k ≥ n), F∞ :=
⋂
n≥1

Fn.

La tribu F∞ est grossière au sens où P(B) = 0 ou 1 pour tout B ∈ F∞.

Preuve du Théorème 3.1. Par définition, pour tout n > m, on a

Fn ⊥⊥ Gm := σ(Xk; k ≤ m)

On a donc également
F∞ ⊥⊥ Gm.

Comme ∪∞m=1Gm est stable par intersections finies, cette famille de parties est une algèbre, et
d’après le Lemme VII-2.3, on a

F∞ ⊥⊥ σ(Gm, m ≥ 1) = F1 ⊃ F∞.

Pour tout B ∈ F∞, on a donc P(B) = P(B ∩B) = P(B)P(B), et donc P(B) = 0 ou 1. ut
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4 Marche aléatoire
Théorème 4.1 Soit (Xn) une suite de var indépendantes de même loi définie par P(Xn = 1) =
P(Xn = −1) = 1/2. Pour tout n ≥ 1, on pose

Sn := X1 + . . .+Xn.

Alors
p.s. sup

n≥1
Sn = +∞ et inf

n≥1
Sn = −∞.

La tribu F∞ est grossière au sens où P(B) = 0 ou 1 pour tout B ∈ F∞.

La preuve du Théorème 3.1 est présentée sous forme d’exercice.
1. Pour deux entiers p ≥ 1 et k > 2p fixés, et pour tout j ≥ 0, on définit

Aj := {Xjk+1 = Xjk+2 = . . . = Xjk+k = 1}.

Calculer P(Aj) et montrer que les (Aj) sont indépendants. En déduire que

P
( ∞⋃
j=0

Aj

)
= 1,

puis que
P
({

inf Sn ≤ −p
}
∪
{

sup
n
Sn ≥ p

})
= 1.

2. On définit Bn := σ(X`, ` ≥ n }, puis la tribu asymptotique B∞ := limBn. Montrer que

P
({

inf
n
Sn = −∞

})
+ P

({
sup
n
Sn = +∞

})
≥ 1,

P
({

inf
n
Sn = −∞

})
= P

({
sup
n
Sn = +∞

})
,

ainsi que
{inf

n
Sn = −∞

}
∈ B∞ et

{
sup
n
Sn = +∞

}
∈ B∞.

En déduire que
P
({

inf
n
Sn = −∞

})
= P

({
sup
n
Sn = +∞

})
= 1.

5 Version L2 loi forte des grands nombres
Théorème 5.1 Soit (Xn) une suite de var iid L2. Alors

Yn :=
1

n
(X1 + . . .+Xn)→ E(X1) p.s.

6 Version L1 loi forte des grands nombres
Théorème 6.1 Soit (Xn) une suite de var iid L1. Alors

Yn :=
1

n
(X1 + . . .+Xn)→ E(X1) p.s.
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