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Chapitres 9 - Retour sur ’asymptotique
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Dans ce chapitre on désigne par (€, <7, P) un espace probabilisé.

1 Version £* de la loi forte des grands nombres
Théoréme 1.1 Soit (X,,) une suite de var iid L*. Alors
1
Y, = - (X1+4+...+X,) = E(Xy) p.s

Pour aléger les notations on suppose E(X;) = 0. On calcule

1
E(Y,) = HE(Z Xi1Xi2Xi3Xi4>
1 yeenyta

— %( S48 )EXXuXi X,

i1=Ip=i3=14 i1 =13 F1i3=1i4

1
— F(nQEX{1 +3n(n — 1)(EX7)?) < ng

On en déduit

B(X ) =SB <Y 5 <.

puis donc
ZY,f < 00 p.S.
n

On conclut que Y,} — 0 p.s. 1]

En particulier, si (A,) est une suite d’évenements indépendants de méme probabilité, alors

1
- (1a, +...4+14,) = P(41) ps.



2 Lemme de Borel-Cantelli

Pour une suite d’évenements (A,,), on définit

limsup A,, := ﬂ U Ap, liminf A, := U ﬂ Ay

n>1k>n n>1k>n

Lemme 2.1 (de Borel-Cantelli) Soit (A,) une suite d’événements.

(i) Si ZP(AH) < 00, alors
n>1

P(limsup 4,,) =0,
soit donc, p.s. {n € N; w e A,} est fini.
(i) Si Z P(A,) = oo et les A, sont indépendants, alors
nt P(limsup 4,) =1,
soit donc p.s. {n € N; w € A,} est infini.

Preuve du Lemme 2.1. (i) On écrit

P(limsup 4,,) = “11_1}3161:’( U Ak> < nh_lgc Z P(Ax) =0,

oo k>n k>n
ol on utilise la propriété de limite monotone & la suite décroissante (Uk>n Ak) dans la premiére
égalité et on utilise la o-sous-additivité pour avoir I'inégalité.
(ii) Pour tout n > 1, on a
J\Y ]\Y
P(ﬂ Af) = lim P(ﬂ A7) = lim H(l —P(Ag))

N—o00 N—oc0
k>n k=n k=n

_ SR M-P(AY) < - SR, P(AN) _ )

D’ou également P(liminf AS) = 0. Et en passant au complémentaire P(limsup A4,,) = 1. 0]

3 Théoréme du 0-1 de Kolmogorov

Théoréme 3.1 (Tout ou rien) Soit (X,,) une suite de var indépendantes. On définit les tribus
Fn et Fso par
Frni=0(Xk; k>n), Feo:= m Fa.

n>1

La tribu Fy est grossiére au sens ot P(B) =0 ou 1 pour tout B € Fu.
Preuve du Théoréme 3.1. Par définition, pour tout n > m, on a
Frn L Gpyi=0(Xg; k< m)

On a donc également
‘FOO JL gm'

Comme UY_,G,, est stable par intersections finies, cette famille de parties est une algebre, et
d’aprés le Lemme VII-2.3, on a

Foo L oGy, m>1)=F1 D Foo-

Pour tout B € F, on a donc P(B) = P(BN B) = P(B)P(B), et donc P(B) =0 ou 1. 5]



4 Marche aléatoire

Théoréme 4.1 Soit (X,,) une suite de var indépendantes de méme loi définie par P(X,, =1) =
P(X,, = —1) = 1/2. Pour tout n > 1, on pose

Sni=X1+...+ X,
Alors

D.S. sup S, = +oo et inf S, = —oco.
n>1 n>1

La tribu Fy est grossiére au sens ot P(B) =0 ou 1 pour tout B € Fu.

La preuve du Théoréme 3.1 est présentée sous forme d’exercice.

1. Pour deux entiers p > 1 et k > 2p fixés, et pour tout j > 0, on définit
Aj = A{Xjkt1 = Xjry2 = ... = Xjpyr = 1}

Calculer P(A;) et montrer que les (A;) sont indépendants. En déduire que

P(lJ4)=1,
§=0
puis que
P({infSn < —p} U {sup Sn > p}) =1.
2. On définit By, := o(Xy, £ > n }, puis la tribu asymptotique B, := lim B,,. Montrer que

P({i%fSn = —o0}) —&—P({sipSn =+4oo}) > 1,

P ({inf 5, = —oo}) = P({s%p Sp = +o0}),

ainsi que
{inf S, = —0c0} € B et {supS, =400} € Bx.

En déduire que

P({igf S, = —oo}) = P({s%p Shn —|—oo}) =1.

5 Version £? loi forte des grands nombres

Théoréme 5.1 Soit (X,,) une suite de var iid L?. Alors

| —

Y, = (X1++Xn) —)E(Xl) p.s.

3

6 Version L' loi forte des grands nombres

Théoréme 6.1 Soit (X,,) une suite de var iid L*. Alors

Y, =— (X1+...+X,) > E(X1) ps
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