UNIVERSITE PARIS-DAUPHINE LICENCE DE MATHEMATIQUES APPLIQUES
INTEGRALE DE LEBESGUE ET PROBABILITES ANNEE 201920

TD 8 : Variables gaussiennes, conditionnement

On traitera en priorité les exercices notés d’un =& . On traitera en dernier (ou pas) les exercices
(difficiles, redondants, ...) notés d'un 4.

1 Variables gaussiennes

Exercice 1. == Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R? et M € M4 (R).

a) Montrer que
E(MX)= ME(X), Dyx = MDx 'M.

b) X suit une loi Ny (0, 1) et M est une matrice orthogonale & coefficients réels. Déterminer
laloide U =MX.

¢) Soit X un vecteur gaussien de loi N (0, D) ou

D=1 -1 3
0 O

Montrer qu'’il existe une matrice orthogonale P telle que P~'M P soit diagonale. Déterminer la
loi du vecteur Y = P71X.

Exercice 2. = Soient Xi, X5, ...X,, des variables aléatoires indépendantes de loi N (0, 1).
ai,as, ...a, et by, bs, ...b, sont des réels.
On pose X = > a;X; et Y = > b, X;.

— £

7 =1

a) Montrer que le vecteur Z = (X,Y) est gaussien.

n
b) Montrer que X et Y sont indépendantes ssi »_a;b; = 0.
i=1

Exercice 3. # Soient X et Y deux variables aléatoires de loi N (0,1) et de coefficient de
Cov(X,Y)
Var(X)Var(Y) ] 71[

On suppose que le couple (X,Y) est gaussien. Soit Z = 11 = (Y — pX).
—p

corrélation p =

a) Déterminer la loi de (X, Z) avec le moins de calculs possibles. Quelle est la loi de (X,Y")?
b) Calculer P(X >0,Y > 0).

Exercice 4. = Soient X,Y, Z indépendantes, de méme loi N (0, 1).
a) Déterminer laloide U =X +Y + 7



b) Montrer que les variables U = X +Y 4+ Z, V =2X —-Y —Z et W =Y — Z sont
indépendantes.

Exercice 5. # Soit (X,,), .y une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi
1, d’espérance et de variance finies.
Soient Vi = £ X1, Yo =5 (Y1 4+ Xo),..Y, = 5 (Yoot + Xon)-.

a) Calculer I'espérance et la variance de Y.

b) On suppose que X; suit une loi N (m,o?). Quelle est la loi de Y, ? Calculer sa fonction
caractéristique et montrer que (Y,,) converge en loi vers une variable aléatoire Y que 'on
précisera.

Exercice 6. # Soit X un vecteur gaussien de R? dont la matrice de covariance K satisfait
det K > 0. Montrer qu'il existe une matrice B telle que X = p+ BY ou Y suit la loi Ny(0,I).

Exercice 7. # Soit X = (X3, X, X3) un vecteur gaussien de densité

1
f(z) =Cexp ) (7||xH2 + 62179 + 8x2x3) _

Soit de plus Y le vecteur défini par X = AY avec

3 4v2 3
A=-|-5 0 5

4 —3V2 4

Montrer que Y admet une densité de probabilité, et déterminer : cette densité, la valeur de C,
la matrice de covariance de Y et celle de X.

Exercice 8. = Soit (X,,) une suite de variables aléatoires gaussiennes. Montrer que E(X,,) —
p € Ret Var(X,) — o € R impliquent que (X,,) converge en loi vers une va gaussienne

N, o).

2 Conditionnement.

Exercice 9. = On lance deux dés (de fagon indépendante). On note X et Y le résultat de
chaque dé.

a) Calculer E(X +Y | X)
b) Calculer E (X | X +Y)

Exercice 10. = Soient X,Y € L? et B une sous-tribu de A. Montrer que
EYE(X |B)]=E[X E((Y | B).

Exercice 11. = Soient By, B, et Bs des sous-tribus de A telles que Bs est indépendante de
o (B U By), et soit X une var B;-mesurable. Montrer que

Exercice 12. # Soient B une sous-tibu et Q une probabilité absolument continue par rapport

AP:dQ=fdPou f e L?et f>0.



a) Soit X est une v.a. mesurable et bornée. Montrer que
Eo (X | B) Ep(f | B) =Ep (fX | B).
b) Montrer que, si f est B-mesurable,
Eo(X | B) =Ep (X | B) p.s. sur {f >0}.

Exercice 13. # Soient X et Y deux v.a.i. de méme loi de densité (x e Tlr, (x)) On pose
T =X+Y. Calculer E(g(X) | T') pour g mesurable et positive.

Exercice 14. # Soient XY et Z trois variables réelles indépendantes, de méme loi N (0, 1).

a) Calculer, pour tout (s,t) € R? les espérances conditionnelles E (X|X + sY +tZ) et
E [exp (isXY +itX 7Z) | X].
b) Montrer que la fonction caractéristique du couple (XY, XZ) est donnée par

1 . 9
U (s,t) = TENERwEIE ou (s,t) € R
c¢) En déduire que, pour tout n € N*, application ¥,, de R? dans R, donnée par
1 \
‘I]n (57t) = (1 4 2 +t2)n/2 ou (87t> < R27

est la fonction caractéristique d’un couple (U,, V},) que 'on déterminera.

d) Etudier la convergence en loi éventuelle de (U,, V) quand n — .

Exercice 15. # Soit (X,,), .y une suite de variables aléatoires indépendantes et de méme loi

i, d’espérance et de variance finies.
Soient Y1 = X1, Yo =12 (V1 + X5),..Y, =1 (YVoo1 + Xon)...
a) Calculer I'espérance et la variance de Y,,.
b) On suppose que X; suit une loi N (m,o?). Quelle est la loi de Y;, ? Calculer sa fonction
caractéristique et montrer que (Y,,) converge en loi vers une variable aléatoire Y que 'on

précisera.

Exercice 16. # Soit X un vecteur gaussien de R? dont la matrice de covariance K satisfait
det K > 0. Montrer qu’il existe une matrice B telle que X = p+ BY ou Y suit la loi Ny (0, I).

Exercice 17. & Soit X = (X, Xy, X3) un vecteur gaussien de densité

1
f(.??) = Cexp_§ <7||IH2 + 6371552 + 8:['2133) .

Soit de plus Y le vecteur défini par X = AY avec
L3 4203
A=—-|-5 0 )
4 =3V2 4

Montrer que Y admet une densité de probabilité, et déterminer : cette densité, la valeur de C,
la matrice de covariance de Y et celle de X.

Exercice 18. = Soit (X,,) une suite de variables aléatoires gaussiennes. Montrer que E(X,,) —
pn € R et Var(X,) — 0% € R impliquent que (X,,) converge en loi vers une va gaussienne

N, o).



3 Conditionnement.

Exercice 19. = On lance deux dés (de fagon indépendante). On note X et Y le résultat de
chaque dé.

a) Calculer E(X +Y | X)
b) Calculer E(X | X +Y)

Exercice 20. = Soient X,Y € L? et B une sous-tribu de A. Montrer que

EY E(X|B)]=E[XE( | B).

Exercice 21. = Soient By, B, et Bs des sous-tribus de A telles que Bs est indépendante de
o (B U By), et soit X une var B;-mesurable. Montrer que

E(X | By) =E(X | B,UBs).

Exercice 22. # Soient B une sous-tibu et Q une probabilité absolument continue par rapport
AP:dQ=fdPou feL*et f>0.

a) Soit X est une v.a. mesurable et bornée. Montrer que
Eq (X [ B) Ep(f | B) =Ee (fX | B).
b) Montrer que, si f est B-mesurable,

Eo(X | B)=Ep (X | B) p.s. sur {f >0}.

Exercice 23. # Soient X et Y deux v.a.i. de méme loi de densité (x e flr, (x)) On pose
T =X+Y. Calculer E(g(X) | T) pour g mesurable et positive.

Exercice 24. # Soient XY et Z trois variables réelles indépendantes, de méme loi N (0, 1).

a) Calculer, pour tout (s,t) € R? les espérances conditionnelles E (X|X + sY +tZ) et
E [exp (isXY +itX7Z) | X].

b) Montrer que la fonction caractéristique du couple (XY, XZ) est donnée par
1

— N 2
U (s,t) = REERSTE ou (s,t) € R

¢) En déduire que, pour tout n € N*, Papplication ¥,, de R? dans R, donnée par

1
(1452 +12)"?

U, (s,t) = ol (s,t) € R?

est la fonction caractéristique d'un couple (U,, V) que 'on déterminera.

d) Etudier la convergence en loi éventuelle de (U,,V,,) quand n — oo.



Exercice 25. =

a) Soit (X7, X, X3) un vecteur gaussien centré a valeurs dans R? tel que Cov (Xo, X3) = 0.
Démontrer que

E(X; |o(Xs, X3)) =E (X3 | Xs) +E (X3 | X3) p.s.

b) On suppose de plus que les v.a. X; sont indépendantes, de méme loi A (0,1). On pose
T .= (Tl,TQ), ol T1 == X1 - X2 et T2 = 2X1 - X3.
Calculer les espérances conditionnelles

E (X1 |T), E (X (2X2 — X3)°|T),
E (X1 + X2 +2X3)? |T) et E(exp (itX;) |T), t € R.

Exercice 26. # Soient X, X, X3 trois v.a. indépendantes, de méme loi A/ (0, 1). Posons
U:X1—2X2+2X3, V:2X1+2X2+X3 et S:X1+X2+X3.
a) Montrer qu’il existe une unique constante o € R telle que U — auS soit indépendante de

S. Calculer a.

b) Soit H I'ensemble des applications mesurables ¢ : R — R telles que ¢ (S) € L?. Détermi-
ner la constante

Inf E[(U - ¢(9))"]

¢oeH



