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Introduction

0.1 Présentation du cours

Ces notes reprennent sous une forme sensiblement plus détaillée des notes d’un cours
d’école doctorale donné en mars 2010 et s’appuient également sur des notes d’un cours
de M2 recherche EDPMAD dispensé durant les années scolaires 2008-2009 et 2009-2010.
L’objectif de ces notes est double :

- Présenter des résultats récents obtenus en collaboration avec M. Hauray, C. Mouhot
et B. Wennberg.

- Faire une introduction générale aux problemes de “limites de champ moyen” en
présentant en détail quelques résultats incontournables et en présentant quelques idées et
stratégies générales.

0.2 Les problemes historiques

Il existe deux problemes fondamentaux et difficiles en physique statistique hors équilibre :

- Dériver I’équation de Boltzmann & partir de la loi fondamentale de la dynamique :
c’est la limite de Grad (et ce n’est pas une limite de champ moyen). Ce probleme a été
résolu partiellement (pour des temps courts) par Lanford en 1978.

- Dériver 1’équation de Vlasov-Poisson pour un gaz en intéraction Coulombienne (N
particules qui créent un champ de force et le subissent) a partir de la loi fondamentale de
la dynamique : ¢’est une limite de champ moyen. Ce probléme est résolu pour un potentiel
d’interaction non singulier par Braun et Hepp en 1977 et pour un potentiel d’interaction
“peu singulier” par Hauray et Jabin en 2007, mais il n’est pas résolu dans le cas du potentiel
Coulombien.

Pour contourner ces difficultés, Kac propose en 1956 de regarder un probleme beaucoup
plus simple :

- Déduire I'équation de Boltzmann homogene en espace a partir d’'un processus de
sauts “collisionnels”. C’est & nouveau un probleme de champ moyen. La question est
initialement posée et résolue par Kac pour un modele simplifié (appelé le modele de Kac).
Cette approche se généralise a I’équation de Boltzmann, a 1’équation de Vlasov (pour
un potentiel d’interactions régulier) ainsi qu’a bien d’autres équations (notamment le
tres populaire modele de McKean-Vlasov). Le “programme de Kac” repose sur deux
concepts clés que nous introduirons dans le prochain paragraphe et traiterons plus en
détail dans la suite du cours : la notion de limite de champ moyen et la notion de
chaos (et de propagation du chaos).
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0.3 Vers une formalisation du probleme

subsec:intro—3|

On considere un espace d’états ou de configurations admissibles E. On prendra E C R,
On considére un systéme de particules (ou individus/cellules/agrégats, ...) dont chaque
particule est totalement décrite par sa variable d’état y € E (typiquement ici y est la
position de la particule, et on note y = x € E, ou sa vitesse, et on note y = v € F, mais on
peut imaginer bien d’autres situations, en particulier un couple y = (z,v) position-vitesse,
une masse y = m > 0, ... ). Un systéme de N particules est donc décrit par une variable
d’état

Y =y, ....yn) € BV,

que I'on notera parfois Y = YV = (ij )1<j<n lorsque 'on voudra insister sur la dépendance

en N. On suppose également le plus souvent que les particules sont indistinguables (échangeables
dans la terminologie probabiliste) ce qui signifie qu’on ne fait pas de différence entre
Pétat Y et I'état Y, = (Yy(1); - Yo(rv)) POUr toute permutation o € &y = {bijections

de {1,2,..., N}} donnée. Dans ce cas le systeme est en fait décrit par la classe de Y obtenue

par permutation des indices, espace des états du systeme est donc EV /Gn.

Le probleme a N particules. La configuration du systéeme a N particules est obtenue
comme solution d’'un probleme d’optimisation (minimisation d’une entropie ou probleme
de minmax, c’est un probléme stationnaire ou a I’équilibre) ou d’une équation d’évolution
(probléme hors équilibre) mettant en jeu la variable Y (ou une fonction de densité de la
variable Y'). Plus précisément, soit le systéme est déterministe et est décrit par un point
dans l'espace des phases

Y = solution optimale d’un probléme stationnaire € EY (ou EVY /S y),

Y(t solution d’un probléme d’évolution € EY (ou EY /G y).

~—

Soit le systeme est stochastique et les variables ci-dessus sont aléatoires. Dans ce cas,
on peut préferer une description par densité de probabilité qui correspond a la loi de la
variables aléatoire précédente, le systeme est alors décrit par

FN = solution optimale d’un probléme stationnaire € P(E™) (ou Py, (EY)),
FN(t) = solution d’un probleme d’évolution € P(E™) (ou Py, (EY)),

ou Psym(EN ) est I'espace des probabilités symétriques de EVV, c’est a dire invariantes par
permutations des indices des variables. Le fait de considérer Py, (E”) et non pas P(EY)
provient de ce que I’on suppose que les particules sont indistinguables. Il est important de
signaler que dans le cas d’un probleme d’évolution, la source d’aléas peut provenir :

- de la dynamique d’évolution elle-méme ;

- de la donnée initiale non connue avec certitude, la dynamique d’évolution étant elle
déterministe.

Question 1 : y a-t-il une limite lorsque N — oo ?

Une premiere question est de savoir si on peut identifier une limite lorsque N — oo.
Pour que cette question ait un sens il faut d’une part que le probleme soit observé “a
la bonne échelle” afin que le systéme (ou plutot certaines quantités fabriquées a partir

de la description complete du systéme) “reste d’ordre 17 dans la limite N — oo. Il faut
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d’autre part que l'on identifie “une limite” (c’est & dire un objet limite, éventuellement
défini comme solution d’une équation/d’un probléme limite).

Il est possible d’imaginer plusieurs types de limite, et essentiellement trois suivant la
précision de I'observation souhaitée.

- échelle microscopique. On peut souhaiter rester au niveau des particules/individus/
cellules et ’espace de configuration limite est alors E°°, c’est-a-dire, soit I’espace des suites
EN (ce qui peut étre le cas pour des modeles de coalsecence ou de fragmentation d'un
systéme de particules decrit par la suite de masses (m;);>1, mi > mg > ... > m; > ... > 0)
soit un espace structuré spatialement du type EZ (ce serait le cas pour un systéme de
particules en interaction et contraint & rester sur un réseau).

- échelle mesoscopique/statistique. Souvent lorsqu’on s’intéresse a un systéme composé
d’un nombre tres grand de particules ce n’est pas tant I’état de chaque particule prise
individuellement qui nous importe mais bien I’état du systéme globalement (car chaque
particule prise individuellement n’a qu’une action tres petite sur le systéme et son action
propre ne peut tout simplement pas étre observée). L’échelle mésoscopique correspond a
I’échelle ou on s’interesse au comportement statistique ou typique des particules, et on
répond a la question : quelle chance ai-je de trouver une particule dans un état donné
y € E ou plutét dans une portion de l'espace des états A C E'7

- échelle macroscopique. Allons plus loin. Ce qui nous importe vraiment ¢’est comment
agir sur un systeme de particules ou quelle est I'action qu’exerce celui-ci sur son environne-
ment. Dans les deux cas les quantités pertinentes sont les mémes et ce sont les “observables
du systémes” (les quantités que 'on peut observer grace a des appareils de mesure) qui
sont obtenues comme moyennes sur la densité de particules : la densité moyenne, la vitesse
moyenne, la température, ... .

Cette distinction entre ces trois échelles est particulierement pertinente pour les gaz
d’atomes pour lesquels on peut avoir une description microscopique (la dynamique est
donnée par les équations de Newton de la mécanique classique), une description mesosco-
pique (la dynamique est donnée par les équations cinétiques de Boltzmann ou Vlasov, ...),
une description macroscopique (la dynamique est donnée par les équations de la mécanique
des fluides de Euler, Navier-Stokes, ...).

Limite de champ moyen. Nous nous interessons ici uniquement a la deuxiéme situation
ci-dessus. En résumé, on souhaite établir une description statistique du systeme a partir
d’une description individuelle des particules et dans la limite ou le nombre de particules
tend vers l'infini. En termes probabilistes, cela correspond a une limite de type loi des
grands nombres (LGN). Deux objets permettent de décrire un tel systeéme limite. Le plus
simple est une densité de probabilité f € P(FE) qui représente la répartition statistique
des particules dans le systeme. De maniere un peu plus élaboré, on peut s’intéresser a
un processus stochastique décrivant une particule typique, et dont la loi correspond a
la probabilité f ci-dessus. Pour étre plus précis dans la terminologie, nous allons nous
intéresser a des “limites de champ moyen” qui correspondent au cas ou ’action de chaque
particule du systeme de IV particules devient de plus en plus petite lorsque N — oo, mais
que 'action moyenne des particules est d’ordre 1.

Comment effectuer une limite N — oo ?
Un probleme majeur réside dans le fait que I'espace EN ou P(EN ) dans lequel vit
la solution du probleme de N particules change avec N, et est donc a priori différent de
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I'espace dans lequel va vivre sa limite.

Rappelons que lorsque le systeme est déterministe, il est décrit par
— sa variable d’état Y = (y1,...,yn) € EV,

ou de maniere équivalente lorsque les particules sont indiscernables par
— la mesure empirique associée ,ug € P(E),

avec par définition

(0.3.1) L. (dy) € P(E).

||Mz

Dans le cas stochastique le systeme est décrit pas la variable aléatoire Y € EV ou la
mesure empirique aléatoire assoicée ,ug € P(FE). En termes de lois, le systéeme est donc
décrit par

~laloi FYN € P(EY) delava Y, en fait FV € Py, (EY),

~oulaloi FN € P(P(E)) de la va Y.
Le systéme limite est quant & lui décrit par une densité typique f € P(FE) ou par un état
(éventuellement aléatoire) typique Y € E. Afin d’établir la convergence du systéme de N
particules, qui est décrit soit par une suite d’états YV = (yl - .,y]]\\; ) soit par une suite
de densités FV € Py (EY) ou donc FN ¢ P(P(E)), vers un comportement typique, on
peut procéder de différentes manieres.

— (1) On travaille dans P(E), et on prouve que

,uyN — f faiblement dans P(E).

— (2) On travaille toujours dans P(E), et on prouve qu’il existe 71 € P(E) tel que
FN ::/ FNdy, ...dyy — 7 faiblement dans P(E).
EN-1

Dans (1) et (2) les quantités 1Yy et FJV représentent la densité de probabilité dune
particule du systeme de N particules de se trouver dans un état donné. Il s’avere que
la convergence (1) n’est envisageable que pour un systéme déterministe et que nous ne
sommes pas toujours capable ;ic %Iggiﬁer la limite avec la seule information (2). On peut
alors, comme le fait Kac dans 132; , S'intéresser a une densité de probabilité des couples de
particules du systeme de N.

— (2') On travaille dans P(E?), et on prouve qu'il existe T2 € Pyym(E?) tel que

FN ::/ FNdys...dyy — 7o faiblement dans P(E?).
EN-2

La encore I'information est souvent trop partielle pour identifier la limite, et nous sommes
alors amené a mettre en ceuvre I'une des stratégies suivantes.
~ (2") On travaille dans P(E¥), pour tout & € N* fixé, et on prouve qu'il existe
T € Psym(Ek) tel que

Fév ::/ FNdka...dyN — 7, faiblement dans P(Ek)
EN—k
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— (3) On travaille dans EN. Dans le cas déterministe, on prouve que

eq:IntroleOO‘ (0.3.2) di (YN, YN =N Z y =gl — 0,

_ _ , . eq:Introd1T00
avec y; = y € E fixé. Dans le cas stochastique, on prouve encore (0.3.2) au sens p.s.
ou en espérance, avec YN = (1, .-, Yn) un vecteur dont les coordonnées sont des
va indépendantes et de loi identique f fixée. En particulier, on prouve

Wi (FY, f5N) < B(di (YN, YY) — 0,

o Wy désigne la distance de Monge-Kantorovich-Wasserstein associée a la distance
di. On peut également démontrer la variante

N
1
N N o . N _-N
E(Wil'vifx)) = E<U£1@f,v N ; v = o) =0
qui peut sembler plus faible, mais ne ’est en fait pas pour des particules indistin-
guables, i.e. lorsque FN € Psym(EN).
— (4) On travaille dans P(P(E)), et on prouve qu'il existe 7 € P(P(E)) telle que

FN % faiblement dans P(P(E)),

ou de manieére un peu plus précis on travaille dans le cadre des va a valeurs dans
P(E), le systéme est décrit par la sulte de va uy ~ €t on montre qu’il existe une va
Y & valeurs dans P(FE) telle que ,uY v — Y presque siirement.

On ne discutera pas maintenant précisément le sens de ces convergences et des relations
entre elles. Faisons toutefois quelques commentaires. A part dans le cas (3), ’espace dans
lequel on travaille est fixe, on peut donc faire dans ces cas des arguments de compacité
et ne pas connaitre a priori la limite cherchée f, 7; ou 7. Les convergences (2) (avec
7o = f©2), (2") (avec T = f<K), (3) et (4) (avec & = d7) sont équivalentes et impliquent les
convergences (1) et (2), ces deux dernieres convergences étant équivalentes. La convergence
(1) (et (2) avec k = 1) répond bien & la question 1 : la distribution “moyenne” des N
particules converge vers une distribution “typique”.

Question 2 : a-t-on le chaos ou la propagation du chaos ?

On dit qu’une suite Y = YN € EN de va est chaotique, ou plus précisément f-chaotique
avec f € P(E), si saloi FV satisfait

(0.3.3) Vk e N* EN — f®  faiblement dans P(E").

Cela est exactement la convergence (2”) avec 7, = f®F pour tout & > 1 et c'est une
formulation précise de I'idée vague selon laquelle YV est “asymptotiquement proche d’une
va de coordonnées indépendantes lorsque N — o0” ou dit autrement est “presque une va
de coordonnées indépendantes dans I’as (irnipt%thsue N — o0”. De la méme facon, on dit
que FN € Py, (EN) est f-chaotique si (){TB_ET)Theu

Une deuxiéme question est alors de savoir si dans le cas d’un probleme stationnaire F'V
(ou Y) est f-chaotique (chaos), ou si dans le cas d’un probléeme d’évolution FV(0) (ou
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YN (0)) est f(0)-chaotique entraine que FN(¢) (ou YN(¢)) est f(t)-chaotique pour tout
t > 0 (propagation du chaos).
Plusieurs remarques s’imposent :

- La question de la cha Jé(f‘lt&ggéﬁ plus exigeante et subtile que celle d’une simple limite
de champ moyen puisque Z%Tmplique en particulier (1) et (2).

- Il est important de retenir que des que le systeme a N particules est en interaction, la
dynamique d’une particule donnée est toujours corrélée / n’est jamais indépendante
a celle des autres particules, ce phénomene d’indépendance (qu’est le chaos) n’est donc
valable qu’a la limite.

- Soulignons également que pour certains problemes (par exemple dans le cas du
probleme de Boltzmann) on doit répondre a la deuxiéme question (limite chaotique) pour
répondre & la premiére question (équation sur la loi d’une particule }Q’Pﬂ%gg : on ne sait
démontrer (2) avec kK = 1 qu’en passant par la preuve préalable de (0.3

0.4 Références bibliographiques

subsec:intro—4|

Ci-dessous nous présentons une liste de références, classées grosso-modo par ordre
chronologique, et qui nous paraissent particulierement importantes. Cette liste ne prétend
pas étre exhaustive et d’autres références seront présentées a la fin de chaque chapitre.

ewitt-Savage
- Dans un article fameux de 1955, Hewitt et Savage %32 résolvent dans une trés gra%g}_e. netti1937

généralité une question centrale en probabilité et qui remonte au moins a 'article
de Bruno de Finetti (1937), & savoir la représentation des suites de mesures symétriques
et compatibles (correspondant & des suites de variables aléatoires échangeables) comme
moyennes de mesures produits (de Finetti résolvait le m:ggg tyne de probléeme dans le
cas ou £ = {0,1}). Nous consacrons le début du chapitre B a ce probleme en présentant
la preuve historique de Hewitt et Savage (qui apgse sur le théoréeme de Krein-Milman)
ainsi qu’une preuve récente due a P.-L. Lions qui repose sur le théoreme de Stone-
Weierstrass et un lemme ng);llllmatoire qui apparait (pour la premiére fois?) dans 'ar-
ticle de F. A. Grinbaum e 1971). Nous donnerons également une troisieme preuve
qui apparait %éija%é o(}cllzsiprseelérr}a&%g&age “probabiliste”) dans un article de P. Diaconis et
D. Freedman [I9] de 1980 et qui repose essentiellement sur le lemme combinatoire de
F. A. Grinbaum. Ac1956

- L’article de Kac %3»1’]%1?1956 est incontournable car c’est I’article dans lequel est for-
malisée la notion de propagation du chaos et est ’article pionnier concernant la limite vers
une équation de la dynamique “typique”. Par son style précis et direct et par les questions
fondamentales qu’il pose, cet article reste d’une grande actualité. Nous en recommandons
donc vivement la lecture. En quelques mots. Kac 'ggoqugét la notion de propagation du
chaos que nous traitons en détails dans le chapitr CLi_i_e?&%)duit une méthode ingénieuse
que nous décrivons succinctement dans le chapitre b §on resultat principal de propagation
du chaos pour ’équation de Boltzmann (il traite un mogléalezgmiﬁé connu sous le nom
de “caricature de Kac”) sera démontré dans E%achap&ggﬁ_p?m premiere méthode @@e
de la hiérarchie BBGKY et dans le chapitre &gagnzurpu—nmutre méthode obtenue dans [406]
en développant une idée introduite dans '2§ . Enfin, il pose la question du retour expo-
nentiel vers ’équilibre pour le systeme de N particules avec un taux uniforme en N et
la possibilité d’en déduire un retour exponentiel vers 1’équilibre pour (1:7héa I}%gi(%Izlmgin%lite de
Boltzmann. Cette question sera brievement discutée dans le chapitre 77"
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- Dans un arti 0 e9£4W. Robinson et D. Ruelle %3] datant de 1967 (puis dans le
livre de D. Ruelle a notion d’entropie “moyenne” pour un systeme composé d’une
infinité de particules est correctement définie et est étudiée. C’est un outil fondamental
en physique statistique, en particulier dans I’étude de probleémes stationnaires et dans
I'identification de la limite d%ﬁgmesures de Gibbs associées a un systeme de N particules
a l’équilibre. La lecture de [53] est un peu ardue et son cadre esiclgn:gnqct%odife}'grent de
celui développé ici. C’est pourquoi nous présentons dans le chapitre B Ta notion d’entropie
moyenne, quelques résultats de convergence reliés a cette notion et une application simple
a un probleme de limite des mesures de Gibbs (cf. ci-dessous).

runbaum
- L’article de F.A. Griinbaum Fzﬁ‘jn—de—m?l nous semble étre absolument fondamental.
F.A. Griinbaum annonce un résultat de propagation du chaos pour le modele de Boltzmann
avec section efficace des spheres dures mais il ne présente qu’une preuve partielle comme
il le confesse lui-méme. La preuve repose sur une “hypothése de régularité”; en fait de
dépendance réguliere par rapport a la donnée initiale, non prouvée a 1’époque, etglgirfait
fausse en I'état (il existe des contre-exemples a l’l}m%ggg dus a Lu et Wennberg qui

empeche la dépendance réguliere supposée dans . Toutef g l’éléflglothése de régularité
peut étre assouplie et démontrée, et le réﬁ@gat *ané dans ég peut méme étre précisé
]

et généralisé. C’est I'objet de nos articles et [I]en collaboration avec C. Mou}}gcaet G]:?dnbaum
Wennberg. La preuve (présentée dans un cadre simplifié) fait 'objet du chapitre T0.
- Les travaux de H. Spohn a parg'r éjoe la fin des années 1970 sont nombreux et font

références. H. Spohn aborde dans a question générale des limites N — oo pour un
systeme de particules, dont la limite dite de “champ moyen” étudiée dans ces notes n’est

qu'une des limites possibl% o S(goncernant ce vaste programme de la physique sta insigque
nous renvoyons donc a 35T ainsi qu’au livre 57T Citons également D’article sur la
hlerarchl%hlga%\{ pour ’équation de Vlasov. Ce ty%ee Sde%]ggg}(’)ncgbe sera présentée dans le

chapitre 9. Cifons enfin l'article de Messer et Spohn concernant la limite de mesures
de Gibbs qui sera présentée (sous une forme légerement différente permettant d’inclure

eI %158 smguher§ copume ceux fgéldles par Caglioti, Lions, Marchioro et Pulvirenti
; ans le chapitre E

- Il existe de nombreux articles de A.S. Sznitman au cours des années 1980 concernant la
propagation du chaos. Certainement le résultat le plus important est celui de propagation
du chaos pour I’équation de Boltzmann avec section gﬁcace des spheres dures qu’il obtient
en utilisant une technique de martingale ngp linéaire FSB] Son cours a ;’ggg}g 4 §p€ de Saint-
Flour est également une référence obligée %9] Les notes de Méléard sur le méme sujet
sont particulierement claires.

- Un article qui nous sembl ranggfggnt mériter d’étre cité est I'article de L. Ar-
er
% de 1991

keryd, S. Caprino et N. laniro qui traite de l'unicité de la solution de la
hierarchie BBGKY associée a ’équation de Boltzmann pour la section efficace des spheres
dures. L’article est particulierement agréable a lire et le résultat obtenu permet d’obte-
nir immédiatement (bien que cela ne soit étrangement pas mentionné) la propagation du
chaos pour I’équation de Boltzmann pour les spheres dures. C’est donc la premiere preuve
alternative (beaucoup plus simple et n’utilisant pas d’ar &gle:]%‘%&gobabiliste) du résultat
de Sznitmann. Ce résultat sera présenté dans le chapitre i‘?

ookRachev
- Le livre %I de Rachev et Riischendorf (1998) porte sur les problemes de transfert
de masse et sur les métriques dans ’espace des probabilités. Une preuve quantitative de
chaoticité au sens de la distance Wy est démontrée. Nous abordons cette question dans
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le chapitre E%S apportons une preuve alternative tirée de ﬁ%ﬁUme série de résultats
concernant 1’éq 'gfgé}ggﬁg Vdes distances construites sur I'espace des probabilités P(R%) est

gésgg%ée dans [. Cefte question est également abordée dans les treés agréables notes
%ﬁr—dé(]zsxgg%gc Toscani (2007). Nous présenterons quelques résultats dans ce sens dans le
chapitre IT.

illaniMF
- Nous renvoyons aux notes de cours de DEA }%,62']1_(1e_Villani de I'année scolaire 2001-
2002 qui propose un e 20 gn EH‘%%‘ pédagogique et clair sur ce méme sujet des limites de
champ moyen. Le livre gZI de Villani contient une tres agréable introduction a la théorie
du transport optimal ainsi que quelques exemples d’applications. En particulier, tous les
théoréemes concernant les distances de transport de Monge-Kantorovich-Wasserstein que

nous utili ) daHf’ fie cours y sont démontrés. Pour ceux qui veulent en savoir encore plus,
gl ‘ianl dNew

consulter . Deux articles peuvent étre mentionnés concernant la question du retour vers
I’équilibre daps_yn systeme de N particules uniformément en N. En premier lieu, I'article
! ﬁ%l&an?Xer%g%?ecture p p ’

de C. Villani [63] qui quantifie ce retour (pour la premiere fois ?) en termes d’entropie (qui
se trouve étre la bonne notion pour espérer un passage N — oo) et qui est également un
des résultats les plus élégant de 'auteur et des plus importants concernant la question du
retour vers I’équilibre pour ’équation de Boltzmann. Pour une discussion plus a; B qfondie
sur cette question de Kac (et quelques autres) nous renvoyons a l'article récent et aux
références cités dans cet article.

- En 2007, Hauray et Jabin ont obtenu dans %ﬁﬁ%eum de la limite de champ
moyen vers I’équation de Vlasov pour un potentiel singulier (sans traiter toutefois le cas
du potentiel Coulombien!). Nous n’aborderons pas ce résultat dans ces notes, mais nous
en recommandons la lecture puisqu’il s’agit du résultat le plus abouti & ce jour sur ce
probleme majeur.

- Les cours %&](%g_sl%h Lions au college de France des automne-hivers 2008 et 2009
ont été consacrés aux problemes de limites de “jeur a champ moyen”. La video d Je T—
cours est accessibles en ligne sur internet. Le présent texte est fortement i SSJ)Ci}"ﬁfF&ie %é .
En particulier la limite de “jeux a champ moyen” présentée dans le chapit Ce:&_e:@?preuve
;c(lﬁléros%‘%me de De Finetti, Hewitt et Savage présentée dans le chapitre &3 sont tirées de
g% . Notons également que ce cours aborde le probléme (encore peu étudié) de définir un
calcul différentiel a 'ordre 1, 2, et plus.

- Le livre de L. Ambrosio, N. Gigli et G. Savaré ﬁ%%%sppe (entre autres choses et
a la suite de travaux de F. Otto, W. Gangbo, C. Villani, ...) un calcul différentiel dans les
espaces de ggb%lgilllil%gmeous aborderons ce probleme sous un angle un peu différent dans
le chapitre i(), et nous montrerons comment les fonctions différentiables sur les espaces de
probabilité interviennent dans le problemes de limite de champ moyen.

- Enfin, de nombreuses questions relatives aux limites de champ moyen ne sont pas
abordées dans ces notes. Pour en citer quelques unes : la question de la propagation du
chaos et de la limite & grand nombre de particules en physique quantique stationnaire (cf.
les travaux de Lieb et les références citées), en physique quantique hors équilibre (cf. les
travaux récents de Schlein et les références citées), pour les modeles de coagulation (cf.
les travaux récents de Rezakhanlou et les références citées), pour les problemes de vortex
(cf. les travaux de Pulvirenti et les références citées), pour des modele de dynamique
adaptative (cf. les travaux récents de Méléard et les références citées), ... .
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0.5 Cadre fonctionnel

Espaces des états F et EV.

Dans tout ce cours E désignera 'espace “des états”. On suppose que E = (E,dg) est
un espace métrique et on note % la tribu borélienne associée a cette structure métrique.
Plus précisément, on se placera toujours dans 'une des trois situations suivantes : un
espace métrique, typiquement £ C R? muni de la distance euclidienne dg(z,y) := |z — y|

- E est un espace métrique compact, en fait £ C R? est un compact ; (en particulier,
le cas E un compact de R? muni de la distance euclidienne, notée |.|),

- E = R4, en fait on pourrait considérer de la méme maniére le cas d’un espace polonais
localement compact. est un espace métrique localement compact et séparable, ;

Comme toujours,

Plus généralement ce que 'on va exposer reste vrai dans le cas ou E est un espace
métrique séparable, localement compact (tout point admet une base de voisinages com-
pacts) mais pas compact.

- E est un espace polonais (espace métrique complet et séparable), en fait £ = P(R?).

FE espace des états d’une particule
w, d, dg, dist distance sur F, d,

Espaces des fonctions sur FE.

Ca Cb7 UCu C£7 007 Cc

Espaces des probabilités sur FE.
P(FE) I'ensemble des mesures de probabilités sur £
Py : I'ensemble des mesures empiriques (sommes de N masses de Dirac) -7
D, W, distance sur P(E)

Objets sur ’espace P(F).
P(P(FE)) I'ensemble des mesures de probabilités sur P(E)
D, W, distances sur P(P(E)).
UC(Pg), C**(Pg)
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Chapitre 1

L’espace des configurations
symétriques, I’espace P(F) et
limite de “euzr a champ moyen”

Dans ce chapitre, étant donné un espace métrique (E, dg), nous introduisons les notions
et résultats utiles dans les prochains chapitres (et seulement ceux-1a) concernant les espaces
P(F) en traitant successivement le cas E compact, le cas E espace polonais et le cas
E = R?. Nous donnons également un premier exemple de limite de champ moyen dans le
cadre d’un probleme de jeux a N joueurs.

1.1 Espace des configurations symétriques sur E”.

subsec:MFG-0
Soit un espace métrique E. Pour N € N* et p € [0, 0c] on définit dans EV la distance
d, de la maniere suivante. Pour tout X = (z1,...,zn),Y = (y1,...,Un) € EN . on pose

do(X,Y) = inf{e > 0; #{i, dg(zi,y;) > e} < Ne},
N 1/pt
dy(X,Y) = L ZdE(x yi )P si 0<p<oo, pfi=max(1,p)
D ) N P 1y Y1 ) ) 9
doo(X,Y) = max dg(wi, ).

parDistances| Lemme 1.1.1 Les fonctions dp, : EN x EN — R, sont effectivement des distances et pour
tout N> 1 ettout 0 <g<1<p<oo, ona

d3<dy <d,<ds et d,<dl.
De plus, lorsque p € (1,00) et diam(E) < oo, on a

d, < diam(E)'/? di/p et d, < (d5+ diam(E)P do)l/p .
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LemComparDistances
Preuve du Lemme [T.1.1. Etape 1. Le cas 1 < p < co. D’une part, par 'inégalité de Holder

associée a la mesure discréte et uniforme sur {1,..., N}, on a

1/p N 1/p

N N
1 1 1
_ s P il -
dl(Xv Y) — N ;dE(xlvyl) < Z;dE($zayz) N ; N - dp(X7Y)'
D’autre part, on a

N

dp(X7Y)p = Z xlvyl) <dlam ZdE xuyz
i=1

Etape 2. Le cas 0 < ¢ < 1. De la méme maniére, en notant r := 1/g, on a

N 1 1/r N 1 1/r’
de(X,)Y) = Nz:: BT, yi)? <Zd}3 (zi, i) N) <§ N) =di(X,Y)".

Etape 3. La distance do. Commencons par démontrer que pour tout X,Y € EV
(11.1) i, o — il > do(X,Y)} < Ndo(X, V).
Par définition de do, pour tout n > 0, on a
80, |we — il > do(X,Y) + 0} <N (do(X,Y) + 1),
puisque Ve, e’ >0, &’ > ¢,
84, |xi —yi| >y < Ne = #{i,|zi—wy| >} <Ne.
Comme le terme de g e ,f,hg{ls I'inégalité ou intervient 7 SEQpghant pour tout 7 € [0,nx,v,s), avec
Nx,v,e > 0, on obtient (I.I.I) en passant & la limite n — 0. De (I[.T.T) on tire en particulier que do(X,Y) =0
implique X =Y.
Inversement, montrons que pour tout € > 0, on a

(1.1.2) 8{i, |zi —yi| > e} < Ne implique do(X,Y)<e
A nouveau, il existe nx,y, > 0 tel que pour tout € (0,7x,v,c)

8{i, [zs —yil > e+n} =4{i, [zi —ys| >e} <Ne < N(e+n).

l?la e((i} B tﬂ B Q5B déduit do(X,Y) < e+, et on conclut en passant & la limite n — 0. En combinant
(T-TI) et (LT z) on obtient

do(X,Y) =inf{e > 0; #{7, |xs —yi| >} < Ne}.

Soit maintenant X,Y,Z € EV. Si
|z — zi| > do(X,Y) +do(Y,Z) =: ¢,

alors |z; — yi| + |ys — zi| > do(X,Y) + do(Y, Z), et donc soit |x; — yi| > do(X,Y) soit |ys — z:| > do(Y, Z).
Ainsi

8{i5 wi — vl > do(X, Y)} + #{3; [ys — 2i] > do(Y, 2)}

N (do(X,Y) + do(Y, Z)) = Ne,

#{i; |zs — 2] > e} <
<

ce qui implique do(X, Z) < e. On vient de démontrer I'inégalité triangulaire et cela termine la preuve du
fait que dp est bien une distance.
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anceQuotient

Considérons X, Y € EY et posons k := §A4, A := {i; |z; —y;| > do(X,Y)}. Par définition de do(X,Y"),
pour tout € € (0,ex,y), on a k = §{i; |x; — yi| > do(X,Y) —e} > N (do(X,Y) — €) et en passant a la
limite € — 0 il vient k¥ > N do(X,Y’). On en déduit

N
1 1 k
a(XY) =+ >z =yl > sz — il 2 15 do(X,Y) 2 (do(X,Y))%.
=1 €A

Enfin,

1 1
GXY) = > |z =il + > |z — vil”

i |z —y;[<do(X,Y) i |z —y;[>do(X,Y)

< do(X,YY + 5 £{is o — il > do(X, Y)} diam(E)?,
i :LP1
et on conclut grace a I'inégalité (1.ne. B m

Exercice 1.1.1 Compléter la preuve du Lemme. Compléter le lemme afin de traiter tous
les exposants 0 < q < p < oo dans les deux inégalités. Etablir la deuxiéme inégalité en
remplacant la condition diam(E) < oo par une condition de moment sur les configurations.

On introduit Gy le groupe des permutations d’un ensemble & N éléments (i.e. I'en-
semble des bijections de {1, ..., N} dans lui-méme) et £V/& y I’ensemble des configurations
de EV indistinguables par permutation. On note X,y € EN /G N les classes d’équivalences
de EV par la relation d’équivalence d’égalité par permutation. Pour X = (z;) € EV,
XeXetY=(y)€EN,Y €Y onadonc

X=Y ssi X ~Y ssi dJo€6n X=Y,, ol (Yo)i :=Yo) Vi=1,...,;N.
Etant donnée une distance d dans EV symétrique par permutation, i.e. telle que
dX,Y)=d(X,,Y,) VX YeEN Voe6y,
on définit

VX, Y€ BV d(X,Y)= min d(X',Y')= min d(X,Y,),
X'~ X, Y'Y o€GN

ainsi que
VX,V e EN/Sy d(X,Y)=d(X,Y) pourun couple (X,Y)e€ X x,
la quantité de droite ne dépendant pas (par construction) du choix de ce couple.

Lemme 1.1.2 La fonction d ne définit pas une distance sur EN (si N > 2!) mais vérifie
linégalité triangulaire. La fonction d définit bien une distance sur EN/Sy. De plus, si
d1 § Cdg alors d1 § Cdg

[LlemdistanceQuotient

Preuve du Lemme II.1.3.Solent X,Y,Z € EN et 0; € Gy tels que d(X,Y,,) = dN(X,Y),
d(Y, Zs,) = d(Y,Z), de sorte que

A(X,2) < d(X, Zpyoo,) < AX,Yys,) + d(Ys,, Zagyoo,) = d(X,Y) +d(Y, Z).

Cette inégalité triangulaire dans EN implique la méme inégalité triangulaire dans EV/Gy.
De plus, si d(X,)) =0 pour X, Y € EN . cela implique bien qu'il existe X € X, Y € Y et
o€ Gy tels que 0 =d(X,Y) =d(X,Y,), soit donc X =Y,, X ~Y et X = ). O
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subsec:MFG-1

def:MesureEmpirique‘

. oy . [LemCompai=nstismirzarceQuotient
Définition 1.1.3 Awec les notations des Lemmes I.1.1 et 11.1.3, on note

wp =dp, 0<p<oo, wrp = do,

soit plus explicitement pour X,Y € EN

LN 1/pt
wy(X,Y) = inf <NZ[dE(:vi,ya(i))]”) )

c€GN .
i=1
wLP(Xv Y) = inf{s > 0; do € 6]\//11{27 |':UZ - yo(i)| > 6} < N€}7

et on appelle “distance” de Monge-Kantorovich-Wasserstein (MKW) la fonction w, ainsi
définie sur EV et EN/Gy, et “distance” de Levy-Prokorov la fonction wrp ainsi définie
sur EN et EN/Gy. On note également wy = wrp.

1.2 Mesures empiriques et distances dans P(F) lorsque E
est un compact.

Dans cette section nous supposerons toujours (sauf mention explicite du contraire)
que £ C R? est un compact. Commencons par définir Papplication canonique “mesure
empirique” qui est 'objet fondamental permettant de passer de la suite d’espaces EN &
lespace fixe P(E) D Pn(E).

Définition 1.2.4 Soit E un espace polonais (ou juste mesurable). Etant donnée la va-
riable/Uétat X = (21, ...,xn) € EN, on définit la mesure empirique py € P(E) associée
par

N
1
pN (dx) = N iz_gdxi(dw) e P(E).
On définit ainsi une application 11X : EN — P(E). Mieuz, en notant Py (E) ’ensemble
des mesures empiriques de la forme ci-dessus (N masses de Dirac de poids 1/N), on
définit une application bijective

ny: EN/6y —Pyn(E), X p¥.

On munit P(E) d’une distance D métrisant sa topologie/convergence faible. On va
voir dans cette section que II¥ est alors un homéomorphisme de (EY /&y, w),) dans

(Pn(E), D). C’est méme une isométrie lorsque PN(ﬁs)ugg’gc%Et?j3d’une distance de trans-

port convenable, ce que nous verrons dans la section T.4.

Nous allons donc maintenant rappeler la définition de I’espace P(FE), exhiber deux
distances sur P(FE) et établir quelques propriétés de P(E).
L’espace P(E). On définit 'espace M'(FE) des mesures de Radon sur £ comme étant
I'espace dual de I'espace C'(F) des fonctions continues muni de la norme de la convergence
uniforme, on note M (E) = (C(E))’. Comme C(E) est un espace de Banach, M!(E)
est également un espace de Banach lorsqu’il est muni de la norme duale “de la variation
totale”

VA€ Ml(E) ATy = sup (A, ©)].
peC(B), [lpll<1
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De plus, pour tout A € M!'(E) il existe une unique décomposition
A=A —A, AL 20, [[Allpy = [Atflrv + [A-[lzv,

ou la positivité Ax > 0 signifie que ¢ € C(E), ¢ > 0, implique (A, ¢) > 0. On note M}F(E)
le cone des “mesures de Radon positives”.

D’autre part, on définit I’ensemble ///i (E) des “mesures de Borel positives finies” sur
FE comme 'ensemble des fonctions d’ensemble o-additives sur la tribu AE a valeurs dans
R. Soit donc pu € AL(E) si p: Bp — Ry, pu(0) = 0 et pour toute famille (4;);e; finie
ou dénombrable de g deux a deux disjointes A; # A sii,j € I et i# j, on a

M(U Ai) = Z p(A;).
iel iel

A une telle mesure p € ///}r(E), on peut associer une intégrale de Lebesgue définie pour
les fonctions mesurables et positives, pour toutes les fonctions intégrables et donc, en
particulier, pour toutes les fonctions continues (et bornées). On définit ainsi

L:C(EB) =R ¢ 1(e) = Tuphi= [ pdu= [ ola)utde).

L’application I, est linéaire, positive et bornée, c’est donc un élément de M}F(E), et

/Ecpdﬂ‘ =/Edu=u(E)-

Théoréeme 1.2.5 (Riesz-Markov) Lorsque E est compact, on a la réciproque : pour
tout A € M1 (E) il existe un unique p € M| (E) tel que

VeeCE),  (Ag)=I(p)

Ainsi, Uapplication ML (E) — ML(E), p — 1,, est bijective et on peut identifier M} (E)
et ML(E). On note désormais I, = p.

[TV = sup
peC(E), [lpll<1

De la méme maniere on caractérise I’ensemble des mesures de probabilités grace aux deux
définitions équivalentes suivantes

P(E) = {A € Mi(E), (A1) =1} = {p € A(E), p(B) =1},
En définissant .#'(F) 'ensemble des mesures de Borel signées par
MNE) = (s — e, pe € ANE)},

on généralise la notion d’intégrale en posant
00 = [ f@utdn) = [ f@patan) ~ [ 1))

pour toute fonction f € LY (FE,%g,|u|) o |u| = py + p_ est une mesure de Borel po-
sitive. Grace a la décomposition des mesures de Radon en différence de mesures de Ra-
don positives et grace au théoreme de Riesz-Markov on a également que l'application



th:BanachAlaoglu‘

th:densitePN

MY E) — MY(E), p — I, est bijective et on peut identifier M'(E) et .#'(E). On note
Voe MY (E)  [pl(E) = lpllrv = sup

toujours I, = p. Ainsi, on a
/ cpdp‘
eC(E), llpll<t IV E

= inf{p(B) + p—(E); px >0, py — p— = p}

ou donc ici |p| = p4+p— avec p1 est la décomposition de Hahn de p obtenue en choisissant
p+ > 0 étrangeres (3 A tel que pi(A) = 0 et p_(E\A) = 0) dans la classe des mesures
n+ > 0 vérifiant p = ny —n_.

Convergence faible dans P(F). Lorsque F est compact, on dit qu’une suite (u,) de
P(E) converge faiblement vers p € P(E), on note p, — p, si

Ve e C(E) /wdun —>/<,0du-
E E

Il s’agit bien siir ici de la (trace sur P(E) de la) convergence faible * o(M'(E), C(E)).

Théoréme 1.2.6 (Banach-Alaoglu pour P(E)). On suppose E compact. L’ensemble
P(E) est séquentiellement compact au sens de la convergence faible.

Preuve du théoréme de Banach-Alaoglu pour P(E). Soit (u,) une suite de P(F). D’une
part C'(FE) est séparable et on note (¢x) une famille dénombrable et dense dans C(E).
Alors, par compacité de [—|¢kll, l¢kl]] pour tout & € N* et par le procédé de Cantor
d’extraction d’une sous-suite diagonale, il existe une sous-suite (j,/) et une suite A\, € R
telles que (g, pr) — A lorsque n’ — oco. Maintenant pour tout ¢ € C(E), on obtient
également qu’il existe A, € R tel que (i, ) — A, lorsque n’ — oo en approchant ¢ par
une suite (/). On constante que I'application A : C(E) — R, A(p) = A, est linéaire et
positive (donc continue) et A(1) = 1. Par le théoréme de Riesz-Markov c¢’est une mesure
de probabilité. O

Théoréme 1.2.7 (Krein-Milman pour les mesures). On suppose E compact. Les
combinaisons convexes de masses de Dirac sont denses au sens de la convergence faible.
En d’autres termes et plus précisément, (Pn(E))n>1 est dense dans P(E).

Preuve 1 du théoréme Wmasses de Dirac sont les points extrémaux! de P(E).
En effet, si 0, = tp+ (1 —t)v, avec a € E, t € (0,1), p, v € P(FE) alors nécessairement
supp p = suppv = {a}, et donc p = v = §,. Inversement, si u € P(E) et pu n’est pas une
masse de Dirac, alors il existe ¢ € C(E), 0 < ¢ <1 telle que pu(p) > 0 et pu(1—¢) >0, de
sorte que 'on peut écrire p sous la forme d’une combinaison convexe

=) ()] o) + (1= p(e) ([u(l — )] 7 (1= @) ),

. , . N thKMabs
et donc p n’est pas un point extrémal. Il suffit alors d’appliquer le Théoreme [A.3.5 de
Krein-Milman.

N th:densitePN . i
Preuve 2 du théoreme [I.2.7. Comme FE est compact, pour tout k, il existe N € N
et (2F)1<i<n, une suite de E tels que E C UB(2¥, 1/k), puis il existe une suite (¢F)

%Mdei T
Lyoir la Définition [A-3.3 pour la définition d’un point extrémal



de partitions de I'unité dans C(E) associée au recouvrement par les B(z¥,1/k). Plus
précisément, il existe ¥ € C(E), 1 <1i < Ny, telles que supp ¢¥ C B(zF,1/k), 0 < ¢F <1
et vaz’cl ©F = 1. Pour construire de telles fonctions dans le cas F C RY (dans le cas
général consulter un cours de topologie) on choisit Ny et (mf)lgig N, tels que de plus ' C
UB(z¥,1/(2k)), on considére un noyau de convolution 0 < v € C(R%), suppy C B(0, 1),
[~ =1, on note y:(z) = e~ 4v(x/e) et on définit

k
Yi =N 9= Bk ek * ek
221 4 !

On pose maintenant

Ny,
= > u(F) O
=1

Pour tout ¢ € C(E) on a alors

Ny, Ny
(e, ) = > () (k) = (") avee ¢k =" y(ak) of.
i=1 i=1
Or, pour tout € E, on a
Ny,
b@) =t @)| = | D) - o) ¢ @)
i=1

Ny
Z sup ¢ — w(x§)|’L°°(B(xf,l/k)) i (z) <w(1/k) =0
—1<i<n,

IN

lorsque k& — 00, ol w désigne un module de continuité de v, i.e. w € C(R4), w(s) > 0 si
s # 0. On en déduit bien que (ug,v) — (u,1). Pour établir la densité de (Pn(E))n>1
dans P(F) il suffit enfin d’approcher p, par un élément ju;, n de Py (E) en remplacant les
coefficients u(p¥) par [N u(¢F)]/N pour tout 2 < i < N et en remplagant le coefficient
(o) par ce qu'il faut de sorte que ik, N soit de masse 1. O

Distances sur P(F). L’objectif est maintenant de définir deux métriques sur P(F)
telles que la notion de convergence associée soit la convergence faible définie plus haut. On
note Lip(F) 'espace des fonctions Lipschitziennes sur E et Lip; (E) 'espace des fonctions
Lipschitziennes sur F de constante de Lipschitz inférieure a 1 :

¢ € Lip;(F) si, et seulement si, |o(y) — ¢(z)| < dg(z,y) Vz,y € E.

On note M} (E) le sous-espace (fermé) des mesures de Radon de masse nulle :

p € MJ(E) si, et seulement si, u € M'(E) et / dp = 0.
E

fglem:distkR| Lemme 1.2.8 (i) Pour tout p € Ma(E) on définit

[l kR = SUP{/Ecpdu; x= Lz‘pl(E)}.
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L’application p — ||pllkr est une norme sur Ma(E), appelée norme de Kantorovich-
Rubinstein, et donc Uapplication P(E) X P(E) — Ry, (u,v) — Dgr(p,v) = ||p —v|kr
définit une distance sur P(E).

(ii) Soit R > 0 tel que E C B(0, R). Pour tout u € M} (E) on a

lullkr < Rllpllry.
(iii) Pour tout X,Y € EN on a
(1.2.3) N — ¥ llkr < w1 (X,Y).

def&lem:distKR . . . ;1 .
Preuve du lemme [I.2.8 . La vérification de (i) ne pose pas de difficulté dés que 'on sait
que Lip(E) est dense dans C(E). Lorsque E C R? on pe by %gggsier par régularisation
par convolution. Dans le cas général, on utilise le théoreme [A.2.2 de Stone-Weierstrass.

(ii) On écrit pour tout ¢ € Lip;(E)
[edn = [ (ota) = p(0) (ur (o) = o)
E E

< / ] (s (der) + p—(da)) < R |p|(E),
E

et on prend le suprémum en ¢.
(iii) Pour tout ¢ € Lip,(E) et 0 € G on a
N

1 1
(N — 1y, )| = ‘N > (1) = 0(Uaw))| < 171 = o0
i=1
. |ineq:KRW1 L. ;
d’ott on déduit (T.2:3) en prenant le minimum en o et le suprémum en . O

Lemme 1.2.9 (i) Etant donnée une suite () dense dans C'(E) et une suite (ay) de réels
strictement positifs telle que la série ((a ||¢kl|)) converge, Uapplication

D(p,v) =Y apl(n— v, on)|
k=1

définit une distance sur P(E).
(ii) De méme, si de plus (k) est une suite de Lip(E) et si la série ((ax ||Ver||)) converge
et est de somme A, alors Uapplication D définie ci-dessus est encore une distance, et de

plus
Vu, v eP(E)  Diuv) < Allp— vl

lem:topoPE1l
Preuve du Lemme 1.2Z.9. Traitons seulement (ii), le point (i) se traitant de la méme
maniere. D’une part, puisque p — v € M& (E) et en fixant 29 € E, on a

D(p.v) = Y axlVerl [{n — v, ’fHT’jf”O)M <> ar [Verll lln = vixr.
k=1 k=1

D’autre part, pour montrer que D est une distance, le seul point qui mérite d’étre détaillé
est 'implication D(u,v) = 0 entraine p = v. Or sous cette hypothese, on a (u—rv, i) =0
pour tout k, et si ¢ € C(FE) est une fonction quelconque, il existe une sous-suite (gpkj) qui
converge uniformément vers ¢ et donc également (1 — v, ) = lim(u — v, ;) = 0. O
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heoMK&Cvgce*| Théoréme 1.2.10 Pour toute suite (u,) de P(E) et tout p € P(E), il y a équivalence
entre

lem: topoPE1
(i) D(in, ) — 0 lorsque n — oo (pour une distance définie comme au lemme fmz.yi ;o
(i6) iim — pllici — O Torsque n— 00

(7i) 1y, — 1 au sens de la convergence faible lorsque n — oco.

L ‘theoMK&Cvgce* . . ,
Preuve du théoréme I1.2.10. (%n procede en plusieurs étapes.

Etape 1. (i) < (iii) (tres classique). Si D(pn,p) — 0 alors (pg, pn, — ) — 0 Vk. Pour
¢ € C(FE) quelconque, pour tout € > 0 et en prenant k tel que |[¢ — pi|| < &, on a

limsup [(p, pn — )| < sup ||pn = pllrv |l = rll + lim (or, pn — ] < 2,
n

n—oo

puisque ||pn — pllrv < lpnllrv + [lpllrv = pn(E) + p(E) = 2. Ainsi g, — p faiblement.
Réciproquement, supposons que pu, — p faiblement. Pour € > 0 fixons K tel que

o0
> a2kl <,
K+1

puis N de sorte que ag [(pg, un — n)| < e/K pour n > N et k = 1,..., K, alors pour tout

n>N
(o]
D(pin, i) < sup  apl(p = pn, i)l + Y arl(p — pinypr)| < 26
=L,...K k=K+1

Etape 2. (ii) = (iii). Supposons (ii). Pour tout ¢ € Lip(F) on a

' /Esod(un - u)‘ < llellzip l4n — pllkr — 0 lorsque k& — 0.
Par densité Lip(E) C C(E) on en déduit (iii).

Etape 3. (iii) = (ii). Supposons (iii) et que, par absurde, on n’ait pas (ii) : 3¢ > 0 et
une sous-suite de (uy,), toujours notée (u,), telle que

Vk Fe, € Lip(E), [lenllLip <1 /Eson d(pn — ) > €.

Par le théoreme d’Ascoli, il existe une sous-suite de (¢,), toujours notée (¢y,), et poo €
C(E) telles que ¢, — Yoo uniformément. On a alors

lim inf/ Poo d(pn — 1) =
E
=lim [ (poo — @n) d(pn — 1) +liminf/ On d(piy, — ) >0+ >0,
E E

ce qui contredit la convergence p, — . O
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1.3 Jeux a N joueurs

Soit F un sous ensemble compact convexe de R? On considere N joueurs. Le ieme
joueur est représenté par la variable y; (qui correspond & son ”état”), les N joueurs sont
décrits par le vecteur Y = (y1,...,yn) € EN.

Chaque joueur souhaite optimiser un “cotit” ou sa “satisfaction” ou son “utilité” (...),
sachant que les “ressources” sont données pour le systeme et donc que sa “satisfaction”
dépend de celles des autres joueurs. Mathématiquement, on associe au ieme joueur une
fonction de cotit F; = F;(Y) : EN — R.

Probléme de Nash. Il s’agit de trouver un équilibre de Nash (ou équilibre non coopératif)
X = (z1,...,xN) € EN tel que pour tout i = 1, ..., N le point z; soit un point de minimum
de la fonction
Yy = E-(acl, ey Li—15 Yy Ljg1y oevy (L'N).
On note également cela
x; € argmin F(., X;),

oit pour Y = (y1,...,yn) € EN on note Y; 1= (y1,..,Yio1,Yir1,-yn) € EV 7L et
FZ(:’J?Y;) = Fi(ylv "'ayi—hy)yi—l-l)"'vyN)'

Théoréme 1.3.11 (de Nash). Supposons que F;(.,Y;) est une fonction convexe continue
sur E pour touti € {1,..., N} et tout vecteur Y; € EN~1. Alors le probléme de Nash posséde
au moins un équilibre de Nash X.

N th:Nash . .
Preuve du Théoréme [[.3.11. Etape 1. Supposons dans un premier temps que les fonctions
y — F(y,Y;) sont strictement convexes pour tout i et tout Y;. Alors, pour tout Y € EV
il existe un unique Z = (21, ..., z2x) € EV tel que

Fi(z,Y;) = miBFi(z,Yi) ou encore z; = argmin F;(.,Y;).
ze

On définit ainsi une application ® : BV — EN Y — Z. A cause de l'unicité de la
solution des problemes de minimisation (rappelons qu’ici les fonctions cotit sont strictement
convexes), on voit que ® est continue. En effet, si Y — Y, on a Z° = ®(Y*) € EN
appartient a un compact, et on peut en extraire une sous-suite ze qui converge vers une
limite Z dans EV. Par continuité des fonctions Fj, on a

Fy(z,Y;) =lim Fi (25, YF) < lim Fy(2, Y7 ) = Fi(2,Y;) VzeE.

Donc z; = argmin F;(.,Y;) = (®(Y));. Par le lemme “d’unicité de la limite” c’est toute
la suite Z¢ = ®(Y?) qui converge vers Z = ®(Y). Le théoreme de Brouwer affirme que
® : EN — EN possede au moins un point fixe X € EV, ®(X) = X. Et c’est précisément
ce qu’il fallait démontrer.

Etape 2. Dans le cas ou F; n’est que convexe, on introduit la famille de fonctions strictement
convexes FF(Y) = F;(Y) +¢|Y|%. La premiere étape implique qu’il existe un équilibre de
Nash X¢, dont on peut extraire une sous-suite encore notée (X¢) qui converge vers une
limite X € EN. Ainsi

Fi(wi, Xi) = lim Fy(2f, X7) = lim F7 (27, X7)

IN
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et cela prouve que X est un point de Nash pour la famille des Fj. ]

La limite lorsque N — oo
On fait maintenant les hypotheses :
1) - les joueurs sont indistinguables ;

2) - étant donné un joueur, la dépendance de I’action de chacun des autres joueurs sur
celui-ci est faible.

Cela se traduit mathématiquement par le fait que si on considere N joueurs dont la
ieme fonction d’utilitée est notée FZ-N on a

(1.3.4) VY e BN EN(Y) = FN(y,Y;) = FN (yi,ug—l) :

Pour simplifier, on supposera désormais qu’il existe une fonction fixe F' = F(y,m) €
C(E x P(E)) telle que

FN(Y) = F(yi, 3, )
Il convient de noter que comme E et donc P(F) sont compacts, il existe un module de
continuité w tel que

[F(y, [) = F(z,9)l <w(lz—yl+If —gllkr)  Vy,z€E, V[ geP(E).
Exemple 1.3.12 Typiquement on a en téte une fonction de la forme

F(y,m) = Fo(y) + Fi(y,m), Fi(y,m)= f((a*m)(y))

avec f(t) = ct®, a >0, et ¢ > 0 (aversion pour la position dom %az%g% ¢ < 0 (préférence
pour la position dominante). Attention, pour que le théoréme I1.3.11 s’applique on doit
imposer quelques restrictions aux fonctions Fy, a et f. On peut, par exemple, supposer
que Fy, a et f sont convexes et que f est croissante (ce qui correspond a une situation
d’aversion pour la position dominante).

Définition 1.3.13 Soit F' € C(ExP(FE)). On dit que m € P(E) est solution du probléme
de jeuzr a champs moyens associé a F (ou que m est un équilibre de Nash pour F') si

(1.3.5) suppm C argmin F(-,m).

Théoréme 1.3.14 Soit XV = (a:{v, ,x%) une suite de points de Nash associés a une
suite de fonctions multi-cotts FZ-N de la forme précédente, et donc associées a une fonction
fize F € C(E x P(E)). Alors, a extraction d’une sous-suite prés, on a

N
1 N
N .
BXN = 5 E 1 o,n = m  faiblement dans P(E),
1=
MEG
avec m solution de (1.3.5).

N th:MFGNtoinft . . i N X
Preuve du théoréme [I.3.14. Par definition, pour tout 1 <7 < NV, le point x;' est un point
de minimum de la fonction y — F(y, ,uﬁig,l) . Cela signifie que 5%1_\7 réalise

FY(@Gw) = inf FN(p), FN :/F,N—1 dy),
i (6,v) i i (p)s Fi(p) : (Y, myn) pldy)
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et donc en notant

FN(p) = / Fly, i) pldy).
FE

on a pour tout Y € BV

1?( iv7/l§gN)

2l
1=

@
Il
—

fN(/&N) =

{Fli ni3) + Pl un) = Y uy7h )

IN
=2~
-

@
Il
—

IA

N
1 _
fN(uy)JrNZ{F(yi,u%l)—F(yi,u%)JrF( zy s uxw) = F ', iy
i=1

eq:MFGNinfty1] (1.3.6) < FV(uy)+2 sup w(llpi vt = u¥~llxr),

eq:MFGNinfty2]|

eq:MFGNinftyS‘

eq:MFGNinfty4‘

1<i<

ol w désigne le module de continuité de F' introduit ci-dessus.

Or d’une part, pour tout XV = (x1,...,zN) € EN et tout 1 <i < N, on a

BN~ Hxy = N >0, + 50
J?ﬁz

de sorte que pour tout N > 1
(1.3.7) i — v kg < Cr luis" — pi~llrv < 2Cr/N.

D’autre part, on peut extraire une sous-suite de (,u% ~ ), toujours notée de la méme maniere,
qui converge dans P(FE) vers une limite notée m € P(FE) : ,u)Ag ~ — m faiblement. On définit

Fp) = /EF(ZM) p(dy),

gN(2) = F(z,un) et g(2) := F(z,m). Puisque [|g" — gl (p) < w(|u¥n —mlxr) — 0,
on obtient

(1.3.8) FN(uiv) = /E gV (2) p¥w (dz) — /E g9(z) m(dz) = F(m).

th:densitePN
Enfin, pour tout p € P(E), il existe grace au théoreme [.2.7 une suite (YV) de EV telle
que ,uy ~ — p dans P(F), et on prouve de la méme maniere

(1.3.9) Jim PN (ugf) = F(p)

q:MEGNipfit MEGNipfit MEGNinfley3MFGNinfty4
En combinant (Il 3. 6), (I.3.7), (I.3.8) et (I.3.9), on démontre

(1.3.10) F(m) = peill'}(fE) F(p).

)}
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MFG MEG2 MEG
Or (h_35) est équivalent a (II.3.10). En effet, si m satisfait (h_35) cela signifie que pour
tout « € suppm on a F(x,m) = I[m] := infycg F(y, m) de sorte que

[ Pamymidn) = [ timlm(ds) = m
= [ rmptie) < [ Pom) plan)

E
MEG2 MFG
pour tout p € P(E), et donc m satisfait (I1.3:10). Inversement, si m ne satisfait pas (h_35)
cela signifie qu’il existe A C argmin F'(.,m) = (), et donc en choisissant z € argmin F'(.,m)
(un tel point existe puisque F'(.,m) est continue sur E) on a

/EF(x,m)m(dx) = /AF(ac,m)m(dw)—i—/CF(ac,m)m(dw)
< [ dmlmido) + [ Tm)m(de)F e m)

= I[m]=F(z,m) = /EF(ac,m) J.(dx)

) MFG2
alors m n’est pas solution de (1.3:10). ]

1.4 La distance Monge-Kantorovish-Wasserstein dans le cas
compact.

Les objectifs de cette section sont d’introduire la notion de transport de masse, de
définir la distance W), de Monge-Kantorovish-Wasserstein et de donner quelques propriétés
fondamentales de cette distance. Ces propriétés sont ensuite démontrées dans le cas d’'un
espace F compact C R%.

1.4.1 Définition du transport de masses.

Dans ce paragraphe, et seulement dans ce paragraphe, £ désigne un espace polo-
nais. On note toujours P(F) l'espace des mesures de probabilité de ' muni de sa tribu
borélienne A, et nous renvoyons aux prochaines sections pour des rappels concernant cet
espace dans le cadre d’un espace polonais.

Pour p,v € P(E) on définit I'ensemble

(1.4.11) II,, =1I(p,v) :={m € P(E x E); /
E

dn(z,y) = du(z), / dr(z,y) = du(y)}.

E

II(p, v) est donc 'ensemble des mesures sur F' x E dont les marginales sont p et v. On dit

que 7 € II(p, v) est ug plan de transfert de masses (ou un couplage) de p a v. Une fagon
plus précise d’écrire (%.ZI.I I; est

VAe Br, VB e B m(Ax E) =p(4), 7n(ExB)=v(B),
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ou également

| e@ +vldrten = [

E

() du(z) + /E () duly)

pour tout (o, 1) € L' (du) x L' (dp) ou L>®(dp) x L= (du), Cy(E) x Cy(E) 2 (ou Co(E) x
Co(E)? si E C RY). Faisons deux remarques :

(i) On a toujours u @ v € (u,v), donc (u,v) # 0.

(ii) Si 7w € II(p,v) alors suppm C supp p X suppv. En effet, on a par exemple 7(E X
(suppv)€) = v((suppv)®) = 0.

Etant données une fonction coit ¢ : E x E — Ry et deux mesures u,v € P(E), on
définit le cotit de transfert du plan m € II(u, v) par

(1.4.12) I.[r] :/EXEc(a:,y) dr(x,y).

On définit le cott optimal (de transfert entre p et v)

(1.4.13) T.(p,v) = inf I.[«].

mell(p,v)
S’il existe © € II(p,v) tel que I.[7] = Z.(u,v), on lappelle plan de transfert optimal. Si
c(x,y) est une distance sur F, 7. définit une distance sur P(F). Plus généralement et
précisément, pour 0 < p < oo on définit le sous-espace de probabilité P,(E) par

(1.4.14) P,(E) := {p € P(E), /EdE(az,azo)p pldr) < oo},

ou xy € E est fixé arbitrairement (cette définition ne dépend pas du choix de zg), et on
définit pour p,v € P,(E) la distance de Monge-Kantorovish-Wasserstein W), (1, v) par

(LA, (i, v) = [Tpp (u,0)]Y? = inf { ( /E

1/p*
dE(:U,y)pW(dw,dy)) , TE H(Ma’/)}
xE

avec pf := max(1,p).

Nous donnons maintenant trois résultats fondamentaux concernant la distance W, que

nous démontrons dans les trois sous-sections qui suiven‘F. Ces %ésultatps ont, énoncés et
subsec: Spacesrolonals

démontrés dans un cadre simple. On renvoie a la section .5 pour leur généralisation.

Théoréme 1.4.15 O&fs&f& ose E compact. Pour tout 0 < p < oo, lapplication (u,v) —
Wy (p,v) définie par (1.7 75; est une distance sur P(E)

Théoréme 1.4.16 Soient un espace polonais (E,dg) et un exposant 0 < p < oco. Pour
tout X = (z1,...,2n), Y = (y1,...,yn) € EV, on a

1 N 1/pt
Wy, 13) = wy(X,Y) = (J?é?v N;[dE(ﬂjiaya(i))]p) :

L3 P EN ] .
[SUDSET . LSpaCceEsSrolondls

2 . -
3v0}r la sect}on éi%ggg:rﬁcgﬁﬁ}tpn de Cy(E)
°voir la section [[.6 pour la défmition de Cy(E)
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En d’autre termes, EN/GN muni de la distance w, est isomorphe a

N

1
Py (E) := { p¥(dy) = N g bz, (dy), X = (21,...,xn5) € BN
i=1

muni de la distance W,.

Théoréme 1.4.17 On suppose E compact C R?. La distance W, métrise la convergence
faible de P(E) : pour une suite (u,) de P(E) et u € P(E), il y a donc équivalence entre
(1) Wp(pen, 1) — 0 lorsque n — oo ;
(ii) pn, — p faiblement dans P(E) lorsque n — oo.

) . [theo:WpdistanceEcompact .
1.4.2 Preuve du théoreme [1.4.15 : TV, est une distance.

Pour alléger les notations on ne traite que le cas p > 1. En fait, le cas p € (0,1) s’y raméne en
remarquant que si dg(z,y) est une distance alors (dg(z,y))? également. On procede en plusieurs étapes.

A - B%hg%‘%iws . . 2
Etape 1. Gréce au théoréme [A-272 de Stone-Weierstrass on sait que C(E) ® C(E) est dense dans C(E*).
On définit 7 := p@v sur C(E) @ C(E) par (m, o) = (u, ¢) (v,7) pour p @y € C(E)® C(E), définition
que l'on étend & C(E) ® C(E) par linéarité, puis & C(E?) par continuité-densité. Tl est alors clair que
n®v €Il ,, quiest donc non vide. La convexité de II,, , est immédiate. Enfin, si m, — 7 faiblement dans
P(E?) et 7, € M, alors clairement m € T, : I, est fermé. Comme P(E) est compact, il en est de
méme de II(u,v).

Etape 2. On considére une suite minimisante (7,,) de II,, . telle que I[m,] \, inf I[7]. Par compacité de
(1, v), il existe © € TI(p, v) et une sous-suite (m,, ) telles que m,, — 7 faiblement dans P(E?). Comme
dg(.,.) € C(E?), Papplication

m € (p,v) — I[r]:= Id% [7] :/ de(z,y)? dr(z,y),

EXE
est continue, ce qui implique I[ry,, ] — I[7], et donc

W(p,v)? = inf I[r]= min I[x] € [0,00).

TE(p,v) mEM(p,v)

Etape 3. Lorsque v = p on introduit le plan de transport m que 'on définit sur les boréliens produits
par m(A X B) = u(ANB) YA,B € #r et que l'on étend & Brxr par un théoreme d’extension. On a
(A X E) = pu(A) et 7(E x B) = u(B) de sorte que m € II(u, pt). Il est clair que suppm C A := {(z,y) €
E; y =z} puisque (A x B)N A = 0 si, et seulement si, AN B = et donc dans ce cas 7(A x B) = 0. On
en déduit que I[r] = 0 puisque dg = 0 sur A, et donc Wp(u, n) < I[r] = 0.

Etape 4. Inversement, si Wy(u,v) = 0, alors en notant 7@ un plan de transport optimal on a [[7] =
WE(u,v) = 0. Comme dg > 0 sur (E x E)\A on en déduit que supp7® C A et donc [, .(0(y) —
p(z)) dr(z,y) = 0 pour tout p € C(E). Il vient

[e@an@) = [ p@inen = [ ewarea = [ )

pour tout ¢ € C(FE) et donc p = v.

Etape 5. Montrons enfin I'inégalité triangulaire. Soient p; € P(E), i = 1, 2, 3, et soient m; € T4, 1)
pour (i,5) = (1,2), (2,3). On définit sur G := {p € C(E?); o(z) = pi2(z1,72) + p23(2,23) Vo =
(w1, m2,23) € B, i € C(E?)} sous-espace vectoriel de C(E?) ’application

<L7 @) = / p12 dmi2 +/ (P23 dmos.
E2 E2
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Montrons que L ne dépend pas du choix des représentants ¢;; de la fonction ¢ et que L est une forme linéaire
continue (pour la norme de C(ES)). En effet, si w12 + @23 = 12 + 123 alors w12 — 12 = 123 — w23 € C(E)
(ne dépend pas des variables x1 et x3) de sorte que

/ (p12 —12)dmi2 = / (12 — 12) du2
E? E

/ (Y23 — @23) dus = / (1h23 — p23) dras,
E B2
et donc L(p12 + ¢23) = L(th12 + 123). Pour ¢ = p12 + w23 € G, on introduit

P12 = Q12 + P12 — Pa3, P23 = P23 — P12 + Pas,

de sorte que ¢ = Y12 + P23, Y12 = 0 ou Y23 = 0 la ou les signes de 12 et w23 sont différents, d’ou on
déduit 15 > 0sip >0, |¢| = |h12|+ 13| et enfin ||| = [|12]||+ ||123]]. On prouve ainsi Ly > 0si ¢ > 0,

|Lel

IN

|Lipra| + | Lapas|
/ ] dmrs + / s dmas < [[ra ] + [6as]) = [l
E2 E2

IN

et comme L1 = L(1 4 0) = m2(1) = 1, |[L]]er = 1. Par le théoréeme de Hahn-Banach, on peut étendre
L en une forme linéaire continue 7 sur C(E*) telle que n|¢ = L, ||[7|lvr = ||L|ler = 1 et © > 0 puisque
|7 ll7v > 7t (1) > n(1) = 1 de sorte que 7~ = 0. On a donc m € P(E®). Par le théoréme de représentation
de Markov-Riesz il existe une mesure (de probabilité) = € P(E?) telle que

/ (12 + p23) dm = / P12 dmia +/ P23 dmas.
E3 E2 E2

En particulier, les marginales de 7 selon les deux premiéres et les deux derniéres variables sont w12 et ma3.
On définit m3 € P(FE?) sur les boréliens produits par m13(A x B) = n(A x E x BYVA,B € Br : mi3
est la marginale de 7 suivant la permiere et la derniere variable. Il est clair que w13 € II(u1, u3), puisque,
par exemple, T13(p® 1) =7(e®@1®1) = mT12(p ® 1) = p(p) Yo € C(E). Enfin, pour tout mi2, 723 et en
construisant 7 puis m3 comme indiqué ci-dessus (on adopte une écriture sous forme intégrale, pour plus
de clarté), on a

W(pa,pa) < (I[mas])/? = (/E2 dE(zhl’B)dels)l/p = </E3 dE($171’3)pd7T)1/p

IN

</E3 [de(z1, 22) + dp (22, 23)]" d7r) /p

1/p 1/p
</ de(z1,z2)" dﬂ') + (/ dg(z2,x3)" dﬂ') = Ip[mi2] + Ip[mas],
E3 E3

ol on a utilisé successivement la propriété de marginale, 'inégalité triangulaire dans FE et 'inégalité
triangulaire dans LP(7) (inégalité de Minkowski). Maintenant, en prenant l'infimum & droite sur tous les
mi2 € H(p1, p2) et mos € Tl(p2, p3), on obtient Wy (u1, pa) < Wy (p, p2) + W (p2, p3). i

IN

theoWpD . .
1.4.3 Preuve du théoréeme 1.4.16 : I'identité W, = w,.

Pour alléger les notations on ne traite que le cas p > 1.

Définition 1.4.18 On définit By l'ensemble des matrices bistochastique comme étant l’ensemble des ma-
trices M € Mn,n(R) vérifiant 0 < M;; <1 et

(1.4.16) > Miy=1 Vi, Y My;=1 Vj
j i

pour tout 1 < 4,7 < N.
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lem:Pi=2sto| Lemme 1.4.19 Soient X,Y € EN. Onaw € TI(uX, u¥) si, et seulement si, il existe une matrice M € By

telle que
N M
def :piM| (1.4.17) ™ =my(du,dv) = > TJ Oy ) (dut, dv).
i,j=1

lem:Pi=2sto . 3
Preuve du lemme [T.4.79. On procede en plusieurs étapes.

(i) Si v = da, mesure de Dirac en a € E, alors II(y,0,) = {pt ® da}. En effet, soit m € II(, dq). Pour
tout A € Bp, Be Brsia¢g Bonan(Ax B) <w(ExB)=20,(B)=0=(u®da)(A x B). Pour tout
Ae P, Be Besiac Bonan(AXB)=nm(AXxE)—m(Ax B°) =u(A) = (1p®d.)(A x B). Comme la
tribu BexE est engendrée par l'algebre des pavés Br X BE, on en déduit que ™ = p ® dq.

(ii) On a vu que si w € II(p, ) alors suppm C supp u X supp v. En particulier, si u et v sont discretes,
les mesures de II(u,v) sont des mesures discretes, portées par supp p X suppv. En particulier si p est
portée par {ai,...,ap} et v est portée par {b1,...,bs} alors m est portée par {(ai,bj)}1<i<p, 1<j<q. Plus

précisémment, si -
= pida;, v=3_ Vb, T= Ti;0a,b;)
i J 4,3
on p q coefficients 7;; qui déterminent 7 et p 4 ¢ relations de compatibilité
relatcompat| (1.4.18) Zm,j =7({ai} x E) = p({ai}) = ni V4, Zm,j =v; Vj,
I i

pour que 7 € II(u,v).

(iii) Lorsque p = p¥, v = pdf € PN‘ge)ftgiF’[ plan de transfert = € I(u%, u¥) peut étre repré gfg‘%%om at
par une matrice bistochastique en posant (IT.4. I7). Cela est bien siir une conséquence immédiate de (%TB’)_L
si x; # x; et y; # y; pour tout i # j, et cela est également vrai (bien qu’il y aurait bien d’autres fagons de

représenter 7) dans le cas “sous-déterminé” ou cette condition n’est pas satisfaite. o
R em:Pi=2sto R e i .
Grace au lemme T.4.19, lorsqu’on se restraint a Py (E), (T.4.12) devient

VMeBy  Ilmu]= Z % Mij =:Iexy[M] = I[M].

ij
N . . . . defdMK . . ’ .
Le probléeme de minimisation (I.4. ans ce cas particulier s’écrit
efIpidiscret| (1.4.19) WEN, i) = inf T[M],  Z[M]= do@iy,)”
pARXS MEBy ’ - N 7
i
ce qui est un probléme de minimisation linéaire sur un ensemble convexe et compact By sous-ensemble d’un

espace vectoriel de dimension finie My xn(R) . Ce probleme se résout grace a la théorie de Krein-Milman
qui est relativement élémentaire dans ce cas particulier et que nous exposons ci-dessous.

KMdef1l| Définition 1.4.20 On note MPy l'ensembles des matrices de permutation, c’est-a-dire l’ensembles des
matrices P € Myxn(R) telles qu’il existe 0 € &N pour lequel Pij = 8,55y =1 sii = 0(j), =0 sii # o(j).

Le résultat suivant permet d’identifier les points extrémaux de By .

KMlem2| Théoréme 1.4.21 (de Birkhoff). L’ensembles des points extrémauz® de By est MPxy.

KMlem2
Preuve du théoréme [T.Z.ZI. On procede en plusieurs étapes.
(a) Si M € By alors 0 < M;; < 1. De plus, si les coefficients de M appartiennent a {0, 1}, alors M est
un point extrémal puisque pour P, Q € By

1 . . . .
M = §(P+ Q) implique M;; = =(P;; + Qqj;) implique Pij = Qi = M;;.

N =

Enfin, pour appartenir & By il faut que pour tout i € {1,..., N} il existe un unique entier o (i) € {1,..., N}
t ligyg Mz = 1, pour tous les autres j on a M;; = 0 (c’est la premiere identité dans la définition
(T.4.16)) et que I'application o soit injective, (sinongen notant j = o(i) = o(k), i # kona 3>, My > 2 ce
qui contredit la seconde identité dans la définition (]h_fﬁ)) Cela prouve que 0 € &n et M;j = ;,-1(;-

%Mdei T
4yoir la Définition [X.3.3 pour la définition d’un point extrémal
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Remarque 1.4.22 On a donc la caractérisation suivante. Pour M € By il y a équivalence entre

(i) M € MPx ;

(4)Vi3J Mg =1 (etVj#J Mi; =0);

(ZZZ) V] 37 ij =1 (etVi ;é 1 Mij 20);

(iv) ¥i,j My € {0,1}.
En particulier, on a MPxn C E(Bn).

(b% Qu yeut montrer I'inclusion inverse. Soit M = (Mi;) € By . S'il existe (io, jo) tel que Mi,,;, €]0, 1]
alors (T.4.16) implique qu’il existe ji, i1, jo, ... tels que M;, 5, €]0,1[, M, ;, €]0,1], ... . On s’arréte au
premier i, ou ji tel que iy = iy ou jr = j¢, kK > €. On a donc construit une suite d’indices

(iev.jl)7 (ilvjl+1)7 (i€+17je+1), () (ikflvjk)v (“ﬁ]k)v

dans le premier cas,

(ifvje)v (ie,je+1), (il+1;f+1)7 () (ikflvjkfl)v (ikflv.jk)v

dans le second cas, tels que les indices sont tous distincts, sauf aux deux extrémes. Traitons le premier cas
(le second est simlilaire : il consiste & tourner dans autre sens, d’abord en incrémentant Pordonnée j puis
en incrémentant l'abscisse ). Pour se ramener & un nombre pair d’indices on commence par supprimer
(¢, je) de la liste, puis en renotant la suite d’indices, on a ainsi construit un k-cycle

S = {(in, 1), (i2,51), (i2,52)5 oy (is k=), Gk, Jk), (i1, 5k), (i1,51)}
avec tous les i, distincts et tous les j, distincts et tels que My 5 €]0, 1] pour tout (o, 3) € S. On définit
e :=min(Ma,g,1 — Mag; (o, 3) € S) >0,
puis
Pog = Mg si (i,5) €S, Pap= Mag + (—I)ZHI e si (a,B) = (i, jor) € S,
Qup = Map si (i,5) ¢ S, Qup = Mag+ (=1)""" e si (o, 8) = (it jv) € 5.

On a donc P = (Pi;) € By, Q = (Qij) € By, M = (P+Q)/2 et P # M, Q # N. Cela prouve que les
matrices de permutations sont exactement les points extrémaux de By. m

Présentons le théoreme de Krein-Milman dans le cas de By, dont la démonstration découle d’un
argument d’approximation.

Théoréme 1.4.23 (de Krein-Milman pour By). On a
conv (MPn) = Bn :

pour tout M € By il existe une suite (My) telle que

Ip
IM = Mo =0 et My=" 6 Pay,

j=1

avec Pnj € MPN, 0<0n; <1et}  0n;=1

Lo densitPNBN . Lo thKMabs . .
Preuve 1 du théoreme IT.4.23. suffit d’appliquer le Théoreme [A~3.5 de Krein-Milman.

Lo densitPNBN . . . . . .
Preuve 2 du théoreme IT1.4.23. n note B(N,p) les matrices bistochastiques qui possédent au moins p
coefficients nuls. Les points extrémaux correspondent & B(N,N? — N). On part de M; = M. Dans la
construction de la preuve du théoreme précédent, si par exemple on a € := 1 — M 5 avec (&, 3) = (ig, jp)
alors Py 5 = 1 et sie:= My 5 avec (&, 3) = (i, jg) alors en modifiant la définition de P on aura P; 5 = 0.
Dans tous les cas, on est capable de montrer que M = (Ma,1 + Ma2)/2 avec My, € By et M2 € B(N, 1)
ou Mas € B(N,1). On recommence, et on obtient My = (Mjz1 4 Mz 2+ M3 3+ Ms,4)/2* avec au moins une
matrice dans B(NV, 2), deux dans B(N, 1) et au pire une seule sans zéro. On note Ny ; le nombre minimum
de matrices dans B(N, j) & ’étape n, et la convention B(N,j) = MPy si j > N> — N.On a Ny =1, et
la convention Ni,; = 0 pour j > 1. On obtient alors par récurrence N, o =1, Npj = Np—1,j-1 + Nn—1,5-
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On a par exemple ainsi Np,1 =n — 1, Np2 =n(n —1)/2 et surtout N, < Ck n* pour tout n, k. On en
déduit

N2-N-1
card(Ay) < Z Ny,; < Cn nN27N717
=1

ou A, :={j; Mn; € MPn}. 1l vient alors
M= 27" My;+ > 27"I|=| Y 27" My;+ > 27 "I|<Cy —n =0
JEA, JEAS JEAS JEAS

lorsque n — oo (ol par exemple I € MPy est la matrice identité), ce qui permet d’ exhiber une suite (M)
vérifiant ’énoncé du théoreme en posant P, ;j := My j si j € An, Pnj:=1sij ¢ An, 9 =1, =2".

[defIpidiscret KMlem2 densitPNBN [theoWpDp
En combinant (T.2.19), le théoréme [I.4.2T et le théoreme on obtient le theoreme S
theonDB
Preuve du théoréme [T.4.16. On a d’une part

inf Z[M]< inf Z[P]= mm Z[P],
MeBN PeEMPy EMPN

puisque MPn C By et que MPn est un ensemble fi dlen51t39ﬁ tre part, pour tout M € By et en notant
M,, la suite de conv (MPy) construite au théoréme T.2.23
In
IIM] = lim Z[M,] = lim > 0, Z[Py]

i=1

In
nan;OZin H}\}ln I[P]= H}/III% Z[P].

Y

defIpidiscret
En notant P, la matrice de permutation associée a o € S, on obtient d’aprés la définition (T.4. IS deZ

inf Z[M]= min Z[P]= min Z[P,] = wp(X,Y)".
MEBy PEMPy €GN

defI idiscret
On conclut grace a (IL. In

. . [theo:WpCvgceEcompact . .
1.4.4 Preuve du théoreme [1.4.17 : IV, métrise la convergence faible.

[theo:WpCvgceEcompact

Commencons par démontrer deux résultats que nous allozwg %t&hﬁg ggyé‘,}% preuve du Théoreme T 4.T7

et qui nous servirons plus tard (dans la preuve du Théoréme

sityCoupling| Lemme 1.4.24 (density coupling lemma). Pour toutes fonctions f,g € L'(RY) N P(R?), on a
Wa(f dz,gdz) < /3[(f = g) x|z

lem:densityCoupling L
Preuve du Lemme [T.4.24. On note 1 = J dx, v = gdx. Soit m € II(p, v) le couplage de p et v défini par la

relation : pour toute fonction ¢ € LY (R?)

[ear = =5 [[ e 4@ - (A 9)@)aw - (¢ 1 9)w)dody
+ @ rg@ds, A= [(7rg@)ds

Il n’y a pas de difficulté a vérifier que les marginales de 7 sont & et v. On a alors
[le=uPatindy = [Llr@det [Wlowdy -2 [ ynids.dy

[l 8@ = (¢ ng)@ldz+ [ WPlatw) - (7 A )y

2 [ v @ - A D@ o) - (f A 9)w) dudy

/ 2 |f(z) — g(z)| da

—2 [ U@ -G rg@) s [view) - (Ao
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Par ailleurs, par I'inégalité de Cauchy-Schwartz

</|ar:|2 (f(z) - (f/\g)(yc))a{;c)l/2 (/(f B f/\g))1/2

1/2
([ 1 1s@) - stallaz) - a2,
Grace a cette inégalité il vient

/ & — yl? w(de, dy) < 3 / 2?1 (z) — g()|

et le résultat s’en déduit. 1m

lem:Rachev2| Lemme 1.4.25 Soit v. une suite régularisante tendant vers lidentité, Vo € R* ~v.(z) = e 4 y(x/e) avec

v € C(RY) NPR?Y). Pour toute mesure u € P(R?), on a

IN

\/ —(f A g)(@))de

IN

Wa(p, p*:) < Ce,

pour la constante C' = |||:c|2fy||1/2.

lem:Rachev2 d 2d
Preuve du Lemme our pu, v € P(R?%) on définit 7 € P(R*®) par la relation : pour toute fonction
continue et bornée ¢ € Cb(]de)

[ear = [[ oo+ utpa).

[ [ et@ nt@amtay = [ o))
[ [ eta+ v utanviay) = [ o) uxvya)

on conclut que 7 € IT(u, p * ). On en déduit, en particulier, que

En remarquant que

et

W2(upxv) < / & — y|*7(dz, dy)

[ [ 1ty viay) = [ 1o viay).

On conclut en remarquant que |||z|* v=|| 1 = |||z]* ¥ 11 % il

[theo:WpCvgceEcompact
Preuve du Théoréme IT.4.17. Etape 1. On montre que

eq:cgceTOWp| (1.4.20) pn — p faiblement implique W (pn, ) — 0.
|subsect :DefTranspMass

IN

C’est une conséquence des deux lemmes précédents et de la remarque (ii) de la section I.Z.1. En eflet, on
commence par se ramener & R? en remarquant que 'on peut voir tout a € P(E) comme un élément de
P(R?) puisque E C R? (il suffit de définir extension @ € P(R?) en posant a(A) = a(A N E) pour tout
A € Bra) et alors avec ces notations

WE (i, ) = inf /E EdE(x,y)pW(dx,dy)
X

TEP (tn, 1)

= it e adndy) = W),
R xRD

FEP (fin,ft)

L’égalité des deux infimum provient du fait que si 7 € P(fin, /1) alors SUpRT. G (§URB An ) X (supp f) C EXE.
On considere 7. une suite régularisante comme introduit au Lemme } 4.25 avec vy 6 D(]R ) et W3 est la

distance de MKW associée & la distance euclidienne (restreinte & F). Par inégalité triangulaire, on a

Wa(pin, ) = Wafin, 1) < Wa(fin, fin * ve) + Wa(fin * Ve, ix ve) + Wa(fi % ve, ).
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Pour étre tout a fait rigoureux il convient de remarquer que toutes ces mesures de probabilité vivent dans

un compact fixe (par exeleﬁe(g@ﬁ%(ﬁ%ecgg&%%cdo%gé%@étre diam E + 1 si suppy C Bga(0,1)) de Sorﬁeﬂ?ﬁacheVQ

I’on sait grace au théoreme [T.2.T5H que W> définie sur Celf@n@@%ﬁts %%%88%‘%115}&%11%- Utilisant le lemme T.4.

u
pour estimer le premier et le dernier terme et le lemme [[.4.24 pour estimer le terme du milieu, on en déduit

Ve>0  Wa(un,p) <20+ /3[(fin xve — ixe) [2] o1,

eq:cgceTOW
tend vers 0 lorsque n — oo, ce qui démontre (| %2“5 dans ce cas particulier. Pour traiter le cas général, il
suffit de remarquer que toute distance dg sur F est équivalente a la distance euclidienne restreinte a E et
que 'on a

ineq:WiWpW1| (1.4.21 Yu,vePE Wi (p,v) < W, v) < diam(E)Y? Wi (u,v),
q P p

de sorte que 'on peut se ramener au cas particulier déja traité.

Etape 2. On montre que pour tout u,v € P(E), on a

ineq:KRWigal| (1.4.22) I —v|xr < Wi(w,v),

. L. [theoMK&Cvgctneq: WiWpWl o
ce qui, compte tenu du Théoreme [T.2.T0 et de (II.4.2T), demontrera en particulier

Wy(pn,p) — 0 implique pn — p.

On fixe donc p,v € P(E). On considére deux suites (un) et ( ‘Eﬂ'tc?é%?gi%gﬁl\#””/" € Pn(E) et pin — p,

fy: yxfﬁéli)lement dont ’existenc ﬁeggﬁsBurée par le Théoreme IT.2.7. D une part, en combinant 'inégalité
( .2.§i T 116

et I'identité du Théoreme [T.4.16, on a

:KRWldiscret| (1.4.23) [[ttn — vnllkr < Wi(fin, Un).

Or d’autre part, une conséquence immédiate de ’étape 1 est que

Wi(p,v) = lim Wi(pn,vn),
n— o0
[theoMK&Cvgcex*
et on a également d’apres le Théoreme T.2.10 que

lw—vlxkr = lim |jpn = vallxr.
n— oo

.. . . . ineq:KRWigal
Regroupant les trois informations précédentes, on obtient (II.4.22). (m

1.5 L’espace P(FE) pour E un espace polonais.

acesPolonais

Nous présentons dans cette section quelques résultats concernant le cas le plus
général ou F est un espace polonais. On rappelle qu'un espace polonais est un
espace métrique séparable et complet. Les exemples typiques sont les espaces compacts,
les espaces localement compacts et o-finies, mais également P(RY) et P(P(R?)). Dans
toute cette section F = (F,dg) désignera donc un espace polonais.

Ici la définition de I'espace de probabilité P(E) est
P(E) = {p € MLE), p(E) = 1},

ou ./ (F) désigne I'ensemble des mesures (ensemblistes) de Borel positives (et finies), et
il est absolument fondamental de retenir que le théoreme de Markov-Riesz ne s’applique
pas : on ne peut pas identifier P(F) a une partie d’un espace dual d’un espace de fonctions
continues. Toutefois, les éléments de P(E) (et plus généralement de .} (E)) jouissent d’un
certain nombre de bonnes propriétés : ils sont réguliers et o-compacts. Cela signifie que si
W E ///i(E) alors d’une part pour tout A € g et tout ¢ > 0 il existe K. compact, O,



24

ouvert tels que K. C A C O et pu(O:) — e < pu(A) < p(Ke) + ¢, et d’autre part il existe
une suite (K,,) de compacts telle que p(E) = lim pu(Ky,).

Notant Cp(E) l'espace des fonctions continues et bornées (¢ € Cy(E) si ¢ € C(FE) et
I M tel que |p(z)] < M Vz € E) que 'on muni de la norme uniforme, on peut encore
munir P(£) d’une notion de convergence faible associée a la dualité avec les fonctions de
Cy(E). Pour (pn),p € P(E), on dit que (p,) converge faiblement vers p, on note p, — p,
si (pn,p) — (p,¢) pour tout ¢ € Cy(E). Cela implique notamment que si u,v € P(E)
et (1, p) = (v, @) pour tout p € Cy(FE) alors u = v. En revanche, on ne prétend pas que
si pour tout ¢ € Cy(E) il existe £, tel que (py,p) — £, alors il existe p € P(E) tel que
Prn = P

Rappelons la caractérisation suivante de la convergence faible.

Dudley2002
thevagceFaible‘ Théoréme 1.5.26 ([23, Theorem 11.1.1] Soit E un espace polonais. Soit (p,) une

suite de P(E) et p € P(E). 1l y a équivalence entre
(i) pn — p faiblement dans P(E) ;
(ii) Pour tout ouvert U C E, liminf p,(U) > p(U) ;
(iii) Pour tout fermé F C E, limsup p,(F) < p(F) ;
(iv) Pour tout ensemble A € B tel que p(A\int A) = 0, lim p,,(A) = p(A).

theoProkhorov| Théoréme 1.5.27 (de Prokhorov) Soit E un espace polonais. Un ensemble # C P(E)
est relativement séquentiellement compact au sens de la convergence faible si, et seulement
st, A satisfait au critere de tension suivant : pour tout € > 0 il existe un compact K¢ C E
tel que pour tout p € # on a p(E\K®) < e.
Autrement dit pour une suite (p™) de P(E), il y a équivalence entre

— (p") est relativement compacte pour la topologie de la convergence faible avec limite
dans P(E) :

"

Vn' 3n" Ip e P(E) Vo € Co(E) (", ¢) — (p,9);
— (p") est tendue

Ve >0, 3K compact CE VYn p"(E\K) <e.

cor:densitePN| Corollaire 1.5.28 (Krein-Milman). Soit E un espace polonais. Les combinaisons convezes
de masses de Dirac sont denses au sens de la convergence faible. En dautres termes et plus
pécisément, (Py(E))n>1 est dense dans P(E).

. |cor:densitePN PPN . N theoProkhorov
Preuve du Corollaire [1.5.28. Pour tout p € P(E) on définit a 'aide du Théoreme 1.5.27
une suite (K,,) de compacts tels que p(K¢) < 1/n et on pose

pn = p i, p(K,) ™"

Pour tout ¢ € Cy(E), on a alors

/ @dp
K,

(&
n

[odon-n)| < '/nsodp<p<Kn>—1—1>'+

p(Ky)
1—p(Ky)

IN

l¢lloo + p(K}) — 0,
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et il suffit d’ Pr&(ﬁl&g{ & € P(K,,) par une combinaison convexe de masses de Dirac grace
au théoreme i 2.7 de Krein-Milman établi dans le cadre d’un espace compact. O

On peut définir sur P(E) différentes métriques telles que la notion de suite convergente
associée coincide avec celle de suite convergente au sens de la convergence faible. En
d’autres termes, la convergence faible est métrisable (de différentes manieres). Nous allons
donner ci-dessous trois exemples parmi les plus populaires.

Exemple 1.5.29 (Distance de Lévy-Prokhorov) Soit E un espace polonais. Le théoréme
de Strassen affirme que pour tout f,g € P(E), ¢ >0, on a

0:(f,9) :==inf{e >0, p(A) <n(A%) +e VA€ Cp} = lrﬁfv )ﬂ[dE(w,y) > ¢,
S g

ou dans la premiére définition € est l'ensemble des parties fermées de E et ot pour
tout A C E, pour tout € > 0, on définji él o1z € E,dp(z,A) < €} et ou dans la
seconde définition 11(f, g) est définie en (I[4. n définit la distance de Lévy-Prokhorov
sur P(E) par

VfgeP(E)  Wrp(f,g):=inf{e >0; 6.(f,9) <e}.

Il est important de noter que comme u[A°] = u[(A)°] pour tout u € P(E), A € Bg et
e>0,o0na
0:(f,g) =inf{e >0, p(A) <n(A%) +e VA€ Br}.

Théoréeme 1.5.30 Soit E un espace polonais.
(i) L’espace (P(E), Dpp) est un espace polonais, en particulier Dyp est une distance.

(ii) La convergence au sens de la distance de Lévy-Prokhorov est équivalente a la
convergence au sens de la convergence faible, et plus précisément, étant données une suite
(pn) de P(E) et une mesure de probabilité p € P(E), on a :

Drp(pn,p) — 0 ssi /sodpn—>/sodp Vi € Cyp(E).

Exemple 1.5.31 (Dlstancebsect onge- I%antorowsh—Wassersteln) On rappelle que

l’on a défini dans la section IJ 4.11a dzstance de transport de Monge-Kantorovish- Wasserstein
W, pour 0 < p < oo et p,v € P,(E) par

1/pt
efdMKpEncore| (1.5.24) Wy(p,v) = 11_[sz ) </ dE(aj,y)pﬂ(dx,dy)> ,
mel(ny) \JExE

def : P t defP1
ou P,(E) est définie en (| s ’ome ,us, v) en (I?ZI IIE et p* := max(1,p).

Voici quelques uns des principaux résultats concernant ’application W),

VillaniTOT
odMKdistance| Théoréme 1.5.32 ([64, Theorem 7.3, Proposition 7.10]). Soit E yn. espace polo-
nais. Pour tout 0 < p < oo, Uapplication (p,v) — Wy(u,v) définie par (1.5. 225 est une

distance sur Pp(E),
Vv ePy(E)  Wylp,v) <2|ldp(xo, )" (1= v)lrv.

et pour tout 1 < r < p < oo on a W, < W, sur P,(E). Si de plus E C B(xg,R) on a
l'inégalité inverse toujours lorsque 1 < r < p < 00

Var € PE)  Wylnv) < @RV Wi, v)] /7.




theoNormeKR

theoDualKantorovich|

theodMK&cvgce‘

‘theodMKpolonais‘

‘expleZolotarev‘
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VillaniTOT
Théoréme 1.5.33 (Kantorovich-Rubinstein, [64, Theorem 1.14]). Soit E un es-
pace polonais. Pour p =1 la distance de Monge-Kantorovich- Wasserstein est la norme de
Kantorovich-Rubinstein :

Wi(p,v) = |lpp — vl xR := sup {/E e(z) (b —v)(dx), ¢ € Lip(E), [l¢llLip < 1} :

VillaniTOT
Théoréme 1.5.34 (Kantorovich, [64, Theorem 1.1]). Soit E un espace polonais.
Pour 1 < p < oo la distance de Monge-Kantorovich-Wasserstein vérifie :

Wp(p, v)? = sup /E o(z) p(dz) + /E Y(y) v(dy).

P peCH(E),p(x)+9(y)<|z—y|P

En particulier, Uapplication (p,v) — Wy(p,v)P est sci au sens de la topologie faible.

VillaniTOT
Théoréme 1.5.35 (morem 7.12]). Soit E un espace polonais. Soient 0 < p <
00, (pn) une suite de Pp(E) et p € P(E). Les assertions suivantes sont équivalentes :
— Wy(pen, ) — 0 lorsque n — oo ;
— lp — p faiblement lorsque n — oo et satisfait a la condition suivante de tension

lim sup / dg(zo, )P pp(de) = 0.
di(z,x0)>R

R—00 peN*

— lp — p faiblement lorsque n — oo et son moment d’ordre p converge

/ dp(zo, z)P dpt, — / dp(zo, 2)? dy.
E E

n—oo

— pour toute fonction continue ¢ sur E satisfaisant la condition de croissance |p(z)| <
C[1+dg(x,z0)P] alors

odu, — | pdpu.
E E

n—oo

VillaniOTO&N
Théoréme 1.5.36 ([66, Theorem 6.16]). Soit E un espace polonais. Pour 0 < p < oo,
Vespace (P,(E),W)) est un espace polonais.

Exemple 1.5.37 (Distance de Zolotarev ou norme duale de Hélder) Soit E un
espace polonais et s € (0,1]. On note C%*(E) lespace des fonctions s-Hdlderienne muni

de la semi-norme o) (@)
ply) — plx

pls == sup = ———"
[ ] zyel dE($>y)8

. . def :Ppmoments . .
Sur Uespace Ps(F) (introduit en (I.ZI.IZE;j on définit la distance suivante

(1.5.25) Vo,n €Py(E)  Zs(mp)=[n—plt = sup n—p.p)
pccos(B)  [¢ls

De méme, lorsque E =R? et s € (1,2], on note

[90]5 = |’v90”L°°(E) + [VSD]S—1

def; [1*s
et on définit la distance de Zolotarev a l'aide de (T.5.25).
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On laisse a titre d’exercice <]1 ﬁit (jle montrer que Zs est bien une distance. (Ind.
Reprendre la preuve du Lemme [T. 2 8 et utiliser le fait que pour t%utpgo%l )ete>0il
existe K. C E compact tel que p(E\K) < ¢, grace au théoréme

Dudley2002
Théoréme 1.5.38 ([23, ITHeorem 11.3.3, problem 5 of paragraph 11.3 and co-
-polonaisbprL| rollary 11.6.5] ) Soit E un espace polonais. On note |[¢|lpL = [[¢lloc + #llLip €t

80n.0) = su{| [ pa(u=w]s lellow <1},

On note également

atu) =supd| [ pdtu =) el = sup EU= 2 <1},

(z
x;éy ( A

Alors pour tout p,v € P(E)

Blp,v) = alp,v), Bu,v) <lu—vli,
6(M7V)§2DLP(:U'7V)7 DLP(M7V)§2B(:U'JV)1/2'

olonaisDborn| Théoréme 1.5.39 Soit E un espace polonais. Les distances W), Zs et Drp définies a
partir de dp A1 sont équivalentes et induisent la convergence faible sur P(FE).

[theo:polonaisDborn [theoLP [theodMK&cvgce
Esquisse de la preuve du Théoreme [1.5.39 . Compte tenu des théoremes I1.5.30 et 1.5.35 la

seule chose & démontrer est que pour une suite (p,) de P(E) et p € P(FE), il y a équivalence
entre

(i) Zs(pn,p) — 0 lorsque n — oo ;

(ii) pp, — p faiblement lorsque n — oo}

(iii) {pn, ) — {p,¢) lorsque n — oo pour tout p € C%(E)

- . . . theodMK&cv ce theoNormeKR
Pour l'implication (ii) = (i), il suffit de combiner le théoréme [[.5.35; Te fheoreme [1.5.33

et le fait que Z, < Cs 24 pour tout s € (0,1).
Pour l'implication (i) = (ii) Jl spffit de reprendre et adapter la prepve de 1’1m£)hcat10n

& vgce theoProkh
(iii) = (i) dans le théoreme en pensant a utiliser le théoreme [.5.27 pour pouvoir

encore utiliser le théoreme d’Ascoli. O

On termine cette section en donnant une caractérisation (habituelle) de la tribu borélienne
sur P(F). En remarquant que dg et dg A 1 définissent la méme topologie sur E, on voit
que espace de probabilité P(E) est le méme (en termes ensemblistes) s’il est défini a
partir de dg ou de dg A 1. On peut donc toujours supposer que la métrique dg est bornée.

em:TribuP(E) | Lemme 1.5.40 Soit E un espace polonais. Sur P(E) les tribus suivantes sont identiques

(i) la tribu borélienne %p(g) associée a une distance métrisant la convergence faible
de P(F) ;

(ii) la tribu engendrée par les ensembles
Cap={p e P(E); p(A) <A} ou C),:={peP(E); p(4) <A},

lorsque A parcours soit € 'ensemble des parties fermées de E, soit O ['ensemble des
parties ouvertes de E, soit Br 'ensemble des parties boréliennes de E, et lorsque \ par-
cours [0, 1].
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) lem:TribuP (E) . . )
Eléments de preuve du Lemme [1.5.40 . On procede en plusieurs étapes. On suppose (ou
on s’y ramene) que dg < 1.

Etape 1. Mise en place. Procédons a un certain nombre de définitions.

On définit cing topologies : les topologies O p et Oy, dont une base de voisinages est
respectivement 1’ensemble des boules Brp(p,7) := {n € P(E); Drp(p,n) <r}, p € P(E),
r > 0, et ensemble des boules By, (p,7) := {n € P(E); Dw,(p,n) <}, et les topologie
Oz, Og et Op traces sur P(E) des topologies sur M'(E) associées aux familles de semi-
normes p4(p) := |p(A)| lorsque A parcours respectivement Zr, €5 et O, c’est-a-dire, les
topologies obtenues en prenant les réunions quelconques des intersections finies de Cy x
respectivement pour A € Br, A >0, pour A € €, A > 0 et pour A € O, A > 0.

On définit huit tribus : les tribus Jp et Jy, engendrées par Orp et Oy, les tribus
T Ty T, engendrées par les familles d’ensembles €’ | avec respectivement A boréliens
de E, A ouverts de E, A fermés de FE, et enfin les tribus Tn, T, T engendrées par les
familles d’ensembles C4 ) avec respectivement A boréliens de F, A ouverts de E, A fermés
de E. Noter que Jz, J% et Ty sont également les tribus engendrées par Oz, Oy et Op.

Le théoreme sera démontré si on montre que ces huit tribus sont identiques.
Etape 2. Montrons que J, = Ty = T}, = Ty = T, = Ty et que Trp = Ty,
En remarquant que pour A un borélien et A € Ry, on a

Chy= ﬂ Caryim Can= U Chr1/ns

n>1 n>1

on obtient .7, = I, T, = Tp, T = TJ. Pour tout O ouvert de E et tout A\, € Ry
on a l'identité

{n € P(E), 1(0) <A} = Cp x4 N Coo,u N (Coou)",

ce qui implique que . C J. Pour tout A € Bg, A € Ry et p € Cy y le caractere régulier
de p implique qu'il existe O O A tel que p(O) < A, et donc p € Cp x C Cy ». Cela prouve
que Oy C Op et donc Ty C Jp. La premiere série d’égalité s’en déduit puisque bien
évidement T C Jy.

Le fait que les métriques Dy p et W7 induisent les %]}?&1630_?161}1%6183 ch%l%\éergentes (ce sont

les suites faiblement convergentes d’apres le théoreme 1.5.39] implique que les topologies
Orp et Ow, sont identiques, et donc I1.p = Fy, .

Etape 3. Montrons Oy C Opp, ce qui impliquera J C J;p. Considérons V € Oy et
p € V, et exhibons € > 0 tel que Brp(p,e) C V. Par définitions de Oy il existe des fermés
Ay,...,A; € € et des réels A\i,...,Axy > 0 tels que p € Cq; 0, N ... NCx,n, C V. On
choisit alors € > 0 de sorte que

Vi€ {l,nd} p(AS) +e <\,

ce qui est possible puisque p(Aj) +¢e — p(4;) < Aj lorsque ¢ — 0 par convergence
monotone. Pour tout n € Brp(p,¢), on a d’apres la définition de Dy p

ViE (L} n(A)) < p(A5) e < Ay

et donc i € V, ce qui est la conclusion souhaitée.
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Etape 4. Montrons Oy, C Oy, ce qui impliquera Gy, C J5. Donnons nous une boule
ouverte By, (p,d) pour p € P(E) et 6 > 0 fixé. On va montrer qu’il existe un ouvert V' de
Oz tel que p € V C By, (p, ). Pour cela on fixe r € (0,d/10), et en utilisant la régularité
de p on commence par choisir un compact K C F tel que p(K€¢) < r, puis on recouvre K
par un nombre fini N de boules toutes de rayon r. On en déduit alors un recouvrement
de F par un nombre fini de boréliens Cy, ..., Cy disjoints deux a deux et tels que donc

N
E = U Cn, p(Co) <r, diam(C,)<r, 1<n<N.
n=0

Pour € > 0, que 'on choisira & la fin de la preuve, on définit ’ensemble
peV:={veP(E), v(C,) <p(Cy) +eV¥Vn=0,..,N} € Oy

On remarque que pour ¥ € V, on a
v(Co) =1= v(Cw) 21— (p(Cm) +¢) 2 p(Cy) — N,

ce qui implique [v(Cy) — p(Cy)| < e N pour tout v € V et 0 < n < N. Maintenant, a
toute mesure u € P(E) on associe u" € P(E) la mesure discrete

N
pr=>  1(Cn) s,y w0 € Ch.

n=0

Grace au choix (judicieux) du couplage ci-dessous, on voit que

N
Wils )< [ dp(e.g) Y b (do) e, nldy) < p(Co) + v
ExE n=0

. iy ., ., . . N theodMKdistance
Finalement, pour tout n € V, en utilisant I'inégalité triangulaire et le théoréeme [1.5.32, on

calcule
Wilp,n) < Wilp,p") + 200" =0"llzv + Wi(n",n)
N
< r+3p(Co)+2 Y In(Cn) = p(Cu)| + 7+ 3n(Co)
N n=1
< 4r+2) (EN)+r+3(r+e)=8r+e(2N”+3) <4,
n=1
en choisissant 0 < & < §/(5 (2N2 + 3)). Cela prouve que 1 € By, (p, ). O

1.6 L’espace P(RY).

bsec:MFG-PRd
Nous terminons ce chapitre en nous intéressant a I’espace P(]Rd) tres important dans les
applications. Dans ce cadre nous allons pouvoir généraliser le théoreme de représentation
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de Markov-Riesz, préciser le théoreme de Prokhorov et obtenir de nouvelles distances. On
considére donc le cas E = R? que ’on munit d’une norme (par exemple la
norme euclidienne).

Théoréme de représentation. Ici, comme dans le cas compact, il est possible de définir

les mesures de deux fagons différentes : comme mesures de Radon et comme différences de

mesures de Borel. Soy ns g%l,}%%ﬂ%ﬁéids- Sauf indication explicite du contraire, on utilise les

notations de la section '1.2. On note Cy(FE) I'espace des fonctions continues qui tendent vers

0 a linfini (p € Cy(E) si p € C(E) et p(x) — 0lorsque |z| — 0) que 'on munit de la norme

uniforme. On note cette fois M'(E) := (Co(E))’ et toujours A4 (E) := M} (E)— #}(E).

HirschLacombe Malliavin1982

1:RieszMarkovLoCompact| Lhéoréme 1.6.41 (Riesz-Markov dans R<,[33, Theorem ?], [39, Theorem ?]) Soit
E =R% Alors MY(E) ~ .#'(E), au sens ou Uapplication

pe . #(E)— I, € M'(E)
est une isométrie entre evn. Plus précisément, c’est une bijection et

IMullrv = |l
ot

VAe MYE)  |Allzv = sup (A, )]
eCo(E), pll<1

et
Ve AN E)  |ul:=inf{u (B) +p(BE), ps € My(E), p=py—p}.

On caractérise encore ’ensemble des mesures de probabilités grace aux deux définitions
équivalentes suivantes

P(E) = {A € ML(E), (A1) =1} = {ue ALE), p(E) =1}.

Convergences. On définit dans M!(E) les notions de convergence suivantes.

On dit qu'une suite (11, ) de M (E) converge faiblement * (ou au sens faible * o(M*(E), Co(E)))
vers ;1 € M (E), on note fi,,—p, si

Vo € Co(E) /wunﬁ/sﬁu-
E E

On dit qu'une une suite (u,) de M'(E) converge faiblement (ou étroitement) vers u €
M*'(E), on note i, — , si

Vo € Gy(E) /wn—>/w-
E E

On introduit également Cy(E) l'espace des fonctions continues qui admettent une limite a
Pinfini :
Cu(B) = {p € C(E); 3=, lim |l — 1= 5,) — 0.

et C.(FE) lespace des fonctions continues & support compact :

C.(E):={p € C(FE); 3K C E compact, suppy C K}
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ainsi que les convergences faibles associées définies par dualité comme ci-dessus. Des inclu-
sions C.(F) C Co(F) C Cy(E) C Cp(F) on déduit que la convergence faible (dualité avec
Cy(E)) implique la convergence faible au sens de la dualité de Cy(F) qui implique & son
tour la convergence faible x (dualité avec Cy(F)) qui elle-méme implique enfin la conver-
gence au sens de la dualité de C.(E) (également dénommée parfois convergence vague).
Dans P(F) on peut préciser les choses a l'aide du résultat suivant (immédiat et que I'on
ne démontre donc pas).

en:cvgcesPRd| Lemme 1.6.42 Soit (1) une suite de P(E) et p € MY(E). Il y a équivalence entre
(1) pn — p au sens faible (de la dualité de Cy(E)), et donc u(E) =1;
(ii) pp — p au sens de la dualité de Cy(E), et donc u(E) =1;
(iii) pw(E) =1 et pp, — p au sens de la dualité de Cy(E) ;
(iv) uw(E) =1 et pp, — p au sens vague (de la dualité de C.(E)).
En particulier, lorsque u € P(E), ces quatre sens de convergence sont équivalents.

oy - e s . L [th:BanachAlaoglu
Compacité et compactifié d’Alexandroff. Attention, le théoreme T.2.6 de Banach-

Alaoglu n’est plus valable ici.

Soyons plus précis : il est important de retenir les faits suivants.

Fait 1. P(FE) n’est pas (séquentiellement) compact au sens de la convergence faible x*
puisque, par exemple, (i, (dx) := J, forme une suite de P(R) qui converge faiblement x
vers 0 ¢ P(R).

Fait 2. L’ensemble K := {p € ML(E); p(E) < 1} est (séquentiellement) compact au
sens de la convergence faible *. C’est encore le théoreme de Banach-Alaoglu appliqué au
sous-ensemble convexe, fermé, borné de M (E) = (Co(E))'.

Fait 31em]3:’c(vE oS5ty (séquentiellement) fermé au sens de la convergence faible (c’est le
[.6 le—ilii

lemme [I.6. , mais n’est pas (séquentiellement) compact au sens de la convergence
faible (reprendre l'exemple de la suite p,(dz) := d,).

Une premiere facon de contourner le probléme de la non compacité de P(FE) consiste
a introduire le compactifié d’Alexandroff £ := E U {o0}® de E. L’ensemble £ est %}10 S
N . i N [th:BanachAlaoglu
compact, de sorte que P(FE) aussi (au sens de la convergence faible) : c’est le théoreme 1.2.6
de Banach-Alaoglu. Comme on peut voir P(E) comme une partie de P(E), P(E) := {7 €
P(E), suppm C E}, on peut se demander ce qu’implique ce théoreme de Banach-Alaoglu
sur 'ensemble P(E).

Pour cela, on utilise Pespace Cy(E), et les identifications Cyp(E) ~ Co(E) & R ~ C(E)

qui proviennent de l'identification ¢ (o) := lim ¢ pour ¢ € Cy(E) et inversement lim ¢ :=
¢(00) pour p € C(E). On en déduit (Cy(E)) ~ M (E)®R ~ M!(FE), puis I'identification

P(E) ~ {(p,\) € ME(E) x [0,1); p(E) + A = 1}.

~

En effet, B, = {AUw, A€ B, w= 00 ouw = 0} et pour 7 € P(E) on définit le couple
(p,\) € MY (E) x [0,1] par p(A) := p(AN E) pour tout A € A, la masse restreinte & E
et A = m({oo}) la masse du point & I'infini, de sorte que

VAe %, m(A) = p(ANE)+ Alooea.
- £f

5 . .
2voir section A4
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| theo:PRdKreinMilman |

| ineq:PRDKreinMilman|

32

L’application m — (p,\) est évidemment un isomorphisme. En introduisant la suite de
boules B,, := Bg(0,m), 'inclusion P(E) C P(FE) s’écrit

P(E) = {re P(]_:’*?),w(oo) = limn(BS) = 0}
= {reP(E),n(E) =limn(B,,) =1}

Quelle legon en tirer en termes de séquentielle compacité des suites (p,) de P(E)?
D’une part, pour une telle suite il existe une sous-suite, encore notée (p, ), et une probabilte
7= (p,\) € P(E) telle que p,, —  faiblement au sens de la convergence faible dans P(E).
Cette convergence étant équivalente a la convergence au sens de la dualité avec Cy(E) et
introduisant la décomposition (p, ) € M1 (E) x [0,1] de 7, cela signifie

(1.6.26) Vo e CuE)  (pn,p) — (p:p) + Ap(c0).

Cela constitue une premiere réponse au manque de compacité de P(E). Attention ici, on
ne peut pas prendre ¢ € Cy(E) quelconque et il se peut que 'on perde de la masse a
Pinfini.

Compacité et critere de tension. Présentons une deuxieme fagon de contourner le

probleme de non compacité dE Pl(hE !P 1Ee que (pn) est séquentiellement compacte dans

P(FE) signifie donc que dans (IT. on a p € P(E) ou de maniére équivalente que A =
m({oo}) = 0. Une condition nécessaire et suffisante lisible sur la suite (p,,) pour que cette
propriété soit réalisée est la condition de “tension” ci-dessous.

Théoréme 1.6.43 Soit E = R%. Soit (p,) une suite de P(E). Il y a équivalence entre
— (pn) est relativement compacte au sens de la convergence vague avec limite dans
P(E) :
Vo' 3n" Ip e P(E) YV € Co(E)  (pur,p) — (p,0);

— (pn) est relativement compacte au sens de la convergence faible (étroite) :
V' 3An" Yo € Cy(E) {(par,p) est une suite convergente;

— (pn) est tendue
Ve>0, 3m pn(E\Bm) < ¢

— 1l existe une fonction n(x) = n(|x|) telle que 0 < n(s) — oo lorsque s — oo et

Vn  (pp,n) < C.

d . L. th:densitePN
Structure topologique de P(R?%). On commence par une variante du théoréme .27

et du corollaire 1.5.28.

Théoréme 1.6.44 (Krein-Milman dans P(R%)). Soienta >0 et 0 <p <k < oo. Il
existe e(N) = €p 1. a(IN) — 0 lorsque N — oo telle que

(1.6.27) sup Wy(p, Pn(E) NBPy,) < e(N),
peBPk,a

avec

BPyo(E) = {p € P(E /\x!k (dz) < a}.
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[theo:PRdKreinMilman cor:densitePN
Preuve du Théoréme I1.6.44. On reprend la preuve du corollaire mmmence par
définir

Pn =P 1B(0,n) p(B(0, n))_l

de sorte que p, € BPj, et p, — p faiblement dans P(FE). Ontgp&%%(gglclgp n par une
suite p, ,, combinaison de masses de Dirac grace au Théoreme hTZT?Tle_KTein-Miman
et on peut toujours supposer que p,., € BPj, quitte a remplacer p,,, par la suite
Om prm + (1 — 6p) 0g si O, = aMk(pmm)_l < 1. 11 est z.mlo’rs facile d’e}/chi‘f)er t%%%uicte%troite
(Pnm,,) telle que go b — p faiblement dans P(E). Combiné avec le Théoreme i.6.21§ et
le Théoreme T.5.35, cela prouve que

KreinMilman2| (1.6.28) VpeBPy, Wy(p,Pn(E)NBPj,) — 0 lorsque N — oo.

L’application p — Wy,(p, Pn(E) N BPy,) étant continue sur IEEJ&"PEB cet ensemble étant

Krei
compact pour la distance W, |§1 eséepﬁﬁg’rce(%n%i}% convergence (T°6.28) est uniforme en p €

BPy}, o, ce qui est exactement (II.6.27). O

:PRdPolonais| Remarque 1.6.45 Un argument similaire permet de montrer que pour tout p € Pp(E),
on a Wy(p,Pn(E)) — 0 lorsque N — oo (sans tauz).

:PRdPolonais| Théoréme 1.6.46 L’espace Pk(Rd), k >0, muni d’une distance D métrisant la conver-
gence faible de P(R?), est polonais, mais n’est pas localement compact.

. L [theo:PRdPolonais N [theo:PRdPolonais
Eléments de preuve du ThéoréemelI.6.46. PTutot que de donner une preuve du théoréme [1.6.46

dans le cas général nous allons donner un élément de la preuve dans le cas E = RY,
k=pe(0,00), D=W,.

Séparabilité. Concernant le caractere séparable, cela provient du fait que I'on peut ap-
procher tout élément par une mesure de probabilité de la forme

M:Zaada, Zaazl, o > 0

acQd aeQd

avec coefficients a, € Q, et que cette ensemble est dénombrable.

Complétude. Pour montrer le caractére complet on considere une suite de Cauchy (uy,).
D’une part, on a

/E 2P i = /E Iz = gl ) © () = Wy Go) < Wylpin ) + Woa o)
X

, . N th:Cv§ceEtroite . X X .

est bornée. Grace au théoreme [.6.43; on peut extraire une sous-suite (u,/) et il existe

une mesure g € Py(E) telle que p,, — p faiblement, donc par exemple en distance

W, /2. Or comme toute la suite (i) est de Cauchy au sens de W), /9, c’est toute la suite

qui converge au sens de W), /2 donc au sens.falble. Malnte{lant, grz’me\ au %%re%%%a% Sel ien
au sens de la convergence faible de la fonction W), rappelé au Théoréme 1.5.34, on a

Wy (ptn, pp) < Hminf,, oo Wy (pn, ftm) — 0 lorsque n — oo, puisque (j,,) est une suite de
Cauchy.

Non locale compacité. On serait tenté de dire que P (]Rd) est un espace séparé localement
compact a cause du fait que 'on peut écrire

Py(E) = | J BPa.

aeN*
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Il n’en est rien. Prenons deux exemples dans le cas d = 1.

Exemple 1. On munit P»(R) de la distance Wj. Alors P>(R) est une union de compacts
d’intérieur vide.

(i) BPgq est bien Wi-compact puisque toute s Jhe de 1goﬁgtest tend %e%%l&%qg t(aigclea
convergence Wy (il suffit de combiner le Théoreme éoreme

(ii) mais BP3, est d’intérieur vide au sens de Wl. En eﬁet, pour tout f € BP2,a NnL!
on définit g := f1{_y 4 + vy pour u,v,w > 0. On choisit v = ffuf >0,v— 0, et
w = v~3/* de sorte que g € Py(R),

Wi(f,9) < II(f 10w +v0:) (1 +|z])lrv < 2v+v(1+2) <3v+0* -0,

et pourtant

/ 2| g(dz) > / 0O |22 = vw? = v = oo
R R

Exemple 2. On munit P»(R) de la distance Ws. Alors P»(R) est une union d’ouverts non
relativement compacts.

(i) BPy, n’est pas Wa-compact. Il suffit de considérer f, := (a n)~26, qui satisfait
fn € BPy, mais |z]? f, — 0o au sens de la convergence faible dans P(RU{o0}).

(ii) cependant O, C BPs, avec O, = {p € Po(R?), [ |z|? p(dx) < ﬁtke(g%dritspa%icsgue

O¢ est fermé au sens de la convergence dans Wy. En eﬂ“et7 le Theoreme .0.32 affirme que
Wa(fn, f) — 0 implique [ |z |? fr — i |lz|2 f. O
Distance dans P(]Rd). Terminons cette section en présentant encore quelques distances.
Ces distances vont étre définies sur P(R?) tout entier, sur la partie Py (R?) de P(R?) ou
sur Pg := P(Rd) N G, avec G espace vectoriel de la forme

G :={T € M'(RY); (T}, (v)") < o0, (T.k) = 0}

pour un certain k > 0 et une certaine fonction k : R? — R telle que |[k(v)| < C (v)¥
pour tout v € R? 1l est important de garder & l'esprit que toutes ces distances sont
essentiellement topologiquement équivalentes a la topologie de la convergence faible et
qu’elles sont essentiellement “uniformément topologiquement équivalentes” entres elles. Le
“essentiellement” signifie qu’il faut éventuellement se restreindre a des ensembles (assez)
bornés. C’est-a-dire plus précisément, pour deux quelconques de ces distances, disons Dy
et D; chacune définie sur Pg, et Pg,, il existe a;, k > 0 tels que pour tout a > 0 il existe
C telle que

\v/fag S BPk,a N Pgo N Pgl Dz(f».g) <C [Dl—i(f7 g)]ai Vi= 07 1.

A titre d’exemple nous donnerons une série de résultats de comparaison entre distances.
Certaines nous serons utile dans la suite de ce cours.

L X . lem:topoPE1l
Commencons par généraliser la distance construite dans le lemme [1.2.9.
Exemple 1.6.47 (distance liée 4 une famille dense) Soit E = R?.

(i) Etant donnée une suite (py) dense dans Co(E) et une suite (ay) de réels strictement
positifs telle que la série ((ay ||pk|])) converge, lapplication

v) =Y agl{p — v, 1)l
k=1
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définit une distance sur P(FE).

(ii) Si (pr) est une suite de Lip(E) et si la série ((ay ||Ver||)) converge et est de
somme A, alors Uapplication d définie ci-dessus est encore une distance, et de plus

Vi, v e Py(E)  D(p,v) < Allp —v|kr-
expleFourier| Exemple 1.6.48 (distance de type Fourier) Soit E = R? et s € (0,1]. On définit
Gi = {p € MY(E), (|p|,|v]) < o0, (p,1) =0}

et la norme associée

£cRd |£P 7

ainsi que dans P1(E) la distance D(f,g) = |f —g|s. De méme, lorsque s € (1,2], on définit
l’espace

Go == {p € M'(E), {|p|,[v[*) < 00,(p,1) = {p,v;) =0Vj =1,....d}

def : F
et la norme associée | - |s gace a (1.66.211901{ fneazsnsz' que dans Pg,(E) la distance D(f,g) =
’f - g’s-

Exemple 1.6.49 (norme de Sobolev négative) Soient E = RY et s € (d/2,d/2 +
1/2). Dans Gy introduit dans l’exemple 7.}6).28, on définit la norme

(&)
&l

leFouri
De méme, lorsque s € [d/2 +1/2,d/2 + 1), dans Gy introduit dans l'ezemple 67%8.2680%%%
définit la morme
p(&)

&l®

Yo lolo, = lolla-vn = | 2|
L

Vo€Go lollgs = ol f—ege) == K
L

isonDistance

parDistances| Lemme 1.6.50 Soient f,g € P(R?). Pour k € (0,00) on définit

M, := max {/ (1 + |z|*) f(dx); / (1+ ]w\k)g(dx)} .
R R
On a les inégalités suivantes :

(16.30) ¥g e (1,00), k€ (q—1,00) Wi(f.g) < Wy(f,g) < 20 MIS Wy (f, 9)/4,
awvec o= (k+1—¢q)/k €[0,1);

(1.6.31) Vse (0,1], |f —gls <Wilf.g) < Wi(f,9)%

(1.632)  Vse(d/2,d/2+1), |f—gly.<Clf—gi " C=0Cd,s) >0
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(1.6.33) Vs>0, k>0 [f—gli <CMM,|f—gll, C=0C(dsk)>0,

avec

d k

N dvkdrs) T drk(d+s)

[estim:uth-k| (1.6.34)  Vs>1,k>0, [f—gi <CMZ|f-gl} ., C=Cldsk) >0

avec
d/2 k

2= ks T amahs © 01/

|[Lem: ComparDistances

Preuve du Lemme [I.6.50. On procede en plusieurs étapes.
estim:W1W. .
Etape 1. Preuve de (1.6.30). Pour fig € Pyetmelly, on écrit d’'une part

1/q 1/¢
Wil < [ E\x—y\w(dx,dws(/E Erx—yrwdx,dy)) (/E Ew(da:,dw) ,

et on conclut a Wi(f,g) < W,(f,g) en prenant 'infimum en 7. D’autre part, on a par
inégalité de Holder

1/q
W,(fg) < (/ P— |:c—y|%<dx,dy>)
ExXFE
1/(qr) ) 1/(qr")
(/ Iw—qu”ﬁ(dw,dy)> (/ |z —y|®" 7T(dw,dy)> ,
ExE ExFE

1/(qr) , , 1/(gr")
2 ( [ —y\q%(dx,dy)) ( R >w<dw,dy>) |
ExE ExXFE

avec ¢ =q1+q2, 1r =let gor’' =k+1,desortequer =k/(k+1—q), 1 = (k+1—¢q)/k
et go =¢q— (k+1—gq)/k. On obtient

IN

IN

(k+1-q)/ (ah)
) T M)/

q—1
W) < 2% ( / & — y| 7(da, dy)
ExE

ou on remarque que (¢ — 1)/(kq) < 1/q et on conclut comme précédemment.

tim:dsW
Etape 2. Preuve de (el 31 ).S Soit 7 € II(f, g). On écrit

If(&) =9 =

/ (7€ — 718 1(dv, dw)
R xR4
< / le=108 — 71| 1 (du, dw)
R XxR4
< G o ulleP ndvdu),
Re x R4

estim:dsWs
ce qui implique (I.6.31) en prenant le supremum en ¢ € R? et l'infimum en 7 € TI(f, g).
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H-kd1
Etape 3. Preuve de (el S6t13mZi Soit la boule Bg = {x € R?; |z| < R}, R > 0. On écrit

e 1£(€) — g(o)? 1£(€) = §(&)]?
g3, = /BR—rsPs d£+/%—,§‘2s ae

i T 91\ 4 le12s
< |f 9|1/BR |£|2(s—1) + /Bf? €]

< CA) RV |f — gt + 4R,

L’inégalité (ﬁ_.s&li’nj%{’%]la déduit en choisissant R := |f — g|;".
Etape 4. Preuve de (ﬁ%ﬁng)*.l_slntroduisons la fonction de troncation xr(z) = x(z/R), R >
0, avec y € C®°(R?), [x]1 < 1,0 < x <1, x = 1 sur B(0,1), supp x C B(0,2), et la suite
régularisante w.(z) = e %w(x/e), e > 0 avec par exemple w(x) = (21)~%? exp(—|z|?/2)
(et donc @.(&) = @(e€) = exp(—e?|¢]?/2)). Fixons ¢ € WHe(RY) tel que [¢]; < 1,
©(0) = 0, definissons @ = Y XR, PR, = PR * we et écrivons

(1635) [ p(dr—dg) = [ pne(@r-do)+ [ (on = one) W-do)+ [ (o on) (dF~do).
Pour le dernier terme, on a

(1.6.36) \ [ion-o (df—dg)‘ < [a-xnlel @ +do

[ FH My

< [ o g <2

Afin de traiter le deuxieme terme, on observe que

Vorl < x(a/B) + ol [V (x| < xa/B) + 2 192 /B),

de sorte que pour tout g € [1,00] on a |Veg|lre < C RY4, pour une constante C' qui ne
dépend que de Y, d. Utilisant ensuite que

lor — PRelloo < [[VeRlloo /Rd we(x) x| dx < Ce,
il vient
(1.6.37) L/ — ORe) df—dm‘g(ja

Pour traiter le premier terme, on utilise I'identité de Parseval et on a

[encti-a)| - %‘/@M(ﬁ—@)df‘

1 s—1 2
< g I¥enl || [l o<t 2 de
< on(f (1+!y\)x(y)dy> =gl ([ e )
(1.6.38) < CRIe =D r_g|,.
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lestim:*1slestim:*1s-2lestim:*1s-3

Réunissant les inégalités (I.6.36), (I[.6.37) et (I[.6.38), on obtient

}%k
. Jlestim:*1s L. .
On conclut a (IL.6. en optimisant les parametres € et R.
estim:W1H- L. R , . L,
Etape 5. Preuve de (1.6.34). On commence par écrire la méme décomposition que précédemment

f-gi<C (e Mt | pa sy g g|s> |

/ o (df — dg) = / ore (df — dg) + / (pr — pns) (df —dg) + / (¢ — or) (df — dg).

Le premier terme est controlé par

‘/soR,e (df—dg)‘ - ‘/%5 € (f\g_ysg)

< llerellgs If =gl -

avec

1/2
lorell s = ( [ i e e |w€|2ds)

IV (@ xR)lz2 11E1° " @e(€)| 2o
190 xRl €22 (2 1 < € RY2 =D,

VANV

(1.6.39)

Le second terme et le dernier terme sont contrélés comme a I'étape 4 par C'e et My R™*
respectivement. En sommant, on obtient

* M, —(s—
[f—g]1§0<5+%+Rd/25( 1)‘f_g’H5>

. Jlestim:WiH-k = | .
On conclut a (II.6. en optimisant encore les parametres € et R. O

. . . [Lem:ComparDistances
Nous terminons ce chapitre par une variante du Lemme [I.6.50 dans Ie cas d’espaces

“non homogenes”.

‘1em:ComparBis‘ Lemme 1.6.51 Avec les mémes notations que précédemment, on a les inégalités sui-

vantes :
[estim:WitildeW1] (1.6.40) Wi(f,9) < Wilf.g) < 6 (Wi(f.g) + My > Wi(f, 9)1?),
avec
Wi(f,9) = Weirﬁ?g) /E2(\x —y| A1) 7(dw, dy)

= sup<1/E<,0(f—g)(dl‘) = sup /ESD(f—g)(diﬂ)y

el 7 < el 1,00 <1

. Pt theoNormeKfheo:polonaisD
utilise les Théorémes [1.5.35 et11.5.38; de méme pour o > d/2+ 1 ets>1, k>0

1 -
(1641)  L1f=glne <Wilf.g) <

— s—1
Mk

ot on note Hgon la ?lus etite_constante L tBeIgle que |o(y) — ()| < L(Jlx —y| A1) et on

1
If = 9gllg—s +C2Mp)* || f — QH;flis/(%)

avec o = s (1 — Wl(%))
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lem:ComparBis estim:Witildewd . = = o
Preuve du LemmelI.6.51. Etape 1. Preuve de (1.6.40). La premiere inégalité étant triviale,

nous démontrons seulement la seconde. Pour 7 € TI(f, g) et R > 1, on écrit

Wilf.g) < / & — y w(dr, dy) + / & — y|w(de, dy)
BrxXBpr (BRXBR)C

< / Rz — y| A1) w(da, dy) + / (Iz| + lyl) w(da, dy)
BRXBR BRXBR

< oR [ (e-ylA)(andy +2/ (] + 1o1) 2 ()
ExXFE B xE

< 2R | (jx —y| A1) n(de,dy)
EXE

J% {/E|:n|27r1(d:r) . </E |$|2771(dx)>1/2 </E P m(dy)>1/2}.

En minimisant par rapport a = € II(f, g) la quantité de droite, on obtient

- 4

Si Wl(f g) < M3 on choisit R /(2R)) 12 et g Wl(f g) > My on choisit

stlm W1Q11hg§19
R :=1, ce qui finit d’établir .6 10).

tim:W1
Etape 3. Preuve de (el .36.121ml ). La premiére inégalité est triviale puisque Wi (f,g) = || f —

gH(Wl,oo)/ et HS ¢ Wh Of; N‘Ac’)us démontrons la seconde inégalité en reprenant la preuve
estim:

(et les notations) de (I.6. ixons ¢ € WH(R?) tel que |l¢|lpie < 1, p(0) = 0, et
écrivons encore une fois

[t —do = [ enctar —do)+ [ (on—one) (@ ~do) + [ (o~ on) (af o)
Pour le dernier terme, on a
. Rl M,
(16.42) YR >0 (o —9) (df —dg)| < | el e (df +dg) <
R
im:W1H-k
Le deuxieme terme se traite comme dans la preuve de (el .sﬁt.IBmZIi, de sorte que

(16.43) vRe>0 | [(on-ono) @ -ag)| <

Enfin, le premier terme est controlé par

‘/eoR,e (df—dg)‘ - '/m © L

avec pour tout R > 1 et ¢ € (0,1]

1/2
( [ e % joeP df)

(1.6.44) < llpxallm 16 Ge(@)lze < CRYZ 67D,

Q>

<llerellmslf =gl

lpr.ellm:
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En sommant, on obtient

5 M
Wl(fag) < C <E+R—:+Rd/2€_(8—l) Hf_gHH5> VEE(O,l], Rzl
C (oM )
= [V ( Rkk + R 1)ICHf—gHHs) VR >1,
k

ott on a choisit e = 1/R*. Si || f _gHFﬁ?‘ci%- A on choisit R =1 et si \f—9gllg-s <2M;

on optimise R > 1 ce qui conduit & (I.6.41). O

Exercice 1.6.1 Peut-on établir une inégalité du type

(1.6.45) If =gllg- < If = gllg-s <CUSf = gllf—s +I1f = gllF-)?

1.7 Complements

e On définit la distance W dans P(E) par

Woo(f7 g) = we%ln(fj; 9 H:C - yHL“’(E2,d7r)7

de sorte que encore une fois
VXY € BN We(ui, 1y) = we (X, Y).

Il faut faire attention avec la distance W, puisque
1 1
Weo ((1 — —)50—|— —5a,50) =a
n n

1 1 , . 3 3 LLcoursCF
et pourtant (1 — =) do + — da — do. Les résultats suivants sont énoncés dans
n n

Py =K >0, pn = p = Wos(ptn, 1) =0,
pxps>0VE>0, un —p = Woeo(tin, u) =0,
o ps >0 sur supp p Vo > 0, dist(supp pn,suppp) — 0, pn —=p = Woo(pin, ) — 0.

e On peut également définir la distance de Zolotarev par

Zr(p,v) == sup /tpd(u—V),
PEA: JR
pour r > 1 ot A, est lespace des fonctions holdériennes d’exposant r telles que [¢]e < 1 ou £ est le plus
grand entier strictement inférieur & r (( = [r] sir ¢ Net £ =r — 1 si r € N). La propriété remarquable de
cette distance est
(W) <CrZ,.

e Soit (€2, o7, P) un espace de probabilité assez grand de sorte qu’il existe des va X et Y (indépendantes) et
de loi p et v pour tout p, v € P(E). Il est usuel de définir les distances W), et Wi p par leur ”interprétation
probabiliste”
Wy (p, v) = inf{(E[|Y — X|*])*/?, loi de X = p, loi deY = v}
et
Wrp(p,v) =inf{e > 0; 3(X,Y); loi de X = pu, loideY =vet P(|]Y — X| >¢) <e},

ou dans la premiere définition E désigne ’espérance relative a la mesure de probabilité. On remarque alors
que les problémes d’optimisation suivants sont équivalents

inf{E[]lY — X’])} = f{E(X?)+E(Y?) -2E(XY)}
< supE(XY) < maximiser la corélation de X, Y.
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Ainsi pour réaliser la distance Wa(u,v) par une paire de va (X,Y’) le pire des choix est de les prendre
indépendantes, ce qui correspond au plan de transport m = pu ® v.

e Pour p € D(Rd) on peut définir la mesure empirique réguliere
N
VX e R : z z—x;),

pour laquelle on a
(1.7.46) loX = p¥ Iz < [IVpllz2 wa(X,Y).

On n’a pas en revenche I'inégalité inverse puisque par exemple si z; = 1 et y; = y1 pour tout i > 2 et si
ly1 — z1| > 0, supp p C B(0, ), alors

1 1
IpX = p¥ llrv = [lpX — p¥ 22 =2 << sler —ul = sw(X,Y).

. ineq:rhoXL2XW2
Voici la preuve de (II.7.46). On fixe ici 0 € Gy

N
1
N N2 _ = _ _ _
I =¥ = [ | Sonte e = oot wn)
1 al ’
= 37 L[S0 — w0 = pte =) | 2

1 N
= = | (p(z=m:) = p(z = Yor) (p(z — 5) — p(2 = Yo(s))) dz
N = Rd

3 2 [ 306 o0 ot o)+ 50 ) ol )

IN

(z—xi) — p(z — yo(i)))2 dz

Lot
i/Rd (/0 —Yoi)) - Vp(z +t (@ —ya(i)))dt)zdz

|VP| dz ~ Z( Ti — Yo(i)) s

i=1

Il
T ZlH

et il suffit de prendre 'infimum de ces quantités en 0 € & pour conclure.

Retour & EV /Gy et Py(E). Fixons N. Dans le cas ott E est un espace compact,
I’application

N
1
Y EN/6y — Py(E), X w—p¥ = Nz Oz,

i=1
est ur}e bijection e g;ilees ) (l;g%&ompacts.et elle est continue pour les distan egmfz:ut]b etpg 1H KR
d’apres le Lemme 111) et pour les distances wq et D d’apres le Lemme ette

application est donc un homéomorphisme. Plus généralement, l’apphcatlon H est un
homéomorphisme de (E /&y, w,) dans (Py(E 7), D), des que D métrise la topologle faible
de P(E). Cela provient d'une part de ce que D est alors topologiquement uniformément
équivalente & D au sens ofl il existe un module de continuité w tel que D (1, v) < w(D(p, )
et D(p,v) < w(D(u,v)) pour tout u,v € P(E). En effet, il suffit de poser

w(r) = sup D(p,v)
p,vEP(E), D(p,v)<r
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et de vérifier que w(r) — 0 lorsque r — 0.

theoWpD
En fait le Théoreme [T.4. Ié affirme beaucoup mieux. Il dit que I'application Hg est une
isométrie entre (EVV/Gy,w,) et (Py(E), W,), et ceci est vrai pour 0 < p < oo (est-ce aussi
vrai lorsque p = 00 ?) et pour E un espace polonais localement compact. En particulier,
on a:

lem:homomorphisme‘ Lemme 1.7.52 Soient E un compact, D une distance métrisant la topologie faible de

P(E) etp € (0,00). Pour tout N, Uapplication 1% est un homéomorphisme de (EV /&y, w,)
dans (Pny(E), D) uniformément en N, au sens ou il existe un module de continuité wry =
w(D,wp) tel que

VXY € BN D(M%?M?) < wn(wp(va)) et wP(X7Y) < wH(D(:uﬁvuij\/[))'

Remarquons enfin que pour toute distance D sur P(F), on définit dp sur EV ou
EN /&N en posant dp(X,Y) = D(u, ud)).
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Chapitre 2

Fonctions continues sur E et
P(E)

Dans tout ce chapitre E désignera un espace polonais, un espace polonais localement
compact ou un espace compact.

2.1 Fonctions continues et fonctions polynomiales sur P(F)

Définition 2.1.1 Soit E un espace polonais. On dit qu’une fonction U : P(E) — R
est continue si p, — p faiblement implique U(pn) — U(p). On note U € C(P(E)). On
note Cy(P(E)) lespace des fonctions continues et bornées. On note UC(P(FE)), l’espace
des fonctions uniformément continues et bornées sur P(E) : étant firée une distance D
métrisant la topologie faible, il existe un module de continuité w (c’est-a-dire une fonction
w: Ry — Ry continue et telle que w(0) = 0) tel que

Vp,neP(E)  |Un) —Up)| <w(D(p;n)).

Lorsque E est compact alors P(E) est compact et UC(P(E)) = Cp(P(E)) = C(P(E)).

e Le prototype de la fonction continue est le monéme de degré 1 : étant donnée une
fonction ¢ € Cy(E) on pose

VpeP(E) Rgo(p):/EQde-

On définit bien ainsi R, € Cy(P(E)). A noter également que si ¢ € Lip(E) alors R, €
Lip(P(E)) Cc UC(P(E)), ou Lip(P(E)) correspond ai cas Ed{elflﬁFgcl dule de continuité peut

étre pris de la forme w(s) = L's, L > 0, dans la définition 2.T.1-

e Plus généralement, pour k € N* et € Cy(E*) donnés, on définit R, : P(E) — R par

R,(m) := /Ek (1, ... xp) m(dxy) ... m(dzy) = (m®F, o).

On dit que R, est un polynoéme de degré (au plus) k, et ¢ correspond aux coefficients. On
définit la multiplication par un scalaire de maniere évidente. On définit ’addition de deux

43
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polynémes R; et Ry, respectivement associés aux fonctions @1 € C(E*) et @9 € C(E*?),
avec disons k1 < ko, comme le polynome de degré au plus ko associé a la fonction

(X1 ey Thy) = @1(T1y ooy Thy ) + P2(T 1,5 ooy Ty ).

On a bien ainsi R,(m) = Ri(m) + Ra(m) pour tout m € P(E). On définit le produit de
Ry et Ry comme le polyndéme de degré au plus k1 + ko associé a la fonction

TJZ)(:El, s Ly y Ty 415 +0s xkl-i-kz) — (101(:1:17 seey :L‘k‘l) (,02(113]914_1, seey :L‘k‘l-i-k‘g)'

On a bien ainsi Ry, (m) = Ri(m) Ra(m) pour tout m € P(£). On note P(P(£)) I'ensemble
des polynomes qui a donc une structure d’algebre unitaire.

Lemme 2.1.2 Soit E un espace polonais localement compact. Alors P(P(E)) C Cy(P(E))

Preuve du Lemme %%%e @ € Cy(E*). D’une part clairement R, est bornée. D’autre
part, étant donnée une suite (p,) de P(E) et p € P(E) telles que p, — p faiblement dans
P(E), on a en particulier pF — p®F Jﬂ%};%né\?‘f dualité de C.(E)®*, donc pour la dualité
de C.(E*) (ici on utilise le théoréme M@‘;%grl_@yeierstrass) et donc enfin pour la
dualité de Cy(E*) (ici on utilise le lemme B.47 Cegqulvalence des convergences). On en
déduit Ry (pn) — Ry(p). O

Théoréme 2.1.3 Lorsque E est compact, l'algébre des polynomes P(P(E)) est dense dans
C(P(E)). Cela signifie que pour toute fonction U € C(P(E)) il existe une suite de po-
lynomes R; = Ry, avec ¢ € C(E7), (et j — oo si U n'est pas un polynéme!) telle que
R; — U dans C(P(E)) :

sup |U(m) — Rj(m)| — 0 lorsque j — oo.
meP(E)

th:SWCPE
Preuve du théoréme i?jTS._Comme E est compact, l'espace P(E) est compact.

Il est clair que P(P(FE)) sépare les points de P(E) : pour p; # ps € P(E) il suffit
de prendre une fonction ¢ € C(F) telle que (p2,p) # (p1,¢). On applique le théoréme
de Stone-Weierstrass (mais cette fois sur le compact P(E)) et on obtient que 'algebre
unitaire P(P(FE)) est dense dans C'(P(FE)). O

e On note M(P(FE)) 'ensemble des monomes : ce sont les polynémes associés aux fonctions
tensoriées p = Y1 ®...Qpyk, p; € C(E). Lorsque E est compact, on montre comme ci-dessus
que l'algebre engandrée par les monomes est dense dans C'(P(E)). Cela explique pourquoi
on peut se restreindre a considérer des fonctions testes tensorisées lorsque 1’on souhaite
montrer des théoremes de convergence. On reviendra sur ce point dans le chapitre suivant.
e Considérons ¢ : R? — R de classe C1, ¢(-,0) = 0 et S; : P(R) — P(R) le semi-groupe
de la chaleur sur R. Comme S; : P(R) — (L' N L*®)(R), p ~ p; := 74 * p, pour tout ¢ > 0,
on peut définir

B(p) = [ ol ply) drdy

et &, € Cp(P(R)). Il est & noter que si ¢p(x,s) = P(x), ¥ € C.(R) alors ®; est le polyndéme
associée a 1) * ;. Dans le cas général, ®; n’est pas un polynome.

e Considéons S; : P(RY) — P(RY), p — p; un semi-groupe non linéaire (par exemple
celui obtenu en résolvant I’équation de la Boltzmann ou une équation de la chaleur non
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linéaire). Pour tout ¢ € C.(R?), la fonction ®;(p) := Ry(p:) appartient a Cp,(P(E)) mais
n’est pas un polynome.

e La construction des polynoémes ci-dessus nous a permis de définir une application
(2.1.1) Cy(E*) — Cy(P(E)), ¢+ Ry,.

e L’application 72. Inversement, étant donnée une fonction U € Cy(P(E)), on définit
pout tout N une fonction symétrique sur EN en posant

(2.1.2) vX e BN uN(X) =U@@R).

Par exemple, pour un polynéme R = R, de degré 1, avec donc ¢ € C(F), on calcule

=2

1

X = (:El)"-axN) = R@(M%) = N

o(;).
1

CENtoCPE
e Pour tout k, N € N* en combinant (21 .tloi et on définit une application
(2.1.3) Co(E*) = Coym(EY), o= @™ (X) = Ry ().

Plus précisémment, pour tout ¢ € Cy(E*) et tout X € EV, on a

1 1
(214) Ry(uY) = /E Py ) (NZémn)(dyl).-- N 2 On, | (dur)

i1=1 |
1 N
- Nk Z Sp(xil,...,xik):@(N)(X).
il,...,ikzl

D’autre part, pour une fonction ¢ € C(E™) notons ¢ la ”fonction symétrisée de 17,
c’est-a-dire celle obtenue en posant

TZJ(X) = ﬁ(gN) UEEQ;N 7/)(330(1), “":EO'(N))'

Le résultat suivant établit que pour ¢ = ¢ @ 1V"* ¢ € Cy(E*), on a )~ @ asymptoti-
quement lorsque N — oo.

Lemme 2.1.4 Soit E un espace métrique quelconque et soit o € Cy(E®). Alors

2 k2

(2.15) sup o ® 1507R(X) — ()] < 2o o]
XEEN /&y
et donc
(2.1.6) limsup || @ 18N=R)|[; . pry < sup  [Ry(p)].
N—oo pEP(E)
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lemGrunbaum
Preuve du lemme 2.1.4. Dune part, par définition

1
> o(@a)s o To(h))-
16N 5,
D’autre part, on définit pour tout k& < N : Ay = {(i1,...,9);% # ip VL # ('}, son
complémentaire By, := {(i1,...,1); 3¢ # ¢’ t.q. iy = ip} et pour tout (i1,...,ix) € ANk
I'ensemble Cy (i1, ...,1;) == {0 € &n;0(1) = i1,...,0(k) = i }. Estimons le cardinal de
B et des Cy . Pour tout (i1, ...,i;) € Any on a §Cn g(i1, ..., 1) = (N — k)! puisqu’il

o ®18WN-k)(X) =

convient de choisir o(k + 1) parmi N — k termes, ... , 0(IN — 2) parmi 2 termes restants.
Pour la méme raison Ay, = N ... (N —k+1). En particulier fAx ; §Cn i = N! = Gy et
§BN & 1 k—1
L P R D

k—1 /
< 1—exp <—2 —>
(=0 N

< 2 - 2k —1) K
- N 7 N — N’
car In(1 —z) > -2z Vxe€[0,1/2] et € > 1+ 2z Vo € R. On a alors
1 1
R@(M%) - NE Z P(Tiyy oes Ty ) + NF Z P(Tiys oo Tiy,)
(11, 0k)EAN & (11,ik)EBN &

1 1
N BAN K Z Z O(Tiy s ey Tiy,)

Cn ke
(11, ,0k) EAN K iCn, 0€CN & (11,.-,ik)

1 1 1
T <W_ ﬁANk> Z 90(“l’17"'=xik)+m Z O(Tiy s ooy Ty )
’ (ilr"’ik)eAN,k (ilrnyik)eBN,k
1
= Iy D o(@a1)s o To(h))

ceGn
o (| - L A+ LBy ) el
NG ﬁAN,k N,k NF N,k | [|Plloos

X X inegfondCil L.
ce qui prouve bien (2.1.5). On en déduit

2 k2
lp © 19W=R)|| e oy < sup Ry (ui) + N 1#llzoe ()
XeEN

inegfondC2
et (Z.I.iﬂ a la limite N — oo. O

2.2 Fonctions continues symétriques sur £V lorsque N — oo

Supposons dans un premier temps E compact. Etant donnée une fonction U €
C(P(E)) on définit pout tout N une fonction symétrique sur EV en posant

(2.2.7) VX e EY  uy(X):=UWd).
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On définit ainsi une application 7 : C(P(E)) — C (]E;?VN ). Cette application est g;&u:ﬁﬁ:esummpirique

certaine maniere I'application “duale” de I’application 77 introduite a la définition I.2.4.

Le résultat suivant concerne le probleme inverse.

Proposition 2.2.5 Pour toyte §'§nctz’0n uy € C(EN) symétrique il existe une fonction

Un € C(Pn(E)) telle que (2.27). De plys, il existe une fonction Uy € C(P(E)) telle
que Ujpy(p) = Un et donc telle que (2277). Plus précisément, fixons une distance D sur
P(E) et notons dp la distance sur EN /&y définie par dp(X,Y) = D(u¥, p¥) pour tout
X,Y € EN. Si uy satisfait

VXY € E lun(Y) — un(X)| <w(dp(X,Y)),
pour un module de continuité w, alors Uy et Uy satisfont uniformément en N

VfgeP(E)  |Un(g) — Un(f)] <w(D(f,9))

Prop:ultoUN
Preuve du Lemme [2.2°5. D uie part, il suffit de définir Uy (v) := uny(X) pour tout v €
Pn(E) en ChOiSiSE%ﬁmpg(o thnN quelconque tel que ,u% = v. D’autre part, on définit Uy
grace au Lemme [AT1 de Tetze-Urysohn en prenant K = P(E), A = Py(E). O

Plus intéressant pour les applications, on a le résultat suivant.

Théoréme 2.2.6 Soit (uy) une suite de fonctions telle que uy : EN — R symétrique.

On suppose qu’il existe C' et un module de continuité (sous-linéaire) w tels que
VN, VX, Y € BV Juy(X)| <O, |un(Y) —un(X)| < w(dp(X,Y)).
Alors il existe une sous-suite, notée (un+), et une fonction U € C(P(E)) telle que

:CvgceUknkUk| (2.2.8) sup Jun/(X) —UuX)| — 0.

XeEN N’'—o00
On notera parfois un: — U fort dans Cy(Pn/(E))wnr-

th:FctSymN
Preuve 1 du Théoréme 2.2.6. On définit une suite (Un) de C(Pn(E)) en posant

Un(pX) = un(X)  VpX € Py(E).

Comme D(pdY, u¥) = dp(Y, X), Un est continue avec n.nodllle deAcon\tinuité w sur le ace o
(Pn(E), D). On prolonge Uy a (P(E), W3) en une fonction Uy grace a la proposition B’Z%
Celle-ci a pour module de continuité w et est bornée par C' + w(diam(P(FE))). Grace au
théoreme d’Ascoli il existe U € C(P(FE)) et une sous-suite qui converge vers U au sens de
la norme sup : B
sup |U(m)—Upn(m)| — 0 lorsque N — oc.
meP(E)

On conclut en se restreignant a m = u% .

th:FctSymN
Preuve 2 du Théoréme 2.2.6. E%n considere d’abord des entiers du type N = 2", n € N*,
et on remarque qu’on a ainsi une injection (isométrique) Pox (E) C Pon(E) si k < n. Avec
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i L. Prop:uNtoUN |
les notations de la Proposition 2.2.5, on définit Uy, : Por(E) — R par Uy, == UN|p2k (E)

Oou encore
VX e B Upn(p®) =Usn(42) = usn (X, ..., X) =1 ugn (X™).
k() = Uan () = uan ( k ) on (X")
2n—Fk fois

Par hypothese, on a pour tout ,u%?, ,u%,k € Py (E)

k k Sn o xrn n n
Ukin(1%) = U137 )] - < w(wp(X™Y™) = w(Wp(u% 1))

ko ok
= w(Wp(uk 1y )).

En appliquant le théoreme d’Ascoli a la suite de fonctions (Uy,)n>1 on déduit qu'il
existe une sous-suite (Uk7n5)521 avec {nf™ ¢ > 1} < {nf, ¢ > 1} et une fonction
Uk € C(Py(E)) telles que

Vik €PylE)  Upu(ik) — Ur(pk) lorsque £ — oo,
et pour tout ,u?;, ,u%f e Py (E)

(2.2.9) U(6%) = U (i3] < w(Wp(uX , 13)).-

De Pyi(F) C Port1(E) on tire que Uk+1(,u§?) = Uk(,u?;) pour tout ,u%? € Pyr(F). On
définit alors U € C(P(E)) . en pgsant [J(p) = Ui(p) si p € Pyr(E) et en I'étendant par
continuité a P(F) grace a (bffgjmlction U ainsi construite admet comme module de
continuité w pour la distance W),. Enfin, par un procédé d’extraction diagonale, on peut
construire une seule sous-suite Uy,, N, = 2", telle que

Vpe UP2k(E) |Un,(p) —U(p)] — 0 lorsque £ — oo,
k>1

X X eq: CvgceUknkUk .
ce qui est bien (2.5.8‘ lorsque 1'on traduit cela en terme de (uy). O
Remarque 2.2.7 1. Pour u € CY(EY), on a

N
u(Y) = u(X)| <D [ Viul o [ys — il
i=1

d’ou on tire

N

() [[ViulLe < % = [u(Y) — u(X)| < max|[Viullpe Y |y — 2| < Cun (Y, X),
N - 12 , N 1/2
() YIValte<$S — ) —ux)< (Z uviuu%m> (Z " —m?)
Z <c wa(Y, X), -
N
(iii) EZ: [Viullpe <C = [u(Y) —u(X)] < ; Vil Lo max, |yi — 4]

< Cwoo(YyX)a
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et bien sir (i) = (i1) = (iii).
2. On a pour tout X € EN/G N

uF(X) = max r; — U(mx), avec U(m) := sup(suppm).

3. 8i (uN) est une suite de fonctions continues symétriques justes bornées (3C > 0V N |u¥| < C),
alors les limites sup et les limites inf suivantes existent

U(m)=limsup " (X), U.(m)= liminf «"(X).

Nﬂoo,mgg\m N*?OO,’UL%“M

Est-il clair que st U* = U, =: U alors U € C(P(E)) et a posteriori (un) admet un module de continuité
(au moins sur la sous-suite qui converge) ?

. . L th:MFGNtoinft . N
Exercice ﬁ(agf?}“N %%Mggvzent le Théoréme I1.3.1} Zorsqugon suppose que la fonction F

définie en 4) n’est pas constante, mais vérifie seulement

Vo,ye B, VX, Y e N7V |FN(z,u ¥ = FN(y, 1y )| Sw (|2 — y| + wi (X, Y))?

On généralise au cas non compact la variante du résultat d’Ascoli déja établie dans le
cas d’un espace compact.

Théoréme 2.2.8 (variante d’Ascoli). Soit E = R? (ou E un espace polonais locale-
ment compact). Soit (uy) une suite de Cy(EN) telle que

VXY e BV Jun(X)| <O, lun (X) —un (V)| < w(Wp(pX, 1)),

pour une constante C', un module de continuité w et un indice p € (0,00). Alors il existe
une sous-suite (N'), une fonction U € Cy(P,(E) — W,) telles que pour tout k > p, a >0

sup lun(X) = UGN )| — 0 lorsque N’ — oo.
XeEN My(uY')<a

. [theo:C iteCRd . o th:FctSymN
Preuve du Théoréme [2.3.8. omg)aﬁlrgprend la deuxieme preuve du Théoreme b.2.6c. On
considere des entiers du type N = 2" n € N* et on remarque qu’on a ainsi une injection
(isométrique) Py; (E) C Pon(E) si j < n. On définit Uj,, : Pos (E) — R, par
Yk € Py(E)  Ujn(pk) = ugn(X, ..., X) =t ugn (X"),
277 fois
et on note simplement Uy = U, € Cy(Pn(E)). Par hypothese, pour tout ,u%?, ,u%j €
Pyi(E), on a
Ujn(1%) = Ujn(i3)| < w(wp(X™Y™) = w(Wy(p%a, i)
Pour tout j fixé, I'ensemble Py; (E) N BP}, 4 étant compact (par exemple pour la distance

Wp), on peut appliquer le théoreme d’Ascoli & la suite de fonctions (Ujn)n>1 de C(Po; (E)N
BPj ), et on déduit qu’il existe une sous-suite (Uj )e>1 avec {nfl, (>1} Cc{n), £>1}

J
777/(

et une fonction U; € C(Py; (E) N BPy,) telles que

(2.2.10) V,u%g € Pyi(E)NBPy, U, nd (u%é) — Uj(ugg) lorsque ¢ — o0,
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et pour tout ug(j, /@/j € Py (E) N BPy,

(2.2.11) U5 (%)) < €,

U;(1%) — U (13| < w(W(pX,

13).

De Py (E) C Pyj+1(E) on tire que Uj+1(,u§g) = Uj(,u%g) pour tout ,u%g € Pyi(E). On

définit alors U € Cy(P,(E)_yw,) en posant U(p)

par continuité & Py (E), ou méme P, (FE), grace a (

el ilfbiig € Poi(B) gt e ligtendant
2. et au Théoreme 1.6.44 de densite.

La fonction U ainsi construite admet comme module de continuité w pour la distance W),
Enfin, par un procédé d’extraction diagonale, on peut construire une seule sous-suite, notée

Unr, N/ =27 telle que

Vp € Ky =] Po(E)NBPy,
Jj21

|Un'(p)

—U(p)] — 0 lorsque N’ — oo.

P3N . . / ]
Cette derniére convergence est en fait uniforme sur K avec Kj := Po;j N BPy .. En effet,

on écrit
sup [Un/(p) —U(p)] < sup inf {|Un/(p) -
peK Y’ neKN' neK}
< sup [UN'(n) = U(n)]

neKy

Un'(m)| + [Unr(n) =U ()| +[U(p) = U0}

+2 sup w(Wp(p, K7)),
peBPk,a

et le premier terme tend vers 0 lorsque N tend vers U'infini pour tout j fixé (c’est une des
conséquences du théoreme d’Ascoli appliqué dans C'(Py; (E) N BPy,)) alors qug Je secopd . oo
terme tend vers 0 lorsque j tend vers l'infini (c’est la conclusion du Théoreme 1.6.44) . O

2.3 Notes bibliographiques.

LL
Ce chapitre reprend une partie du cours

toutefois que le cas F compact. Le lemme
Griinbaum.

coursCF .
~L. Lions dans lequel

)Zg ag P ‘est _traité
lemGrunbaum = e K runbaum
i‘Z.l.Z apparait déja dans l'artcile 25 de F.
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Chapitre 3

Mesures de probablité sur F,
P(F) et notion de chaos

Dans tout ce chapitre F désignera un espace polonais localement compact (donc encore
un fois, soit F est un compact, soit £ = ]Rd) sauf mention explicite du contraire.

3.1 Le théoreme de De Finetti, Hewitt et Savage

Commencons par quelques définitions.

Définition 3.1.1 (Mesures symétriques et compatibles de P(EY), N < c0). Soit
E un espace polonais.
(i) On dit que m € P(EN), N € N*, est symétrique, on note m € Psy, (EY), si

VA BN, Vo€ Bn m(A,) =m(A),

ou Ay = Ao(l) X oo X AU(N) si A=Ay X ... x Ay, A; € BE.

(ii) Etant donnée une probabilité m € P(EN), N € N*, on définit sa marginale my,
d’ordre k, 1 <k < N, en posant

mk(-) = Hkm = ]___[N7km = / m('; dyk—‘rl? "'7dyN)

EN—-k
ou de maniére encore plus explicite, pour tout A € By,

(T xm)(A) = my(A) = m(A x EN7F).

NY de mesures de probabilité de

(11i) On dit qu’une suite finie ou dénombrable (m
P(EN), N € N*, est compatible si
VN, k, k<N HN,kmN:m]kV:mk.

Définition 3.1.2 (L’espace Pj,,,(E*) des mesures symétriques de P(E*)). Soit
FE un espace polonais.

o1
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(i) Etant donnée m € P(E>)', on définit sa marginale my, d’ordre k € N*, en posant

mi(A) =m(Cy) A€ By,

o Cyp = AXE x..%X chéf:.. reoﬁ? I%OPET?\? A € Bpr. La suite (my)n>1 est alors compatible
ST Zmﬁ TV N

au sens de la Définition |3. Jky E<N on allypmy = my.

1) On dit que m € est symétrique, on note m € Py, , st ses marginales
i) On dit P(E™) est tri t Poym (E), si mal
myg sont symétriques, i.e. Vk > 1 my € Psym(Ek).

Définition 3.1.3 (L’espace P(E*) des mesures produits de P(E™)). Soit E un
espace polonais. On dit que m € P(E™) est une “mesure produit” s’il existe une mesure
de probabilité p € P(E) telle que

k
VA=A x .. x Aye B m(Ca) =[] n4)
j=1

On note alors m = m, € P(E>), et on remarque que my € Pyym(E™), de sorte que

P(E™®) C Py (E™).

Théoréme 3.1.4 (de De Finetti, Hewitt et Savage). Soit E un espace polonais lo-
calement compact. Soit (Ty,)x>1 une suite de P(E*). Il y a équivalence entre

(1) - (mp)k>1 est symétrique et compatible ;
(1) - il existe ™ € Pgyy, (E) telle que mp, = I Vk > 1;
(iii) - il existe 7 € P(P(F)) telle que

T = (7)) == / p®F #(dp) Yk >1;
P(E)

(iv) - il existe T € P(P(E™)) telle que

T = ﬁk(ﬁ') = /j:?(Eoo)(Hka) %(da) Vk > 1.

Dés qu’il n’y aura pas ambiguité, on notera avec la méme lettre w les trois mesures de

probabilité w, 7, 7, on identifiera les trois espaces Pgym (E>), P(P(E)), P(P(E™)) que
l'on aura tendance a noter P(P(E)), et on notera simplement m, la suite de marginales
définie ci-dessus a partir de w, T et 7.

Remarque 3.1.5 1. On écrit également ’égalité du point (iii) sous la forme

k
Vik>1 ﬂk(dwl,...,dazk):/ 11 p(dz:) 7(dp).
P(E) ;4

2. Pourm € P(P(E)) etk > 1 le sens a donner a lintégrale

T ;:/ p®F 7 (dp) € P(EF)
P(E)

= Produit

Lyoir la section A5 de I’annexe pour des rappels sur les espaces produits
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est le suivant : pour tout ¢ € Cy(E¥)

(3.1.1) /Ek p(x) 7 (de) = </P(E) p®'€fr(dp)7<p> = /P(E) <p®k,s0> #(dp)

avec

(3.1.2) <p®k,cp> = /Ek o(z1,...;wr) p(der) ... p(dry) = Ry (p).

sec:fctC-1
Or, p— Ry(p) € Cyp(P(F)) comme nous Vaons. ,Fuiguéa(g)ection 2.1 el sur l’espace polonais
%{e ) on a défini une tribu grace au Lemme |T1.5.70. Awnst donc, la derniere intégrale dans

est bien définie au sens de Lebesque.

3. Insistons sur le point fondamental précédent. La relation liant 7« et my, est :

(3.13) Ve O (mp)= [ el (o)

4. Pour a =96, et 3= %5,“ + % dus oM trouve respectivement

k
a(dzy, ..., dxg) = H (dz;).
- k

k
ﬁk(dl‘l,...,dﬂjk) = % H dwl HMQ(dxz)

1=1

5. Concernant la_derniére intégrale dans (iv), on sait que P(E™) est un espace polonais et
on montrera que P(E™>) est un sous espace fermé de P(E®), de sorte que ’on peut munir
P(E®) de la tribu trace de Bp (g et définir ainsi au sens de Lebesgue cette intégrale.

3.2 Preuve du théoreme de De Finetti, Hewitt et Savage.

Nous allons essentiellement donner deux preuves de ce théoreme. L’une reprend 'ar-
gument de E. Hewitt et L.J. Savage et repose sur le théoreme de Krein-Milman. L’autre
est due a P.-L. Lions et repose sur le théoréeme de Stone-Weierstrass. Nous donnerons
également une troisieme preuve due a P. Diaconis et D. Freedman dans la section sui-
vante. Le fait que (i) soit impliqué par (ii), (iii) ou (iv) est trivial. L’implication (i) = (i7)
et I’équivalence (7ii) < (iv) reposent sur des arguments de la théorie de la mesure assez
standards. Les deux implications délicates sont donc (i) = (iii) et (ii) = (iv).

3.2.1 Preuve de (iii) = (i) et (i) & (ii).
defpik |defpik2

(iii) = (i). Pour 7 € P(P(E)) donnée, il est clair que 7 définie par (tfl.l i—(lB.eI.Ei est
symétrique et que la famille des (7y) est compatible.

X . , X N theo:Kolmogorov X
(i) « (ii). Les (m) étant compatibles, le théoreme de Kolmogorov A75.10 alfiiine qu’il
existe 7 € P(E) unique caractérisée par mi(A) = 7(C4) pour tout A € Bpr. 1l est alors
immédiat que 7 € Pgy,, (E°).
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3.2.2 Preuve de (i) = (iii) dans le cas £ compact.

On suppose de plus que E est compact. On commence par définir 7 : P(P(E)) — R comme

forme linéaire en posant
m(Ry) = mi(@) = /E o(x1, ..., xj) m(dxy, ..., dx;)
J

pour tout polynéome R, de degré j, avec donc ¢ € C(EY). La compatibilité des (;)
implique la linéarité de m. Grace a la compatibilité et la symétrie de mx, pour ¢ € C(E7),
on a

(3.2.4) 7i() = (e © 19WV=1)) = (9 @ 19(N=1)),

lemGrunb
Grace au lemme b.eml .ﬁr,ugnaléllnl déduit que 7 est continue pour la norme de C'(P(E)) puisque
pour tout R, € P(P(E)) et tout N € N* on a

m(Ro)| = |mn(p @ 190N=0))

< le® 1B Dllgeny < sup |Ry o]+ 252 L2
XeEN N

et donc en passant a la limite N — oo

[m(Ry)| < sup |Ryp(m)| = | Ryllc@E))-
meP(E)

Comme les polynomes sont denses dans C(P(F)), il suffit de définir 7 en général en posant
Vi e C(P(FE)) (m) = lim (r, R;) pour une suite de polynémes R; — 1.
j—00

On a 7(1) = 1. Enfin, si R, > 0 avec ¢ € C(EY), cela signifie, par définition, R,(m) > 0
Vm € P(E), en particulier R, o pX > 0. On conclut que

: CiN T s vy _ llell
m(Ry) = lim 7y (@ 190N0) > lim inflry (R, 0 ) — ] > 0.
On a donc défini 7 comme forme linéaire continue positive de masse 1 sur ¢ (P(E)), donc
(% [5).

comme un élément de P(P(E)). Enfin, on a bien

3.2.3 Preuve de (i) = (iii) dans le cas £ général.

On suppose maintenant seulement E polonais et localement compact. Soit E = EU{oc}

o s . 1 ) Y
le c.()mpactlijle dwsﬁgg}ecgpdrgjf(fe gﬁg Jui esp muni .d une st.ructt.lre d espace met.rlque co/ml.)act
(voir la section [A-4 de I'annexe). Appliquant 'implication (i) = (iii) a la suite symétrique

et compatible (7;) de P(E7) C P(E7), il vient

(3.2.5) r e P(P(E)) telle que j :/ _p®ir(dp) Vj>1.
P(E)

Il s’agit maintenant de montrer que suppm C P(E), ce qui permettra de considérer
7lp(p) = 7 comme un élément de P(P(E)), et terminera la preuve.
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A cette fin, on définit p € P(E) la masse de dirac en oo, p({oc}) = 1, et A =
P(E)\ (P(E)U{p}). De cette fagon on a P(F) = P(E) U AU {p} disjoints deux a deux,
et tel que

peP(E)= pF) =1, peA=0<p(E) <1, p(E) =0.

Comme par hypothese 71 € P(E), on a grace a (Egzﬁgs)@
t=mE)= [ By
:/ p(E) m(dp) —I—/ p(E)(dp) + p(E) m({p})
P(E) A ——

(3.2.6)
-1 -0
=n(P(E)) + /A@ 7(dp).
<1

-1
Supposons par contradiction 7(A) > 0. On déduit alors de (E92_6) que

L<n(P(E)) + /Aﬂ(dp) <7(P(E)) +7(A) +7({p}) =
eq-1
ce qui est absurde, et donc m(A) = 0. Combiné a (l392_6), cela implique 7(P(E)) =1. O
3.2.4 Preuve de (iii) & (iv).
Commencons par un lemme.
= Ap) = myu = p®>

) m
est un homéomorphisme entre espaces topologiques dont Uinverse est A=' : P(E®) — P(E)
A @) =T = p.

Lemme 3.2.6 Soit E un espace polonais. L’application A : P(E) — (

YQ
|
3
1

Preuve du Lemme %%l.lé'.ée%’t_% 1. Par définition I'application A est bijective. Par définition également
on munit P(E>) de la topologie trace de P(E>) que I'on rappelle étre définie pour une suite (o¥) de
P(E®) et a € P(E>) par o — a si, et seulement si, [Tya” — Tla dans P(E*) pour tout k£ > 12, On
en déduit en particulier que my» — m, dans IS(EOO) implique p™ = ymyn — Iym, = p, et donc A~*
est continue.

Etape 2. A est continue dans le cas compact. Soit p, — p faiblement dans P(E). Comme m,, € P(E)
un compact, il existe n’ une sous-suite, il existe m € P(E) telle que m,, , — m faiblement dans P(E).
Alors pour tout f = f1 ® ... ® fr on a

Myi,yy (F) = pnr (f1) oo i (fi) = p(f1) o p(fie) =m0 (f).-
Cela permet d’identifier m = m,, et montre (par unicité de la limite) que A est continue.

Etape 3. A est continue dans le cas général. Le seul point & modifier est que maintenant la séquentielle
compacité de la suite (m,,, ) n’est pas automatique : il faut vérifier un critére de tension. Puisque pn — p,
cette suites est tendue dans P(E) : Ve > 0 il existe K. C E compact tel que pn(E\K.) < e. Pour
tout k& > 1 on définit le cylindre Cp = C(K, 5—k,..., K. 5—%) (avec k répliques de K,_,-x) et l'ensemble
K=Cn..nCeN... On vérifie, en utilisant un procédé d’extraction diagonale de Cantor?®, que IC est
un compact de E°°. De plus, on a

Vn>1 My, (E\K) < Zm,m E=\Cy) <
k=1

femcvpceproduit

2
3v01r le lemme € PP 1glonSznitman
voir la preuve du lemme B.3.13 ci-dessous
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Cela implique que la suite (my,, ) est tendue, et on conclut de la méme maniére que précédemment. (m

(iif) = (iv). Supposons (iii) et définissons 7 := A##, soit donc pour toute fonction mesurable ® sur P(E*)
[ e = [ e @) = [ ea@)ado) = [ o) i),
P(E>) P(E>) P(E) P(E)
Choisissant @ : P(E®) — P(E*), a — ®(a) := IT;(a), et remarquant que IT(m,) = p®*, on obtient

o) 7(da) = m,) T = ®k ~ = k.
/Mm)nm (da) /p(E)H“ ) (dp) / p®* #(dp) =

P(E)

(iv) < (iii) Inversement, supposons maintenant (iv) et définissons # := A~'#7, soit donc pour toute fonction
mesurable @ sur P(E)

®(p) 7(dp) = ®(p) (A7) (dp) = (A Ha)) 7(da) = & (T ) #(da).
/P(E) (p) #(dp) /P(E) (p) (A7) (dp) / (A~ () #( )/ (Tl a) #(da)

P(E>) P(E>)

Choisissant ® : P(E) — P(E*), p — ®(p) = p®*, et remarquant que (II1)®* = [y pour o € P(E™),

on obtient
[ e = [ s = [ (o) #de) = e
P(E) P(E>) P(E>)

3.2.5 Preuve (directe) de (ii) = (iv) dans le cas d’un espace compact

Lemme 3.2.7 Supposons E compact. Soit m € P(E*). Il y a équivalence entre
(i) m € Poym(E™) ;
(ii) m(As) = m(A) pour tout A € Bre et pour tout 0 € Soo, avec S := {0 : N* — N* bijective ;
JICN finio(i)=iVi¢ I}, Ae :={Xo, X € A};
(#i) m satisfait
i € OB Yo e & m(fs) =m(f),

V=

J

I Q=

avee fo(X) = f(Xo).
En particulier, ’espace Psym (E™) est fermé (au sens de la convergence faible) dans P(E®), donc c’est un
espace convexe et compact.

Rem:Peym . o - N

Preuve du Lemme 32,7, I7équivalence (i) <> (iii) est claire, il suffit d’utiliser un argument d’approximation
dans les deux cas : f = lim f,, avec f, fonctions étagées si f € C(E) et 14 = lim ¢, avec pnt1 > on € C(E)
si A est un ouvert, et de passer a la limite dans les définitions. L'implication (ii) = (i) ést immédiate,
et 'implication inverse est une conséquence du lemme de classe monotone (puisque les pavés engendrent
la tribu &g ). Pour montrer que m € Psy,, (E°°) il suffit maintenant d’utiliser le critere (iii) : si (m,)
est une suite de Pgym (E™) telle que m™ — m faiblement dans P(E>) cela implique que (est équivalent
a ce que) my — my, faiblement dans P(Ek) pour tout k > 1, de sorte que en passant a la limite dans
les relations (iii) pour m™ on en déduit que m satisfait ces mémes identités et que donc m € Psypm (E>).
Comme P(E) est compact, cela prouve que Psyrm (E) est compact. (m

Lemme 3.2.8 Soit m € P(E™). Il y a équivalence entre
(i) m € P(E*)
(%) m satisfait

IuePE) Vf=
J

e

k
fi €GB m(f) = T] nihi).

1

En particulier, I’espace 13(E°°) est fermé (au sens de la convergence faible) dans P(E).

lem:Pprod lem:Psym
Preuve du Lemme B.Z.8. € est semblable a la preuve du Lemme B.2.7. m

Dans la suite, pour des ensembles Fi, ..., Fi € g on note C(F1,..., Fy) le cylindre

C(Fl,...,Fk) ::{X:(xn)n21€Eoo; xnanVn:L...,k}:Fl><~~~><Fk><E><~--€93Eoo.
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Lemme 3.2.9 Soient A= C(E1,...,Eyn), B=C(E1,...,En, E1,...,Ey) et m € Py (E®). Alors
(3.2.7) m(A)* < m(B)

lem:technHS . L . )
Preuve du Lemme 3.2.9. Soit x; la fonction caractéristique du cylindre {ala;y(j—1), € Ei, 1 < i < n}.
Pour tout ¢ € N*, on a

L
(3.2.8) /E ) (Z Xj(a)> dm(a) = tm(A)

car m est symétrique. De facon similaire, on calcule

¢ 2 ¢ v
/. (me) dm(@) = 323" [ (o la)la)) dm(a)

=1

(3.2.9) .

= 0m(A) + £ (£ — 1)m(B).

. . . . |§_12 |§_22 .
Maintenant, appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz avec (8:2.8) et (3.2.9), on obtient
¢ 2 ¢ 2
i(a) | dm(a < i(a dm(a
210 </E @xx )) ()) </, <Zx]( )) (@)

Ainsi, on a démontré

m(A)* < m(4) + (1 - 7)m(B)
1
<m(B) + +(m(4) —m(B))
<m(B)+ 1,
ine;
et comme cela est vrai ¥/ € N* on en déduit (B.2.7). m

ine%
Proposition 3.2.1 Soit m € Pyyn, (E™) vérifiant U'égalité dans (B.2.7) pour tout cylindre A. Alors m est

un point extrémal de Psym (E™). En particulier, P(E™) C Ext(Psym (E™)).
o Bzﬁz . . o
Preuve de la Proposition 3.Z.I. On suppose que m n’est pas un point extrémal de Psym (E). Alors
Ima, ma2 € Psym (E°) distincts et 0 < t < 1 tel que
m=tmi+ (1 —t)m2

Comme m1, mo sont distincts on peut choisir un cylindre A = Erﬁgi s, En) tel que my(A) # ma(A). On
pose B=C(E1,...,En, E1,..., Ey). D’une part, en utilisant (3:2.7), on a

(3.2.11) m(B) =tmi(B) + (1 — t)ma(B) > tmi(A)* + (1 — t)ma(A)*.

D’autre part, on a

m(A) =tmi(A) + (1 — t)ma(A),
et puisque m1(A) # ma(A), 0 < t < 1, par convexité stricte de I'application o — a2, on déduit
(3.2.12) m(A)? < tmi(A)? 4 (1 —t)ma(A)°.

B . E% E_AZ . s 2 . .

n combinant (3.2.11) et (B .1?11%12; obtient 'inégalité stricte m(A)° < m(B). Par conséquent, si m €
Pyyi (£°°) vérifie 'égalité dans (3.2.7) pour tout cylindre A alors%_%;e_gst un point extrémal de Psym (E°°).
Or, si m = my, € P(E*) il est clair que m vérifie ’égalité dans (3.2.7). En effet pour A = C(Eu,...,Ey)
et B=C(E1,...,En,F1,...,Ey) on a

m(A) = p(Er) - p(En), m(B) = p(Er)--- w(En) p(Er) - - p(En)

et donc m(A)? = m(B). Cela démontre bien inclusion P(E>) C Ext(Psym(E>)). Im
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Proposition 3.2.2 Aucune probabilité m € Py, (E®) \ P(E®) n'est un point extrémal. En particulier,

P(E) 5 Eat(Paym(E™)).
. Eon extremal ~ . .
Preuve de la Proposition 13.2.Z. Comme m € Psym (E™) \ P(E™) il existe Fo, Fi, ..., F, € Bg tel que

dif| (3.2.13) m(C(Fo, Fr, ..., Fn)) # m(C(Fo)) m(C(F, ..., F)),

puisque dans le cas contraire, en posant u(Fp) := m(C’(Fo)) on aurait m=my.

On commence par remarquer que nécessairement 0 < m( ) < 1. En effet, d’une part m(C(F )) =0
implique m(C(Fo, F1,...,F,)) =0 et on aurait égalité dans 13_2_13 D’autre part, si m(C'(Fo)) =1, on a
m(C(E\Fo, F1,...,F,)) <m(C(E\Fy)) =0, et de la relation

1 =m(C(Fo, Fi,...,F,)) + m(C(E\Fo, F1, ..., Fy)) + m(C(E,E"\(F1 x --- x F},)),
on tire
m(C(Fo, F1,...,F,)) =1—m(C(E"\(F1 X --- x F,)) = m(C(F1,..., F,)),

! o (B

ce qui implique une égalité dans (3.2.13).
Pour A = C(Ax,...,An) € B, onpose A = C(E, A1,...,A,). En utilisant le fait que m(A) = m(A)

par symétrie de m, on peut écrire
m(A) = m(A|C(Fo))m(C(Fp)) + m(A|C(F5))m(C(F))

= m(C(Fv)) m(A|C(Fy)) + (1 — m(C(Fv))) m(A|C(Fy))

———
t my (A) 1—t ma(A)

=tmi(A) + (1 — t)ma(A),

(3.2.14)

avec mi,ma € Psym (E™) distincts, 0 < ¢ < 1, et c’est précisément ce qu’il fallait démontrer : m ¢
Ext(Poym (E7)).

Preuve de (ii) = (iv). En résumé, on a démontré que Pth (:lg ¥ est un convexe compact et que
Ext(Poym(E™)) = P(E™) est fermé. Alors d’aprés le théoreme e oquet pour tout m € Pyyrm (E°)

il existe une mesure de probabilité P(P(E™)) telle que

= / am(da),
P(E>)

ce qui est bien (iv) en appliquant la projection Il de part et autre de cette égalité. (m

3.3 Convergences dans Py,,(E"), N — oo, et Chaos
sec:H&S-3

lem:constructionHatF| Définition & Lemme 3.3.10 Soit E un espace polonais localement compact. Etant donnée

F € Py (EN), il existe une (unique) mesure de probabilité F e P(P(E)) telle que

(o havF] (3.3.15) Ve GP(E)  (F.a)= [ () Flax).
EN

[Lem: constructionHatF

Preuve du lemme 13.3. 3. 10 :construction de F. Lorsque E est compact et donc P(F) aussi, il
suffit de prendre (é 3. I§i comme définition. Lorsque F est seulement localement compact
et donc P(E) est seulement un espace polonais, on procéde de la maniére suivante. On
commence par définir la mesure de Radon « sur Py (E) en posant

VO ECPN(E) (@)= [ ) Flax)

L’espace Py (FE) muni de la distance W associée a une métrique bornée est isomorphe a
EN /&y muni de la distance naturelle. On en déduit aisément que Py (E) est un espace
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polonais localement compact. La mesure de Radon « définit donc une mesure borélienne
sur Py (E), que nous notons 3 € P(Py(FE)). Or comme la tribu borélienne de Py (E) est
la trace de la tribu borélienne de P(F), la mesure /3 induit une mesure borélienne ~ sur
P(E) : elle est obtenue er&ePphsz}c%t v(A) = B(ANPN(E)) YA € #p(pg). Finalement, en

notant F' = ~, on a bien (3.3.15). O
Remarque %gﬁlc%ngc%igcggn}gtfsym(EN) et FN € P(P(E)) la mesure associée grice i

la Définition 13.3.10. Pour touf lfg k < NPELNotons F,iv la kiéme marginale de FN définie
el !probas A~ A ~

au point (i) de la Définition I3. I.T et fa restriction EN = (FN),, de FN donnée par le

Théoréme 13.1.7 de De Finetti, Hewitt et Savage. Alors

N = FN,
soit de maniere plus explicite
VoeCy(E)  (F,0) = (FY,Ry) = (FV, ).

En effet, pour tout o € C(E), on a en utilisant juste la symétrie de FN
N
SN . (PN _ Z N N
<F1 7(10> i <F 7RS0> - N P /E(vp(xl)F (dX)

- /E o) FY(dX) = (FY ).

cvgcePPE&loi| Définition 3.3.12 (i) On dit qu’une suite (FN) de mesures de probabilité sur EV converge
vers m une mesure de probabilité sur E>, on note FN — 1 faiblement dans P(Ek)Vk, st
toutes les marginales convergent, i.e. si

ViZ1, Yo e C(E) (F,¢) — (m9),

N g . N 0 - . -, ... . . |def:probasymPEN
ou F; désigne la jieme marginale de F' définie au point (ii) de la Qf nrz)gzo n 17 Lk &7
désigne la jiéme marginale de w définie au point (i) de la Définition 13.1.2.

(ii) On dit qu'une suite (i) de P(P(E)) converge faiblement vers yu € P(P(E)), on

note p — p dans P(P(E)), si

Vo e Cy(P(E) (N, ®) — (u,®).

N—o0

Le résultat suivant est fondamental : il permettra le passage entre les différents points
de vue intervenant dans le Théoreme de De Finetti, Hewitt et Savage.

sionSznitman| Lemme 3.3.13 Soit E un espace polonais localement compact. Soit FN une suite de
Py (EN) a laquelle on associe la suite de mesures de probabilité N € P(P(E)) et la
suite de marginales a une variable FlN € P(E). Il y a équivalence entre

(i) (FN) est relativement compacte dans P(P(E)) ; en particulier, il existe m € P(P(E))
et une sous-suite (FN/) tels que

Vo eCPE) (FN,®) — (r,®);
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(i’) (FN) est tendue dans P(P(E)) :

Ve >0 3K compact C P(E) YN FNPE)\K) <e

(i) FN est relativement compacte dans P(E) ; en particulier, il eviste i € P(E) et
une sous-suite (FN') tels que

VoeOyE) () — (u o)
(ii’) FN est tendue dans P(E) :

Ve >0 3K compact C E VN FN(E\K)<e¢

[lem:tensionSznitman

Preuve du Lemme 13.3.13. Puisque E et P(E) sont des spaces L&(g%%gais les équivalences
(i) & (") et (ii) < (ii’) sont cla%51qcu%% %v%lr le théoréme [1.5.27 de Prokhorov et les notes
bibliographiques de la section Il ). II'suffit donc de montrer, par exemple, que (i) implique
(ii) et (i) implique (1').

(i) implique (ii). De (i), et en notant u = 71, on déduit

VQO € Cb(E) <IU'7Q0> = <7T7R30> - hm <FNI7R<,D> - hm <F1N/7(p>

N’'—o0 N’'—o0

(ii’) implique (i’). Le point clef est de se rappeler que FN i =FN 1 d’apres la remarque %E%HFIM
Il s’agit donc de montrer qu’étant donnée une famille F := {7} C P(P(E)), la tension de

la famille G := {m} C P(F) (des mesures d’intensité) implique la tension de F. Or en
effet, par hypothese, pour tout € > 0 il existe K. C E un compact tel que 71 (K¢) < ¢
Vm € G. Alors pour tout 1, > 0 et tout 7 € F on a

m™{p € P(E); p(KS,) 2 np = /P(E) Lip(re,)>n} m(dp)

K¢ K¢
PE) T n

On définit le sous-ensemble de P(E)

Kei=(p € P(E); p(Kly i) < 1/k},
E>1

qui est bien un compact puisque de toute suite p,, de K. on peut extraire une sous-suite (&

l'aide d’un procédé diagonal appliqué & py| Ksszkfl) qui converge. On calcule alors pour
tout T € F
rPENC) = 7| {p e PE) p(KSyuy) > 1/k})
E>1
< Zﬂ{p €P(E); p(K( 1) 2 1//<;} Yok =
E>1 E>1

ce qui prouve que F est tendue. O
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Théoréme 3.3.14 (Convergences équivalentes). Soit (FY) une suite de mesures de

equivlhatl

hatmNk&mNk

eq:hatFNkFNk

probabilité de Pgym ([ JZC},Hfour m € P(E™®) donnée, et 7 € P(P(F)) la mesure associée
grace au théoréeme 15.1.7 de De Finetti, Hewitt et Savage, il y a équivalence entre les
convergences

(i) FN — 7 dans P(E*)yy ;
(ii) EN — # dans P(P(E)) ;
(iii) (FN,R) — (7, R) pour tout R € P(P(E)) ou R € M(P(E)).

[theoHS2
Preuve du théoréme 13.3.14.

Etape 1. L'implication (i7) = (iii) est évidente grace & Dinclusion P(P(E)) C Cy(P(E)).
Etape 2. Soit R, € P(P(E)) avec ¢ € Cy(E7). On calcule pour N > 2 j
<FN=R¢> = <FN7R30 ONN>
(FN o @ 19(N=3)) + O(1/N) (lemme %.gln%f)m
= (FN o @1®W=)y 4L O(1/N)  (symétrie de FN)
(

F{¥.¢) + O(1/N),

de sorte que
AN N 2 [l¢lloo
‘(F s Re) = (Fj7s )| < 277 =
Il y a donc évidemment équivalence entre :

(3.3.16) (FN o) = (mj,0) et (FN Ry) — (7, Ry),

pour tout cp&eg@lgg?j), et donc pour tout ¢ € Cy(E)®7, puisque (7}, ) = (7, R,) d’apres
le théoréeme b_m_de De Finetti, Hewitt et Savage. Cela démontre I’équivalence (i) < (ii7)
pour R € P(P(E)) et pour R € M(P(E)) est démontrée de la maniere suivante.

Finalement, on montre que (iii) pour R € P(P(E)) et (iii) pour R € M(P(FE)) sont
équivalents en utilisant que la convergence F,iv — 7, au sens de la dualité Cy(E)®* et
au sens de la dualité Cy(E*) sont équivalentes (en faisant un détour par 1’équivalence de
la convergence au sens de la dualité C.(E)®* et au sens de la dualité C.(E*) grace au
théoreme de Stone-Weierstrass).

Etape 3. (1) = (Zﬁ)emstu osans i(tirgénce qui implique en particulier que FY est tendue.
D’aprés le Lemme B.3.13 cela implique qu’il existe une sous-suite FV' et a € P(P(E))
telles que F'N' — o dans P(P(E)). Or comme (ii) implique (i), il vient F}Y" — oy dans
P(E*) pour tout k > 1. Donc en particulier, oy, = 7 pour tout k& > 1, ce qui signifie
a = w d’aprés le théoreme de De Finetti, Hewitt et Savage, et par unicité de la limite,

c’est toute la suite FV qui converge vers . O

P ‘constructionHat N /S . N 0. -
la Définition 13.3.10. Pour touf 1 < k < Npézotons F.' la kieme marginale de F'™ définie

) B L def:probas N AN AN AN /
au point (1) dela Définition 15. I'T et td restriction F' = (F"), de F' donnée par le
Théoréme 13.1.7 de De Finetti, Hewitt et Savage. Alors

(3.3.17) Vk>2 EN=FN4+ 0Ok /N).

Remarque ?ré‘nfl"’ Soit FN ]Psym(EN) et FN € P(P(E)) la mesure associée grice a

En effet, pour ¢ € Cy(EF) et k > 2, nous venons de voir dans la preuve précédente que

(7Y, 0) = (FY, Ry) = (FY, ) + O(K?/N).
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Preuve alternative du théoréme 13.1.4 de De Finetti, Hewitt et Savage. On suppose ici
F polonais compact ou seulement polonais localement compact et wn une famille de pro-

T . Lo N . A N P
bablhtesllgglgrgggcélg&g%i%‘%ﬁsaxgletl.‘lqu?s de P(E"). Comm e(%lz—getsr_sus, grace a 12.1 DeﬁAnltlon—
Lemme B:3710 on dehinit la suite ﬂ%eOE'I_E(P(E)) par (B-3715) et sa restriction (7y)r €
Poym (Ek) donnée par le Théorét eB [~ 11 est important de noter que I’on utilise ici que
la partie “facile” du Théoreme E [.4 de De Fin ett&ammi{.et Savage. Par compatibilité,
on a Ixmy = 1 pour tout 1 < k < N et donc (3.3 s’écrit
eq:hatpilkpilk| (3.3.18) e = (Fn)k + O(K*/N).

A e lem:tensionSznit
Or (7n)1 = m est tendue (c’est une probabilité fixe!) de sorte que le Lemme B.3713

implique que (7y) est une suite tendue de P(P(F)). 1l existe donc # € P(P(E)) et

une sous-suite Qﬁg{ﬁgttei]ﬁﬁ age s — 7 faiblement dans P(P(E)) et, passant a la limite

N’ — oo dans (B-3.18), on obtient

VE>1 m= (7).

Cela termine la preuve de 'implication (“difficile”) du théoréeme de De Finetti, Hewitt et
Savage. O

Théoréme 3.3.16 (Compacité). Soit E un compact. Soit (FN) une suite de mesures
de probabilité de Pgyn,(EYN). Alors il existe une sous-suite N' et il existe # € P(P(E))

telles que
(3.3.19) EN' — % dans P(P(E))
[theoHS3
Preuve du théoréme [3.3.16. Pour tout k > 1, définissons la suite (F}¥)n> de Py (EF)
par

F,iv ::/ FNd:U]H_l...da:N.
EN—k

Par extraction diagonale et compacité de Psym(Ek), il existe une sous-suite N’ et pour
tout k > 1 il existe m, € Psym(Ek) telle que

EN —~ 1, P(E¥)—w lorsque N — oo.

Par construction (7) est compat;tlgle% £l symetrique. Ogorgo&clélt grace au Théoreme B.T.
(existence de 7) et au Théoreme l3.3. [4 (convergence (3.3.19)). O

Afin de traiter le cas E = R? nous allons introduire quelques notations et définitions.
e Pour £ > 0, on définit I'application

My :P(E) =R, fe [E 2l f(dz)

qui est une application positive, sci et convexe, donc mesurable. Pour 7 € P(P(F)) on a
alors (c’est la définition!)

M) = [ ol wldp) = Myt
e On note Py (P(E)) 'espace
PL(P(E)) = {r € P(P(E)); My(m) < xc}.
On a bien sir Pi(P(E)) C P(Py(E)).
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Définition 3.3.17 (i) On dit que (=) est bornée dans Py(P(E)), k € (0,00), sl existe
une constante C' telle que YN > 1 My (7l¥) < C.

(i) On dit que () converge faiblement vers m dans P,(P(E)), p € (0,00), si 7% — 7
faiblement dans P(P(E)) et My(ml) — M,(m1).

Théoréme 3.3.18 (Compacité). Soit E = R Pour une suite FN € Py, (E) (resp.
7V € P(P(E))) un critére de tension dans P(P(E)) pour la suite (FN) (resp. ©V) est

3k, C € (0,00)  Mi(F{)<C  (resp. My(m1) < C).
Pour une telle suite (FN) (resp. (7)) il existe une sous-suite (N') et 7 € Py(P(E)) telles
que
° FJN/ — 7 (resp. 7T§V/ — ;) faiblement dans P(E?) pour tout j >1;
o FN' 71 (resp. 7N — 1) faiblement dans P,(P(E)) pour tout p € (0, k).
[theo :CompaciteCRd [theoHS3

Comme conséquence immédiate du Théoreme 2.2.8 et du Théoreme B3.3.16 on a le
résultat suivant.

Théoréme 3.3.19 (Double limite). Soit E compact ou E = R?. Soit (uy) une suite
de Cy(EN) telle que

lun| <C Jun(X) —un (V)] < w(Wy(uX, 13'))

pour une constante C, un module de continuité w et un indice p € (0,00). Soit (FV) une

suite de P(EN) telle que
[ lal B < €
E

pour une constante C et un exposant k € (p,00). Alors il existe une sous-suite (N'), une
fonction U € Cy(Py(E)_w,) et une probabilité 1 € P(P(E)) telles que

/ un FN'(dX) — U(p) w(dp).
BN P,(E)

[theo:DoubleLimite theo:CompaciteCRd
Preuve du Théoréme 13.3.19. Le Théoreme 2.2.8 tmplique qu’il existe une premiere sous-

suite (N') et une fonction U € Cy(Pp(E)_w,) telles que pour tout a > 0

sup lun'(X) = U )| =: ea(N') — 0 lorsque N’ — oo.
XeEN", My, (uY')<a

Le Théoreme B.3.16 implique qu’il existe éventuellement une seconde sous-suite toujours
notée (N') et une probabilité m € Pi(P(E)) telles que

FN — 7 faiblement dans P,(P(E)).
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On obtient ainsi
N _ B N , N’
Loun PYax) = [ (30 = UG ) 1y e PV (0X)
N’ N’
[ (30 = UG ) Ly P (@)

+ [ Uy PV @x)
EN
2

— 0 +o(2 )+ [ V0P ),

a

et ce dernier terme tend bien vers la limite annoncée. O

Théoréme 3.3.20 (Etat pur). Soit m € P(P(E)) et p € P(E). Il y a équivalence entre
(i) m =6, dans P(P(E)) ;
(ii) m = p®> dans P(E>);

(i) 7|2 = p @ p;
(iv) pour p € [1,00) donné, pour tout p € C(E) on a

/P(E) /Ecpd(p—u)

Lorsque m satisfait l'une de (donc toutes) ces conditions, on dit que 7 est un état pur.
oHS4

theoH theo:HS
Preuve du Théoréme 13.3.20. (i) & (ii) est Vraw'ghg;aggés le théoreme l3.el .OZI, et (ii) = (iii)

est évident. De (iii) on tire, grace au théoreme B.1.4,

/P(E) [/Esod(ﬂ—u)r dr(p) = /P(E) |:/EQ<,0®<,Dd(p®p)] dr(p)
_ Z/Esﬁdu/P(E) [/Egpdp} dr(p) + [/ESDdu]z

— /EQ¢®¢d(u®u)— [/Esodurzt),

et donc (iv) dans le cas p = 2. Montrons (i) = (iv) pour tout p € [1,00). Pour ¢ € C(E)
donnée, ’application

’ dr(p) = 0.

5, : P(E) — R, pH/Eeoc«p—m

est continue. Il s’ensuit que

/P(E) /Ecpd(p—u)

Montrons enfin que (iv) pour p € [1,00) donné = (i). Soit (¢, ) une suite de Lip; (E) dense
dans C(F) (ou plus exactement telle que I'ev engendré par les ¢, est dense dans C'(FE))

et définissons -
1
Oplpott) = o

n=1

dr(p) = |0, ()" = 0.

p

/Eson d(p — )
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Clairement, d,(-, ) € C(P(E)), 6p(p,p) = 0 et §,(p, ) > 0 pour tout p € P(E), p # p.
On en déduit que

[ apanp) =0
P(E)
implique supp w C d,, et donc m = 4, (puisque 7 est de masse 1). O

Remarque 3.3.21 Donnons une deuxiéme preuve de (iii) implique (i) que l’on reformule
de la maniére suivante :

soit # € P(P(E)) qui vérifie mg = w1 @ w1 alors # = 0Or, .
Deuxiéme preuve de (iii) implique (i). Par hypothese, pour toutes fonctions ¢; € C(E)

/ (0 p, 01 ® o) #(dp) = / (s 1) #(dp) / (pr02) 7 (dp).
P(E) P(E) P(E)

En choisissant ¢; = w2 = ¢ € C(F) on a

/ <p,so>2fr<dp>=</ <p,so>fr<dp>).
P(E) P(E)

C’est un cas d’égalité dans I'inégalité de Cauchy-Schwartz qui implique
(p,p)=C, €R YV p € supp .

Pour pi,p2 € supp7 on a donc (ps — p1,¢) = 0 Vo € C(FE) ce qui implique p; = py et
donc supp 7 est un singleton {m}. Par définition de 7 on a m = my. ]

Définition 3.3.22 On dit qu'une suite (GY) de Psym(E™N) est f-chaotique, avec f €
P(E), si pour tout k et toutes fonctions 1, ..., 0, € Cp(E) on a

/EN o1(21) .. o () dGN (@1, .., g, o TN) e </E<,01 df> </E<pkdf>,

JE L. N [theoHS2 |theoHS4 U defchaos
On déduit immédiatement des Théorémes [3.3.14 et 3.3.20 et de la définition B.3.22 :

Corollaire 3.3.23 (Chaos asymptotique). Soit (FY) une suite de Py, (EN) et f €
P(E). Il y a équivalence entre

(0) (FN) est f-chaotique;

(i) FN — &; dans P(P(E)) ;

(ii) FN — 2% dans P(E*)yy ;

(iii) F — f® f dans P(E?);

(iv) pour p € [1,00) donné, pour tout ¢ € Cy(E), on a

Jo

Corollaire 3.3.24 Soit f € P(E) et ® € Cy(P(FE)). Alors

(fEN, @ o uX) — @ (f).
Autrement dit, pour FN = f®N_ on o FN — d¢ dans P(P(E)).

[eaui-n| Fiax) o

N—oo
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3.4 Versions quantifiés du chaos

Nous avons vu que pour f € P(E), la suite F'V := f®V est f-chaotique. Une question
naturelle est de savoir si on peut quantifier cette convergence.

3.4.1 Premier taux de convergence vers le chaos

Théoréme 3.4.25 Soit E compact ou E = R?. Il existe une distance 9 sur P(P(E))
(que nous allons construire dans la preuve) telle que

VfeP(E), FN .= N 95, FN) <1/NV2

L th:tauxD , L. . .
Preuve du théoreme 3.4.25. Etape 1. Pour ¢ € Cy(FE) fixée, on définit la fonction continue

po:P(E) =R, p i pylp):= sod(f p)‘

On calcule alors

Etape 2. De la méme maniere, pour ® = R, € M(P(E)), ¢ = 01 ® ... @ @i, ¢j € Cp(E),
on introduit pa(p) := |Ry(p) — Ry(f)], et en notant M = max||¢;|| on a

F o) = [ [0 - o] F¥@x)
E
k
= [ et fo 6 =Nt [oustam)]| # o

jéM’“‘l/EN ‘/%‘ (WX — £)(dy)| F¥ (dX)

IN

b 1/2 MF
Z k=1( /2N 2
S M <<F ) (p@j) >> é k N1/2 .
=1
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Etape 3. Enfin, on considére une suite (9 /) ¢>1 de M(P(E)), telle que & = Ry, , est
un mondme de degré k et telle que pour tout £, la famille (¢ ¢)/>1 est dense dans Co(EF).
En notant ¢ ¢ = @re1 @ ... @ ko, Phiej € Co(E), My = max;(||pk.e;]), on définit

Va,BEP(P(E)  F(a,f) = 3 —r (3 — o, Bp)].

k ok4t
k,j>1 kM2

Il est clair d’'une part que Z est une distance sur P(P(E)). Notons en particulier que si
P(a, B) = 0 alors
\V/k‘, 14 >1 <ﬁk - Oélm@k,ﬁ = 07

ce qui implique Vk > 1 ap = B, et donc o = 3. D’autre part

R 1 R
I(EN6p) = Y ViR (BN, @) — D o(f)]
k.j>1 kit
1 ~ 1 1

< Y e Ve ) < Y =

= k ok+l 1EPp e/l = k40 \1/2 1/2°
k,jzlkM'f’fQ k,j212 N N

ce qui termine la preuve. O

3.4.2 Métriques de Monge-Kantorovich dans P(P(F)) et quantification
du chaos

Pour une fonction D : P(E) x P(E) — Ry sci au sens de la convergence faible et telle

que D(f,g) = 0 si, et seulement si f = g (D sera une distance de P(E) ou une fonction
d’une telle distance) et pour tout f € P(E), on définit

W= [ D) £ (av),
D’une part, pour FN := f&N ot 7N fON .= N on a
WE(f) = Wi (FN; f) = Wi (xB £ f),
avee
VGEP(EY)  WHGH= [ D) 6av)

YreP(P(E)  WE(mf) = /P L DD =)

D’autre part, une fois fixée une distance D sur P(E), on peut définir dans P(P(F))
des distances par le procédé de Monge-Kantorovich. Plus précisément, pour p € (0, 00),
p! := max(1,p), et pour a; € P(P(E)), on pose

m€ll(aq,a2)

1/p*
Wpplai,az) = inf (/ D(p1, p2)? W(dm,dm))
P(E)xP(E)
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ou II(ay, ag) est 'ensemble des mesures de probabilité 7 € P(P(E) x P(E)) de premiére
marginale o et de deuxieme marginale ap. Si o est ”déterministe”, oy (p) = d¢, et as = «
alors (a1, a2) = {(6f, )} de sorte que

#
WY (35,0) = / Di(p1. p2)? 65(dp1) oldps) = | Dip.p)? o(dp).
P(E)xP(E) P(E)

Lorsque a = FN avec FN ¢ Psym(EN), on a
£ A .
WE 6. F¥) = [ Dl F¥do) = [ Ddp Y (ax),
P(E) EN
et enfin lorsque F¥ = f®N on a
£
WE 01, = [ DO ) = W)

Dans ce dernier cas, comme F = J ®N est f-chaotique et donc FN 6 ¢ faiblement dans
theodMKdistance

P(P(FE)) d’apres le Corollaire l3 3.24, et donc Wp 1 (FN ,0¢) — 0d’apres le Théoreme [1.5.32

pour la distance D = W associée 4 une distance dg bornée sur E, on conclut A W5 (f) — 0

pour une large classe de fonctions D (le caractére borné de dp peut étre enlevé dans de

nombreuses situations). A nouveau, la question est de savoir si on peut établir un taux de

convergence vers 0 de la fonction Wg (f) lorsque N — oo.

On commence par un résultat élementaire destiné a nous permettre de changer de
distances D.

Lemme 3.4.26 Si D; < C D) pour des constantes C' > 0 et r < 1, alors il existe une
constante C' = C'(C,r) telle que pour tout f € P(E)

(3.4.20) WH (f) <C" (Wh,(f)".
lem:Ap-element . £ 1s . <z
Preuve du Lemme 3.21.25. C’est une conséquence immédiate de I'inégalité de Jensen. 0O

Théoréme 3.4.27 Nous avons les taux swivantes sur les fonctions WY :
— Pour tout f € Py(RY), s € (d/2,d/2+1) et N> 1, on a

| estim:RachevHdotk| (3.4.21) WH 2, 5(f) = /RNd HNV f”H fEN(@V) < Cst(d, Ma) N7,

La méme estimation a lieu pour la norme || - ||g-s lorsque s > d/2.
— Pour tout n > 0 il existe k > 1 tel que pour tout f € Pi(RY) et N > 1, on a

(34.22) WH, (7) < stln, o, M) N4, = max(d,2)

— Pour tout n > 0 il existe k > 2 tel que pour tout f € Pk(]Rd) et N>1,o0na

(3.4.23) Wivs () < Cst(n, ke, My,) N~V d = max(d, 2).

~ Pour tout f € Py 5(RY) et N> 1, on a

estim:Rachev2| (3.4.24) WVAI%Q (f) < Cst(d, Myy5) N_ﬁ,




theo:Rachev&Wl
Preuve du Théoréme 3.4.27. On procede en plusieurs étapes.

lestim:RachevHdotk d
Preuve de (Li 42T). Fixons f € P2(R%). D’une part, on écrit

(W - =5 2231 (v~ f©).

de sorte que

Witg_, () = /RNd (/Rd ‘MTﬂzsf‘ ) FEN(av)

_wjl € _ f(g)) (W%5—W

N Z /R(N+1)d €12 >d§f®N(dV).

J1,.g2=1

D’autre part, utilisant

| = fe) ) =0, =1

et
[ leme=d©f s = [ [1-evei© - v fie) + 17 OP] s(a)
R Re L
= 1-|f(©P,
on déduit
2
N —ivj§ _
o G .
Wi, () = WZ::/R(NW €2 A S V)
2
g
1 1—|f( I?
N Jea e
Finalement, observant que f(€) =144 (f,v) - £ + O(My |£]?), et donc
FOF = (+ilf0) ¢+00n1R) (1-i(f,0) &+ OBLER))
= 14+ 0 (M),
on obtient

N _ 1 1 |f(©)P 1—|f(©)P
Wi, () = N</|§|§1 R d5>

M, 1
_2 g —de |,
</|§|31 €260 ng/|§|21 €12 5)

2|~
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. , . |estim:RachevHdotk
de quoi on déduit (B:4.21).

estim:NousWl X lestim:RacleetHaoWt H-k Lem:ComparDistances|lem: Ap—element
Preuve de (l??.ZLZZ). En combinant (3.4.21), (1.6.34) du Lemme [I.6.50 et le lemme B3.4.20,

nous obtenons aisément

W) = [ = )

IN

2/
Cooa®isn) [ (I =11 ) ™ ro¥(av)

RNd

< Opsa(Myi1) N772/2,

L. . J|estim:NousWl L. .
On en déduit (iB.ZLZZi puisqu’a la limite £ = 0o on a 72/2 = 1/(2s) et que 'on peut choisir
s aussi proche que 'on souhaite de d/2 lorsque d > 2 et que 1’on peut choisir s = 1 lorsque
d=1.

estim:NousW2 estim:NousW2 | estim:NousWl |

Preuve de 1%3.21.2312, , !iwome (l3.21.23i se déduit de la borne (lB.ZI.ZZE en utilisant le

|[Lem: Compar, q
Lemme 1°6.50 et (I.6.30).

estim:Rachev2 . ; X X N
Preuve de (3:4.24). Pour une suite (g.) régularisante de gaussiennes et pour tout X € E*,
on note

N
1
N?
e = [ *ge, Xa(y) = (N%*ga)(y) = Nzga(y_xi)-
i=1
lem:Rachev?
Par inégalité triangulaire et le lemme I?ZIm.ZSaCoﬁva

Wi, ) < 3WEY, 63°) + WE(OX", 6) + Wi (0., f)]
3[2de + WE(pN*, )],

A

de sorte que

proof:tauxWQ:l‘ (3.4.25) W%(FN,(;f) :/ W;(,u%,f) FN(dX) <2 {st—i—/ Wg(gbg’e,qbg) FN(dX) .
EN EN

, . [Lem:densityCoupling
D’autre part, grace au lemme T.4.24, on a

W2(Y<,6) < 3 / 216N — el dy

IN

C \//(1 + [y 4+3) |0X° — oc|? dy.

ol on a utilisé I'inégalité de Cauchy-Schwartz pour établir la derniere inégalité. Appliquant
a nouveau l'inégalité de Cauchy-Schwartz, il vient

ExW3 (¢35, ¢°) < C \//(1 + |y]45) En oy — ¢-[2 dy,

ot I’on utilise la notation sous forme d’une espérance Ey l'intégrale sur EV par rapport o
A la mesure de probabilité FV. En reprennant le calcul de I’étape 1 du Théoréme E.ZI.QS,
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on a

2
TeGe d NX f))

< 2
{ (g~ ( [ raaer }
{(g

ge*(f) }

En(oy" —¢°)? =

1

N
1

N

On en déduit

ExWE(y5,¢°) < ON‘1/2\/ / (1+ |y|*5) (g2)% = f dy

CN~ 1/2\//1+\ |9+5) (g \//1+!y\d+5 ) f(dy)

oof :tauxWi2:2| (3.4.26) < ONYV2gmdA

[proof : tauxWprbof : tauxW2:2 —2/(d+4)
On conclut en combinant (Lj 4.25) et (3.4.26) et en choisissant € = NV . ]

IN

3.5 Comparaisons entre différentes mesures du chaos.

subsec:H&S-6

Dans cette €568 Elon nous allons comparer différentes mesures du chaos, et donc préciser
le Corollaire . Nous rappelons que pour G, F' € Py, (E/)NP1(E7), j > 1, on définit
la distance W1 dans P(E’) comme étant la distance W7 de MKW associée & la distance
de EJ définie par

. 1 J
VXY € B dpi(X,Y)=d) 5 (X,Y) = 3ZdE(gci,yi).
i=1

Nous allons commencer par une série de lemmes de comparaison et nous terminerons par
un résultat qui affirme que pour GV € P(EY), f € P(E) les mesures de f-chaoticité de
GN grace aux quantités

WI(GN7f®N)7 Wl(Gévaf(gj)v WI(GN76f)

sont essentiellement équivalentes.

, hatmNk&mNk N AN . ;
On a montré dans la remarque l3.3.l5 que F;' ~ F;" lorsque N — oo et pour j fix¢.
On peut étre un plus précis, comme le montre le résultat suivant.

HSEquivQuant| Lemme 3.5.28 (Quantification de I’équivalence FjN ~ F]N) Pour tout FN € Pyy (EN)N
P (EN) (i.e. tel que FN € P1(E)) et tout 1 <j< N, on a

7
N

En particulier, pour tout f € P1(E) et en notant FN := &N on q

Wi (FN,FY) <2 M (F).

Wi EY) < 25 ).
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[Lem:HSEquivQuant . . L. .
Preuve du Lemme 13.5.28. Pour ¢ € Lip(E?), ¢(0) = 0, ||¢|/rip < 1, ce qui signifie bien

sur ici

. 1 J
VXY € B oY) - o(X)| <dpi(X,Y) = EZdEcci,yi),
=1

lemGrunbaum .
et en reprenant la preuve du Lemme 2.1.4 et Ies mémes notations, on a

Ni  fAn;

. 1 1
R () = 1BN-D(X)| < '

1
> 3(!$i1\+-~+!$z’j!)

(1,0-,35)EAN 5

1 1
+m Z ;(\x“\—k—ﬂa:,ﬂ])

(i1,.-,35)EBN,j

Pour un tel ¢, on en déduit

Le@ =r) = [ (Blud) - p@150-000)) P (ax)

1 1 1
> / = (Jiy] + o+ 2, ) FN(dX)
ENJ

< -_— —
A AN
ﬁ N.j (41,505 )EAN, 5

1 1 N
L L5 (el el ) PV @)

(i1-485)€EBN,
tAN;| | £Bn;
<‘1— L4 Nj” E\xlyF{V(dxl).

NJ
theoNormeKR
On conclut en utilE'salat leb Théoreme 1.5.33 et les estimations de Ay ; et §By; dans la
emGrunbaum

preuve du Lemme 2.T.4. O

IN

Relfna}'quthlz’;igﬁ% AOn peut retm&gg&sgf%vgg anpcartze des résultats deniontres dans le
Théoréme ;’225 grace au Lemme 13.5.28. Par exemple, on a pour ¢ € WH*(E)

(Y050 = (PN [Ry = Ro(f))

= (P, Roag) = 2(F", Ry) Ry (f) + [Re (f))*
<F2N790®<P> -2 1N=‘P>Rso(f)+[Rso(f)]2
<

P o) +0(5) ~ 2EN ¢) Ro(f) + [Re(1)P
= o heee) +0(5) —200) Ro(f) + [Ro(H)
1
= o(x)
Lemme 3.5.30 a) - Pour tout FN,GY € Py (EN) et 1< j < N, on a

wiEN, o) < (£ [%)_1 Wi (FY,GN) < 2wy (FY,GN).

b) - Pour tout f,g € P(E), on a

Wl (f®N7g®N) = Wl(f7 g)
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lem:WiF1F
Preuve du lemme [3.5.30." Preuve de a). Pour tout 7 € II(FY,GY), on a en introduisant
la division euclidienne N =nj+r, 0 <r <j—1,

Wi(G,F) = /EQNdLEN(X,Y)?T(dX,dY)

1

= ¥ - (ZjdLEj(Xi,Xi)—i—rdLEr(XO,Y'O)) m(dX,dY)
E ,

> NZ dlEJ (X, Y;) T (d X5, dX5),

avec Tr; € H(Fi, é,) ol Fi, éz S P(Ej ) désignent les margingles dNe F, G sur lNe iémg bloc de
variables. Par I'hypothese de symétrie, on a évidemment F; = F; = Fj et G; = G1 = G,
donc

/ dy s (X0, Y) 7i(d X, dX) > Wi (N, GY),
EZ2i

et la premiere inégalité s’en déduit. Or n := [N/j] > 1 et donc

SN iy mio
N Lj nj+r nj+j " 2
ce qui implique la seconde inégalité.

Preuve de b). Considérons a € TI(f,g) un plan de transport optimal, et définissons la
mesure de probabilité 7 := a®V € II(f&V, g®V), c’est-a-dire,

VA;,B;€ E 7(A] X ... x AN X By X ... x By) = a(A; X By) X ...a(An X By).

On a alors

VV.( > ]V-ZE:(/LQN $zyyz d)( d}f) VVi(f,g%

qui n’est autre que I'inégalité inverse de celle démontrée dans a) dans le cas j = 1. O

Lemme 3.5.31 Pour tout G € Psym(EN), fePE), E=RY N > 1, et pour tout
s>d/24+1/2, ona

(3.5.27) Wiz, (G,37) < Cya (Wl(G2,G1 ®G1) + |G1 = fllF— + %)
Preuve du lemme %%n reprenant la preuve du Théoréeme E%%%tre que
W””zfs(é,(;f) = (1- %)/ [Gz ~Gi1f-Gif+]|f] } <d>§
oy [ -GF-civi] s
-0l <§>is
O L e B A 3
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ot on a introduit les notations A(§) = [, 'V h(dv) et H(E) = [z e V™%)¢ H(dv, dw)
pour h € P(E) et H € P(E?). Concernant le premier terme, on écrit

/E [é2 o ‘61’2] <§d>€25 = /E‘2 O (v; — v2) [G2 — G1 ® Gy] (dvy, dvs),

avec

d(z) ::/Ee ¢ o o donc || ®]|y1.0 §2/E<§>2ﬁ < 00

Il s’ensuit que (v1,v2) — ®(vy —v9) appartient & W1H°(E?) (de méme norme) et on déduit

- A d =
[ [62-16:P] 755 < 1@l WilG2 G .G
E

(6)%
On conclut en remarquant que le second terme est exactement |G — f[|%,_, et que
I'intégrale intervenant dans le troisieme terme est bornée. O

Corollaire 3.5.32 On suppose E = R%. Pour tout G € Py, (EN)NPL(EY), f € Pr(E),
N>1,k>0,0na

~ 4 ~ ~ 1
Wi(GN.87) < C (Wi(G f @ )+ Wi(GY f @ f)*? + ),

pour une constante C' qui dépend de d, k, s > d/2 + 1 et des moments d’ordre k de f et
G1, 2 := (s +d/(2k))7L, et ou ici

Wi(F,G):= inf / Wi(p,n) w(dp, dn)
mell(F,G) JP(E)xP(E)
de sorte que

WG a0 = [ Wil 6V ax),

Preuve du lemme E%une part, pour s > d/2+ 1, on a
W1(G2,G1 ® G1) + ||G1 — fl|%- <
< Wi(Ga, f® f) + Wi(f ® f,G1 ® G1) + CWi(f,G1)?
< Wi(Ga, f ® f) + Wi(f,G1) + CWi(f, Gh)?
<2W(Ga, f @ f) + CWi(Ga, f ® ),

estim:W1iHs
ouona SuC(Eegzgih’?ngnt utilisé I'inégalité triangulaire, l’fesl;cli%%t'iil:on (T76-41), I'identité prouvée

au Lemme B.5.30 puis l'inégalité prouvée au Lemme B.5.30 avec N = 2 et j = 1. D’autre
part, on a
2
Wi(F.G) < €3 [ (I = fl) R 6¥ (ax)
i=1
2 ¥i/2
< o ([ ¥ -1l 6 ax)
i=1

2 /2
~ 1 vi/
< CY <W1(G2,G1 ® G) + |Gy — flIF-« + N)
i=1

2 ~ - 1 ’Yi/2
Y (WilGafof)+ MGase P+ y)
=1

IN

N



:ChaosEquiv3
q:WiNWlinfty

INW1linftyBis

75

A . -1- 7’ 1 d -\ . 7 1- 7 d eStim:wj. S d 1 d/ﬁ .
ol on ’z? succ,esswement Iﬁ% r&?gp—%le%gﬁiéenfeﬁlr}ﬁﬁgngse e (1.6,..21! ) (.e’c/ oncvy; =1, ¥ : éfini
dans I’énoncé), le lemme B:4.26; Ie lemme B.5.31 puis enfin 'inégalité que nous avons établi
en début de preuve. On conclut en gardant les termes dominant dans cette expression. O

Lemme 3.5.33 Pour tout f € P1(E), GV € Py (EN)NP1(EN), N> 1, et1<j <N,
on a

(3.5.28) Wi((GM);, f%7) < Wi(GN,65)
et
. A ‘2
(3.5.29) WA(GY, £57) < Wi(GN,6) + 25 M (GY).
[Lem:ChaosEquiv3 lineq:WiNW1linftyBis

Iz%%uyﬁlg"yl 1Iﬁ;ﬁnnﬁe 8.5.33. Preuve de (B.5.29). Nous donnerons deux démonstrations de
(l3.5.58 J. La prémiere passera par la formulation en norme de Kantorovich-Rubinstein alors
tllnoen %N*Eﬁrlr&et de transport de masses. Ensuite pour

que la secoqgnee DI Igz%gBl%S formula

démontrer (3:5.29) 1l suihit d utiliser (3:5.28) aprées avoir écrit

Wi(GY, 7)< Wi(GY,(GN))) + Wi ((GN);, £27)

< 252 (E) + WG, s

N e e s 1eig . N gem:HSEquivQuant
oll on a utilisé I'inégalité triangulaire et la premiere inégalité du lemme B.5.28.

" ineq:WiNWlinft . )
Premiére preuve de (lB.S.bBi. On remarque que pour ¢ € Lip(E7) tel que [|¢||rip < 1, au
sens ot

) 1 J
VXY CB Ip(X) ~ olY)| £ dp(X.Y) =5 Yl - i,
i=1
I'application = — ¢;(x, X;) = p(x1, ..., Ti—1, T, Tit1, ..., £j) est Lipschitzienne dans E pour
tout X; = (21, ..., Ti—1, Tig1, ..., Tj) € E7~1 fixé, de constante de Lipschit 1/5. On en déduit
que R, € Lip(P(E)) de constante de Lipschitz 1 puisque V p,n € P(E)

Rop) ~ ool =| [ o000 (%7 (ax) = 900)

J

<y

i=1

/Ej e(X) (p® "V (dy, ooy dior) (p(da) — n(da)) n®Y =) (dzis, ..., dx))

j
< Z/ sup [l (- Xl Lipeey 2% Walp, m) 29~ < Wi (p,m).
— JEpi- xepi1

Pour a, 3 € P(P(E)), j > 1 et une telle fonction ¢ € Lip(E’), on a donc
[ o= =[] Rola=5)| < IRolieie) Wila,0) < Wia, 0).
Ej P(E)

On en déduit immédiatement le résultat en prenant o := GV et §:=4 7
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ineq:WINWlinft
Deuxiéme preuve de (lB.S.bSi. On écrit
WG] %) = W1</ p™ GN (dp), £°7)
P(E)

Wi (p™, f7) GN (dp)

IA

P(E)

N e 4 s, . . e, , Llem:HSEquivQuant
ou on a utilisé la propriété de convexité de Wy, l'identité démontrée dans le lemme 3.5.28

et le fait que II(GN, ;) = GN ® 4. O

‘prop:EquiVWlew‘ Proposition 3.5.34 Pour tout f € P1(E) et GV € Py, (EN) NP1(EY), on a

‘ ineq:equivEstimO‘ (3.5.30) Wl(GN,(;f) —Q¢(N) < Wi (GN, f®N) < Wl(GN,(;f) +Qf(N)

ol on a posé
0V)i= [ WG, 5) £ ax),

. L. theo:Rachev&W1l
dont on a donné un taux de convergence vers 0 dans le Théoréme 13.7.27.

. prop:EquivWiNWW , N N N N
Preuve de la Proposition 13.5.34. Etape 1. Etant données F*,G" € Py, (E™) NP (EY)

et 7V € II(FN,GN), on définit 7V € TI(FN,GN) par la relation

Ve eGR(E) xP(E)  (N0) = [ e, ) nV(ax.ay).
ENxEN
On définit

WHEN,GN) = inf / Wi(p,n) 7™ (dp, d
1 ( ) N e R, 1(p,m) & (dp, dn)

= inf Wi, p3t) 7 (dX, dY
it [ MG ) R ax.ay)

= W/ (FN,GM).

Or, on a le résultat suivant dont la preuve sera présentée apres la fin de la démonstration
en cours.

[lem:NewEcritureWiN| Lemme 3.5.35 Pour tout FN, GV € Py (EN) NP(EN) on a lidentité

‘ eq:equivEstiml‘ (3.5.31) WlT(FN, GN) =wi(FN,GM).

[lem:NewEcritureWiN == |
Du Lemme B.5.35 et de I'inégalité triviale

WL(EN GNY < WI(EN, GN),

on déduit la premiere relation

ineq:equivEstiml ‘ (3.5.32) Wy (FN, GN) < Wl(FN, GN).




tequivEstim2

7

Etape 2. Pour FN = f®N avec f € P(E) fixée, et GV € Pyyn(EY), on a par inégalité
triangulaire

(3.5.33) IWL(GN, ENY =W (GN,85)| < Wi (85, FN) =: Q4 (N).

lineq: equivERhiEnt equivEstim2 lineq:equivEstimO
En combinant (3.5.32) et (3.5.33), on obtient la premiere inégalité dans (3:5.30).

Etape 3. On pose encore FV := f®N_ Puisque H(GN,5f) = {GN ®dr} et FN @GN €
H(EN,GN), on a

WEY 5 = [ Wil GV = [ Wi GV ay)
P(E) EN

= [ W P e ay)
> / W () 1) — Wa (Y, )] FN (dX) G (dY)
ENxEN

> inf Wi (pdY, ) 7N (dX,dY) — Wh(u, f) FN(dX
>t ) axan) - [ wd P
= WI(EN,GN) =i (65, FV).
eq:equivEstiml
Combiné avec 'identité (b%ii ) cela démontre la deuxieme inégalité O
rop:EquivWiNWW
Preuve du Lemme 5.5.5371. Etape 1 : mise en place. On souhaite établir I'identité
inf dpn(X,Y)dr(X,Y) = inf Wa (@, p¥) dr(X,Y).

ot s [ e V) AV = in WG ) de(Y)

Comme on a

dEN(X Y ZdE xzyyz) > wl(X Y = UIEIgN _ZdE xlaya (%) Wl(ﬂ%aﬂ@%
=1

il suffit de montrer que le terme de droite est également plus grand que le terme de gauche.
Comme la fonction (X,Y) +— Wy (u¥, udf) est invariante par permutation des coordonnées
de X et Y, quitte a remplacer 7 par

§ To,Ts

o, TeECN

avec (T 7, pRY) = (T, p; @1, ), on peut supposer que 7 € Py, (E2Y) (au sens ot 75, = 7
pour tout o, 7 € Sy). Le probleme se résume maintenant au suivant. Etant donnée
FN, GV € Py (BEN) et 7 € I(FYN,GN) N Py (E?Y), comment définir 7* € TI(FN, GY)
telle que

[ m@ym@xay) = [ md ) ex.dy).
ENxEN ENxEN

Etape 2 : on suppose que E est fini. Cette hypothese F fini, nous permet de considérer
FN, GN et m comme des fonctions de EV, EN et E2V respectivement & valeurs dans [0, 1].
Dans EV on définit la relation d’équivalence ~ par

Z~Z st doeGy, Zy=2,
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eq:pisymGNsym ‘

eq:CC1XX’

78

pour Z,Z' € EN. On désigne par X c EV (resp. Y C EN ) les classes d’équivalence
(pour cette relation d’équivalence ~ sur EVV) et par 2 (resp. %) I'ensemble de ces classes
d’équivalence (ou EN est considéré comme étant respectivement l’espace de la premiére
marginale et de la deuxiéme marginale). Attention, si X est une classe et X € X" alors

X ={X,, 0 €6y} = {Xl,...,Xk}, k=X,

mais en général on a seulement k& < N!. C’est-a-dire qu’on peut avoir X, = X, pour
o # o € Gy et donc les N! éléments du premier ensemble peuvent ne pas tous étre
distincts, alors que dans le deuxiéme ensemble ils sont tous présents mais il ne sont comptés
qu'une fois chacun. On a k = N! lorsque les coordonnées de X sont toutes distinctes et
k < N! dans le cas contraire.

A cause des hypotheses de symétrie, les fonctions FV et GV sont constantes sur chaque
classe et la fonction 7 est constante sur chaque paire de classes. Plus préciément, pour
tout X € 2, Y € % et pour tout X e X, Y €Y
N ._ YY)

N _ ) _ _m(Xx))
G (Y) - G)) T ﬁy ) 7T(X7Y) =Txy ‘= W)

_ oy PN
FN(X)=FY = o

ou dans les termes de droite de ces trois égalités FV, GV et m sont considérés comme des
fonctions d’ensemble (c’est-a-dire des mesures de probabilités!). Il est important de noter
pour la suite que les relations de compatibilité suivantes ont lieu : pour toute classe X et
tout X € X

FNX) = D #(Xy)=> > may

Y/'eEN Vewyey
X x)Y) w(&xxEN)
.5.34 = Y = ( =
(3.5.34) S oarp Y = > P T
Vew Vew

et de la méme maniere, pour toute classe ) et tout Y € Y

(3.5.35) ANy =Y meytd = Y T(X' xY) _ m(EN x )

XeZ XeZ ﬁy ﬁy
Pour une paire de classes (X,)), on définit le réel positif
Sy = Wi, pl) pour un couple (X,Y) € (X, ),

le terme de droite ne dépendant évidemment pas du choix de (X,Y) € (X,)). Ensuite,
pour une paire de classes (X,)), pour X € X et Y € ), on définit les ensembles de couples
optimaux

C;\{y = {(X/,Y/) e X x y; wl(X/,Y,) = 5/\/3;},

Cxy:={Y' €y; (X,Y') €Cxy},

C;\{y = {X’ € X (X/,Y) S C;\gy}.

On remarque que pour toute paire de classes (X,)), on a

(3.5.36) vV X, X ex ﬁCX,y = ﬁCX/J;, VY, Y' e Yy ﬁc;\gy = ﬁCva/.
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En effet, il existe o € S telle que X' = X, de sorte que Y € Cx implique Y, € Cx+ (cela
provient de ce que wi(Xy,Yy) = w1 (X,Y) = dxy). De plus, si Y1, Y2 € Cx, Y! # Y2,
alors Y} # Y2 (puisque Y} = Y2 impliquerait Y! = Y] _, =Y2 | =Y?). On vient
de démontrer ainsi que §Cx y < iCx y, et les trois autres inégalités se démontrent de la

méme maniere.

On affirme maintenant que pour toute paire de classes (X,)) et tout X € X, Y € ),
on a

(3.5.37) 1Cx,y 81X = iCxy = fiCxy 1)
Montrons par exemple la premiere identité. On calcule
iCry = HXLY)exxY (X\Y)eCxy}
= H{X' eX, Y eCxy}
= ) fCwy= ) f#Cxy=14XtCxy.

X'ex X'ex

On est maintenant en mesure de définir la probabilité 7* € P(EY x EV). On pose

FXY) = SO G vy e ey,
CX’)}
™XY) = 0si (X, V)¢ ] Cxy

XeZ,Ye¥

Avec gette jiéﬁmtiopN il est clair que si X € EV et X est la classe de X, on a grace a
leq:nil eq:pisymFNsym
(B:5.37) et (B:5.34)

X)) = Y vy =3 Yy =Y 3 I mX x V)

Y/eEN VeV YIEY VIEW Y'eCx o Cay
(X x y) (X x Y N
= Y oo =)~ =N,
yew 1Cxy 8 Ve 1x

et de la méme maniere VY € EV 73(Y) = GN(Y). Cela prouve bien que 7* € TI(FN, GN).
De plus, par construction, on a

Y wXY)r(X)Y) = > > wi(X,Y)rH(X,Y)

XeEN YeEN XeZ Ve XeX,Yey

= Z Z w1 (X,Y) 7" (X,Y)

XeZ,Ve? (X)Y)eCx,y

- ¥ S by M)

C
XEZ, VeV (X,Y)eCr.y XY

= Z (5)(73; 7T(X X y)

XeX , Ye¥

= Y > WX, ) m(X,Y)

XeZ , Ve XeX,Yey

- Y WAL ) R Y).
XeEN YeEN
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Etape 2 : on considére le cas général o E est un espace polonais localement compact.
Soit (fn) et (gn) deux suites de P(EYN) telles que

1o 1 ¢
fn = ; Z 6Aj'" — _FJV7 gn = E Z 5Bj,n — GN
=1 j=1

faiblement dans P(EY) avec 47" Bi™ ¢ EN. Comme pour tout o € Sy, on a
ot f* — ofFN = FN otg" — otGN =GV

on peut supposer que f" et g"” sont symétriques*. Plus précisément, on modifie la définition
de f, et g, de la maniére suivante

W11 s n 11 o
"= Eﬁ Z Z ofAim, G = Eﬁ Z Z off B

ceSyN j=1 ceBy j=1
et on a encore f* — FN f* —~ FN faiblement dans P(E"Y). On définit maintenant
-— j,TL j,TL y Y
En T {Aa(i)’BU(i)’ 1§]§7’L, 1§Z§N}7

de sorte que fn, gn € P(E,]LV ). D’apres la premiere étape, on sait que

3538 Wihg) = it [ Wi ) a(x.ay)
w€ll(fn,gn) JEN x EN

- / wi(X,Y) 7(dX,dY) = Wi(fu, gn).
7€ll(fn, gn) J EN x EN

oi1 on utilise ici que I’ensemble des plans de transport de P(EY x EN) de marginales f,, et
gn coincide avec II(f,,, g,) 'ensemble des plans de transport de P(EY x EV) de marginales
fn et g,. D'une part, on sait que Wi(fn, gn) — Wi (FY, GV) puisqu’'on peut construire
(fn) et (gn) telles qu’elles sont tendues dans Py (E”), et qu’alors convergence faible et
convergence au sens de W) sont équivalentes. D’autre part, puisque ¢ : BV x EN — R,
(X,Y) = e(X,Y) = Wi (p¥, p¥) est continue le probleme de minimisation

a, B8 € Poym(EN) — W(a, 8) = e%{x%f K /EN " o(X,Y)7(dX,dY)
™ «, %

rentre dans le cadre classique des problemes de minimisation de Monge-Kantorovich. De
plus, comme ¢ vérifie I'inégalité triangulaire ¢(X,Y) < ¢(X,Z) + ¢(Z,Y), la quantité WlT
vérifie également l'inégalité triangulaire®. Utilisant deux fois cette inégalité triangulaire
ainsi que l'inégalité ¢ < wi, on obtient

WIEN,GY) =W (faogn)] < WIEY, fa) + W (f, GN) = W (£, 90)]
< WHEN, fa) + Wi(ga, GY)
< Wl(FN7fn)+Wl(gn7GN)7

e‘F ce (liefn'eer: %ggrrétlatg%gd ,ver?, 0. eErzleco::Lﬂv%lsutsiiIg)P, on peut passer a la limite n — oo dans
I'identité (B:5.38) et en déduire (lBBii ). O

. : : L . .. .. |def:Mesurelmage .
ici ff correspond a la mesure image par 'application o, voir la définition [7.Z.T, et non pas a un cardinal !
Spour voir ce dernier poi%hékwg@itigégg%gg%ro&l%é%@uve de cette méme inégalité triangulaire dans la
démonstration du Théoreme T.4.T5. Uﬁglﬂtaeﬁ%ﬁve possible est de repren(il{re)rlgtgg%u\(el Eie estbe nlélef&%g 7.6

triangulaire dans la démonstration du [64, Théoreéme 7.3] qui repose sur le [64, Gluing lemma 7.0].
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Théoréme 3.5.36 Pour f € P(E) et (GV) un suite de Pgy, (EN) NP1(EYN), on note
Di(GN: f) == WG} f¥), 1<j <N, Dxua(GNif) = Wi(GY . 6y).

Alors pour tout 2 < k, 0 < N+ 1, k # £, il existe v et oy ¢ de sorte que

Du(GY: f) < € (DG )™ + 55 )-

3.6 Compléments et questions ouvertes.

3.6.1 Exemples de suites chaotiques et symétriques

Exemple 3.6.37 L’exemple le plus simple de suite chaotique est ’exemple trivial de la suite tensoriée
FY € Poym(EYN) définie par

FN(X) = f(z1) ... f(zn), X e EY,
avec f € P(E)N LY(E). On a alors FN — §; dans P(E™N).

Exemple 3.6.38 Le premier exemple “non trivial” de suite chaotique, et c’est un des exemples les plus
fameuz, est la suite de mesures uniformes sur la sphére FN = on € P(RdN) définie par

1

ON = — < OcdN—1
ST

ot S}{,Nfl est la sphére de R de rayon VN, i.e.
SN = (X e R™; |X* = |z1]* + ... + |z~ ][> = N}

Lemme 3.6.39 (de Poincaré) La suite on est y-chaotique, ot v désigne la gaussienne centrée réduite
de R?

—d
(@) i= (2m) "2 exp(—|z[*/2).
Dans le méme esprit que dans 'exemple précédent, on a les deux exemples suivants.

Exemple 3.6.40 Etant donné f € P(R) assez réguiére (par exemple f € C(R) N P4(R)), on définit
FN € P(RY) la mesure produit f®V conditionnée ¢ SN ' par

FN = ZX;l f®N 651%71\7717 ZN = <(5S%N717f®N>.
On montre alors que F est f-chaotique.

Exemple 3.6.41 FEtant donné f € P(R?) assez réguicre, on définit F¥ € P(R™), la mesure produit f&V
conditionnée a l’ensemble ¥y := {(z1 + ... + zn)/N = a}, par

FN =73 ¥V 65y
On montre alors que F™ est g-chaotique, avec g(z) := Z~* e f(z), A€ R, Z > 0.
Exemple 3.6.42 On définit FY € P(EN) une mesure de Gibbs par
FY = 7" [V exp(N® @(uX)),

avec Zn une constante de normalisation, f € P(E), a € R, ® € Cy(P(E)), typiquement

®(p) == K(z,y) p(dz) p(dy), K € Co(E x E).

ExXE

On verra dans le prochain chapitre des conditions sous lesquelles F™ est chaotique.

Exemple 3.6.43 Plus généralement encore, on peut naturellement construire des suites FY € Pyy, (E™)

de la forme

1

FN(X) = on(IXPP), FY == (fRY + .. + %),

=

ou en considérant les produits de telles quantités.
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3.6.2 Interprétation probabiliste et limite ”déterministe”

e On appelle en général mesure (de probabilité) ponctuelle toute mesure p de la forme

N
p= Z a; Oz,
i=1

(telle que a; > 0 et de somme 1). Ici on s’intéresse a des mesures ponctuelles qui sont des mesures
empiriques : a; = 1/N pour tout 1 < ¢ < N. Si on se fixe a priori Uentier N, la donnée d’une mesure
empirique est la donnée d’un vecteur X € EV /6~ comme nous avons vu dans le premier chapitre.

e Maintenant, on appelle variable aléatoire & valeurs mesures ponctuelles (ou plutét empiriques) toute

application
N(w)

M:Q— UNPN(E), M(w Z X, ()

avec X;(w) € E. Si on se fixe a priori I'entier N, la donnée d’une mesure empirique alatoire M est la
donnée d’un vecteur aléatoire X : Q — EN/GN lié par la relation

uy =
(3.6.39) X = Zéxﬂ
c’est-a-dire

M(w,dy) = iy () (dy) = NZ% Xi(w)-

On a ainsi une correspondance entre va & valeurs EY/Gx et va & valeurs Py(FE). Pour M = u¥ une va

empirique et en notant F la loi de M dans P(E) (dont le support est porté par Py (F))) on a pour toute
fonction ® € C(P(E))

/ D(p) m(dp) FN(dzy, ..., dzy)
P(E)

|
=
g
s

\
=
&
=
=z

\

—

s
=
8z

= / o(p) FN(day, ..., dew)
EN

ott Y est une mesure sur P(EY/Gy) (c’est la loi de X) ou de maniere équivalente F™ est une mesure
de Py (EY). On retrouve ainsi la correspondance entre la donnée de la loi FN € P(P(E)) d’une va &
valeurs mesures empiriques et la donnée d’une mesure de FY € Pyy(EY) =~ P(EY/Gy). Autrement dit,
l'application continue z — leve el\,ﬁlﬁ\[ dans P(FE) permet d’associée a toute va aléatoire X une mesure
empirique ”aléatoire” M par (&%%Wet si X = (X1,..., X,,) a pour loi F¥ dans Pgym(EY) alors u¥ a
pour loi VY dans P(P(E)).

Deux remarques.

- La condition m = ¢y € P(P(E)) avec f € P(E) correspond donc & une va M & valeurs dans P(E)
telle que

E@O) = [ o) midn) = ().

En remarquant que si D est une distance sur P(E) alors la fonction ® : P(E) — R, ®(g) = D(g, f) est
continue, on obtient que E(D(M, f)) = D(f, f) =0, donc D(M, f) = 0 p.s. ou encore M = f p.s. Ainsi la
loi de M est une masse de Dirac dy si, et seulement si, la va M est constante (déterministe) : M(w) = f
pour presque tout w € .

- Le théoreme de De Finetti, Hewitt et Savage admet I'interprétation probabiliste suivante. On se donne
une famille (X;) de variables aléatoires échangeables & valeurs dans F (ce sont des variables aléatoires
dont les lois mn des vecteurs (X1, ..., Xn) sont symétriques et compatibles). En définissant (changement
de notations) My := N’f\er,...,XN) et

VAE Fpr)  M(A):= lim My(A)= lim NZ5X

N—oo

ona M ~ @ ot w € P(P(E)) est donnée par théoréeme de De Finetti, Hewitt et Savage & partir de la suite
(7).
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3.6.3 Quelques remarques naives sur la dualité P, (EY)-C,(EY) et sur
I’entropie

Exemple 3.6.44 La suite uN e Csym(EN) la plus simple est le monome

WV (X) = (o) + e+ plan)

avec ¢ € Cp(E). On a alors u™ — U dans Cy(EN) avec

Ulp) == /E edp.

lexple:cherple:Cbl L
Pour les exemples B.6.37 et B.6.44, on a l'identité

/ WNEVNdX =
E

o) f(xi) di

M=
.

.
Il
—

f=U(f) = (6;,U).

Il
— =2~
s

Exemple 3.6.45 En particulier, si on choisit FY = fON et o = + log feN = + (log f(z1) + ... +
log f(zn)) on a

_ 1
N Jg~

avec U(p) := [, (log f) dp.

(3.6.40) H(FNY: FNlog FN = (FN u >:/E(1ogf)f:H(f):<5f,U>,

N . L. leq:identiteHNFNHf L »
On se pose une premiere question : peut-on déduire (5.6.40) des théoremes généraux de compacité et

convergence ?

. N [th:FctSymN rem:fctsCO | [theo:DoublelLimite
Rappelons qu’en combinant le théoreme 2.2.6, Ta temarque 2.2.7, et le théoreme B.3.19, on a etabli les

critéres de convergence suivants

Lemme 3.6.46 Pour deux suites F € Py (EYN) et u™ € C(EYN), on a :
- Si |lu?| +N||VUNHL00(EN) < C alors il existe U € C(P(E)) tel que u™ — U fort;

- 8i FN — 7 faiblement et u™ — U fortement alors (FY u™) — (m,U).

ex)ple:CbQ
Dans 'exemple B.6.45,
- si ééqfn:lpofcglgg}gFuN = % log fN ¢ L= (E™) et alors ce résultat n’est donc pas une conséquence du

Lemma B:6.46;
- au contgajrensi f P (F) et log f € W' (E) on a bien vV (X) — U (définie ci-dessus), FN — &,
et le Lemma 3.6.46 implique

[ = [ {plog 1) ontdp) = (f.log ) = HP).
EN P(E)

On se pose une deuxiéme question : peut-on déduire la convergence de H(F N ) vers sa limite dans un
cas un peu plus général que précédemment et ceci toujours comme conséquence des théoremes généraux
de compacité et convergence 7

- Supposons maintenant f,g € P
f,g < K < oo, et définissons FV :=

E),log f, logg € W"*°(E), ce qui implique en particulier 0 < 1/K <

(
LN + %) et u = Llog FN. Ona FN — 1 (57 +6,) et

N 1 1 on | oN 1 N
= — — < — =
Ju™ | N log <2f +g < NlogK K,
ainsi que
v = LIV AV 1V |9t
i - N fON  g®N =N fen N~ g®nN

1 1
< = i -~ )l < .
< N|Vlogf(:c)|+N|V10gg(l")|7C/N
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Comme on a également |unx| < C, on en déduit qu'il existe U € C(P(E)) tel que u™ — U et donc

1 1 1 1

< FNlogFN:/ W FY s (2 (85 +8,),U) = SUC) + 5U ().
EN EN

On montrera au prochain chapitre que

1 1 1
i FNlogFN—>§H(f)+§H(g), H(ga):/ v log .
EN E

Probléme ouvert 3.6.1 L’identification de U n’est toutefois pas claire (excepté dans le cas trivial f = g).
(a) Donner des conditions sur f, g # h pour que la suite

1 N 4 pEN
oN L g
Jor ()

converge vers une limite que l’on puisse identifier.
(b) Peut-on identifier la limite de ulV = % log GY lorsque GN — 7 de “maniére réguliére”, ou méme
(GN) est “fortement” g-chaotique ?

N . . , . theo:Rachev&Wil )
Problem%%g%%&&gpé&seestzmatzons ’%ﬁégpntees au Théoréme [3.7.27 sont-elles optimales ? On trou-

vera dans [[21, 50 et dans la discussion de emarque 2.28] quelques éléments de réponses.

. ) ) ) lem:WWenHs )
Exercice 3.6.1 Obtenir une estimation du tEg%ee ggwﬁ%llllﬁgbtenue dans le lemme 13.5.31 mars pour la dis-
tance Wp(gz de 2MKW a gauche de l'inégalité 13-0-27, et en utilisant la méthode utilisée dans la preuve de

estim:Rachev o .
(3.224). enons-nous ainsi un meilleur tauz ?

3.7 Notes bibliographiques.

subsec:H&S—bib| . sec:H&8e2:H&S-3 . LLcoursCF .
Les sections lB.I a i3.3 reprennent une partie du cours e P-L. Lions dans li&%glﬁs

n’est traité toutefois le cas F' compact. La preuve de (i) = (iii) dans le Théoreme B.T.

est due a P.-L. Lionso%._m ce méme théoreme, la preuve de (ii) = (iv) <> (iii) est la
preuve “historique” de Hewitt et Savage %g Elle a eté rédigée par K. Carrapatoso pour
son mémoire de Master 2. La section Emnd et développe également lﬁ g%oallallﬁ’@atique

du “Chapitre 5 - Pﬁ%ageation éiu,chaos” des notes de cours de g Villani . Dans cette
ion, le L B313 ost ntl?euzinlllancours de A.S. Sznitman FSQ] Egalement dang. cett
section, le Lemme B.3. éél'eo': }éz - B8 IBiaﬁc on?LsFreedmanl

section, la “preuve alternative du Théoreme lB.I.ZI” apparalt déjésxeg%%_ls’article [19] de
P. Diaconis et D. Freedman. Q}atériel présenté dans la section b@ atc hcl)% 2l’article
. ) . N H . 7’

de S Mischler et C. Mouhot 1] I’exep 01 Rggﬁgvc%e la preuv,e de (iBZIZZI‘; qul esfc tirée ies-e
du livre de S. Rachev et L. Rischendorf . Les résultats présentés dans la section E;S
sont, je gggjﬁ&gggginaux : ils permettent de “q Sggtﬁgggg les équivalences présentées dans la
section l3.3 grace aux techniques de la section E.ZI, et surtout de montrer I’équivalence avec
la mesure du chaos qui leaaoljzef?ltaélo%turellement dans les techniques de couplage que nous
présenter9n§ au chapitre I7. Zle;mflz%% \C rrleglreerﬂﬁr M./Hauray/qui m’a signalé une fau"ce dans
la preuve initiale du Lemme B.5.35, qui m a proposé un schéma de preuve pour ce résultat,
schéma, que j a,l en gran.de p&’Lrtlfa suivi dans la preuve epggg%ggﬁgc}lcg}s QQ&Hou,Ver\a la preuve
de la chaoticité de la s lite dsef}llélree dans l'exemple B.6.40 dans [34] et [13, Théoréme 9], voir
également el}ga fg%ggtor& Jn trouvera la preuve de la chaoticité de la suite définie dans
'exemple B.6.41 dans 59, Proposition 3.2].




Chapitre 4

Entropies et mesures de Gibbs

ap:entropies
4.1 Entropie “de niveau 3”.

.

c:Entropie-1
Dans cette section £ = R?%. Pour f € P(E) “fonction réguliére” on définit ’entropie
(de Boltzmann) par

(4.1.1) 1) = [ f1oef

Afin de définir cette quantité pour des densités f les plus générales possibles, on commence
par remarquer que

(1.1.2) 1) = [ /606 [ floeG (=)

ot G (v) := Cy, exp(—|v|¥) € P(E), k,Cy, > 0, et h(s) := s logs—s+1. Le terme de droite
est alors bien défini comme élément de R U {+o0} dés que f € P(E) N LL(E) (c'est la
somme d’un terme positif et d’un terme fini). Enfin, on étend cette définition a p € Py (E)
en posant

419 HG = s [Gotigcod- [ @G (= HOE)

peCc(E)

olt h*(t) := e! — 1 est la transformée de Legendre de h.

:

h:Rob&Ruelle| Théoréme 4.1.1 (Caractérisation de ’entropie de niveau 3) Soit m > 0. Pour tout
T e Pn(P(E)), on a

1 1
H(m) ::/ H(p)n(dp) = sup —=Hj(m;) = lim —H;(n;),
P(E) jEN* ] J—oo ]
ou T; dénote la suite de probabilités marginales définies dans le théoréme de De Finetti,

Hewitt et Savage et H; est l'entropie de Boltzmann définie sur P,.(E’) et donc Hy = H.

. L N th:Rob&Ruelle
Les quatre paragraphes suivants sont consacrés a la preuve du Théoreme lZI [.T. Pour
ce faire, on introduit les définitions des fonctionnelles d’entropie de Boltzmann de “niveau
3”7 par

Hi(r) = supHy(m)),  Ha(m) = | H(p)m(dp),
j>11J P(E)

pour tout m € P, (P(E)), et on montre que ces deux fonctionnelles sont identiques.
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4.1.1 Considérations élémentaires sur I’entropie de Boltzmann.

On commence par deux résultats élémentaires, mais fondamentaux, sur l’entropie
usuelle ( “de niveau 1”) de Boltzmann.

Lemme 4.1.2 Soit m(gdeiog La é%nctionnelle P, (F) - RU {4}, p — H(p) est bien

définie par la formule (A.1.3) pour tout k € (0,m), est conveze et sci pour la notion de
suites convergentes p, — p si pp, — p au sens faible des mesures et (pn,|v|™) est bornée.

Z;dgfgéggiolajg quantité H(p) ne dépend pas de lexpression de Gy utilisée dans la formule

et H(p) < oo si, et seulement si, p(dv) = f(v)dv ou fdgﬁ une fgnction mesurable
telle que f log f € LY(E), et alors H(p) = H(f) définie par (A.1.1).

lem:defENtropB

Preuve du lemme 2. 1.2 On ecrit H(p) = S1(p)+5S2(p) avec Sa(p) := (p,log Gi), k € (0,m),
de sorte que Ss est continue au sens de la convergence utilisée et Sy est sci convexe comme
transformée de Legendre/fonction conjuguée d’une fonctionnelle convexe. Montrons que
si p n’est pas une fonction mesurable, c’est-a-dire si elle n’est pas absolument continue
par rapport & la mesure de Lebesgue A sur E, alors H®)(p) = +o00. Comme p est une
mesure réguliere (c’est une mesure borélienne finie) il existe une boule B = B(xzg,1) et
un compact K C B tel que A(K) = 0 et p(K) > 0. Pour € € (0,1), on considére une
fonction ¢. € C.(F) telle que 0 < ¢, < 1, p. = 1 sur K et ¢ = 0 sur K¢, K. := {z €
E; dist(z, K) <2} C 2B. On a ainsi K. \, K lorsque € — 0 et donc A(K;) — AN(K) =0,
et également

/Gkgpedpzinka/dp::/£>0.
E B K

En revenant & la définition de H®)(p) on obtient pour tout A > 0

H®(p)

v

lim inf (GkAgoe—HogGk)dp—/h*(A(pE)Gk
e—0 E E

> A/<a+(p,logGk>—;in%)/ (e —1)Gyp = Ak + (p,log Gy).
— K.

La conclusion est donc bien H®)(p) = +oc0. Par ailleurs, pour f € P(E)NL}(E), il est clair
que HO)(f) < HA(f) puisque h(s) > ts — h*(t). Mieux, de h(s) = (logs)s — h*(log s)
pour tout s > 0, on tire en approchant ¢ := log(f/G}) par des fonctions régulieres

HO(f) = [E o f — 1 () + /E flog Gy) = HO(f),

X X JU |def1EntridpB2EntropBef3EntropB |
ce qui termine de montrer que les définitions (A.1.1), (4.1.2) et (#.1.3) coincident. O

Lemme 4.1.3 (i) Pour toutes fonctions f,g € L. (E) NP(E), m >0, on a

(4.1.4) H(f) :Z/Eflogfz/Eflogg,

ou de maniére équivalente

H(flg) = /E £ log(f/g) = /E alf/a1o(f/g) — flg+1]>0.
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(ii) Plus généralement, pour toutes fonctions f,g € L (E)N L., (E), m >0, on a

F
/flogizFlog—, avec F::/f, G::/g.
E ) G E E

(iii) L entropie est suradditive : pour toute fonction F € L. (B )N Pyyn, (E77), 0,7 € N*,
m > 0, on a linégalité

(4.1.5) hi—i—j > hi + hj, avec hk = Hk(Fk) = /k Fk IOng,
E

ou Fy désigne la marginale d’ordre k de F'.
(iv) Soient E = R? et a > 0. Il existe une constante Cy := C(a,d) € R telle que pour tout
feP(E) on ait

(4.1.6) H(f) > C, —/ £ [v] dv.
E
(iv) Lorsque E =R%, f € LY(E)NP(E), g€ LY(E)NP(E), on a
[ 108 = ~1(7lg) = 5 tos2m) — 5 [ flua.

EntropRelative N . . .
Preuve du Lemme Z.1.3. (1) Le deuxiéme (et donc premier) point provient de ce que la
fonction s — slogs — s+ 1 est positive.

(ii) On écrit
f_ f/E F
/Eflogg—F/Ef/Flogg/G+/EflogG,

le premier terme est positif (c’est la deuxiéme inégalité énoncée) et le dernier terme est
celui annoncé.

(iii) Si hijt; = 4oo il n’y a rien a démontrer. Supposons désormais h;y; < oo. Dans
R U {—o0}, on calcule

hiyj —hi—h; = / Fiyjlog Fi
Eiti

_/.+_Fi+j logFi(Ula--avi)—/ Fiijlog Fj(viy1, .., vitj)
Eiti

Eit+i
= / .E+j10ng'+j—/_ Fiyjlog i @ Fj > 0,
Eiti Eiti

grace au point (i).

. A N o 7 . . 1

(iv) Qrace a un argumen.t.de densité, 11. Suﬁc{“e?&ﬁ%%%%%%@o%ﬁ ,cas. f,e ane Ef)L@;E’EE@ ,
ce qui nous permet d’utiliser I'expression (4.1.1) ou (4.1.2). L'mégalité (4.1.2) avec g :=
Gr(v) = Ay exp(—|v|F) € P(E), Ay > 0, implique que

1) 2 [ flogGu=tog A~ [ floltdo.

i :fLOGEfLOG
(v) D’une part, l'inégalité (lzln.lel.éli avec g := (2m)~%2 exp(—|v|?/2) implique que

H(f)z/EflogG:—glog(27r)—%/Ef\v\2dv.
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Lorsque H(f|g) < oo, on écrit d’autre part

/E flogg = —~H(flg) + H(f).

On conclut en combinant ces deux informations. ]

4.1.2 La fonctionnelle H;.

Lemme 4.1.4 La fonctionnelle Hy : P, (P(E)) — RU{400} est bien définie, séquentiellement
sci, linéaire et pour tout m € P, (P(E))

FiEntrop3
Preuve du Lemme 1. l.nzl.ro%fape 1. D’une part, Hy(m) > Hy(m) et Hi(m) € RU{400} de

sorte que Hy(m) € RU {+o0}. Si 7V — 7 faiblement dans P,,(P(E)) on a, en particulier,
775»\7 — 7; faiblement dans P(EY) et donc Hj(7;) < liminf HJ(TF;V) Cela implique bien que
‘H1 est séquentiellement sci.

ineg:additiviteEntrop

Etape 2. On pose hy := Hy(m). Pour i, j € N* on a l'inégalité (14.1.5). St hi+j < 00 on
en déduit h; < oo et h; < oo. En d’autres termes h; < oo entraine h; < oo pour tout
J > i. Ainsi hj = oo implique également h; = oo pour tout ¢ > j et donc toujours dans
ce cas lim h; /i = +00. Supposons déssormais que hj < co pour tout j > 1. On note alors
s =suphj/j € RU{+oo}. Pour € > 0 et en choisissant k& € N* tel que hy/k > s — € si
s € R (resp. hi/k > 1/e si s = +00) on peut écrire j = mk +n, 0 <n < k de sorte que

hj = R ogn > mhy + hy > mk(s—€)+11<ninkhn >j(s—e)—C:
<n<

<resp. > mk(1/e)+ min h, > j/(2¢) — C’e).
1<n<k
Dans le cas s < oo, on en déduit

h; h;
s > limsup — > liminf —£ > liminf[s — e — C./j) = s — ¢,
j—00 ] J—oo ] Jj—00

ce qui démontre
h; . hy
Hi(m) =sup— = lim —.
i J J—=o0 ]

Et on arrive a la méme conclusion dans le cas s = oo.
Etape 3. Etant données F,G € P,,(P(FE)) telles que H;(F;) < oo, H;(Gj) < oo pour
tout j > 1 et 6§ € (0,1) et utilisant la croissance de la fonction s — log s et la convexité de
la fonction s — s log s, on a

H;(0 F; + (1 -0)Gj)

/_<0Fj +(1-60)Gy) log(0 F; + (1— 0)G)
Ei

V

> /E OF; log(0 ) +(1-0) ;) log((1 — 0) )

HHj(Fj) + (1 — 9) Hj(Gj) + 0 log 6 + (1 — 9) log(l — 9)
> HOF;+(1—-6)Gj)+0logf+ (1 —0)log(l—0).
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Grace au résultat de I'étape 1, on en déduit immédiatement
HIOF+(1-60)G)>0H(F)+(1—-0)H1(G) > H1(0F +(1—-6)G),

ce qui est bien la relation de linéarité. Lorsque H;(F}) = +oo ou H;(Gj) = 400, on a
H;(0F;+ (1 —0)G;) = +o0, ce qui implique la linéarité (de part et autre de I’égalité les
termes sont égaux a +00). O

4.1.3 La fonctionnelle H,.
D’apres la définition de Hs il est clair que Hy : Pi(P(E)) — R U {400} puisque la
condition o € Py (P(F)) signifiant
my 1= / {p, |v]F) a(dp) < oo
P(E)

lineg:LowerBdEntropie
on a bien grace a (A.1.6

Ho(a) > / <C’k —/ plv|F dv) a(dp) = Cr — my, > —o0.
P(E) E

La linéarité de Ho provient de la linéarité de l'intégrale. Le caractere sci de Ho est une
conséquence du lemme suivant.

Lemme 4.1.5 Soit (7V) une suite bornée de P(P(E)), k € (0,00), telle que ™ — 7
faiblement dans P(P(E)), soit donc (z{¥,|v|¥) < C et (xV,®) — (m,®) lorsque N — oo
pour tout ® € Cy(P(E)). Alors, on a

Ho(m) < liminf Ho(7).
sciHH2
Preuve du Lemme 4.1.5. On introduit p; la solution de I’équation de la chaleur
Orpr — Apy = 0, po=p

pour tout p € P(F) donné. On calcule facilement

o[ ) = [ pawt <i [ o,

de sorte que p; € Pr(P(E)) pour tout ¢ > 0. Cette borne permet de définir I'entropie
H(p;) et on calcule alors

[V pi|?
E Pt

Ot () = [ (14 Tog) A1 = <o,
de sorte que H(p;) < H(p) pour tout t > 0. De plus, p; — p faiblement P(R?) lorsque
t — 0, de sorte que par sci de H on a H(p;) — H(p) lorsque ¢ — 0. Enfin, en écrivant
pt = ¢ * p on voit clairement que p, — p faible P(R?) implique pp; — p; fort pour tout
t > 0. Ce dernier point implique en particulier que l’application p — H(p;) est continue
de P(R?) dans R pour tout ¢ > 0. On introduit maintenant la fonctionnelle régularisée

- / H(py) n(dp).
P(E)
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Pour tout ¢t > 0, on a donc
Hy () < Ho(n™) et H5(x™) — Hi(m),
ce qui implique

(4.1.7) Vit >0 Hi(n) < liminf Hy(x).

n—oo

Enfin, de H(p;) /" H(p) lorsque t — 0, on déduit par le théoréme de convergence monotone
que

(4.1.8) Ha(r) = lim H (7).
X |sciFB1 |sciFB2
On conclut en combinant (A.1.7) et (A.1.3]. O

ith:Rob&Ruelle
4.1.4 Conclusion de la preuve du Théoréme h.l.l.

Etape 1. Pour w;, 1 <1i < N, une partition de P,,(F), on introduit

(2

- 1
T=ay . tany, 4= —lom ai= / m(dp),
w;
ainsi que
N . .
V= Zai d¢,, fir=91= / p'(dp).
i=1 P(E)
Pour tout 1 <7< N on a

Hi(y') = S_ulej(W;") = H(fi) = H(f:),
j>1J

et par inégalité de Jensen

w(d (d
) = [ ™ s n ([ ) s,
En utilisant la linéarité de H;, j = 1,2, on en déduit
Hi(m) = arM(y') + ...+ an H;(v"Y)

> a1 H(f1)+...+an H(fN)
= H(p) ™ (dp) = Ha(r")
P(E)
= a1 Hi(0p,) 4 4 an Hi(85y) = Ha(x™).

Etape 2. Pour € > 0 fixé, on recouvre la grande boule BP,, 1/, par un nombre fini de
petites boules B; := {f € BP, 1/.; D(f, fi) <€}, 1 <i < N—1, 01 D désigne la distance
de MKW1 (ou encore de. KantorO’Vic\h-Rlﬂt%ie%s:%%iilc)nggggﬁ'ée ala distanc/e l?ornée dp(x,y) =
|z —y| A 1 comme définie au Théoreme 1.5.38. En effet, comme D metgﬁ%\}acgg%l%elr&ence
faible de P(E), 'espace (BP,, /., D) est compact d’apres le théoréme IT. 5.43. On suppose
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qu’aucune de ces boules n’est incluse dans une union d’autres boules et on définit wy := By,
wwi = BE\(BiU...UBj_1) pour 1 <k < N—-1letwy:=P,(E)\(B1U...UBy_1). On
a ainsi défini une partition de P,,(E). On considére maintenant une suite ¢ — 0 et (77)
une suite ainsi définie a l'aide de la partition correspondant au parametre €. Pour cette
suite, on a d’une part
Vi=1,2 Hj(m) > HT = limsule(ﬂN) = limsupHg(ﬂN).

N—oo N—oo
Par ailleurs, on remarque que 71 = 71, et en particulier
(m1’ s [o™) = (1, [0] ™) = M (1) < o0,

puisque 7 € P, (P(E)). Pour tout k € N* et ¢ = 1 ® -+ @ ¢y, ; € CL(E), de sorte que
loj(x) —¢;(y)| < Lj(Jx —y| A1) pour une constante L;, on a également

N
[ — )| = <Z/ ( %fﬁ—p®k)ﬂ(dp),cp>‘

N-1 k
= |2 / (fnvis <Pj’>> (fni—p, 90j>< I ¢ goju>) m(dp)
i=1 j=1"Y¥Ni ji<j s,

+/ (fRE = p™*, ) m(dp)
WN,N

Zk: (HH%’Hw) (H IIWII) (fn.i, p) 7(dp)

=l gy 3">j

T / 103 llee 7(dp)
WN.N

(]

Il
5
s

< cley [ aaprct e (p, [0} m(dp)
i—1 JWN,i {{p;|lv|™)>1/e}
< (Cp+CEMp(w))e — 0

. N [theoHS2 . X . N
D’apres le Théoreme l3.3. [4 cela implique bien que ¥ — 7 au sens de la convergence
faible dans P(P(E)). Or le caractere sci des fonctions H; implique que

Vi=1,2 Hiln)<H = lij\gﬂanl(ﬂN) = 1}Vmian2(7rN).

On en déduit
Hy(r) = lim Hy (V) = lim Ho (1Y) = Ha(n).

Ce qui termine la preuve. O

4.2 Limite de mesures de Gibbs.
tropie-Gibbs
Cette section est consacrée au passage a la limite dans une suite de esures gﬁng{zlbbs en
%5 et par C

méchanique statistique. Cette limite a été obtenue par Messer, Spohn aglioti,
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LMP1, GLMP2
Lions, Machioro, Pulvirenti [TT, 12( . La preuve que nous présentons differe légerement de
celles que l'on peut trouver dans ces articles : elle est plus “économique” (nécessite moins
de bornes a priori) mais est également moins précise.

Avant de décrire (trés succintement) le probléeme physique, nous commengons par
établir le résultat mathématique clé qui permettra le passage a la limite mentionné.

Théoréme 4.2.6 Soit E C Re. Soit (FN) une suite de Pgy(EN) et 7 € P(P(E)) telles

que FN — 1 faiblement au sens ot FJN — 7; faiblement dans P(E’) et il existe C,a > 0
tels que (F{N,|v|%) < C. Alors

| ineq:HFNtoHHpi| (4.2.9) H(m) < liminf %HN(FN).

th: HENtoHHpi
Preuve du Théoeme 4.2.6. Pour j € N* fixé, on introduit la décomposition Euclidggpne )
. . L e el ..., |ineg:additiviteEntrop
N =nj+ravecn € N* 0 <r <j—1. Enitérant I'inégalité de suradditivité (A.I.5), on a

Hy(FN) > n Hy(FY) + H (FN).

, R P lineg:LowerBdEntropie . N
D’apres la borne inférieure (A.1.6), 'hypothese de bornitude des moments de F*V et

I’équivalence des normes dans ", 0 < r < j — 1, on a aisément

H.(FN) > C“””d_/ET EN [v]* dv
> Ca,rd_Cr/ FlN ’U’adv > Ca,rd_CrC > K > —0Q,
E

pour tout 0 < r < j — 1. On en déduit

K
H;(FY) + &

1
— Hy(FN) > ~

n

N - N

et donc 1 1
limianHN(FN) > jHj(ﬂ'j)

pour tout j € N* puisque N/n — L Jarsque N — oo, Hj(m;) < limianj(FJN) et K/N —
0. On conclut grace au Théoreme é 1. O

Dans la suite de cette section on suppose que F est une partie compact de R? (ou
seulement de mesure de Lebesgue finie). Pour des potentiels a1 : B — Retay: EXE — R,
on définit I'Hamiltonien

1 S
a(N)(X) =~ Zal(xi) + N Z az(wi, x;)
i=1 i#j=1

et la mesure de Gibbs associée

e—a(N)(X)

f(N)(X):W,

Z(N) = / e~ 1™ X gx.
EN

Pour tout g € Py, (EY) on définit son énergie

VM (g) := /EN a™ g(dX)
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et son énergie libre
FMN)(g) := VN (g) + HM(g),

ott HN) désigne (changement de notations) I’entropie sur E”V. La mesure de Gibbs f (N)
est 'équilibre associé & la fonctionnelle d’énergie libre F(V) (4 ’'Hamiltonien a(M)).

Lemme 4.2.7 Pour tout N on a

FM(FMy = inf PO ().
(f) ety (9)

lem: PbN
Preuve du Lemme mn premier argument est le suivant. Si g est un point de mini-
mum pour F®) sous la contrainte d’étre d’intégrale 1, alors il existe un multiplicateur de
Lagrange A € R tel que
log g+ 1+4a™) = A,

d’ott on obtient fN). Un deuxiéme argument, plus explicite, est le suivant. On écrit pour
tout g € P(EY)

F(g) = HO (™) + [ (o ) +a™) g(ax)
EN

= Bl )+ [ (g ™+ ) 10 @)
EN

Y

HOFO0) 1 [ (log £ 4a) 19 (ax) = PO (0,
EN
ce qui est bien 'inégalité annoncée. O
On fait les hypotheses suivantes sur les potentiel a;, i = 1,2 :

(4.2.10) a; est mesurable, i = 1,2, a9 est symétrique,
(4.2.11) lai || < M_ < 00, i=1,2,
(4.2.12) a1+ € L°(E), agy € L*(E?).

On définit I’énergie d’une densité de particules typiques g € P(E) par

Vig) == %//EXEaz(:v,y) g(dz) g(dy) € RU {400},
et son énergie libre par
F(g) := H(g) +V(g9) € RU{+00},

ou H = H; est I'entropie sur F. Il est classique de montrer qu’il existe au moins une
solution f € P(F) au probléeme de minimisation

(4.2.13) F(f) = ,in F(g),

et en écrivant 1’équation d’Euler correspondante, que f vérifie

(4.2.14) flz) =21 exp </E az(z,y) f(y) dy> , Z€eR;.
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- :PbMinE
On note . C P(E) 'ensemble Eeesp%% ntjons f de (E.b.lg j Soulignons qu’en général il n’y

a pas unicité de la solution de ( , et donc . n’est pas un singleton.

Pour 7 € P(P(E)) on définit son énergie libre (de niveau 2) par
F(m) :=V(m) + H(n),

ou H est I'entropie de niveau 2 définie dans la section précédente et V est I'énergie de
niveau 2 définie par

V(r) = /P L Vo))

Théoréme 4.2.8 Il existe une sous-suite encore noté f&) et une probabilité de mélange
7 € P(P(E)) vérifiant supp® C .7 telles que f\N) — T faiblement. Plus précisément pour
la premiere égalité et de maniére équivalente pour la seconde égalité, on a

(4.2.15) Jim %F(N)( F) = F(m) = inf Fx).

N—oo0

:PbMinE _
Enfin, si le probléeme (E.b.l%li “ddmet un unique minmum noté f € P(E) alors 7 = 65 et
toute la suite fO) est f-chaotique.

On (:01(111(11?%0;?t o@@ﬁu%ﬁgesultat reliant énergie de niveau 1 et de niveau 2 dans l'esprit

du Théoreme B.T.T.

Lemme 4.2.9 Pour tout m € P(P(E)) on a
1

1 .
(4.2.16) V(r) = lim - E(J)(Wj) = —/ as(z,y) mo(dx, dy),
j—00 ] 2 JExE

ol T € P(E7) désigne “la marginale de degré j” associée a 7 et définie dans le théoréme
de De Finetti, Hewitt et Savage.

lem:Energiel&?2 « R ” . L. .
Preuve du Lemngc§a Zuk Puisque V est un “polynome” (au sens ou cela a été introduit

dans le chapitre B) on a d’une part et par définition

v = [ GRS

= /P(E) {%[EQ az(z,y) p(dx) p(dy)} m(dp)

1

= 5/ GQ(Z',y) 7T2(dx7dy)'
E2

On a d’autre part,

VO(r;) = /_a(j’(X)m(dX)
EI

1 1
= / N\ al(xi) + 2— E CLQ(.Z'Z',.Z']') ﬂj(dxl,...,dacj)
22 st J =1

1< 1< 1
= = / ai(xy) mj(dey, ..., dzj) + = Z /‘5ag(wl,xg)ﬂj(dwl,...,dxj)
J = B J o= VB

- /Eal(x)m(dx)—l—(j—l) /Ez%az(w,y)wz(d%dy),
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it:CvgcePbN7
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:EEQE]
ce qui implique bien que la deuxieme égalité dans (lzle.b.IGi. O
theo : CvgcePbN
Preuve du Théoréme H.2. ape 1 - Bornes a priori. Soit ¢ € P(E) N L>*(E). Par
définition de fOV) et l’hypothese (IZ[%TZ), on a
1 1
(4.2.17) NF(N)(f(N)) S ¥ FON (oY) < P(p) + [la1,+ | pee < o0,

puisque
HM (BN = NH(p) et V(@) = (N~ 1) V(p) + / ardp.

E
o th : HFNt oHHpi
En reprenant la preuve du Théoréme IZLZ.B, on a

1 ; 1
(4.2.18) ﬁH(J)(f;N)) < NH(N)(f(N)) +K_.

lem:Energiel&2
En définissant V_(N) a partir de as _, la preuve du lemme 121.2.9 implique

(4.2.19) % V_(N)(f(N)) = <1 — i) /E2 ; as _(:L'l,:Eg) fz(N) (d:L'l, dl’Q)

N/ ay,— 1‘1 (dwl) < — M_

|in. CvgchPieljt CvgcePhM2q: CvgcePbN3
Combinant (l4 z 17) (B.2.18) et (B.2. 19)7 on obtient

1 ; 1 1
(12200 g HOGY) < G FOG) 4 SVIVGW) 4 K
3

< F((p)+§M_+K_<OO.

Etape 2 - Passage a la limite. D’apres le Théoreme B.3.16 de compacité, on sait qu’il existe
une sous—su';cgetggéoygbﬁgtée fN) tglle que f&) — 7 faiblement. Plus précisément, grace
a la borne (1.2.20), on a pour tout j € N*

(4.2.21) f}N) — 7; faiblement dans L'(FEY).

On introduit as . := min(as, 1/¢) pour tout € > 0, de sorte que as < as et ag, € L™, et

la fonctionnelle d’énergie Va(N) associée. On écrit

1
— ) (g(N)y
N N ()

. . . . lem:Energiel&2
Toujours a cause du méme calcul effectué dans la preuve du lemme IZLZ.Q, on a
Nve( )(f( )):<1_N>§/Eza2’€f2( )dxdy‘i‘N/Ealfl( )

limit:CvgcePbNb
de sorte que grace a (A. on deduit

(4.2.23) lim — V.M (F(V)) = % / ag e T dxdy.
E2

(4.2.22) NH“V (F™) + L VD (5 <
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lineq:Cvgci@Rbl@é : CvgcePbN7 ‘th: HFNtoHHpi
Combinant (l4 2.22), (#.2.23) & To resultat du théoreme , ol obtient

1
H(T) + 5 / a25ﬁ2dxdy§liminf—F(N)(f(N))‘
2 E2 ’ N

pour tout € > 0, et donc par convergence monotone
1
(4.2.24) F(7) < liminf FWN (V)

Etape 3 - Identification de la limite. Soit ¢ € .. Comme alors ¢ log ¢ € L' et ay p®¢ € L',
on vérifie sans difficulté que

lim — FM (05N) = F(g) = F(8,).

N
Or par ailleurs, pour tout IV,
1 1
SFO(F00) < L PO (o),
de sorte que
(4.2.25) lim sup %F(N)(f(m) < lim % FN (8N = F(y).

On a également pour tout m € P(P(E)), l'inégalité

(4.2.26) Flm) = /P ICETE /P , Fle)ntdn) = F(e)

lineq: CvgcliPleN8 CvgcePlkili®q : CvgcePbN10
En combinant (4.2 P ), (A.2.25) et (1.2.26), on en déduit

F(p)= inf
(¢) Wepl(nP(E))f(w)

ainsi que

Fx) = lim V() = F(p)

X theo:CvgcePbNO | . . .
ce qui prouve (\ZLZ.ISL La condition de support provient du fait que si supp« n’est pas
inclus dans . alors F(7) > F(p). 0

4.3 Information de Fisher, entropie et chaos.

On introduit les information de Fisher
1 VG2
5= [ BEL o 2= [ nip)ntan
JjJei G P(E)

pour G € P(E’) et m € P(P(E)).

Lemme 4.3.10 Soit G € Pyy,,(E?). Alors pour tout 1 < ¢ < j la probabilité marginale
Gy satisfait
I,(Gy) < I;(G).
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lem:Fisherl
Preuve du Lemme IZI.B. [0. On calcule

1 [ VG / IV1G)? / )
IL(GQ) = = - = Vilog GI* G
(@) J /Ej G g G EJ'| 1log G

= /\Vllog(G/Gg)—i-VllogGgPG
B

= /v{|Vllog(G/G4)|2+2V110g(G/Gg)-VllogGg—l—|V110gGg|2} G
B

= Ty+Tr+Ts.
Oron a
T, = 2 . Vi(G/Gy) - V1Gy
_ 2/ v, </ | (G/Gg)d%l...dw) V1Gy =0,
E* Ei—t
T, = /Ee V1 10g Gyf2 Gy = 1(Gy),
et on conclut en utilisant que 77 > 0. O

Lemme 4.3.11 Soit (f,,) une suite de P(E), E = R%, telle que
fn — f faible, (fn) bornée Py(E), k>0, et I(f,) <C.
Alors on a
(4.3.27) I(f) <liminf I(f,) et H(f,) — H(f).
En particulier, si de plus, k > 2, [ fo(1,v,v[*)dv = (1,0,d) et I(f,) — I(M) alors
H(fn|M) — 0.

FisherImpliqueEntropieContinuedfini
Preuve du Lemme 4.3.T1. Etape 1. Par I'inégalité de Sobolev, on a

1fall 2z = IV Fall o < CallV/Fallze = Cal(f2)'/? < C.

Par Rellich, on peut extraire une sous-suite telle que \/ka converge p.p. et fortement dans
L2 vers une limite notée V9, et donc f,, converge vers g en norme dans L7 N L}, pour
tout ¢ € [1,2*/2), ¥’ € [0,k), ce qui implique f = g. On a ainsi \/f,, — v/f dans D’, donc
Vv fn — V+/f dans D', et enfin

I(f) = IV, <liminf |[V/fa]2> = liminf I(f,).

Pour montrer la convergence de I’entropie on a recours a un procédé classique de découpage.
On écrit pour R, M > 1

H(g) = /B glogg+/B g (logg)+ 1g>M+/ g (log g)+ 1ar>g>1
R c c

R Bg
J,

g(log g)— 112gze*\”\k/2 - /BC g(log g)— lef\v\k/22g20'

c
R R
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Pour le premier terme, on écrit que g (logg)y < C.g'*™® < C.g'*%/M*® sur {g > M}
avec € := (2*/2 — 1)/2. Pour le second terme, on écrit que g(logg)y < glogM <
g (log M) |v|F/RF sur {g > M, |v| > R}. Pour le troisitme terme, on écrit que logg >
—[o[*? sur {g > exp(~[v]*/?)} et donc g(logg)- < glv[** < glv[*/R? sur {1 >
g > exp(—|v[*/2), |v| > R}. Pour le dernier terme, on écrit que g (logg)_ < 4.,/g sur
{0 < g <1} et donc g (logg)- < 4 exp(—|v[/?/2) sur {exp(—[v[*/?) > g >0, o] > R}.
On a donc ainsi

C. logM | 1 " Lo
— < 9o -
‘H(g) /BRglogg‘ < o+ ( 7 +Rk/2>/g|”| +4/Bc e 2

R

Comme || Br fnlog fn— | Br flog f par une variante clasaqﬂ_.e d111 tq}}l%%s?}%ide convergence
dominée, on a bien démontré la deuxidme convergence de (4.3.2

Etape 2. On définit
D={fel'®y fzo. [f=1 [fo—o [rpP-

et M(v) := (27)~%2 exp(—|v|?/2). On définit I'information relative de Fisher par

2
)= [BE—a [ivvie, rgian =10 - 100 = 1) - a

On va démontrer

(4.3.28) VfeD  I(f]M)>0

avec égalité si, et seulement si, f = M.
Pour f € D, I(f) < oo, on a

0<J(f) = /‘2V\/f+x\/f‘2fd:n

= [ (U9VIR 20V o ) de = 1) + Ma() - 24
= I(f) —d=1I(f) - I(M) = I(f|M).

De plus, si I(f|M) = 0 alors J(f) = 0 et donc 2V/f + x+/f = 0 p.p.. Par bootstrap
(injection de Sobolev, de Morrey, puis calcul différentiel classique) on en déduit que \/f €
C™. Soit alors zg € R? tel que f(x¢) > 0 (existe car f € D) et O I'ouvert composante
connexe de {f > 0} contenant zy. On déduit de I'identité précédente que V(log+/f +
|z|2/4) = 0 dans O et donc f(z) = e“~1#1*/2 sur O avec C € R. Par continuité de u, on en
déduit que @ = R%, et donc C' = —log(27)%? (condition de normalisation).

Etape 3. Par hypothese, et avec les notations de 'étape 2, on a f, — f avec f € D.
Grace aux deux preml%ereq_ etaegggf g en déduit I(M) < I(f) < liminf I(f,) = I(M),
donc f = M. Or par (3. 27) on a H(fn) — H(M), et on conclut en écrivant

HIM) = H(f) ~ [ falogdd — 1(5) ~ [ flogt o
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On a vu que lorsque la dimension de I'espace est fixée un controle de I'information de
Fisher d’une suite plus sa convergence au sens faible implique sa convergence au sens de
'entropie relative (et également forte dans L'). Nous allons étendre ce genre de résultat
au cas de la dimension infinie et au cas de la dimension N — oo.

Lemme 4.3.12 Soit (m,) une suite de Pi(P(E)), k > 0, telle que
T — T faible et Z(m,) < C.

Alors on a
I(r) <liminfZ(m,) et H(m,) — H(w).

[FisherImpliqueEntropieContinue

Preuve gsgiﬂggmme .3 12 On reprend des arguments développés dans la preuve du
Lemme A.T.5. La preuve de la limite inférieure étant en tout point similaire a celle de
la fonctionnelle Ho, on ne prouve que la deuxieme convergence. On introduit p; la solution
de I’équation de Fokker-Planck

Ope =V - (Vpr + v pyp), pPo=p

pour tout p € P(E) donné. On rappelle que pour J = H et J =1 on a J(p;) < J(p) pour
tout t > 0, que J(p;) — J(p) lorsque t — 0 et que p,, — p faible P(R%) implique que
pmt — pt fort, par exemple dans L? et avec une borne L? uniforme (qui ne dépend que de
t), pour tout ¢t > 0. Ce dernier point implique en particulier que 'application p — H(p;) est
continue delz P(R%) dans R pour tout |Ei?h9r‘1§;(>)ﬂ2 1}@ '&"tggllja%é d’é ns&%iute &el I&epre.ndre la preuve
de la premiere étape dans le Lemme A.3.TT et d’y remplacer la borne sur I'information de
Fisher par une borne sur une borne L? de (p,,;) On introduit maintenant la fonctionnelle

régularisée

Hy(m) == H(p:) 7(dp).
P(E)

Utilisant que I(p;) < I(p) pour tout ¢ > 0, on a
[H (pt) — H(p)| =

/0 T(ps) — I(M)] ds| < t [I(p) + T(M)].

On écrit alors
H(mn) — H(m) = (H(mn) — He(mn)) + (Hi(mn) — He(w)) + (He(m) — H())

avec

Hy(m) == H(pi) m(dp).
P(E)

On a évidemment, pour tout ¢t > 0
Hi(mn) — He(mw) lorsque n — oo

et on a également pour tout a € P(P(E))

[Hi(er) = H(e)| < /P(E) [H (pt) — H(p)| a(dp) < t[I(a) + I(M)].

On conclut en combinant ces deux informations. O
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bliqueEntropieRelative| Lemme 4.3.13 Soit (FV) une suite de P(EN) et g, f € P(E), E =R On suppose

D?(—logg) > K € R, I(f) < oo, Mu(FN) <, FNest f-chatotique,

ainst que

I(FN|g®N)y <0 ou I(FN)<C, [Viogg(v)] < C (v)k/2,

avec K € R, C € (0,

), k € (2,00). Alors FN est “entropie chaotique” au sens ot

H(FN|g®N) — H(flg).

En particulier, si de plus D*(—log f) > K et I(FN|f®N) < C, alors FN est “entropie
relative chaotique” au sens ou

H(FY|foY) — 0.

BorneFisherImpliqueEntropieRelative

Preuve du Lemme H.3.13. On definit G = ¢g='* de sorte que si g = e~ ¥ avec D% > K
au sens des matrices symétriques de E, on a GV = eV Wy = S 4)(v;), avec D?°¥ > K
au sens des Wgttgg$§§l%glétriques de EN. D’apres une égalité de type HWI (que l'on peut

trouver dans

, preuve du Théoréme 3))

(4.3.29) H(FN|GY) < H(fEN|GN) +\JI(EN|GN) Wo(FY, o) + % Wa(FN, fEN)2,

ou on rappelle que

D’une part, on a

1
N rell(a,8)

de sorte que

Wo(FN, foN) <

inf / |X - Y|*7(dX,dY)
E2N

1 B
H - log 2
(Bla) N ENﬁ g
_ 1 B
I(ﬂ\a)—N ENB[Vloga],
1
2= _—  inf X —Y]?#(dX,dY).
W00 = g o X Y PO 0Y)

N
1 |z ] + |yz|k
S5 dX,dy
Nz;ne%[(ag) /EQN ME—2 m(dX,dY)
N
N inf (2 i21x-—- dX,dY
+N WEII_II%Q,,B) /EQN ‘.Z' Yy ’ | —y: | <M 7T( )
1
< M2 (M. () + My (B))

N
, 1
+Mﬂehrtf;ﬂ) /EZN <N ;(m —y; /\M)) m(dX,dY),

1
Mk—2

(M (FN) + Mi(f)) + MWM(FN, oY)

avec WM la distance de MKW définie & partir de la distance bornée ci-dessus et donc
WM(FN f®N) — 0 lorsque N — oo puisque FV est f-chaotique. On en déduit que
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Wy (F N feN ) — 0 lorsque N — oo. D’autre part, en développant le carré et en utilisant
une intégration par parties, on a

2

VFN  vGN N

FN GV

1

(FYEY) = & i~

= I(GN)+%/ENFN Uv1ogGN|2+2AGN}.

Utilisant

N
|Vlogg®N‘2 +2Alog g®N = Z Vi log g(v;)|* + 2 A; log g(vi)
i=1

et la propriété de symétrie de GV, on obtient
I(FN|g®N) = I(FN) + /EF{V [[Vlogg|* +2Alogg] .
Puisque |V log g|? < C (v)¥/2 et Alogg < —K %%&déduit que I(FN|g®N) est une suite
bornée (puisque majorée). On conclut grace a (4.3.30) que
(4.3.30) limsup H(FN|g®Y) < limsup H(f®N|¢g®N) = H(flg).
Corollaire 4.3.14 Soit (FN) une suite de P(EY), E = R On suppose
I(FNy<C, M(FN)<C, k>2.

Alors
|H(FYN) = H(FY)| < CWo(FY, (F)®N)
En particulier, si FN est f-chatotique, alors FN est “entropie chaotique” au sens ou
H(FN) = H(f).

. |cor:chaosEntropique .
Remarque 4.3.15 Le corollaire [7.3.17 est une version “forte” du chaos dans lesquelles

on demande plus que la simple convergence faible des marginales.

Probléme ouvert 4.3.1 Sous quelle condition sur FN une suite f-chaotique et GV une
suite g-chaotique, a-t-on
Hy(FY|GN) — H(fl9)?

Remarque 4.3.16 On alogdet D?p < Ap —d si ¢ : R — R. La preuve est la suivante.
Comme D?¢ est symétrique, elle est diagonalisable, et appelons \i, ..., A\q ses valeurs
propres et A la matrice diagonale associée, de sorte que

log det D?¢ = log det A = log(H Ai) = Z log A;.

En utilisant Uinégalité log A; < \; — 1, on obtient

log det D?p < Z()‘Z —1)=trA—d=trD*p—d= Ayp — d.

(2



theo:LesDiffChaos| Théoréme 4.3.17 Soit (FV) une suite de Py (EN) telle que My(FY) est bornée avec

sec:deBoltzmann|

k>2 et FY — f faiblement dans P(E).
Dans cette série d’assertions, chacune implique la suivante.

(i) (FN) est f-Fisher chaotique, au sens o I(FN) — I(f), I(f) < oo;
(ii) I(FN) est bornée et (FN) est f-Kac chaotique ;
(iii) (FN) est f-entropie chaotique, au sens ot H(FN) — H(f), H(f) < oo
(iv) (FN) est f-Kac chaotique.
theo:LesDiffChaos

Preuve du Théoréme H.3.17. Montrons (iii) = (iv). On extrait de (F) une sous suite,
encore notée (FV), telle que Fi¥ — my faiblement dans Psy,(E?), et donc m = f. On a

H(m) < H(mo) < liminf H(F) < liminf H(FN) = H(f).

On en déduit H(m) = H(f) et donc my = f¥2, ce qui signifie bien (iv).

Montrons (i) = (ii). La preuve est identique. Comme précédemment on montrer que

I(m) < I(mo) < liminf I(FY) < liminf I(FY) = I(f).

On en déduit I(me) = I(f) et donc my = f2] ce qui signifie bien (ii). O

4.4 Entropic chaos, Fisher chaos and their relations with

Kac’s chaos in £V ; A utiliser (ce sont mes slides) ?

Entropic chaos - a definition
Definition : FY € Py, (EY) is entropic f-chaotic, f € P(E), if

o 'V is (weakly) f-chaotic (in the sense of Kac)
o H(FYN) — H(f) when N — oo v
Here the entropy H(G) of G € Pgym(E?) is defined by

Def 1

H(G) GlogG.

J JEi

Notice that if F~ is f-chaotic, then

H(f) < liminf H(F").

A sufficient condition of entropic chaos in EY

Théoréme 4.4.1 ((I-2) Fisher bound condition for entropic chaos) Consider (FY) a sequence
of Poym (EN). Then

(i) FY is weakly f-chaotic ;
(ii) I(F™) is bounded ;
(iii) FY is bounded in Py(E), k > 2;
= FN is entropic f-chaotic: H(FY) — H(f).

Here the Fisher information I(G) of G € Pyym(E?) is defined by

Def 1 \elk
1@ = 7/E-| G|
P J

Proof. Use the HWI inequality
H(FY YY) < H(FENON) + Wa (BN, f98) I(FNySN)
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with
2

FN<C and Wo(FN, V) —o0.

N

Vlog r

1
N| _®Ny _
I(FYy®N) o

=N Jon

Partial answer to Open Problem 11 in [CCLLV]

Théoréme 4.4.2 ((I-4) relative entropic chaos) Consider (F) a sequence of Poym(EY) and f €
P(E), E=R" Then

(i) FV is weakly f-chaotic;

(ii) I(F™) is bounded ;

(iii) FY, f bounded in Pi(E), k > 2;

(iii) I(f) < o0, D*(—log f) > K € R, [Vlog f| < C (v)*/?;

= FY is relative entropic f-chaotic, i.e. H(FN|f®N) — 0.

Similar proof. Use the HWI inequality
H(FN[fEN) < H(fEN|fON) + Wa(FY, fEN) I(FNfEN) + (K- ) Wa(FY, f&7)?

so that
limsup H(FN|f®N) <o.

N—o0

Some conclusions about chaos

— The notion of chaos is close (wider) to the notion of independence in probability theory. If V' is
a stochastic variable in EV such that the coordinates are independent variables and have same
law f € P(E) then V ~ f®V. In the case of chaos the tensorization structure is required only
asymptotically when N — oco.

— The seemingly stronger notion of chaos Wi (FN|f®N) — 0 and H(F~) — H(f) (because they
involve all of variables) are (surprisingly 7)
equivalent to Kac’s definition of chaos for the first one;
— has a strong link with Kac’s definition of chaos for the second one.

4.5 Notes diverses.

ropie-Divers
- 4.5.1 Mesures de Gibbs et information de Fisher
bs et Fisher

s . . (N) qzp. s . |sec:Entropie-Gibbs . o
On considere I’Hamiltonien a défini dans la section b.3 avec az2/F la fonction de Green associée a

’équation de Poisson avec conditions de Dirichlet dans un ouvert borné E C R?, soit donc

arwy) = —i-logle—yl+ (),

B : -
> — B 17|l ee.
5 log diam(E) — B (|7l

avecy: Ex E —R estls%%e, é%%%toigxlle%éggique et harmonique dans les éEMf;lvariables et B> 0. Avec les
notations de la section 5.3 on rappelle une borne sur f () obtenue dans .

CLMP1
Théoréme 4.5.3 [[T1, Théoréme 3.1] Il existe deux constantes C = C(B,E), K = K(3, E) telles que

VX)) <R S KT WX e, 1< <N

J

Corollaire 4.5.4 1 existe une constante C = C(f, E) telle que

1 (N)
— <C.
In(fM) <



ropieComeiniEtatsPurs‘

subsec:Gibbs et Fisher|

104

Preuve du Corollaire. On écrit

1 (N)y |V 2
CIn(FN) = /E Rl _ace

/]:JN |V1a(N)|2f(N)

2

1
= /I;N NZ2V10{(1’1,1’J') f(N)

Jj=2

N-1)?¢
%22/ Va1, 2) - Via(er, ax) £
k=2 7E°

IN

KQ/ |V1a(x,y)|2dmdy§0/ (1+#)dxdy,
E2 Bpa (0,M) |z -yl

et ce dernier terme est fini. m

4.5.2 Entropies pour des combinaisons finies d’états purs
Exercice 4.5.1 a) - Soit 1 € P(P(FE)). A laide de l'inégalité de Jensen (dans P(E)) montrer que

1
Hy(m) =3 [ 7 log, < M) = [ o) =)
J

Soient maintenant f1,..., fn € P(E) telles que H(fr) < co. On considére m := (05, + ... + 955 )/N €

P(P(E)). _ _
b) - Montrer que 7 = (f27 4 ... + f&7) /N satisfait

j P
[ omoem = F) st i)+ [ e (R )

avec & : RY — R définie par

1 1
D(X) :=x1 log <N—x1) + ...+ zn log <N1:N) .

¢) - Montrer que VX € RY, 3, 2: =1, —log N < ®(X) <0, et en déduire

1/ mjlogm; = H(mw) — O (M> — H(m).
J JEi J J—oeo

th:Rob&Ruelle
d) Retrouver le résultat du Théorémef. 1.1 dans le cas particulier w := (65, +...+ 05, )/N € P(P(E)).

4.5.3 Retour sur I'information de Fisher
Exercice 4.5.2 Montrer que I;(g%7) = I1(g) pour tout g € P(E).

Probleme ouvert 4.5.1 a) - A-t-on Iy est sci au sens suivant : si (GV) est une suite de Psym (EY) qui

est g-chaotique alors
Z(8,) < liminf In(GN)?

b) - Plus simplement, a-t-on Z(w) = lim I;(r;) ¢

On va faire un calcul dans le cas le plus simple. On prend G = 1 (8, +0x) avec g = 7, h(z) = y(z — a).
On a alors G; = 3 (g®N + h®N). On commence le calcul

I;(Gy)

[E_ IV1log(G;/Gi-1)> G + I;—1(Gj-1)
J

i
= > T+ IL-1(Gm),
k=1
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avec
Je = / V1 1og(Gk/Gr1)|” G
Ek
[ [T T
Bk Gk Gk*l h
Or on a

0g=—-vg, Oh=—(v—a)h, 81Gk:—%(vlg®k+(v1—a)h®k)

ce qui implique

ale__v +QL®]€
Gr T O gEk p hok

et donc avec la notation gr = g(vi), ht = h(vk)

2 L&k h®(k—1) 2
g®F + h®k - g®k=1) ; p®Kk-1)

9 RO (k—1) g®(k*1) (hi — gk) 2
= ‘ (g®F + hOF) (gBk—1) 1 p@k-1)) ’

01Gr  V1Gr-1

G Gr-1

2 ‘

On écrit maintenant
LOk—1) g®(k—1)
(g®F + h®F) (g®k—1) L pek-1)

T =a’gi(a), ei(a) = /Ek

) ’2 G (hi — gk)2

5 20t

Puisque 9o (h—g)? = 29.h (h—g), aga(h—g)‘?azo =2 (aah)%azo =27 g%, il est facile de voir que o3 (0) = 0,
(g*)®* Y ‘2

©(0) =0, et
¢r(0) = /Ek (29®F) (2g®@F—1)

)
_ 1 ok-1),2 _ 1
- S/Ekg Uk 9k =g

Il n’est pas clair que I’on puisse en déduire quelque chose de pertinent !

4.5.4 Retour sur ’entropie relative

Lemme 4.5.5 Soit E=R%. Si f, = f L*(E)NP(E) et gn — g p.p., alors
(4.5.1) H(f|g) < liminf H(fn|gn).

Mieuz, si fo — f et gn — g faiblement dans L' (E) NP(E), alors

(4.5.2) H(flg) < liminf H(fn|gn)-

Probléme ouvert 4.5.2 Sous quelles conditions (supplémentaires) sur fn — f et gn — g faiblement
dans L'(E) N P(E) a-t-on

(4.5.3) H(flg) =lim H(fnlgn)?

/ lem:RetourEntropieR Hfgscil
Idée de la preuve du Lemme H.5.5. Etape 1. On montre (A.5.1). On montre que f = 0 sur A := {g = 0}

de sorte que par définition H|a,(f|g) = H(0[0) = 0. On a g, — 0 uniformément sur A. C Ao avec
|Ao\A:| < e. On raisonne par 'absurde et on peut donc supposer également que f > e sur A., que
A: C B(0,R) et que H(fn|gn) < C. On a alors

C > H(fnlgn)

> / Gn h(fn/gn)
Ac
> fn 1ngn +/ fn(_loggn) +/ gn — fn
Ae Ac e Ae
> [ e toge™ + (“log gl an) [ a1
Ae

€
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et cela est absurde puisque le terme du milieu tend vers
(—log 0]l (4.)) / f = tool
Ae

Maintenant, sur A={M >g>c}ona

[ rror= [ froma— [ 5+ [ <
Sliminf/Afn logfn—/Afn loggn—Afn+Agn

< liminf H(fn|gn),

Hfgscil
ce qui termine la preuve de (4.

Hfgsci2
Etape 2. On montre (1451)25 I1 suffit d’écrire

H(falgn) = /E h(falgn) do

avec h(z|y) := x log(z/y). Or on calcule son gradient et sa Hessienne

Vh(zly) :< 1+i°f/(;/y) ) D*h(zly) :< _1{2 ;/1;%’ ) >0,

ce qui prouve que h est convexe par rapport a ses deux arguments. Il suffit alors d’écrire

H(plon) = s [ {o) fad) + (o)) - ()} do

»,peCo(E)

ot h* désigne la fonction conjuguée de h dans R2. Et il n’y a pas de difficulté pour passer & la limite
inférieur dans cette derniére expression. (m

Lemme 4.5.6 Soit E = R%. Si (fn) et (gn) deuz suites de Li(E) N P(E) telles que fo — f faiblement,
gn — g faiblement, I(f"),I(g") < Cr, Mr(f™) < Ck, g", g > ke Pk > max(2,a) alors

(4.5.4) H(flg) = liminf H(fn|gn)-
em:CvgceForteEntropieR

Preuve du Lemme .6. Il suffit de montrer

(4.5.5) H(flg) > limsup H(falgn)-

On écrit

H(fulgn) = /Efnlogfn—/Eflogf +/Efn (log g — log gn) +/E(fn—f) logg + H(/lg).

=T =:Ty =:T3

et on montre que 7; — 0 pour chaque j = 1,2, 3. Pour le premier, cela provient du fait que II'information
de Fisher est bornée, et cela peut étre quantifié de la maniére suivante :

Tl < ) = B+ [Ma(fa) = Ma(f)
< (VIERT 4 VITR) Walh 114 [ (= 5@ tiea] + [ (Gt £) 00 o
< (VIG)+TH IR0 + VI + 1 ME()) Wi(fa, /)76 D (204700
FAWL(far ) + =g (Mi(F) + M)
< CUU ) MulFn)s Mi(£)) (Wa(fs ZED Wiy FD);
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pour tout A, B,R>1:

T3]

‘/ 10%9(1\ I<rlg<a + 1y >R g<A+1g>A)‘

IN

‘/(fn— 10g91m<ng<A’+/ (fn + [)1ju>r (log A+ [log K| + [v]*)
E
+“2”/ Blfgsﬁlngx 10gg+/ flog flr>p+e! / 9lg>a,
E E E

ot dans les deux derniers termes on a utilisé inégalité de convexité uvv < ulogu + €*~!. On s’en sort avec
la borne f(log f)? € L'. Enfin, on écrit

T2 < / fn¥n + termes comme pour T5, Yn = |log g/gn| 1ivj<r 1g,gn<a
E

et on conclut grace au fait que v, est uniformément borné et ¥,, — 0 p.p. (m

L. [theo:EntropCvgce
4.5.5 Retour sur le Théoreme [77

Etant donnée G* une suite de Psym (EY) qui est g chaotique, on se demande sous quelles conditions sur

g, GV et f il existe une suite F~ de Py (E Egg (ﬂletil_g{afe Lﬁbb} H(fl|g). Si on souhaite reprendre
et adapter les preuves présentées dans la section 5.3, on va choisir

QN
FN o= i, (i> GV,
ZNy \9g

et on a vu qu’il faut comprendre comment se comporte

QN
Zy = ZN(f) = /EN G) GY av.

Exemple 1. On pose GV := (1- EN)g®N +enh®V 0<eny <1, en — 0, de sorte que GV est clairement
g-chaotique, et de plus, son entropie et son information de Fisher sont bornées (si g et h sont réguliéres).
On voit également que pour tout f € P(FE), on a

Zn(f) =1 —en)+enal, a::/gh.
E

Si on fait 'hypothese (raisonnable) que E}\{N — 1, ce qui signifie que enx ne tend pas trop vite vers 0 (et

donc GV vers g) alors

1 1 .
—Nlongv(f) ~ —NsNaN —0sia<l1

~ —log(E}\{Na)H—logoe;éOsia> 1.

On a donc une condition un peu étrange sur f, |%esgvﬁn§:90b:1eggié)ob<sl pour que —% log Zx(f) — 0 et que
l’on puisse adapter les arguments de la section 5.3.
O+ 3 hRY

Exemple 2. On pose GV := §9 . A nouveau GV est g-chaotique dés que hy — ¢ (on a
Wi (GN, o) < Wi(hn, f)), et on peut supposer que son entropie et son information de Fisher sont
bornées. Pour tout f € P(E), on calcule

/ 1 1
ZN(f):§+§OC%7 OCN:/L;ghN

On est dans une situation beaucoup plus favorable, puisqu’ici ey = an — 1 satisfait
ext=| [ L = 0)| < 15/alur Wit 1) 0
Alors méme lorsque ey > 0 et ey — 0 lentement, on a

1 / 1
N log Zn(f) =~ —Nlog(l +en)N = —log(1+en) — 0.



1bsec:Entrop-ConfigReg

lem:Entrop-ConfigRegl

lem:Entrop-ConfigReg2

108

4.5.6 Injection d’espace de configurations sur £V dans un espace régulier

Nous avons vu (et nous reverrons) que linjection EN — P(E), V — ufl est utile pour passer d’un
espace de N particules a un espace fixe de configurations N — oo, et donc pour établir des limites de
champ moyen. Pour pouvoir opérer dans un tel cadre il est nécessaire que les modeles avec lesquels on
travaille soient “assez réguliers”. Une question naturelle est donc de savoir si on peut travailler dans un
cadre plus régulier que celui des mesures qui aurait comme avantage de pouvoir considérer des modeles
moins régulier. L’objet de cette section est d’esquisser une piste possible. Voici deux résultats élémentaires
et une question. On fixe p € S(E) NP(E), E = RY, et on définit pour tout N € N*, ¢ > 0,

al 1 z—v;
szw )=p(z =)= (=)

€
Lemme 4.5.7 Si f € L>(E) NP(E), alors

p
/ ||Mv||L2(E) FEN@V) < |IfI72 + H dH]i;
EN

lem:Entrop-ConfigRegl
Preuve du lemme .7. On calcule

[ ¥ 12 @v) =
E

PO IRV AT AR D IO AL

i#] Nt
. N -1 1 1 5 ,v—1;
= S5 L p@ o) + o) ey +v)dadydy + 5 / A () S dode

et on utilise 'inégalité de Young f(ex 4 v)f(ey +v) < flex +v)? + f(ey + v)? afin de borner le premier
terme. m
On souhaite maintenant se passer de I’hypothése de tensorisation.

Lemme 4.5.8 Soit FY ¢ P(EY) et E =R® avec d =1, alors

2
N2 N 1/2 HPHL2
[ Wbl PN @V) < €, a(r'y /2 4 L2

[Llem:Entrop-ConfigReg2
Preuve du lemme @.5.8. On reprend le calcul précédent

/ 1Y 2y F™ (V) =
EN

NzZ/EN+1 (v =) p* (v — vy ) FY (dV) + N—i/ P (v — ;) FN(dV)

i )FlN(vl) dvidv.

N-1 N 1 1,
=~ /. p() p(y)Fy (ez + v, ey + v)dedydv + /EQ gl (

On ne peut plus utiliser I'inégalité de Young pour borner le premier terme, mais le second terme se majore

de la méme maniére. On suppose maintenant que p(x) := (2r)~%/? e /2,

T (N —1)/N, avec

1
Lo (L e (‘z— (00 + (=0} ) do) B o) dce
c V1 + V2 |vg — vl|2 N
/de (/ﬂ;d €2d ( { — ‘ + 3 dv | Fy' (v1,v2) dvidve

/ eid exp (—%) FQN(m7 v2) dvidvs
R2d

Le premier terme devient

Ty
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Maintenant, on suppose que d = 1, de sorte que

1 ¢ vg — x|? 0
T, = /2/ gexp <—%> dl’a_mFZN(vhUQ) dvidvs
R —o0
N2 1/2
< ¢ / 100 | dvydvs < C (/ |81F7;| dvldvg) ,
R2 R2 2
par intégartion par parties. (m

Probléme ouvert 4.5.3 Peut-on trouver des fonctionnelles, par exemple du type de "information de

Fisher généralisée”
v 2k Dk 2
n= [ He o s = [
e f e [
qui jouissent de bonnes propriétés concernant la dimension croiss ie -C{leiéiffégcfce (du type de celle que l’on

a démontrée pour l’informﬁg%nEc{iqugﬁ@%ﬁ&s%égggéans le lemme 7.3. el pour lesquelles un résultat du
type obtenu dans le lemme [[.5.8 soit vrar en dimension d > 2 ?

4.6 Notes bibliographiques.
Entropie-bib i . [th:Rob&Ruelle
L’énoncé (sous une forme légérement dﬁgr‘?g%ngsg odu théoreme lzl._lja—‘ppamut dans 'ar-

ticle de L. Arkeryd, S. Caprino et N. Ianiro € . Ils citent 'article de D.W. Robinson
et D. Ruell | datant de 1967 comme référence pour la démonstration. Toutefois le cadre
de l’article %53] est un peu différent de celui développé dans ce cha]&il*gg% egctivkla% Jbreuye repose

sur un résultat (de représentquﬁo({)&ﬁi@elqé Choquet et P.A. Meyer [T7] que je ne comprends

pas. La preuve du théoreme B.T.T présentée ici repose d’une part sur des argum: ? Sc%ggé
siques de Eo,grsltz%(gdgtivité de I’entropie comme ils preuvent apparaitre dans %] ou %?I dont

le lemme .T.4 est tiré. Cette preuve est peut-étre originale, elle permet en tout cas de se
passLer de largqsrglg;ttng% p(%é_gll})%guetd?t P.A. llz/ll\eyer.. . e o
a g(sjtleor% Igﬁgsgepre.nd‘ | et‘ude un Pro eme .1ntro. ﬁpfl Spg article de ’ eSSfar,

Spohn puis de Caglioti, Lions, Machioro, Pulvirenti ) . Les preuves présentées
en sont lffmrgement 1nsp11Tees. .  |sec:Entropie-Chaos

Les résultats (essentielle & tvles deux derniers) de la section 4.3 donnent Feponses
. X ) h K |sec:Entropie-Gi K
a des questions posées dans . Les résultats de la section b.3 sont tirés de [13]. J Heps | .
a remercier I. Gentil qui m’a rappelé I'existence de 'inégalité HWI prouvée dans )219 et
m’a souligné “qu’elle se comportait bien vis a vis de la dimension”.
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chap:Sphere

sec:H&S-6

em:sigmaNell

Chapitre 5

Probabilités portées par les
“spheres de Kac et de Boltzmann”

Ce chapitre est consacré aux propriétés de chaos de certaines suites de mesures portées
sur “des spheres de dimension N” lorsque N — oo. Il s’agit d’un cadre trés important
pour les applications (a la dynamique de Boltzmann) et qui permet d’aborder une famille
d’exemples “non triviaux” de suites chaotiques.

5.1 La suite des mesures de probabilité uniformes sur la
sphere de dimension N — oo

Définition 5.1.1 Pour tout N € N et r > 0, on note o™ (r) la mesure de probabilité de
RN uniforme sur la sphére SN~ définie par
SN=1.— [V e RYN; |V|? =2},

On définit o € P(EN), E = R, la suite 0¥ := oV (vV/N) de mesures de probabilité
uniformes portées par les sphéres des collisions de Kac

SKy = S%l ={VeRY, |V|?=N}.

On commence par un résultat élémentaire, mais fondamental.

Lemme 5.1.2 (i) Pour tout 1 <{< N —1, on a

vy s
+

N — LA S
Oy (V) - <1 N Ng/g |S{V—1|

ot on rappelle que |S*1| = 27%/2 )T(k/2).

(ii) Pour tout £ fizé, la suite (o) )n>n, est bornée dans L™ (avec Ny = £ +4), dans
L} pour tout k > 0 (avec Ny = £+ 1), et dans H* pour tout k > 0 (avec N, = N (¢, k)
assez grand).

(iii) De plus, pour toute fonction ¢ = p(x,y) € Cp(R™ x R™) et tout r >0, on a

| ]
/ernl SD(ZE’ y) do-;n—i_n (l‘, y) = / Sm—i—n—l /nl (70(1:7 y) do-:]//m(y) dil:,
Sy Bm(r) |S7 || /s e

111
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ce qui signifie exactement que pour 1 <L < N —1

N@v,dv'y = ol (V) av a%(dw).

lem:si Nell

Preuve du Lemme 5.1.2. (i) On rappelle qu'une définition possible de o™V (r) est
1 1
N . N ._ N.
o (T) : ZNr }ILI_H;([) h <]‘BN(T+h) - ]-BN(r—i-h))v B (p) = {V e RY; |V| < 10}7

ot Zy, désigne une constante de renormalisation choisie de sorte que oV (r) soit bien
une mesure de probabilité, et donc Zy, = |[SN7!| = »N=1 SN Pour ¢ € Cy(EY),
1</< N —1, on calcule

N—¢
<lB(p), 1 > = /RN 1v%+...+v?+m§+1+...+w?\,§p2 o(v1, ey vg) dvy ... dxy

= /Re 1|V\2Sp2 o(V) { /RN , 1$e+1+ a2, <p2—|V|2 dzes .. dﬂ?N}dV
= [ eV P v,
R?

ott ici w® désigne le volume de la boule unité de R*. On en déduit

1 d Nt WwV=E(N —¢ N—£=2
UéV(T)ZZN dr[Né( \V\) ]:WT@Q—WEMz :

Pour conclure, on utilise la relation classique \Sf‘l\ = kuwk (que l'on peut obtenir en
reprenant la preuve qui précéde).

(ii) A partir de expression de aév , il est maintenant facile d’obtenir les bornes annoncées.
- D’une part, dés que N > £+ 2, on a

14

N R w7 I(§)
log [l < 02 QN=-1] N -
N2 |SN=1| — ne/2 15 NG
1 2 o (A=
S 3 4<1_N>'"<1_N) 2ot 2N—z’
w2 22 N7z TI'(&)

avec ¢’ le nombre pair qui vérifie £ — 1 < ¢/ < {. Or si ¢/ > /£, on vérifie grace a la formule
de Stirling (voir plus loin dans ce chapitre ol on utilise ce type d’argument) que le dernier
terme est bien une suite (en N) qui est bornée.

- D’autre part, on montre que pour tout k£ > 1, il existe une constante C}, telle que
YN>(>1 o v)¥|p < Ch.

En effet, lorsque K est un entier pair, on part de

K _N I N-2 K v\ 2
/RQ [or] oy’ (dv) - = 2 N R2 vl (1 N )+ dv
VN r2\ N=4
/ P <1 — —> *dr
0 N
1 n
NkH/ sk <1 — s) ds,
0

IN
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en notant k := K/2 et n := (N —4)/2. En effectuant k+1 integrations par parties, il vient

1
/ |5 o (dv) = NEFL / (1—2)k2"dz
R2 0

1
— Nk-l—l %/ (1 _ Z)k—l zn-l—l dv
n 0

a1k 2 1 1
n+l n+k—1n+kn+k+1’

et cette expression est uniformément bornée comme fonction de N. Lorsque K est impair,
il suffit d’écrire |v1|® < vy |K=1 + |v|F+! et d’utiliser la borne que nous venons d’établir.

- Enfin, pour N > 6, on a

ey = L4220 (VY
! o 2 N N J+

On déduit des deux étapes précédentes que o5’ est bornée dans H'(R?). La généralisation
a HF et a O’év est immédiate.

(iii) On reprend la preuve de (i). On pose N = m + n et on écrit

1 1
N .
o) = lim — / 90—/ 2
( ) ZNy h—0 h [ BN (r+h) BN (r) ]
1
= 20| e, O pp—
ZNT’h_’O h |z|<r+h J]y|< 7"—|—h2 \x\Q lz|<r J|y|<+/ (r+h)2—|x|2

o o
Zth—’O h [/|:c|<7’/y|< (r+h2 |x|? |z|<r J|y|< 7“2 \x\Q ]
1

ZNT h—>0 E /<|m|<r+h /y|<\/(r—l—h)2 |m|2

i | J
+ lim — w— ol .
INr Jpp =0 h [ B (/R =[P " (/=P ]

Or le premier terme est borné (pour 0 < h < r) par

1 1
lim + / / ol < Oy llellzoe Tim vV = 0,
ZNy h=0 N Jocja|<rin Jiyl<v3rh ' h—0

et le second terme converge vers

Zn r2—g2 "
[ et § MR e 2

Zm—l—n,r
2 _ 32

ce qui est exactement le terme annoncé (compte tenu de la définition de la constante de
renormalisation Z; ). O
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Théoréme 5.1.3 (Diaconis-Freedman) La suite o est y-chaotique, avec v la gaus-
sienne centrée réduite y(dz) = (2r)Y2e7**/2 de R, et plus précisémment
20+ 4 {+3

(511) ”O'év — ’\/®ZHL1 S m ou 2 m pour tout 1 S 14 S N — 4.

L theo:Diaconis-Freedman R . .
Preuve du Théoréme b.1.3 On considére d’abord le cas ou £ un entier pair. On part de

I’expression

N—0—2
v (1) sy
e = N ), N2 SN
ou, grace a la parité de £, on a

[S¥1 1)
|SN—1| _7TZ/2F(H)

1 (N-2\[(N-4 N—¢
/2 2 2 2
NY/2 2 4 ¢
:W<1_N> <1_N>'”<1_N>
N—(—2

o (V) = (2;)5/2 <1— "j\[’2>+ i (1—%) (1-%) (1-%).

Par ailleurs, en utilisant la relation |z| + z = 2z et le fait que O’év et v®¢ sont des mesures
de probabilité, on a

N
g
(512) o 2%l =2 [ (% -1) *tav
R Y +

et on obtient ainsi

Afin d’obtenir une borne uniforme sur o}’ /4®*, on écrit

UN
T&(V) =h(V)A

avec

N—£-2

h(V) = elVI*/? <1—%>+ A= <1—%> <1—%>...<1—%>.

Or, d’une part pour h nous avons

V2 N—-(-2 2
logh = | 2’ + 5 log<1—ﬂ>,

ce qui implique

{+2 N-—-/(-2 C+2
. < S
(5.1.3) logh < 5 + 5 log <1 N >,
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puisque la fonction 9(z) = & + W log (1 — %) satisfait

et donc admet son maximun en z = ¢ + 2.

D’autre part, pour la quantité notée A, nous avons

(£+2)/2

[ (-452) - E -

: (5+2)/
(5.1.4) < / log <1 — §> ds
0

N
N—-(-2 ( €—|—2> £+ 2
 Zlog

1=
N

2

:h (A
En combinant (E.I.B) et (E.IA), on obtient

£+ 2
- = <
log [h <1 I )A] <0,

qui implique, pour ¢ < N — 2 (et toujours ¢ pair),

C+2

eq:sigma-gamma

REVOIR et en substituant dans (5.1.

20+ 4

sigma-gamma2| (5.1.6) oY — A% 1 < N_7_3

Si ¢ est impaire on a £ + 1 paire et donc

, 2046
N _ ® < N o @0+ < -

O

ntifPoincare| Théoréme 5.1.4 La suite o est y-chaotique, et plus précisément, pour tout n > 0, il
eziste Cy, € (0,00) telle que

N QN n
W( el )<N1/2_7]'

((where Wy is the MKW distance in RY associated to the distance d(z,y) := |z —y| A1
inR))??

- - estim:Poincarl . estim:Poincar2
ntifPoincare| Remarque 5.1.5 La borne gn 1) ne semble pas étre une consequence de la horne ([77
estim:Poincar2 estim:Pointarl

et inversement la borne (77) ne semble pas étre une consequence de la borne (5.T.



eq:defmuNR

116

[theo:ChaosQuantifPoincare, X .
Preuve du Théoréme 15.1.4. On note £ = R”, et on prend d = 1 pour simplifier la

présentation.

Etape 1. On note oy, la mesure de probabilité uniforme sur la sphére SV=1(r) de rayon
r de RN, On définit uy(dr) la loi sur (0, 00) du rayon sous 7®%, ce qui signifie simplement
que pour toute fonction ¢ € C,(RY) on a

N B o0
e[ e0sax) = [ { / N1(T)w<x>aN,r<dX>}uN<dr>.

eq:defmulNR
L’identité (5.1.7) est donc juste une conséquence du théoéme de Fubini. Ici, on peut avoir

une expression explicite pour puy. En effet, en remarquant que ’y®N est une fonction
de 7 (et c’est la seule fonction tensorisée qui ait cette propriété) on obtient uy(dr) =
(277)_N /2 pN-1 exp(—r2 /2). Toutefois, dans ce qui suit, on n’utilisera pas cette expression.

On va prouver que pour tout 1/2 <a<1<b<2 ona

N<R+\[ VN, b\/—]> ﬁ

C’est une conséquence d’une version quantifiée et classique de la loi des grands nombres.
En effet, en choisissant ¢(x) := L, ¢la VN b /N]> OD &

N(]RJF\[CL\/N,I)\/N]) - /RN 1o vwsvm 7N (dX)
< / 1,2 N(dX)
RN N
N
1|1 )
/RN b—a)? NZ|$Z| B

= )QNQZ [ Uil = e = D72V (ax)

()
(b—a)2N

IN

M(dX)

S(r) = /R (]2 — 1)% (),

ol on a utilisé une inclusion ensembliste, I'inégalité de Chebichev-Markov, 'indépendance
des coordonnées et le fait que [ |z|?*y(dz) = 1.

Par ailleurs, par changement de variables, on a pour tout ¢ € Cy(RY)

/31\71( )(,D(X @) on,(dX) = o(X) JN(dX).

/S’Nl(\/ﬁ)
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On en déduit que, pour une fonction ¢ € C'(R¥) fixée, de constante de Lipshitz L < oo,
et en notant ¢ =Y ® 19WV=FK) pour N >k, on a

bVN

/\/N {/SNl( )‘PdUN,r}MN(dT)—MN([Q\/NJ)\/ND (UN,cp>
bV N

/\/ﬁ /S’Nl( ) {QD(X) _SD(X@)} don (dX) pn(dr)

bVN
/ / {w(Xk) — (X @)} don - (dX) v (dr)
aVN JSNLr) r

bvN
/ / | Xkl
avVN JSN-1(y)

bV N
Lo o (@) v (ar)
avVN JSN-1(r)

N
SL 1—7 dO'Nﬂn(dX)MN(dT)

<2L(b—a)

<20(-a) [ X7 @)
<L-a) [ 1+ XHPVEX) = e+ DL~ a),
RN

ou Xy := (x1,...,x). Pour conclure, on écrit

[ =t | -

= ‘/]RN L x2¢[N a2,N b2] P(X) ’Y®N(dX)‘

bvN
/ {/SNl( )‘pdo—N,r}NN(dr)_MN([CL\/N,Z)\/N])<JN,<’D>

[ #0077V @x) - o go>‘

+
VN

+NN(R+\[G\/N7b\/N]> [tadral

() 1l o= C(y. k. ¥)
(b—a)®?N N1/

<2 +(k+1)L(b—a)<

enprenant a =1 —¢,b=1+4¢cet e = N~/4,

Etape 2. Expliquons comment on peut améliorer le taux en N~1/* obtenu ci-dessus. On

reprend le calcul de I’étape 1 et on applique I'inégalité de Chebichev-Markov suivante

2n

un (B VR DVE]) < /R K ! 2N (dX)

b—a)?

1 N
L ST
N =1

N n
— 1 E I | 12 QN
- (b —a 2n N2n /]RN ZZl("T’M’ ]‘) Y (dX)

U1yeyin=1
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car l'intégrale ci-dessus est nulle dés que 'un des i, est différents de tous les autres. On
en déduit une estimation du type

1 C
®k Cse 3
Rk¢7 <Jk 7¢> 22n Nn +C2¢ N2n73rl’

et il suffit de prendre n assez grand.

Etape 3. Expliquons comment on peut obtenir la méme estimation sur la distance de
MKW dans EV. On considere une fonction ¢ € C(R™) telle que ¢(0) = 0 et

VX, Y eRY  |p(X) —o(Y)| < Ldpn(X,Y),  den(X,Y): sz il A1

Comme ||¢||f« < L, et on prend L = 1, le premier et le dernier terme sont bornés comme
précédemment. Concernant le deuxieéme terme, on reprend le calcul

bVN
{/SN " )cpdaNr},uN(dr)—MN([a\/N,b\/N])(aN,@

b\ﬁ
g { —e(X @)} dor 1 (dX) i (dr)

S

b\ﬁ N
<r / / A (X, X Y25) o (0) oy (ar)
SN-1(r)

bV N
AT
SN 1 i1

b\f 1 N
2b—a/ / — |zi| don - (dX) pn(dr

N
20— a) /R&Z\xirw@N(dX)
=1

2(b— a) /R 2] 7(da).

On conclut en prenant le supremum par rapport a tous les ¢ qui satisfont les conditions.
On peut également se passer de “A1” dans la définition de dp~. Il faut alors reprendre la
preuve de la borne du premier (et dernier) terme. O

do*Nr(dX) wun (dr)

5.2 Chaos de la suite de mesures de probabilité non uni-
formes sur la sphere de Kac de dimension N — oo

Commencons par présenter une version “précisée” du théoreme central limite qui va
jouer un role fondamental dans la suite du chapitre.

[theo:localTCL| Théoréme 5.2.6 (TCL local) Soit g € P3(R”) N LP(RP), p € (1,00], tel que

‘hypo:localTCL‘ (5.2.8) / zg(z)dx =0, / r® xg(r)de = 1d, / 2|3 g(z) dx =: Ms.
RD RD RD




ocalTCLinfty

im:localTCL2
:BerryEsseen

im:localTCL1

calTCLEntrop

calTCLEntrop

m:localTCLW2

orneFourierg

NDEfrequance
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On définit la convolution itérée et renormalisée
(5.2.9) gn(z) == VN gtM (VN z).
Alors il existe un entier N(p) et une constante C = C(p, k, M3(g), ||g|lrr) tels que

C
5.2.10 VN 2 N N — [,© § AM(NV) = —.
( ) ®  llgn =l 1(N) Vi
) . L theo:1localTCL
Remarque 5.2.7 Il existe de nombreuses variantes du théoreme 15.2.6 qur dépendent de
la dimension D > 1 et de la régularité de g. Dans la suite nous n’utiliserons que celle

présentée ci-dessus. Citons en néanmoins quelques autres possibles.
(i) Si on suppose seulement g € P3(RP) alors pour tout s > D/2 + 3, il existe C =
C(s, M3) telle que

C
(5.2.11) VN =1 ds(gn,7), gy = vlla-s < M(N) == ik
Lorsque D =1 on peut mesurer la convergence en terme de Wa(gn,7y) avec le méme type
de tauzx de convergence.
(ii) Si on suppose g € P3(RP) et H(g) < oo alors il ewiste une constante C' =
C(Ms,H(g)) telle que

C
(5.2.12) VN=>1 gy =7l < V2H(gn,7) < ik
(iii) Si enfin g € P3(RP) et g|¢|¥ € L¥RP) pour v > 0, alors pour tout k > 0 il
existe N, = N(v, k) et C = C(v, k) tels que

C
5.2.13 VN >N — < —.
( ) = IVE ”gN ’YHH’“ = \/N

(iv) Il est probable que pour g € PrL(RP) N LY(RP), k assez grand, (par evemple)

on puisse déduire de (ii), du fait que Wa(gn,7vy) < C+/H(gn,7) et d’un argument de
régularisation, qu’il existe une constante C = C(Ms, g) telle que

C
5.2.14 VN >1 Wal(gn < —.
(5.214) (7)€

La démonstration utilisera le lemme suivant dont la preuve est reportée apres la
démonstration du théoreme.

. . D . . lhypo:localTCL . )
Lemme 5.2.8 (i) Soit g € P3(R”) satisfaisant (%%BWW il existe 0 € (0,1) tel que

VEe B(0,8)  9(6)] < e kP

et donc

(ii) Soit g € P(RP) N LY (RP). Pour tout § > 0 il existe (5) € (0,1) tel que

(5.2.15) sup [§(€)] < ().
|§]>6

On peut choisir k qui ne dépend que de bornes sur Ms(g), H(g) et 6.
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N theo:localTCL
Preuve du Théoréme 5.2.6. On commence par remarquer que

an(€) = @E/VNYN, A = RE/VN)Y

De g € LP et de I'inégalité de Hausdorff-Young on déduit que § € LP' N L™ avec p’ € [1,00)
et donc gn(€) = (§(¢/V/N))N € L' pour N > p'. Ainsi on peut écrire

lgn (2) — ()| = (2m)”

[ v s eeag] < @n® [ 1wl
RD RD
On découpe l'intégrale suivant les petites et les grandes fréquences

lgy —Allz= < / o] de + / 51 de
|€|>VN & |E|>VN &

+/ “@N—’A}/’ d¢ (::T1+T2+T3).
lEl<VN '

Pour le premier terme, on écrit
T < / g<i>'N d&zNW/ g (™ dn
EI>VN§ vN |

N—p/
< <Sup |§/(77)|> Nd/z/ g ()" dn
In|>¢ n>4
< KON NG, |lgllf,

Lem:borneFourierg

pour ¢ e gﬂO 1) donné par le point (i) du Lemme b.2:8; £(J) déhni au point (ii) du

ourle
Lemme B.2.8 et IV > p. Le second terme se traitant de la méme maniere, on obtient

clairement qu’il existe une constante C1 = Cy(D,p, ||g|/z») telle que

Cy

(5.2.16) T+ T < —
Mok

Pour le troisieme terme, on écrit

_ 95 (&) =N |13,
" /sgx/m |£|3 617 d¢

Or, on a
GO —an© 1 |V =3/ VR
€13 N3/2 £/ VNP
o faevE) =gV
e /NP

N-1
X | D GENV N A/ VN
k=0




0:asymptotZN
po:localTCL2

po:1localTCL3

q:asympZprim

rasympZprimN
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La borne (simplement obtenue par un développement de Taylor a l'ordre 3 lorsque s = 3)

3 1
GEOIS1- g <0 VeeBs &= e )= e
pour 6 = §(Ms(g)) € (0,1) assez petit, permet d’obtenir
N-1
GEIVN) (g VNN
k=0
—1 2 2 2 2
< e—‘f—‘ke—‘f—‘(N—k—l) SNG_%% SNQ_%
k=0
On en déduit
_ 1 19(n) —3(n)] P
T3 = WG%I)T RDNG s [¢]7d€
1
< N1/2 (M3(g) + M3(/7)) Ckwl-
On conclut en rassemblant les bornes obtenues. O
[Lem:borneFourierg CLLV .
Preuve du lemme b.2Z.8. A completer ou revoyer au [13, Proposition 26]. O

Pour f € P(E)NCy(E), E =R, on définit les intégrales

RN 7 (T)
Z = ON gV Z, :_—/ —f dolV = 2NV
w(r) /le(r) / o w(r) SN=1(r) YN or YEN (1)

On commence par un résultat donnant le comportement asymptotique de Z) a la
limite N — oc.

Théoréme 5.2.9 Soit f € Pg(R) N LP(R), p € (1,00], une mesure de probabilité vérifant

(5.2.17) / fodv=0,
et posons
(5.2.18) E = /Rf [v|? dv, Y= /R(v2 — E)? f(v) dv.

Alors avec les notations précédentes, on a

r? — 2
(5.2.19) Zh(r)an(r?) = g an(N) <exp{ — <%> } + O(Ag(N)))

avec

En particulier,

(5.2.20) Zy = ZN(VEN) = g (1+0(m)).
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L theo:asymptotZN |
Preuve du Théoréme 15.2.9. 2)11 dennit

1
(5.2.21) h(u) = 2V (f(Vu) + f(=vu)) Luso.
CLLV

I1 convient alors de remarquer que h € P3(R)NLY(R) avec ¢ > 1, voir [13].Si (V;) est une
suite de var i.i.d. et de méme loi f, alors

N

Sy =y Vil

j=1

a pour loi
s (u) = i (w) Zn (f3 V) = hON (u).
On a ainsi
(xNV)
Iy =" ) = ) NN exp(r ),

ou (a vérifier)

2 RN () [(N/2) e v/?
) — — BN
ZN(ﬁ) ulN/2—1 ‘SN—l‘ h aN(u) aN/2 7

On définit la fonction g(u) := L h(E + X u), de sorte que g € P(R) et
/ 9(W)ydy =0, / 9@) [y dy = 1.
R R
heo:localTCL
On a alors g0N) (u) = S AN (N E + X u) et le théoréme SRS 1?13?)[1que
1 r—NE AN)

- () 2

N SRS TSI o g

theo:1localTCL

sup
ueR

ou A(N) est la fonction définie dans I’énoncé du théoreme %.2.6 a partir de g.

As a consequence, using the Striling’s formula in the form

r <%> = VaN ay(N)2~ 3+ <1 + O(L>> ,

VN
we obtain ) 29
N o e " 1
Zn(r) = WM (2 2Vr N ag(ﬂ) G <1 + O(\/—N» :
and then
X Zy() an(r?) “12yy > - NE
T g iy (1 o) = (o E ) <o)

L. ‘. eq:asympZprim
On en déduit immdiatement (5.2.19).

a

On montre maintenant que la suite des “mesures produits conditionnées a la sphere

de Kac” est chaotique.
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10 Soit f € Pg(R) N LP(R), p > 1, une mesure de probabilité vérifant

- Alors FN | la mesure de probabilité f&N conditionnée & SKn est f-chaotique, et

plus précisémment,

1 C
Wi(FY, f9) < 7 IFY = [y < Aa(N) = N

\ . . L theo:asymptotZN
ot A(N) est la fonction définie dans le Théoréme 15.2.9.

[theo: [fotimesN] fchaos

Preuve du Théoréme 5.2.10. On fixe £ > 1 et on considere N > ¢+ 1. En notant V =

Ve, Ven), Vi = (vj)i<j<es Von = (v5)e41<j<n, on écrit

B f ®¢ 1 f QN—L »
PY(dV) = <;) V) 77w <;> (Vew) o7 (Vi) ot (V) Vi,

de sorte que, en reprenant la notation V = V; = (vj)1<j<r € RY, on a

l
Ny — f;) | Zn—e(WVN = V%)

oV (V).

On écrit aév sous la forme

N—0—2
SO Y L Y
1S N
_ ST T an (N - [VP) w2
= 1SVT] N2 € VI<VN?
avec 'aide de quoi, on a
¢ N _o—1, N=IvP?
FN(V) _ H f(vj) ZA;V—Z( N — ‘VP) an Z(N_ ‘V’2) ‘S{V ) 1’ e z 1
¢ i1 () Z\(VN) - |SNI NI TIVIsVN

L —|v |2 N—(—1
O‘N—Z(N_B) _( NfZE) |51 |
= v)—N=E T~ +OMN=—0) | 2!
N _wi?
e2 e 2 1
X
N T () MY
_ Z*\V\2 N—¢—1 . N—{(—2
= [ |e (#5) 4 0pum) o Lm0
14
= J[ /) tneV),  One(V) = 0x,(V) 634
j=1
avec
()
One(V) = e \YNE 1 00e(N) | Ly icym
N—t—1 N_-2
5 A | ¢ e (N—4)
(2m)2 e - ;
Nt 1SN N2




sec:Entropie-Gibbs

théo:EntropGammacvgce

‘lem:EntropRepresentH‘

‘lem:EntroRepl‘

1em:EntroRep2‘
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: Z e Zpri
ol on a utilisé successivement (e. Nt ) oo ram définition de a_¢(N — ¢). D’une
part, en utilisant la formule de Stirling (k‘ +1) = V2rk (k/e)* (1 + O(1/k)), on obtient
Eri N2 2

D’autre part, HH}WHLoo < C uniformément en N, et pour N grand (N >> /?)

08, (V) =1 = 10x,(V) = 1 Ly jenis + [080(V) = 1 1y s p1s
— VP VP
S ’2 ﬁ + O()\Q(N))‘ 1|V|SN1/8 + C N5/81‘V|>N1/8
Ch VP
<

N1/2 1“/‘<N1/8 + 02 N5/8 1|V|>N1/8

En conclusion, on a

1Y = N = NOne = 1) f¥| s
< (BRe— 1) HG}W FE e + 10N = 1) £
Cs
< Sl + 3 Ml
ce qui termine la preuve. a

5.3 Entropie et chaos entropique

Théoréme 5.3.11 Soit GV une suite de P(SKy) telle que GY — f faiblement dans
P(E). Alors

1 dGN
< N — N .
H(fly) <liminf H(G" |on) = N - log <dO'N > G (dV)

La preuve de ce théoreme repose sur le résultat classique suivant.

Lemme 5.3.12 Pour tout couple de probabilités p,v € P(Z) sur un espace métrique
localement compact, on a

(5.3.22) H(yly) = Sup { /Z @ dy — log < /Z e“”du)}

= sup /god,u.
peCy(Z fZe‘Pdu 1JZ

|Lem:EntropRepresentH
Preuve du Lemme 5.3.1Z. On commence par démontrer que

(5.3.23) A(p) :=log </ e’ dz/) = sup { / ofdv—H(f 1/\1/)} ,
z FeL8(2), [, fav=1 \Jz

ou donc ici

H(f vlv) = Hy(f) = /Z f log f dv.
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lem:EntroRep2
D’une part, en choisissant f := e¥/ [, e? dv, on voit que le membre de droite dans (E 3. 2?1:i
est plus grand que

¢y ¢ ¢ a=1 v d
/Z(pfzewd’/ V_/Zfzewd’/ ngze@d’/ V_Og</Ze V>.

D’autre part, pour toute fonction mesurable f >0, [, , [ dv =1, par I'inégalité de Jensen,

on a
log </ e“odu> > log </ 1f>0§fdy> > /1f>0 10g<f> fdv
A A

- /cpfdv—H(fV!V),
Z

, lem:EntroRep2
ce qui prouve l'inégalité inverse, et conclut la preuve de (5.

Maintenant, la fonction g — S(u) := H(u|v) est une fonction convexe, sci, propre
définie sur 'espace P(Z) (lorsque Z est compact, et sinon sur I’ensemble convexe Py (7),
k > 0, lorsque Z = R?). Rappelons que par définition H(u|v) = 400 si pu # fdv avec
f =0 mesurable, [, fdv =1 et H,(f) < oc. Pour tout ¢ € Cy(Z), sa fonction conjuguée
(de Legendre) satisfait

S*(p) = v {/Zcpdﬂ—H(u!V)}

= sup {/(pde—Hu(f)} = A(yp),
20,0 fav=1 \Jz

lem:EntroRepl
grace a (5.3.22r J. D’apres le théoreme fondamental concernant la conjugaison des fonctions

convexes, on a
S(p) = sup {/ cpdu—S*(sO)}
v€Cy(2) “

lem:EntroRepl
ce qui prouve (5. O

hheo EntropGammaCvgce

Preuve du Théoréme [5.3.11. On fixe une tonction ¢ € Cy(E) telle que

RepreHfgamma| (5.3.24) H(fly) = /gof, /6@7— 1,

[Lem:EntropRepresentH
ce qui est possible grace au lemme IE) 3.12 Torsque le supremum est atteint (smon il faut
écrire le méme genre de chose avec une petite erreur € > 0 et laisser tendre ¢ — 0 a la fin

de la preuve). On introduit la fonction

D(vy,...,on) = @(v1) + ... + @(vN),

lem: EntropRepresentH
et grace au lemme H.3.12 on

1 1 eﬂofy RN
H(FNloy) > = ® FN(av ——1og</ S daN>
(F¥low) = 5 | @FYa@v)- SKN(W)

1
= [ R - 5 lop Zi(e" ).
B N
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Des convergences
FN —~ f et liminf(—logZy) > —o0,

on déduit
limian(FN\aN)E/CPfa
E

R . J|eq:EntropRepreHfgamma
et on conclut grace a (5.3.24). O

th: HENtoHHpi
Exercice 5.3.1 Redonner une preuve du Théoréme [7.2.6 dans le cas d’une suite ({i%gagﬁoa:dditivitem
babilités (FN) qui est f-chaotique, et cela sans utiliser I’inégalité de suradditivité (A.1.5).
(Ind. Introduire la suite d’entropies relatives (H(EF™N |[v®N))n>1).

Définition 5.3.13 On dit qu'une suite (GV) de P(SKy) est f-relative e fropie chao-
tique, si (GN) est f-chaotique (au sens de Kac, c’est-a-dire, de la définition ??.3.22? et de

plus
H(GN|oN) — H(f]y).

‘theo:EntropCvgceKac‘ Théoréme 5.3.14 Pour tout f € Pg(E) N LP(E), p > 1, il existe (FN) une suite de
P(SKx) qui est f-relative entropie chaotique (on peut choisir FYN := [f®N]|skcy, et plus
précisément, on a

‘ ineq:EntropCvgcel‘ (5.3.25) |H(FN|o™) — H(f]7)| < A2(N) =

EE

ot A\o(N) est la fonction définie ... .

L ftheo:EntropCvgceKac \; QN L.
Preuve du Théoreme 5.3.14. On pose F := [f®V]sk,. On écrit pour tout N > 1

1 dFN
H(FN = — 1 dFN
(F o) N S,CN<Og d0N>
1 f®N N
= — log ————= | dF
N s;cN< Zn(f) ’Y®N>
Ny 1 /
= log=) Fy' — —=log Z .
[ (g 2) FY = S 108 241
., Jleq:as Zprim L.
A cause de l'estimée (5.2.19) sur Z(f), on en déduit

H(FN|oy) = /RFlN <10g g) + O(1/N).

En revenant & la définition de FlN , on a comme dans la preuve de ... que

FN =y f(0) (€735 + An(v)) = Oxf,

avec uy — 1 et [A(v)] < A(IV) — 0. On va utiliser maintenant que F{¥ — f localement
uniformément (sur des boules de taille N, 3 € (0,1/4) et que 0 < F{¥ < C f pour montrer
que le premier terme tend vers H(f|y). Plus précisémment, on écrit

H(E o) = 1) + [ 05 - 1)1 (log §> Lo(m),

=T
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avec
mg/yeN—l\fC(Hyvy?)dw/\HN—l\f\logf\dv-
R R

=T =T

Pour le premier terme, on a écrit

1
Ty < sup|Oy — 1 Ma(f)+sup|On — 1| = Mk(f)
Br B, R
R* 1 C
< — ~ = —
< AN+ R MY =1 € (0,1/2)

sik=14+4/(1— «) € (1,6]. Pour le second terme, on fait un découpage plus sophistiqué
(mais habituel). Pour R, M > 1

T

IN

/ 05 — 1] f|log /| +Ce/ £1log f1
Br BS,

IN

SUP|9N—1|Cf+/ f(log f)+ 1f>M+/ f(og ) 1ar>p>1
Br Bg By

[ HOos -1t [ fG08 D)1, sy
Bg Bg

Pour le premier terme, on écrit que f (log f). < fO4P)/2 < fp/pe=D/2 gur {f > M}.
Pour le second terme, on écrit que f (log f)y < flogM < f(log M) |v|*/RF sur {f <
M, |v| > R}. Pour le troisieme terme, on écrit que log f > —|v|? sur {f > exp(—|v|?)} et
donc f(log f)— < f|v]? < f|v|¥/RE=2 sur {1 > f > exp(—|v|?), |v| > R}. Pour le dernier
terme, on écrit que f (log f)_ < 4+/f sur {0 < f <1} et donc f (log f)_ < 4 exp(—|v|?/2)
sur {exp(—|v]?) > f >0, |v| > R}. On en déduit

4
I < <R—+)\(N)>+< ! +(logM)++ = +e_R>%T1

N M(p—l)/2 Rk Rk—2

en prenant MP—1/2 = Rk, O
On rappelle que

2
I(A|B) ::/|Vlog(A/B)|2A, I(A):/'v;;” .

Théoréme 5.3.15 Soit GV une suite de P(SKy) qui est f-chaotique, f € P(E). On
suppose de plus que

My(GNY<C k>4, HGNleMy <, et I(GNoN) <.

Alors f satisfait I(f) < oo, GN est f- relative entropie chaotique, et plus précisément, il
existe Cy := Co(CY) tel que

H(Go™) = H(I)| < Ca (Wa(GY, f5N) + Wa(FY, 15V) + Xa(N)),

ot F'N est ... et A\o(N) est la fonction ... .
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La preuve utilise le résultat suivant que ’on accepte.

theo:CarlenLiebBarthe] Théoréme 5.3.16 Soit (GV) une suite de P(SKy). Alors

H(GkN]a,iv) <2H(GN|oN) et I(GkN]a,iV) <2I(GN|oM).
) [CarleRRE2REGEM2006
Preuve du Théoréme. Etape 1. D’apres Carlen, Lieb et Loss et Barthe, ... [I5], 5] on a

H(GY|oy) <2Cy, 1(GY|oy) <201,

et donc en passant a la limite (inférieure)

H(fly) <2C1, I(fly) <2Ch.

On définit
FN - [f®N] — f®N O,N _. fNJN
' Z(N)
et | |
N| _N\ . 1 vSIC f

avec par définition

Vsicy fV (@) == VN (z)
ot dans le terme de droite fV(z) := fN(z/|x|) pour tout z € RN\{0} et VfV(z) est le
gradient usuel dans RY. On calcule

Zn 07N Zl (2= 2} 7o s ] 50
=

et donc avec la notation #; := x;/|z| et utilisant I'inégalité de Young

10 fN () <5ij !Ei33j> <5ik a:ﬂ%)
Iy —e—— 2 = /A Jk
e 2\ ) (TP @ 11 1
+i( ) OV s
2 \Jal o &)
N 2 1( A 2
. ( > @D 1T o,
; ] |x|3 (@) };1 ‘

On obtient alors

1 N N O ;5 045 x?ajz (f/(ii' ))2 R
[(FN\UN) < Z—NZ/s Z(mg 2 ’;‘4]+’x‘(5j> f(f;j) Hf(xf)dUN

[N
N‘H
)=
o
e
z
s >
H‘H
o

|
E‘ 8
— .o
~__—
S
—~ |
k}&b Q&>
\_/5

no

=

IS

N

o8

q

=
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ce qui doit étre ok puisque FlN < C f L’écrire dans le théoreme sur la caractére chaotique
N
de F*V . , \ CLLV
On a également donc d’apres la IZI§

M(FN) < Cf k>2, H(FNN) <.

Etape 2. D’apres l'inégalité HWI, on a

H(FY|o™) — H(GN|o™) < /[ I(FN|oN) Wy (FY, GY),
et
H(GY|o™)| = H(FN|o™) </ I(GN|oN) Wo(FY, GN),

et donc
|H(FN|o™) — H(GN|o™)| < Cy Wo(FN,GV).

On récrit cela sous la forme

|H(GN|o™) — H(fly)] < CaWa(GY, foN)
+Co Wo(FN, fEN) + |[H(FN|o™) — H(f]7)].

Le plus mauvais terme est alors le second. On a

17 ~ & fll < g
puis donc
Wilgee (EN,65) < ﬁ,
et ensuite (on perd ici)
Wiy (N 67) < 7

puis, (il faut généraliser cette partie au cadre Ws)

1 1 0
N TN

WQ(FN7f®N) < WWZ(FNvéf) +Qf(N) <

O

5.4 Généralisation a la sphere de Boltzmann de dimension
N — o0

Définition 5.4.17 Lorsque E = R?, d > 2, on définit la suite vV € P(EN) par 4N :=

0%1 la suite portée par la sphére des collisions de Kac

N

N N
1 1
SN::S%_lﬂTO::{VGRdN; — g i =1, N g v; = 0}.
i—1 i=1

Voici une variante du résultat précédent.
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.1aosQuantifPoincareBis‘ Théoréme 5.4.18 On note E = R%. On définit

L L
N ._ N. o 12 _
Sy = {X e B, N ;:1 x; =0, N ;:1 ;] 1},

et dyN(X) = yN(dX) la mesure de probabilité uniforme sur S{¥. Alors 4N est y-chaotique.
Plus précisément, pour tout n > 0, il existe C, € (0,00) telle que

C
N _®N n
Wi(v" ™) <
P du Théore [theo:ChaosQuantifPoincareBis feati . 51 ",
reuve du éoreme 15.4.18. I%{l% Presente algtsiggodl cations a apporter a la premiere étape

, N aos olncare , .
dans la preuve du Théoreme b.T.4.On commence par définir

N N

1 1

N ._ N. ) el |2 _

S! .—{XEE ’NE 13326BE(0,5), NE. 1|:cz| el 6,1—1—5]},
1= 1=

pour tout z € E et r > 0 les ensembles

N N
SN(r,z) = {X € BV, i2::171 =z, i§:|:171|2 :7"2},
N= NI

ainsi que les mesures de probabilité pV € P(Ry x R?), sﬁz € P(SY(r,2)) par la relation

veeaE™) [ eran - [ { L )sD(X)Si\,’z(dX)}uN(dr,dz),

N _ N 3 .
de sorte que s Vo= Comme conséquence de la loi des grands nombres, nous allons

prouver que pour tout € € (0,1/2), on a
C
d\ N
o (By xRASY) < o
En effet, en choisissant ¢(X) := 1x¢sn, on a

i (R xBNSY) = [ Lggsnn®VaX)

RN
< [ (s g s e o) 17V @0)

2 2

1 1 1 Y
< = — - — 12 -1 ON(ax
S 7 R 1{FO RS ED SIS AT
= L arsm)
TOe2N 7))

Par ailleurs, on définit T, : SV (r,2) — S¥(1,0) l'application affine qui & X € SN (r,2)
associe Y =T, . X, y; = Az; —u avec donc
| X
0= NZ()\xZ—u) =z —u,

i=1

N
1
= 0 P o = 2 = - o)
1=
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de sorte que A := /1/(r2 —|z|?) et u := Az. A noter que T, est bien définie des que
(r,2) € SN et e € (0,1/2). Par changement de variables, pour tout (r, z) € SN, ¢ € (0,1/2)
et tout p € Cy(E™), on a en notant Z = (z;) € EV, z; = z,

1
/SN(T’Z) (p(\/ﬁ (% - Z)) na(dX) = /51\7(1,0) (X)) N (dX).

On en déduit que, pour une fonction 1) € C''(R¥) fixée, de constante de Lipshitz L < oo,
et en notant ¢ = 1 ® 1°W=Fk) pour N > k, on a (et disons k = 1 dans ce calcul pour
simplifier, mais le cas 2 < k < N se traite aisément avec les modifications habituelles)

/ { / (X) s,fz(dX)} WM (drydz) — (SN (Y, )
SN SN(r,z)

<t :
SN JSN(rz)

gL/ / C {e|z1| + |2|} s (dX) ™ (dr, dz)
SN JSN(r,2)
< (CLe.

s (dX) p™ (dr, dz)

)

r

On termine la preuve de la méme maniere que précédement. O

Théoréme 5.4.19 Soit f € P(RY) N LY (R?) une mesure de probabilité vérifant

_ 2 3 _ 2 2 g2
Rdf(v)vdv—O, /Rd f(v)|v]*dv=FE, /Rdf(v)(\v\ E)*dv=%".

Alors avec les notations précédentes, on a

Zi(r) = g Zzggi (e_(TQZ—NNE?_Q + O(A(N))) ,

En particulier,
ZN = ZN(WVEN) =

[theo:asymptotZNSN
Preuve du Théoréme 15.4.19. On déhnit

S

 (1+0()

h(v,u) = f(v) 6ycpp2 € P(R? x RY).

Si (V;) est une suite de vecteurs aléatoires de R? ii.d. et de méme loi f, alors

N

Sn =Y Vs Vi)

j=1

a pour loi

sv(z,u) == p"(z,u) Zn(f; 2, /) = WM (z,0).
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On a ainsi o)
) ~ hYY(z,u)
Zn(f;2,\/u) = NG

On définit la fonction g(v,u) := X EY?2 h(Ev, E + X u), de sorte que g € P(R*1) et

/ g(y)ydy =0, / 9(y) ly|*dy =1
Rd+1 Rd+1

10:ChaosPoincareModif| Théoréme 5.4.20 Soit f € P(E) N Lllﬁ(E) telle que

k>4, /xf(ac)dx:O, / |z f(2) do = 1.
E E

L L
N ._ N. o 12 _
Sy = {X e B, N ;:1 x; =0, N ;:1 ;] 1},

on note dyN la mesure de probabilité uniforme sur S(])V, et, disons lorsque de plus 0 < f €
C(E), la mesure de probabilité f*N conditionnée o S

On définit

1
FN _[fON] . ON N
ot Zn(f) > 0 est une constante de normalisation.
Alors FN est f-chaotique. Plus précisément, pour tout n € (ng,1/4], i € [0,1/4) ne
dépend que de k et n, — 0 lorsque k — oo, il existe Cy, € (0,00) telle que

Cy
- NL/2-7°

W/(FN f®N)

[theo:ChaosPoincareModif
Preuve du Théoréme 5.4.20. La preuve est quasiment identique a la précédente. On a donc

\ﬁo(dX) ZNl(f) fON N _ N,
5.5 Notes bibliographiques.

subsec:Entropie—bib‘

Il est bien connu que la suite (O’N ) est ~-chaotique. Ce résultat est parfois appelé

“lemme de Poincarfé”, mais il 1 2 en fait antérieur a POIDB%I;(EO}H‘IS 1§m én(fgspod%{ﬁlt
remonter a un travail de Mehler Zg en 1866. Nous renvoyons a || ﬁgé l?)llgg)llllli lme dﬁ:u%mn
bibliographique concernant ce résultat Clﬁ)&Slg&le 1[,,e Theolrgéye b.1.3 de taux de chaoticité

de (0V) est dii & Diaconis et Freedman [20]. La preuve presentée ici a aimableme thete ChaosQuant
rédigée par K. Carrapatoso. L gleumeme taux de chaoticité présenté dans le théoreme % 4

est adapté de la preuve de la [59, Proposition 3.1] qui établit le méme résultat, mais sans

taux.

N theo:localTCL . L., . . .,
Le Théoreme H.2.6 est une version précisée (mais un peu moins g,EB?ral) de la

Proposition 26]. La preuve présentée ici %t)%ligo}%ﬂg&onstration de la }ﬁ% % 1t10n 26

In:Beo P L6
et, de plus, utilise un argument tiré de , Lemme 3]. La remarque présente plu—
sieurs autres versions du “théoreme central limite local” ou “théoreme de Berry-Esseen”

CLLV
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qui donne une estimation du taux de convergence dans le théoreme central limite. Les 1941
premieres estimations % Speur dans le théoreéme central limite sont dues a A. C. Berry ;é

et C.-G. Esseen %5 qui etablissent le taux de convergence O% %Jﬂformement sur

la fonction de répartion en dimension D = 1, voir par exemple € Oroém 5.1, Chapter

XVI].. L’estj Oakt(l)ngétgl en.dlstance W5 est établie p hf&lo %&Ls 52 L’estimation IT2002
est tirée de ESI qui géneralise un résultat obtenu dans Z I]’esf1mﬁt10n,[()1ug estiécégee de (2(§

qui reprend et précise certaines estimations déja présentes dans [37].

La caractére f-chaotique de la suite FV = [f®N]sxc, est e%ggtce (et démontré pour
une densité f réguliere) dans %%&cle historique ﬁi% M[ sac | 33%; Phuls démontré dans une

D(I’;Emﬁ;le généralité (sur f) dans Les théoye emes 5.2.10 sont des versions “quantifiées” des
13, Theorem 4] et d CrLeﬁ}ﬂtat de chaos de §3ZI, paragraphe 5] que l'on retrouve également
comme corollaire de [I3; Theorem 9].

CLLV
Le “chaos entropique” est formalisé et étudié dans I?E , qui rePIYOle eglaleglent a géiéﬁv

travaux de Ben Arous et zeltoglrllérggc‘c’lgc %gosyglna Le theore 3. 1T est Ptive: de 113,
Theorem 12]. Le thhe0£ me b3 1 est une version quantifiée du heorem 9.

Le theoreme IE) 3.15 permet de taire Ie lien entre chaos au sens de Kac et chaos au sens
)
entropique. Je tiens a remercier I. Gentil qui m’a rappel%l eﬁlst 1Sged{a ll: iné ht% ﬁ

ac+ ytoVi
(argument essentiel dans la demonstratlon du théoreme Ib 3.15) prouvee dans [49] et m a

souligné “qu’elle S8, Soppar l?lenhws a vis de la dimension”. arlen.12004
Le théoréeme IE) 316 st dit a B, Carlen, E. Lieb et M. Loss, voir [I5, Theorem 2], en ce
qui j%rt%r%gdzg&%gahte sur I’entropie et a F. Barthe, D. Cordero-Erausquin et B. Maurey,

voir eorem 2|, concernant 'inégalité sur I'information de Fisher.
[theo : 1 EhabE(H tiraredMitidhibgdekatd i sherToEntHapyayMischler
Les théoremes b.2.6, H.2.10, b.3.14 et b.3.15 sont tires de [31].
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chap:CDiff
:CDiff:4defs

apCdiff:defl

Chapitre 6

Calcul différentiel sur P(FE)

6.1 Quatre définitions possibles

Il existe un grand nombre de défintions de la notion de différentiabilité et de classe
de régularité possible. Nous en donnons quatre définitions possibles, chacune pouvant
conduire a des variantes. Le point essentiel & comprendre et qui explique la difficulté de
donner une seule définition est que d’une part il existe de nombreuses distances topolo-
giquement équivalentes mais non métriquement équivalentes, la notion de différentiabilité
dépendra donc tres fortement du choix de la métrique considérée, et que d’autre part,
pour une distance donnée il n’existe pas en général de norme a laquelle elle serait associée.
Cela fait que P(FE) possede naturellement une structure de variété métrique et seulement
parfois une structure de variété métrique plongée dans un espace vectoriel normé.

Définition 6.1.1 Soient O C P(E) muni d’une distance D et U : O — R.

1. On dit que U est différentiable en f € O si pour tout chemin v = (V)01 sur O
optimal et de vitesse constante au sens de D et issu de f, on a

(DU(£),5(0)) = lim + {u() — ul(f)} existe.

Ici, le sens du terme de gauche est juste la limite définie a droite de ’égalité. En particulier,
on ne donne pas de sens précis au “vecteur tangent” Y(0) ni a la dualité (-,-). Le sens a
donner au fait que v soit un chemin optimal et de vitesse constante issu de f est que

VO<s<t<l  D(ys,v)=({t-s)D(fim) =/

2. On dit que u est continiment et uniformément différentiable sur O, on note U €
UCY0), si U est différentiable en tout point f € O, pour tout f,g € O il existe un unique
chemin optimal v = 54 joignant f a g (au sens ot y(0) = f et v(1) = g), Uapplication
Ox0O—=R, (f,g)— (DU(f),714(0)) est continue et

[U(g) = U(f) = (DU(f), ¥7.4(0)] < QD(f,9)),
avec (s)/s == w(s) — 0 lorsque s — 0.

e o, P chapCdiff:defl .
La différentiabilité au sens de la définition ‘6 [.T est de Ioin la plus classique. n’est
rien d’autre que celle introduite par F. Otto et largement étudiée dans I'ouvrage [?7] dans
le cas D = W, avec p € (1,00) ou p =2 et avec O = P(E) ou O = LL(E).
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Définition 6.1.2 Soient un ensemble convere E C R%, un ensemble convere O C P(E)
muni de la distance D :=W,, 1 <p<oo, etU :P(E) — R.

1. On dit que U est “différentiable” en f € O si U est “directionnellement différentiable”
en f € O, au sens ou il existe un espace de probabilté (2, A, P) et une variable aléatoire
Xo € LP(Q,E) telle que sa loi L(Xy) satisfait L(Xp) = f, tels que la fonction U :
LP(QLE) — R, Y — UY) := U(L(Y)) admette des dérivées directionnelles en Xy :
pour tout Y € LP(Q, E) on a

U/ (X: Y — &) o= T = (U((L— 1) Xy + 1) — U(K)} eaiste

et tels que enfin il existe Ex, € L¥' de sorte que U'(Xp;Y — Xp) = E((Ex,, Y — X)) pour
tout Y € LP, ot ici (.,) désigne le produit scalaire euclidien de E et E désigne ’espérance
associée a P.

2. On dit que U est continiment et uniformément différentiable sur O s’il existe existe
€ :Py(E) x E — E continue telle que U est différentiable en tout point f € O, et pour
tout X € LP(Q), L(X) = f, Uapplication U définie ci-dessus est différentiable en X,

EX :f(f,X) et
U(g) = U(f) —E((&(f, &), Y = X)) < QD(f,9))-

Cette définition est due a P.-L. Lions F}f_ﬁ est assez instructif de la réécrire unique-
ment en termes de mesures de probabilité. La notion de différentiabilité devient : U est
différentiable en f € O, si pour tout plan de transport 7 € P(E x E) tel que le chemin
(m¢) défini par

(o) i= [ (1= t)o -+ ty) m(da,dy)
EXE
vérifie m; € O pour tout ¢t € (0,1], mp = f on a

% %nn {u(m) —u(f)} existe.

De plus, si U est contintiment différentiable, la notion de “dérivée directionnelle” peut se
réécrire en termes de mesures de probabilités de la facon suivante : pour tout f, g € P,(E),
pour tout plan de transport m € II(f, g), et toutes variables aléatoires X, € LP(Q; E)

ave L(X) = f, L(Y)=g,on a
WY = X) = B(Ex.Y = X)) = [ (€(F.).y =) m(dn,dy).

Définition 6.1.3 Soient un ensemble convere E C R?, un ensemble convere O C P(E)
muni de la distance W,, 1 <p < oo, et U : P(E) — R.

2. On dit que U est continiment et uniformément différentiable sur O, on note U €
UCY0), si Uapplication u¥ : EN — R d’efinie par u™¥(X) = U(u¥) est de classe C* et
il existe une constante C telle que

V(X +Y) 4+ 6 (X = Y) = 20 (X)] < QDY il y) + DO Y y)).
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Définition 6.1.4 Soient E C R?, un ensemble convere O C P(E), G un espace vectoriel
normé tel que O — O C G, et U : O — R.

2. On dit que U est continument et uniformément différentiable sur O, on note U €
UCY0), s’il existe DU : O — G' telle que

[U(g) =U(f) = (DU(f), g — /)l < Qg — flig)-
On peut commencer par un lemme facile qui permet de relier ces différentes notions.

Lemme 6.1.5 0. SiU est différentiable en un des sens ci-dessus pour une distance/norme
alors U est différentiable dans le méme sens pour toute distance/norme plus forte (au sens
d’une inégalité Lipschitz).
1. Si ¢ € Lip(E*) alors le polynéme R, satisfait R, € UC’(14)((9) avec O := P1(FE),
G = (Lipo(E))".
2.5iUeUC,

. 1
3. SiU e UC(Z)

(O) alors U € UC(IQ)

(O) alors U € UC(ll)

(0) et U € UC)

(O)-
(0).

6.2 Deuxiéme définition (relevement dans un espace de va-
riables aléatoires)

Nous nous intéressons pour le moment au cas £ = R? et p = 2. Commencons par deux
remarques.

- Pour une variable aléatoire X définie sur €2, dire que X € L?(Q) est équivalent & dire
que L(X) € Py(E).

- Pour un monéme' U = R, défini par

U(f) = /E“ P(X) fEdX), =1 ® ... ¢ @ € Ch(ESR),

la fonction U est simplement définie par

)4
UX) :=]E(@i(x) v&eL*(E).
i=1

Si ¢; € Wh(E), alors Ry, est différentiable sur Py(E). En effet, il suffit de le voir lorsque
¢ =1. Dans ce cas, pour tout f,g € Po(E), m € II(f, g), L(X,)) =7, on a

%LI%% UL =) X +tY) —UX)} =
— i (7 {1 -2+ 69) - () )
—tim [ (G400 =0 +19) = (@)} ) wldondy)

:/ (Vo(),y — z) m(d, dy),
E2

Lquelle serait 1’écriture pour un polynéme ?
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de sorte que &(f,z) := V(z) et Ex 1= &(f, X) € L2(Q; E) (et méme ici Zy € L®(Q; F)).
Dans le cas £ > 1, on en déduit

14

() =Y [ 05) Veile).

i=1 j#i

Théoréme 6.2.6 Soit U : Po(E) — R différentiable en un point f € Po(E). Alors pour
tout X € L*(Q) tel que L(X) = f, la fonction U : L?> — R est Fréchet différentiable en X
et U'(X) € L*(Q) ne dépend pas de X.

cf Th 6.2 (Law of the gradient) - notes de Pierre
Théoréme 6.2.7 Soit U : Po(E) — R de classe C', f € Po(E). Alors, il existe & €
L*(E,df; E) tel que pour tout X € L?(Q), L(X) = f on a DU[X] = £(X) P-p.s. On peut
donc noter & = £(f,.).

cf Th 6.2 (Law of the gradient) - notes de Pierre
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Cette partie est consacrée a 1’étude de problemes d’évolution. Partant d’une dynamique
de N particules, on souhaite identifier la dynamique typique d’une particule dans la limite
de champ moyen, c’est-a-dire, lorsque N — oo et l'action (subie/exercée) par chaque
particule est de l'ordre de 1/N. Nous allons concidérer uniquement trois modeles :

(a) - Le modele de Vlasov pour lequel la dynamique du systéeme de N particules est
donnée par un systeme d’EDO et la dynamique de la particule typique est donnée par
I’équation de Vlasov.

(b) - Le modele de McKean-Vlasov pour lequel la dynamique du systéme de N parti-
cules est donnée par un systeme d’EDS Brownien et la dynamique de la particule typique
est donnée par ’équation de McKean-Vlasov.

(c) - Le modele de Boltzmann-Kac pour lequel la dynamique du systéeme de N parti-
cules est décrit par un processus de collisions (processus de Markov & sauts) et la dyna-
mique de la particule typique est donnée par I’équation de Boltzmann (homogene).

Nous allons identifier les dynamiques typiques pour ces modeles en utilisant quatre
stratégies ou méthodes différentes.

(1) - La méthode de la mesure empirique. Cette méthode n’est efficiente que pour le
modele de Vlasov (déterministe!). L’idée est de montrer que la mesure empirique associée
a la dynamique des N particules est solution de ’équation (non linéaire) de Vlasov et
d’utiliser un résultat de stabilité sur cette derniere équation. On utilise ici 'injection
EN ~ Py(E) C P(E), puis on travaille dans P(E).

(2) - La méthode dite de couplage. Cette méthode a été developpée pour traiter le
modele de Vlasov-McKean et sera présentée d’abord sur le modele de Vlasov. L’idée est
d’introduire une dynamique a N particules auxiliaire (plus simple car découplée) et de
montrer que les trajectoires (dans EN ) du modele de départ sont proches des trajectoires
du modele auxiliaire.

(3) - La méthode de la hiérachie BBGKY. Cette méthode s’applique aux trois modeles
mais ne permet pas d’avoir de taux de convergence. L’idée est de décrire la dynamique du
systemes de N particules par la dynamique de sa loi FV(t,-) et, dans une premiere étape,
d’identifier ’équation limite satisfaite par la limite 7; de la loi marginale F]-N (t,-) lorsque
N — oo et cela pour tout j > 1. On obtient ainsi une famille (hiérachie) d’équations
satisfaite par la famille 7 = (7;) et pour laquelle on démontre 'unicité de la solution.
On travaille ici dans Psym(Ej ) pour tout j > 1 fixé, puis dans l'espace des familles
7 = (mj) des mesures de probabilité compatibles dans (Psym(E7))j>1. Enfin on utilise
que (Pyym(E?));>1 ~ P(P(E)) par De Finetti, Hewitt et Savage, et qu’a une solution
f(t) € P(E) de I'équation de champ moyen, on peut associe une (la!) solution statistique
(f(£)®7)j>1 = 0@, ce qui permet d’identifier la limite et de conclure.

(4) - La méthode de dualité dans C'(P(E)). Cette méthode s’applique également aux trois
modeles et elle permet d’obtenir un taux de convergence. On peut I'interpréter comme une
méthode “de la hiérachie BBGKY quantifiée”. L’idée centrale est de se ramener a comparer
la dynamique dans C(P(E)) engendrée par F(¢) (en utilisant la dualité P(EY) —C(EN)
puis la projection C(E™) ¢ C(P(E))) et celle engendrée par f(t) (par “pullback”).

Il est important de noter que, sauf dans le cas de la méthode de la mesure empirique, la

convergence vers la dynamique typique est démontrée en méme temps que le résultat
(beaucoup plus fort) de propagation du chaos (éventuellement quantifié).
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:VlasovIntro

VlasovIntrol

VlasovIntro2

Chapitre 7

Introduction au modele de Vlasov,
a la méthode de la mesure
empirique et a la méthode de
couplage

7.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a la dérivation d’une équation de type Vlasov avec coefficients
réguliers comme limite de champ moyen d’une dynamique déterministe sur un systéeme de
N particules. Le grand intérét de ce modele est qu’il est le plus simple possible (des modeles
que nous traitons ici) et que les quatre stratégies présentés précédemment fonctionnent
pour obtenir la limite de champ moyen et démontrer la propagation du chaos. La méthode
de la mesure empirique et la méthode de couplage seront présentées dans ce chapitre. Nous

renvoyons aux chapitres ult ’g'%urEBE}?\}lr I'illustration sur ce modele de la méthode le la Crunbaun
hierachie BBGKY (chapitre b; &t de la méthode de dualité dans C (P(E)) (chapitre T0).
On consiére un systeme de particules identiques en interaction déterministe décrit par

sa variable d’état Y (t) = (yi(t),...,yn(t)) € EN, E = RP ou E = le tore, et dont la
dynamique est gouvernée par un systeme d’EDO dont la forme la plus simple est

(7.1.1) 1<i<N, gi=A®Wnm), vi(0)donné,

avec A: Ex P(E) — E, (y,g9) — A(y, g) une application réguliere.

On souhaite montrer que dans la limite de champ moyen, c’est-a-dire ici simplement
N — o0, la dynamique typique est gouvernée par I’équation de Vlasov (équation non
linéaire de transport)

(7.1.2) ohf+V(Aly,f)f)=0 dans D'((0,T) x E), f(0)= fodonnée.

|sec:VlasovEgLin

La section [7.2 est consac rée -%ﬂ%‘év%a Lde introduction a I’étude des équations de trans-
Srttiacotes & 1 section 7 & SENG Ja (MabaNs (e transport non lincaires dil (Xpe, o pyero
(T’1.2). Dans la section 7.4 on obtient (I7.1.2) comme limite de champ moyen de (7.I.1).
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. . eq:VlasovIntr . eq:VlasovIntro2
On y montre que si Y (t) est solution de (7.I.T) alors ,uyg‘:(t) est solution de (I7-1 2] ), puis que

B — fo implique pf,y — f(2),

leq:VlasovIntro2
ou f désigne la solution de (I7.I.2Z) de donnée initiale fy. Plus précisément si Y (0) est une

variable aléatoire de loi Fo et si E désigne I'espérance associée, on démontre

(7.1.3) E(Wi(ug 4y, £(£)) < " EWi (1), fo)),

ce qui implique en particulier que si Y'(0) est fo-chaotique a][ors ‘}/ g ) &gt rﬁ(ag? -chaotique.
Enfin, la méthode de couplage est introduite dans la section [7.5. Cela NOUs permettra de
retrouver et méme d’améliorer le taux de convergence qui découle de (7.1.3).

7.2 Equation de transport linéaire et la méthode des ca-
ractéristiques

Soit B = B(t,y) : (0,T) x RP? — R un champ de vecteur de classe C'' N Lip et on
note L une constante de Lipschitz de B en la deuxiéme variable :

vte[0,T], Yo,y eR”  |B(t,z) - B(t,y)| < L|z —yl.

On appelle équation de transport une équation de la forme

of
ot

ot soit f = f(t,x) > 0 est une fonction mesurable, t > 0, y € R? soit f = f(t,dx) = dfy(x)
est une application de (0,7") dans ]13 (RP). On dit que (}79273%8‘5 linéaire si B est une
fonction donnée, on dit que ( ﬁﬁes‘c non linéaire si B est une fonction qui dépend elle-
méme de 'inconnue f. Nous commengons par nous intéresser dans cette section au cas
linéaire ou B = B(t,y) ne dépend pas de 'inconnue.

(7.2.4) +V(Bf)=0 dans D'((0,T) x RP),

Définition 7.2.1 (Mesure Image). Soient (E,&, 1) un espace mesué, F' un ensemble
et ® : E — F une application. On peut définir une tribu F sur F en posant F := {A C
F; @7 1(A) € &}, cest la plus petite tribu de F rendant mesurable Uapplication ®, et
on peut définir une mesure v sur F en posant YA € F v[A] := p[®1(A)]. On notera
v=>®4u et on dira que c’est la mesure image de p par ®. On a donc pour toute fonction
mesurable f: (F,F) — Ry la relation

Afd(¢ﬁﬂ)=[EfO¢du-

Définition 7.2.2 Soit B : (0,7) x RP? — RP un champ de vecteurs, on appelle ”ca-
ractéristiques” associées a B et issue de xq la solution (mazximale) de I’équation

(7.2.5) §(t) = Blt,y(),  y(0) = yo € R”.

On note y(t) = ®ryo = ®E(yo), de sorte que L&4(y) = B(t, 4(y)) pour tout t € [0,T],
y € RP.
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Théoréme 7.2.3 (Caractéristiques). Soit B un champ de vecteurs de [0,T] x RP
dans RP de classe C' N Lip, de sorte que les caractéristiques sont bien définies et que
Vapplication flot ®; : RP — RP est un difféomorphisme de classe C' pour tout t € [0,T).
ietqc@gn(é?nnée fo € MY (RP), l'unique solution f € C([0,T]; M*(RP) — w) de I’équation

et associée a la condition initiale fy est donnée par
(7.2.6) flt,) =8 fo VteR.

Etant données deux conditions initiales fo, g ) & P1(RY) et soient f, g € C([0,00); P(RP)—
w) les solutions de ’équation de transport (I7. 543 wrrespondantes alors

(7.2.7) vVt e [0,7] Wi(fe, gt) < e“"Wi(fo, 90)-

Remarque 7 %asov qur ! le sgsteme déterministe ci-dessus associé au champ de vecteur B,
on dit que_ Ig A 2.5 est une descmptzon Lagrangienne (ou traje to‘ﬁellev) Cde sa dynamique
alors que ( en est une description Eulerienne. La relation (7. b 0) monire I’équivalence

de ces deuz poz’nts de vue.

itheoCarac eqtransi
Preuve du théoréme I7.2.5. 1. Montrons que f(t) := @4 fy est solution de (7.2.4) . Fixons

¢ € D(RP). On a alors

(%) Z%/RD”“) _ %/RD £(@4(y0)) foldyo)

— / (Vo) (Pi(yo)) - Z(@t(yo))fo(dyo)
RD

— /}RD(Vgo)(@t(yo)) - B(t, ®:(yo)) fo(dyo)

= [, (Vo) Bty fit.d)

= —(VB.¥).

eqtransl

au sens de la dualité D’((0,7)). Cela signifie que (% lieu au sens de la dualité
(D(0,T) ® D(RP)), et donc par densité, au sens de la dualité D’((0,T) x RP).

2. Montrons I'unicité. Par linéarité il suffit de montrer que si fo = 0 alors f7 = 0. Pour
ce faire, on met en oeuvre une technique de dualité. On définit le flot rétrograde ¥; en
posant Wy(z) = z(t), ou z(t) est la solution de I'équation

(1) = B(t,2(1)), +(T) ==
Etant donnée op € CHRP), on définit o(t,y) = or(¥; (y)) € CH([0,T] x RP). De
I’équation implicite (¢, 2(t)) = ¢r(z) on tire

0 = Lle(t.2(0) = @)t 2(0) + (Vo) 1, 2(1)) 2 (1)
= [0+ B- V| (t,2(t)).

Cette équation étant vraie pour tout ¢ € [0, 7], pour tout z € RP, et application ¥, étant
un isomorphisme de R”, on a bien (au sens du calcul différentiel classique)

dp+B-Vo=0 [0,T] xRP.
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Pour finir, on calcule

Gl = [ ot fida) + @ifii)

- / B V() fildr) + / ~B-Vu(a)] filda) = 0.
RD

RD
Cela implique

/ or(x) fr(dr) = / eol) foldz) = 0,
RD D

R
et cette identité étant vraie pour tout pr € C’g(RD ), on conclut que fr = 0.

3. Commencons par rappeler que le flot ®; satisfait
(7.2.8) Ve [0,T] [|[Vy®lloo < e'F.

En effet, étant donnés xg, yg € RP les solutions z; = Dy(x0), yr = Pi(yo) vérifient

d ) .
a‘xt — | <& — 9| < |B(t,a) — Bt ye)| < Lilwe — yil,

et on conclut grace au lemme de Gronwall.
. R N theoCarac U
Maintenant grace au Théoreme [7.2.5 et par définition de W et §, on calcule

Wi(fe,9¢) = Wi(®sfifo, Peigo)
= sup /]RD ed(®ifo — Pitigo)

[IVell<1

R
IVe| <1 JRP

< sup |[Veody sup Yd(fo— go0)
(IVel<1 IVey|<1 JRE

< IV Wi fo, 90)

R . R . Jineq:LipsPhiflot
d’ou la conclusion grace a (7.2.8). O

Remarque 7.2.5 1. Lorsque la solution admet une densité par rapport o la mesure de
Lebesgue fi(dy) = gi(y) dy avec g, € Cl}(]RD), le théoréeme de changement de variables
dans la définition de la mesure image implique

90(y) = ge(Pe(y)) det(DP(y)).

En particulier, ¢o(y) n’est pas égale a gi(P¢(y)) en général.

2. Cependant, un calcul un peu fastidieux permet de montrer que le jacobien du flot
J(t,y) := det(D®(y)) satisfait I’équation de Liouville
d .
57 (6y) = [(divB)(t, &:(y)] J(t,y), J(0,y) = det(Id) =1.
On en déduit dans le cas d’un champ a divergence nulle div B = 0 la relation d’incompres-
sibilité J(t,y) = 1 du flot. En particulier dans ce cas g1(P(y)) = go(y).
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3. Lorsque divB = 0 une fagon peut-étre plus simple de voir que g¢(P:(y)) = go(y)
(et donc d’en déduire la relation d’inco r%sszbzlzte du flot!) est de reprendre largument
d’unicité dans la preuve du Théoréme %_57772 définit h(t,z) == go(®;(2)) pour go €
CLRP), et on calcule

0= L (ht. ()] = [04h + B V] (1, 9(0)).

On en déduit
0=0h+ B-Vh=0h+V(Bh), h(0,.)=go.

Par unicité de la solution (faible) de 1’équation ci-dessus, on a h = g, et donc
9(t, @e(y)) = h(t, ®e(y)) = go(y) = g(t, Pe(y)) J (¢, ).

En choisissant gy — 1, on en déduit J = 1.

4. Lorsque fo = 0y, on a
Dy #8640 = 0, (yo)-

En effet, pour toute fonction ¢ € Cy(RP) on écrit

/ () (Pt 46y, ) (dz) = / (Pe(x)) by, (d)
RD RD
= w(q’t(yo)):/ () 00, (yo) (d).
RD

7.3 Equation de transport non linéaire

Dans cette section on s’intéresse au cas ou B dépend de I'inconnue, et plus précisément
on suppose que B(t,y) = A(y, f(t,.)) avec

(7.3.9) VfePRP)  A(,f) e C'RP),
(7.3.10) Vy,zeRP, Vf,gePR") |A(y, f) - Alz.9)| < L(ly — 2| + Wi(f, 9)).

Un exemple typique est
A(yv f) = / k yv k: R2D — RD régulier,
= ao(y) + (a1 * f)(y), a;: RP — RP réguliers.

Exemple 7.3.6 L’exemple le plus classique d’équation de Viasov est le suivant. On prend
D=2, y=(z,0)€R¥, Ay f)=(v,(bxp)x) €R¥, pa)= [ flz,v)dv
R4

qui se met bien sous la forme précédente en définissant ap(y) = (v,0) et a1(y) = (b(z),0).
Si on suppose que
be CYRYRY), ||V~ < L,

legtrans2hyhtrans2hyp2
il est alors clair que A vérifie bien (7.3.9) et (7.3.10) pour la constante max(L,1).
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On s’intéresse donc a 1’équation de transport non linéaire (ou équation de Vlasov)

(7.3.11) % +V(A(y, f) f) =0 dans D'((0,T) x RP).

L. leqtrans2hyjeljtrans2hyp2
Théoreme 7.3.7 On suppose (I??d.lryajrlset S{I(.d.rlalIJL)s. Pour toute donnée initiale fo GePt(IIR’:)S)2
il existe une unique solution f € C([0,00); P(RP) — w) a l"équation de Viasov (7.§.I 1)

De plus, pour deux solutions f; et g; de cette équation de Viasov, on a

(7.3.12) Vt>0  Wifi,g) < X' Wil fo, 90)-

theo:Vlasov
Preuve du Théoréme [7.3.7. Pour f € C(]0,00); P(R”) — w) donné, on note <I>{ le flot
associé a I’équation différentielle

et donc a I’équation de transport linéaire

O + div(A(z, f(t)) h) = 0.

ineq:transpNL
Etapeel " r()nsgommence par démontrer ([7.3.12). On fait la remarque suivante. Une solution

f de ((51%5 satisfait

fo = ®ftfo.
Cette écriture peut paraitre sans grand intérét car <I>{ est un opérateur compliqué, a
I'instant ¢, il dépend de toute la trajectoire passée ( Iﬁggéﬁﬁaté Cependant, cette écriture va
nous permettre d’utiliser le résultat du Théoreme [7.2.5 en remarquant que le champ de
vecteur B(t,z) := A(x, f(t)) satisfait

Puisque W7 est une distance on a

Wi(firge) = Wi(®]tfo, ®7tg0)
< Wi(®]tfo, ®ftg0) + Wi(D] g0, ®Vtg0).

Le premier terme est borné par
W1(@]fo, ®/t90) < €' Wi(fo, 90)

R . Jjineq:transpNL PP .
grace a ([7.3.12). Concernant le second terme, par définition de la mesure image, on a

Wi@fdg0. 8i0) = swp [ (pod] —po @)

IVell<1

[, 1of = 0tlda = 2o,

IN
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et 'on va estimer A\(¢) par un lemme de Gronwall. On calcule

d d_; d
—\t) < — o) — —Y
dt ) = /RD et odt !

< [ 4@l 5) - a@. g0 day
R

dgo

|, |a@la. 5~ a@te 5o dn + [ 1@tz 5) ~ A@f.00] do

IN

L/RD ofa— @] dao(z) + L/RD Wi(fi, 90) doto
< LAt)+ LWi(ft,qt)

Comme A(0) = 0, on obtient par Gronwall la borne sur le second terme

t
W@ tg0, BT4g0) < A(t) < L / =)V (£, gs) ds.
0

En regroupant les deux estimations, il vient

t
Wiforg0) < €2 Wi (for o) + L / L) W, (£, gs) ds,
0

ineq:transpNL
a quoi on peut encore appliquer le lemme de Gronwall et conclure a ( 3. 12) Fn particulier,

t
cette étape montre I'unicité de la solution de I’équation de Vlasov (7.&3.1 [).

Etape 2. On montre succinctement comment modifier I’étape 1 afin de montrer le résultat
d’existence. On fixe fy € P(RP). On définit I'opérateur A : C([0,T);P(RP) — w) —
C([0,T);P(RP) — w) qui & f € C([0,T];P(RP) — w) associe F = A(f) la solution de
I’équation de transport linéaire

OF + div(A(z, f(£)) F) =0, F(0) = fo.

f . S . eqtrans2 .
On a donc F; = ®; §fy. Une solution de I’équation de Vlasov (I7.3. est simplement un
point fixe de I’application A, et donc il suffit d’établir que A est une application contrac-

(s .. . N .
tante aIdlsaQns un espace métrique coDmplet pour montrer ’existence de solutions a 1’équation
(7.&3.1 [). Pour g € C([0,T]; P(R”) — w) on note G = A(g). En reprenant le calcule du

second terme, il vient
Wi(Fi, o) = Wi(@] 4o, 812fo) < [ [8] — 8] dfo = X()
R

puis

%A(t) < LA(t) + LWi(fr, 9¢)-

Comme A(0) = 0, on obtient par Gronwall

t
Wi(E;, Gy) < A\(t) < L/ LW (fo,95)ds < (L —1) sup Wi(fs, gs),
0 s€[0,T]

et il suffit de choisir T' > 0 assez petit. O
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7.4 Premiere stratégie : la méthode de la mesure empirique

On considere un systeme de particules identiques en interaction déterministe

Y(t) = (y1(t), ..., yn(t)) € BN, E=RP ou E = le tore,
(7.4.13)
1<i<N, 9 =A(Y), v:i(0)donné.

De I'hypothese que les particules sont identiques (indistinguables), on déduit que

A1(y1;92,...,yn) = fonction symétrique des ya, ..., yn
1
- Al Y1, N _1 Zéyj
JF#i

et, en échangeant les particules 1 « 2, que

A1(y1592, Y35 - YN) = A2(Y2; Y1, Y35 - YN ).

On peut donc écrire

(7.4.14) 1<i<N  g=Ax(y:Y:) = Ay (ng—l) 1<i<N,

ou l'indice NV dans Ay est maintenant 1& pour rappeler la dépendance en N dans la limite
N —00,Y; =Y\{vi} = (W1, -, Yiz1, Yit1, -, UN), €t An(y,.) est une fonction symétriques
des N —1 dernieres variables, donc s’écrit comme fonction d’une mesure empirique a N —1
termes.

Exemple 7.4.8 L’exemple le plus classique est le suivant. On considére un systéme de
particules qui évolue suivant la loi fondamentale de la dynamique de Newton dans laquelle
la force exercée sur une particule dérive d’un potentiel d’interaction créé par ’ensemble
des particules, le potentiel globale étant lui-méme la somme de potentiels d’interaction a
deux corps. Plus précisément, la dynamique est

E=R* y=(z,v)

et

1
(7.4.15) VISi<N @i=v, b= D (=VV) (@i — p).

JF

On peut noter que cette dynamique est Hamiltonienne : en définissant [’hamiltonien

N
HY) o= g Yol o+ SV =), V(-2) = V().
i=1

1<j

on a bien
VI<i<N & =0,HY), 0 =—0,HY)

de sorte que
VteR H(Y (1) = H(Yp).
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leq:NewtonNparticules

En notant.ao(y) = v et ai(y) = b(z) := —=VV(x), on peut bien écrire (7.4.10) sous la
forme (?7921_14) avec
N —
Ay, ) = ao(y) + ~ 5 (a1 %))

De plus, si b€ C(R?), alors

A ™) = (ao) — A+ (e ) = Aty ).

. 2 d 2 1 s . \ 7’ e
g@ninésﬁ V esgygg ), |D* V|| < L, alors Ax vérifie bien les hypothéses de régularité

eqrir

(7:379)-(I7.3.10)

Remarque 7.4.9 1) - Dans l'ezemple précédent, les hypothéses “d’interaction %c%il]ype
champ moyen” proviennent d’une part de la structure lisible par exemple sur (7:4.14)
(une particule donnée z'ntemgz'g avec lgules les autres particules selon une régle identique)
et d’autre part de la borne (b%m%pmvient du scaling (mise a l’échelle) en 1/N
(chaque particule ne subit pas trop laction d’une autre particule quelconque, mais subit
une action de “l’ordre de 17 de ’ensemble du systéme).

2) - Le jeu de passage de ugi_l a ,uy est précisément ce qui coince dans le cas d’un
potentiel non réqulier! Il n’est donc pas si anodin que cela.

L’idée de cette premiere méthode est de travailler guEN(l’équation satisfaite par) la
mesure empirique associée a la dynamique générée par (/EI 14).

Proposition 7.4.10 (Limite de champ moyen) 1) Soit Ay € (C' N Lip)(EN; E) un
champ de vecteurs tel que pour touty € EV on a Ayx(y,.) € Csym EFJ;_l). Alors pour toute
donnée initiale Yy € EN le systéeme d’équations différentielles (7.4.14) admet une unique
solution globale Y € C*(R; EV), on notera ®) (Yy) := Y;.

2) On suppose de plus que pour une fonction Ay € C(E x P(E)) on a
(7.4.16) Vye E, VY e EN7Y An(y,Y) = An(y, 1Y), Y =(y,Y) € EV.
Alors la mesure empirique associée

Ity dy) = pgin ) (dy)
est solution faible de I’équation de transport non linéaire

(7.4.17) % + V(An(y,9)g) = 0.

_ t 2hyp2

3) On suppose enfin que Ay = A satisfait (?.B.ﬂ“si. Considérons une gnt@éesgm'tiale
fo € P1(E) et notons f(t) € C(R;P(E) — w) la solution de l’équation (7.3.11). Alors
pour toute suite (YON) de données initiales dans EV telles que u%\, — fo faiblement dans

Py (E) la suite des solutions YN = ®N (YY) des sytstémes d’équations différentielles pour
N particules admet une limite de champ moyen au sens ot

VteR = ,u)]\,[N — f(t) faiblement dans P(E).
t
Plus précisément, on a l’estimation d’erreur

(7.4.18) Wi (1 gy f (1) < €W (gl gy £(0)).
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ropTranspl
Preuve de la proposition [7’.21. 10. éﬁape 1. C’est le théoreme de Cauchy-Lipschitz.
Etape 2. Avec la définition précédente de fy et pour toute fonction test ¢ € D(RP) on a

N
G Loty - %(%Zso(yi(t)))

N
— NZ Vo)(yi(t) An(yi, Y (t))

N
[ (Vo)) A ( Zal )(%;ayim) (dy)

_ /R Ve {An(y. i) ),

Il
S

ce qui est exactement dire que fy est solution faible (dans D'((0,7)) ® D'(RP)) de
I’équation de transport non linéaire (7.ZI. I ;i
Etape 3. On calcule pour k£ > max(p, 1)

d d1l &
aMk(Y( ) = aN Z::
P
= sz: ‘yl‘k 2 y“lu)]\/[ 1) A(Ovéo) +A(0750))
N
< kA(0,60) My—1(Y'(t)) + % > wilyl L {|yi| + Wy, 50)}
=1
< C {1+ My(Y (1)} +k L My_1(Y (1) My(Y (£)"/7
< C {1+ Mp(Y(t)}

pour une constante C' qui dépend de k, L, A(0,0p) et ou on a utilisé pour arriver &
la derniére inégalité le fait que My_1(Y) < M (Y)' "% et que M, (V)P < My (V).
Le méme ﬁz%lculvfnontre que f(t) € P%EZ1 Rour I;ctoggaso vEsthn e%eut alors invoquer le

lheorgllgnag estimation d’erreur (7. 4.18) est une application directe de I'estimation

g
Remarque 7.4.11 Sous la seule hypothése 1) avec Vx,y € E, VX, Y e EN-T
(7.4.19) AN (2, 1n37) = An(y, nd D < L(Jz =y + Wy (el ™)

on peut encore établir la limite de champ moyen deés que '“YN — fo faiblement dans P(FE).

eqtrans2hyp2
1l convient alors d’une part de montrer qu’il existe A satzsfazsant (I7. E3 ltii ei une sous-suite
N’ telle que

sup swp A a1 = Al - 0.

z€B(0,a) XeENfl,ugfl €BP;, ,

1l convient d’autre part d’écrire I’équation satisfaite par fn et de passer a la limite dans
celle-ci.
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On se pose maintenant la question de la propagation du chaos, c’est-a-dire, celle de
savoir si partant d’un état initial ou les particules sont indépendantes (non corrélées)
elles le restent au cours du temps asymptotiquement lorsque le nombre de particules tend
vers l'infini (rappelons que pour un systéme comportant un nombre fini de particules
en interaction celles-ci sont toujours corrélées (c’est la définition de l'interaction!)). Intro-
duisons la fonction de densité F¥ € P(E™Y) des particules & I'instant initial. En Jleprenant
la notation @{V : EN — EN pour lapplication flot le long de la dynamique (7.4.13), la
densité est alors transportée par ce flot selon la formule

VieR  FN(t):=oNFY ¢ P(EVN),

ou de maniere plus explicite

(7.4.20) Ve Cy(EN) /E LeY) FN(t,dY) = /E N o(®N (V) FN(dY).

Propos'trig)r}rzﬁésl.im (Propagation du chaos) On suppose les hypotheses 3) de la Pro-
position %.Z. 10 vérifiées. Si FYY est fo-chaotique alors FN (t) est f(t)-chaotique. De maniére

plus précise, on a
(7.4.21) Wl(FN(t),(Sf(t)) < eLT Wl(FéV,éfO),

ou W est la distance de transport MKW dans P(P(E)) définie a partir de Wy la distance
de transport MKW habituelle dans P(E).

Remarque 7.4.13 Une donnée initiale déterministe 5YON est rarement chaotique. En ef-
fet, il faut déja qu’elle soit symétrique, ce qui implique YON = (y1,...,yn) avec les y; tous
égaux a un méme § : cela ne donne pas une dynamique trés intéressante !

Cependant, a partir d’une condition initiale déterministe et de sa dynamique (toujours
déterministe, c’est 5<I>£\T(YON) ) on peut construire la densité symmétrique (les particules sont

indistinguables)
1

1(6n)

avec o HON (YY) = (o1)(®), s o) (@) st @Y (Y5Y) = (1(t), ..., yn(t)). On woit alors
que sous la condition Fév est fo-chaotique, ce qui est équivalent a

1
N (N -1)

FN(dZ) = D Gpngr vy (d2)

ceGn

FN(0,dz1,dz) = Z 0z;(d21) 0z, (d22) — fo(dz1) fo(dz2),

1<i#j <N

alors FN est f;-chaotique.

. [PropagationChaosVlasov
Preuve de la Proposition [7.4.12. On calcule

Wl(FN(t),5f(t)) = /EN Wi (Y, £()) FN (¢, dY)
= /E  Wilpg, ) (1)) By (dY)

< o [ Wi o) )

= WY, 6y),
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ol on . successivement ytilise-dgs, panipulations (élémentaires) prsentaes dans la sec-
tion B.4.2, JTa déefmmition (I7 4|élLng éelce Ela%%t %]:aatdi crreur (T 4.18), puis a nouveau les memes

manipulations de la section 3.4.2. O

. . . o PropagationChac
pagationChaosVlasovBis‘ Corollaire 7.4.14 (Propagation du chaos) Sous les hypothéses de la Proposition }’72})7%7

et si de plus F(fv = (?N, fo € Pp(E), k > 0, on obtient le taux de convergence vers le
chaos
; . Ck,r
?ropChaosVlasovWWltaux‘ (7.4.22) Vte[0,T] 1<8ny Wl(F]N(t),f(t)@)J)’ Wi(EN,65,) < N@+’

avec d' = max(d,2) et e = e(k) — oo lorsque k — 0.

. |[PropagationChaosVlasovBis [PropChaosVlasovWWl lestim:NoudHeq:equivEstimO
Preuve du Corollaire [7.4.14.711 surht‘E de combiner (IT-4.2T) avec les bornes (3:4.22), (3.5.30)
et la premiere inégalité du Lemme B.5.30. O

7.5 Deuxieme stratégie : la méthode de couplage

sec:VlasovCouplage‘

L’idée de cette deuxieme méthode est d’introduire un probleme auxiliaire dans lequel
les particules n’interagissent pas entre elles mais sont seulement transportées par le champ
de vecteur obtenu par limite de champ moyen. Plus précisément, on commence par changer
de notations et on note X (t) = (z;(t))1<i<n la solution du systéme de N particules (/EI [3)
issue de la condition initiale X (0) = (2;(0))1<i<n. On définit alors Y = (y;)1<i<n, ¥i € E,
la famille des solutions des équations non homogene en temps

eq:VlasovCouplagel‘ (7.5.23) Ui = An(Yi, fir),  %i(0) = 24(0),

ou f est la densité de ’équation de transport non linéaire sur la densité typique

eq:VlasovCouplageQ‘ (7.5.24) g—{ + V(An(y, f) f) = 0.

On fait I’hypothése de structure suivante :

(7.5.25) AN(xi;u%L__l) = A(zi; py) et Az, f) ::/ b(x, z) f(dz).

R4

prop:VlasovCouplagel‘ Proposition 7.5.15 (Chaos ggﬁlggyﬁgﬁl&%%eg)n suppose b € WH>(R??). On considére
fo € P(E) et f la solution de (7:5.24) de condifion initiale fo, ainsi que Fi¥ € Py, Al et
FN .= ®N4FY la densité transportée par le flo @]valésésgvtgé a léquation de Viasov (7.4.14)
pour laquelle on fait U'hypothése de structure (7.5.25). Alors, on a

1
WA(EN, f)2N) < Cp(—= + Wi(EY, fEN)).
sup Wi(FY, 1(07) < Cr( 7 + WaFY 17)

Igrop :VlasovCouplage

1
@ 7.:%a%dvsﬂtape 1. Pour tout couple (Xo,Y)) € EX on note (Xy)

Preuve de la p ongs tio
-(7.5.25) associée & une donnée initiale Xg et (Y;) = (Y}, ..., Y;V) le

1
la solution de (I7.4.14)
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leq:VlasovCouplagel
vecteur dont chaque coordonnée Y, est solution de I’équation (|7 5.23) associee a la donnée

initiale YO. Par définition, on a

M=

baxi,z¥z>—-j£ bV ) fuldy)

1

J

bOX, X7) = b(YY, X7)]

I
2| =

1

J

4
2|H

N
Z }/thj _b(Y;HY])]
J
N
tzvy

ZIH

o b0 = [ b S,
d’ou la majoration

d . . . .
SIXI =Y 2 bl X - Yy

N
1 . :
TN Z bl Lip | X7 — Y7
j=1

N
%Ejnuﬂ /umwmww

En sommant ces N inégalités il vient

N
1
dtNZ’Xt Y/| < 2HbHLz’pNZ’th—

N

B ?) = [ 0% flan)

N
1 1
N |W
i=1
On peut réécerire cette inégalité différentielle sous la forme

d
sovCouplagel| (7.5.26) E|Xt =Yy <2|b||Lip | Xt — Yi| + a(t)

avec, en notant b .(.) := b(Y/,.),

1 N
:N;ai(t), ai(t) ==

et ot on note | X — Y| := N~13 " |z; — y;| pour tout X,Y € BV,

Etape 2. Une premiere estimation d’erreur. On remarque que b;; € WHe(RY) avec
16i ¢l Lip < [[V2b|loo, de sorte que pour tout 1 <i < N

a;(t) < |bitllLip Wi(pdh, fr) < [[Vablleo Cr Wi (1), fo),

=1

/]Rd bii(y) [M% — fildy)]| ,
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. X ineq:transpNL .
ou Cr est la constante dans le terme de droite de (7.3.12) et correspondant au fait que f
et ,u% sont solutions de la méme équation de transport linéaire

09+ V(A(x, f)g) =

lineq:VlasovCouplagel
Combinant cette borne et (7.5.26), on obtient

d
=X = Vil <alX; = Vi + fr Wi (13, fo),

ce qui intégrée en temps (lemme de Gronwall) donne une premiere estimation d’erreur

[Sup]\Xt—Yt\ < Or (W1(ps, fo) + | X0 — Yol), Cr = %FGO‘T-
0,7

On suppose que Xy = Y suit la loi fgsz , et maintenant seulement on intégre par rapport
au choix de la donnée initiale ce qui donne

[SUI? En|X: — Yi| < Cr ENWi (1), fo),
0,7

ou Ey est une notation condensée pour désigner I'intégrale sur EYV par rapport a la loi de
probabilité fg@N .

Etape 2. Une parenthése. En utilisant les inégalités W, (,u%t, ,u{\,i ) < |X¢ — Y1, puis
Wl(,u%,ft) < Wl(,u%,,u%) + Wl(,u{\,i,ft), on obtient

[SUP]ENW1(MXt,ft) < CTENWl(:U%afO)+[SUI3ENW1(Nwat)
0,7 0,T

< 207 ExWi(ug,, fo).
On conclut alors a

sup Wi(EY,67,) <20 Wi(Ey',8,),
0,7

10&%HaosV1asov

a%%__cll\rF Q/lasovft XtﬁFON la densité probabilité transportée par le flot ]gle 1’é Squ
(7 2:14)-(I7. n retrouve ainsi exactement le résultat de la proposition |7 1
Etape 2. Fin de la parenthése. On peut faire un mieux en commencant par observer que E
est également l’intégrale sur EN x EN par rapport & la loi de probabilité (dXo,dYp) =
Sy=x0 (dY0) N (dX0) € TI(fEN, fEV) et est méme le transport optimal (par exemple
pour le cotit dEg). En définissant 7, := (X; ® YOR(fEN @ fEV) le mesure de probabilité
transportée par les flots des équations, soit plus explicitement

O(X,Y) m(dX,dY) = O(Xy, Y:) mo(dXo,dYy) VO € Cy(E™N),

E2N E2N

on constate aisément que 7, € TI(EYN, f(#)®N) puisque FN = X 4f5N, f(#)ON = Vg f&V,
et donc

Wi(FN, f)*N) < / | X =Y |m(dX,dY) = Ex|X; — Yi| < CrExWi (1), fo).

E2N
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Etape 3. Une deuxiéme (cette fois-ci c’est la btﬂ{ztea{jx])estimation d’erreur. L’idée est
de reprendre et adapter la preuve du Théoreme g 4.25, et également de commencer par
intégrer par rapport au choix de la donnée initiale puis d’utiliser le lemme de Gronwall
(et non pas l'inverse comme dans I'étape 2). Avec les notations de ’étape 2, on introduit
la semi-norme

pi,t(g) =

[ bt o= i),

ainsi que 'application \IIN EN — EN Y VI\I/éV ( %8' = YEE é)u (V) est le vecteur formé
des solutions des équations dlfferentlelles (I( D. zd) (I7.5. Zb) associées aux données initiales
Yo,15 ---» Yo,N - On introduit les notations FY = g@():]zrac = UNgEN foN, la derniere
égalité étant une conséquence du Théoreme m commence par remarquer que par
définition de la mesure image F}¥ := WN$EFYN on a

[ Ja®F B @) = [t PR @0
= [ ) Y @)

:/EN

N , N th:tauxD
Le calcul de la premiere étape de la preuve du Théoreme l3.4.25 donne

/EN[ai(t)]?FéV(dYo) = %{/Eb%tdft— (/Ebi,tdft>2} < %

On considere maintenant un plan de transport 7T0 e II( F0 s Cf )S opt mlal et on définit
Orlaso oup
= (X; ® Y)irl'. En revenant & I'inégalité différentielle (|7 9.23) on trouve

2
2N (dy).

/ biu(y) [ — £)(dy)
E

d

E/ |X—Y|7T£V(dX,dY):di/ X, — V| Y (dXo, dY0)
E2N t E2N

< a/zN |X; — Y| 7Y (dXo,dYy) + )710 (dXo,dYp)
E

a(t,
E2N
1 N
:a/EzN\X V]aN(dX,dY) N/ Z (t, uf) Fy¥ (dYo)
N 1/2
a (12 FN
S (e )

Combinant ces deux dernieres inégalités, le lemme de Gronwall implique

< a/ |X —Y|7N(dX,dY) +
E2N

2|~

1
X —Y|aNdX,dY) < X —Y|aNdX,dY) + —).
L =vimtaxan) < o[ x v axan « =)

Comme 7Y € TI(FY, f(t)®V) on en déduit

1
Wi SO < ([ = Yim ax.ar) ),
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chaosVlasovl

chaosVlasov2
chaosVlasovb

chaosVlasov6

rem:tildeWlparCouplage
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et on conclut en minimisant le terme de droite par rapport a 7T(])V € H(Fév , g@N ). O

L. . prop:VlasovCouplagel . .
On peut déduire de la Proposition I7.5.15 plusieurs autres estimations de type “propa-

gation du chaos”.

Coroll’au’re %f‘?f)];wﬁa lf)"y&][?&%gg{on du chaos) 017;&7 fait le% ]Clemes hypothéses que dans la
Proposition 7.5.15, et on suppose de plus que Fy' = fi’ avec fy € Pi(F). Alors la
densité de probabilité FN = @{Vﬁfg@]v des trajectoires du systeme de N particules associé
a la donnée initiale Fév est fi-chaotique, et plus précisément, on a

(75.27) V1<k<N  Wi(FN@), &%) <Ccr N7V2,

(7.5.28)  Wi(EN,65,) < Cr N~V @ = max(d, 2),

(7.5.29) Vo€ Lipi(E) (BN,[Ry(-) = Ro(f)P) < Cr N72,

(7.530) Vg€ Lipi(E) (FN,|Ry() = Rp(f)) < Cp min(N~Y4, N=HE@T),

:VlasovCouplagel aosEquiv

tion I7.5.15 et de la premiere inégalité %r%g)rl)lcﬁe dans 1 Le{nﬁle% Tis L estimation (IL.H2%)
)

P du. Théore cor:VlasovChaos . chaosVlasovl , de la P .
reulggoptb egreme 1/.0.10. estimation ( .0, est une CO]”i’%an}HEHC € la F;:?Jggs 1 asov2

:VlasovCouplage

est une conséquence de la Proposition /5.1 Ett'h qu Lemme b.b.fgmzﬁ’v?el%&setabhr (5.

il suffit de reprendre la preuve des Théoreme B.4.25 et Lemme B.5.31, de remarquer que
I'application (z,y) — () ¢(y) est Lipschitzienne dans E2, afin d’obtenir une estimation
du type

(FN, R, (1) — Ry(f)?) < CWi(Fy, %)+ 1/N).

. X chaosVlasovd = | chaosVlasovl chaosVlasov6 .
L’estimation (7.5.29) se déduit alors de (7.5.27). Concernanft (7,530, on obtient une
premiére borne grace a 'inégalité de Cauchy-Schwartz et ([7.5.29). La deuxiéme borne

s’obtient en remarquant que I'application p — |R,(p) — R,(f:)| est une fonction Lipschit-
zienne sur P(FE) de sorte

(FN R () = Ro(f)) < (FN W, f)) = Wi(EN, 65),
haosVlasov2
et on conclut grace a (C7.5a.02385.a = O

Remarque 7.5.17 1) ‘ﬂp%g;\lﬁs hypotheses du Corollaire 17.5.16" et les notations de la

. asotCouplagel
preuve de la proposition 17.5.15, on a eégalement

sup Exy (W1 (pX,, 13)) < sup Ex(|X; — Yih) <
(0,7 [0,T]

=

Remarque 7.5.18 1) Avec les notations de l'introduction on a
E(Wi (i ), F(1))) = Wi(FN (), 05 0).

2) La méthode de couplage permet d’obtenir un meilleur tauz (tauz en 1/v/N sur les
distances Wi (FY, f€%)) que la méthode de la mesure empirique (tauz en 1/N@)"),

3) Cependant, la méthode de couplage nécessite une donnée initiale chaotique (ce qui
n’est pas nécessaire pour ’obtention d’une simple limite de champ moyen par la méthode
de la mesure empirique) et des hypotheses de structure et de régularité plus fortes sur la
dynamique (au moins dans la version simple présentée dans ce chapitre).
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7.6 Notes bibliographiques

. N . .« 4 illaniMF . .

Ce chapitre est tres fortement inspiré des notes de cours %2 de C. Villani dans les-
quelles sont présentées quelques arguments classiques concernant la limi 5de champ moyen
des modeles de Vlasov et McKean-Vlasov, et donc également du cours [59] de A.S. Sznit-
man.

X lsec: VlpeculdbimvEqQNL . X , .
esp&ectlons [7.2 et I7.3 sont extremement classiques, et suivent pour | essentllel le@ noteﬁ L
ani sec:VlasovMesureEmpirique

ﬁilﬂj .. . .
. La metPg)bd% Sc;%#gx mesure empirique que nous pres%ltl(l)n%sé d@]}s la section 7.4 est due

a Dobrusin - Soulignons que Braun et Hepp dans ont etabli la méme limite de
champ moyen, par une méthode similaire (utilisant les mesures empiriques), mais sans
taux de convergence. \La premiere pre?uve de I?Nelﬁﬂletftvsll% kcilg%np fnf)y,en pour ce modele
de Vlasov serait due & Neuzert et Wick dans 148] (Tarticl oggfaggdlge en allemand). La
méthode de couplage présentée dans la section 7.5 rFSQrend la preuve classique pour le

modele de McKean-Vlasov telle qu’elle apparait dans [59].




160



Chapitre 8

Le modeéele de McKean-Vlasov

8.1 La méthode de la martingale non linéaire sans martin-
gale non linéaire

C’est un calcul que j’ai fait & Toulouse durant le congres NBA. 1l s’agit de faire une
méthode de la mesure empirique ou plutot de calculer grace a Ito

E(@(1Y,)) = ..

On voit qu’on arrive pas a boucler comme dans le cas déterministe et que pour conclure
il nous faut un théoreme d’unicité dans P(P(E)).

8.2 La stratégie de ’argument de couplage : le modele de
McKean-Vlasov

Soit X = (X1, ..., XVN) € EV la solution du systeme de N particules

i 1 i j i
dx' = Nza(x — X7)dt + dB;
J#i
= (a*pX)(X')dt + dBj,

o (B?) est une collection de mouvements Brownien indépendants et X}V est un vecteur
aléatoire dont les coordonnées sont indépendantes et de méme loi fy (indépendant de N).

e La limite de champ moyen est

1 .
Of = GAf +div((ax )f),
et on peut montrer encore que

Y fo0, 90 Wi(fi,9t) < CiWi(fo,g0) ou < Ce MWi(fo,90)-

Le probleme ici est que ,u% n’est pas solution de ’EDP non linéaire et ’argument valable
pour Vlasov ne tient plus.

161
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e Mais on va faire mieux. On introduit la dynamique de particules fictives (pour les
mémes mouvements Brownien)

dY' = (ax f)(Y)dt+dB;, Yi=X,

et la formule d’Tt6 implique que £(Y?) = f car L(Y?) est solution de la méme EDP (pour
laquelle il y a unicité des solutions). On démontre (sous forme intégrale) que

d 1
<
dtNkZ:l‘Xt Y;f’ 2”CLHszNkZ:1’Xt th“i‘y()

avec )(t) qui ne dépend que de Y (t). On en déduit
d
EE‘X'} — Y| <2|a|Lip EIX] — Y|+ EQ(2)).

Or on peut montrer que E(Y(t)) = O(1/V/N) : cela provient juste du fait que les Y forme
une suite de va i.i.d. et que E()(t)) est une mesure de 'erreur entre la loi d’'une moyenne
empirique des Y et sa limite déterministe.

On en déduit d’une part que pour tout ¢ € Lip(E)

(Y 0) = (f,9)] = [Be(X}) — Ep(Y;")| = O(1/VN),
ce qui signifie bien que ¥ = £(X;) — f lorsque N — oo.
On en déduit d’une part que pour tout ¢ € Lip(E7)

J
< lellep Y BIXF =Y < jO(1/VN),
k=1
ce qui signifie que fV est f-chaotique.

On remarquera que la méme preuve implique le méme résultat (propagation du chaos)
pour le modele de Vlasov (avec donnée initiale aléatoire mais de coordonnées indépendantes).

Probleme 1. Peut-on établir le méme résultat en restant au niveau des lois des systemes
de particules (X', ..., XV) et (Y!,..,Y'N) 21l faut bien siir faire attention & quand prendre
les marginales : le plus tard possible!

8.3 Propagation du chaos

e On considere le systeme de particules
. 1 X . .
dXj = dBj + ZF(XZ — X/)dt

ot les B? sont des mouvements Browniens indépendants et I € (LipN L>)(R?). En posant

1 1 &
= NZ F(z! — 29), NZ N )
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on voit que la loi m" de X; résout
1
oym = §AmN — V- (GmM).
e On considere la solution p; de I’équation parabolique non linéaire

1
(8.3.1) Op = 5 A=V - [(F 5 p) p) R,

e On va mettre en place une stratégie de couplage. On consideére Y!, ...,Y;N des va
indépendantes et solutions de I’équation différentiel stochastique

AV = dBi + (F p)(Yi)dt, Y ~ g,
Sa loi i’ est solution de
oo = 37 =V (Frp)f] R
et comme p est 'unique solution de (E%I._Clﬁ)\%n an'=ppourtouti=1,.., N.

ropCouplagel| Proposition 8.3.1 (Couplage 1). On suppose F Lipschitzienne et bornée. Alors

Cr
sup E|X} -V} < —=.
oy T VN

. PropCouplagel L
Preuve de la proposition 8.3.1. Par définition, on a en notant b(x,y) = F(z — y)

=2

d i i
_(Xt_Yt) =

. WX XD — [ b))
Rd

1
N 4
J

Il
—_

[b(XE, X7) = b(YY, X7))

I
==

Il
—_

J

TN
& SIb(Y, ) — (v X

J

+
Il

+
2=

Il
—

b Y?) — [ 607 ),

J

d’ou la majoration

CIXE -V < Wl X -
1 X , .
+NZ 1bllLip | X7 — Y|
j=1
LS~y v i
1 SO = [ 7))

Jj=1
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En sommant ces N inégalités il vient

dtNZ'X’ Vil < 200l NZW vk

1 il al ] :
NZ:: z:: (Y2, Y /Rdb(iﬁ’y)pt(dy)]-

En prenant I'espérance et en utilisant la symétrie des lois de X; et Y; par rapport a I'indice
des particules (L(X}) = L(X7) et L(Y}) = L(Y{) = p; pour tout i, ), il vient

d
DB YA < 2blley BIX! -+ AW
N
avec A(t Z b7 = [ 80 el

Nous allons maintenant estimer le terme A(t). Par inégalité de Cauchy-Schwarz et en
développant entierement on obtient

A < E %é[bm& V)~ [ o piay) |

< %jilE ot 9 = [ oot )| ot v - [ 00 )

<+ (j%;B |:Eb(Yt17Y;€j )—E / b(Y}',y) pt(dy)] |:Eb(Yt Y / b(Y}',y) pt(dy)]
+$(J$)EBCE|: S / by e dy)] [b(Ytl’Ytk) N /Rd o) pt(dy)]

ot B :={(j,k);j # k,j # 1,k # 1} de sorte que Y/, Y}* et Y;! sont indépendants si
(4, k) € B, les quatre termes intervenant dans la somme sur 'ensemble B sont égaux (ils
vallent tous (p®2,b)) et cette somme est donc nulle, et ot le cardinal de B¢ vaut 3N — 2.

Ainsi
AW <\ 6N -2) @ bl < T

De plus, le lemme de Gronwall appliqué a I'inégalité différentielle

v <au+fB, u0)=0

B8 2lblloe 2 b Lip T 0
(e}

implique u(t) < 2 e*t. On obtient ainsi le résultat avec Cp = Tl

Proposition 8.3.2 (Propagation du chaos). On suppose F Lipschitzienne et bornée.
Pour toute fonction ¢ € Cy(R?) N Lip(RY) on a

/Rd p(y) i, (dy) — /Rd (y) pt(dy)‘ <

sup E iy

[0,7]
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. PropChaosl |
Preuve de la Proposition 8.3.)2. On sépare en deux morceaux

E ‘ /Rdcp(y) X, (dy) — /Rd 0 (y) pt(dy)‘ <
/Rdcpﬂ% —/Rdw%

<E

Le premier term s’écrit

1 , 1
B| [Loi~ [ o] —B|5 et - 5 o0
i=1 i=1
<—ZE\¢Xt p(Y))] = Elp(X}) — (Y,
C
< bl B X - | < F

R . L. PropCouplagel
grace a la proposition % 3 On o0 rappelle maintenant que Y; ~ pf° N et en reprenant le
premier point de la preuve du théoréme 3.18 du chapitre 1 on a

N ? N 2 eli2
E opy, — [ op|)] <E @ d(fly, — pt) S A
Rd Rd R4

ce qui donne également une contribution en 1/v/N pour le second terme. O

8.4 Estimation W, du flot associé a McKean-Vlasov
Proposition 8.4.1 (distance Wi). On suppose F' Lipschitzienne et bornée. On a
Wi(pt,ne) < Cr Wi(no, po)-

Soient pg, 7o € P(R?) et soient p;, n; € C([0,00); P(R?)) les solutions de I’équation
non linéaire de McKean-Vlasov :

1
Op = 580+ V((F % p)p);  pr=0 = po,

1
O = A0+ V((E *n)n), k=0 = 1o-
Pour une donnée (X, Yy) telle que Xy ~ pg, Yo ~ 19 on résout les EDS
dXy = dBy; + (F % py) X¢dt, dYy =dB;+ (F xn;) Yy dt,

pour un méme mouvement Brownien B;. On écrit alors (formélement)

d

dt(Yt Xi) = (F*n) Yy — (F % p) Xy,

et donc

d
E\Xt—yt\ <NF x| |Ye — X + [F sy — F* pe| | Xy,
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puis sur un intervalle de temps [0, T]

d
EXe— Y| < ABY; - X[+ B sup [(F xne)(2) — (£ pe)(2)]
AE|Y; — X¢| + B sup

z€R4
E < / B(Yi, 2) — b(Xy, 2)] dz>
z€R4 R4
< AEY; — Xi| + B|b]|Lip E|Y; — Xy,

IN

Le lemme de Gronwall implique alors
E|Y; — Xy| < Cr E|Yy — Xyl
En faisant parcourir a (X, Yy) 'ensemble des couplages de (pg, n9) possibles, on déduit

Wi(pe,mt) < min E|Y; — X¢| < Cr min E|Yy — Xo| = Cr Wi (10, po)-
1(pes 1) G Y; — X v nin |Yo o T Wi(no, po)

8.5 Notes bibliographiques

A second une breve revue des resultats precedents %g g% pour son modele
implifie 1d (pas de conservation du moment), McKean pour Welhen Grunbaum
;5 isource d’inspiration importante mais m(:omplete Snitzmann (dire un peu plus

precisement son r A Lt%t(giglé’ﬁarller auss.l Qe I’approche genel.“ale de Lle s1yoir I\ﬁ:galement le
cours de Meleard plus a jour mais important) et celui de Cedric . Voir egalement

pour citer les nouvelles refs que tu as rajoutee plus recemment Stephane (dans les versions
5 et 6).
Much more are known about the so-called McKean-Vlasov model introduced by McKean
Voici une biblio sommaire (source = Francois Bolley) :

K2,McK3
1) McKean — > LGN ( %IC() 2] I is bounded and Lipschitz and o; 7)
2) Tanaka — > TLC

3) Snitzmann : tout est resume dans le cours (les articles sont anterieurs) — > LGN
avec taux, methode de couplage

4) Leonard, Dawson, ... 80’ : Grandes deviations
5) Meleard
6) D. Talay (Analyse Num., il a un cours, discretisation en temps)

7) Benachour, Roynette, ... — > pour d = 1 obtention d’un taux (N -1/ 2) uniformement
en temps.

8) Malrieu — > pour d > 2 obtention d’un taux (N~2) uniformement en temps.
9) Malrieu, Catiaux, Villani, Bolley, Guillin, ....
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Chapitre 9

Introduction a la méthode de la
hiérachie BBGKY et au modele de
Boltzmann-Kac

9.1 Les trois modeéles

Nous considérons dans ce chapitre un systéme de N particules qui est décrit (point de
vue “Eulérien”) par sa densité FY := FN(t,dV) € Pyym(EY) pour laquelle on connait
son équation d’évolution

(9.1.1) oFN = NN,

Ici QY est le générateur d’un semi-groupe de Markov, ¢’est donc a priori un opérateur non
borné sur un espace vectoriel qui contient le cone Psym(EN ). 1l sera souvent pratique de
définir O par dualité, c’est-a-dire & travers son opérateur adjoint noté G :

(9.1.2) (QVFN o) = (FN,GNp)  VFN € Py, (EY), Y € D(G®) C UC,(E™).
Explicitons les trois exemples qui vont nous intéresser par la suite.

Exemple 9.1.1 (Vlasov).

. Fﬁorsque les /tm‘?'ectozére%gggt don@ées (point de vue L?ngng'z'en.) pm: le systéme d’équations
(7.%.14) le Théoréme [7.2.7 nous dit que la densité f* satisfait I’équation de transport
linéaire (point de vue Eulerien)

Kk %k
FN BBGKY : eqN1
L’équation de transport associée a la dynamique trajectorielle (e?.EL 14) est (b I.1) avec
(9.1.3) ONF = =Vx(BF), B(X):=(Ax1,uy, ) Ay, ux 1)),

avec donc ici E =R? B: EN — EN, A: ExP(E) - E et X = (21,...,2n) € EV,
X; = X\{z;} € EN7L. Loopérateur G est donc simplement

N
(9.1.4) VoeCHEY)  GNe=B-Vxp=)Y Alziuy ') Ve
i=1

167
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Exemple 9.1 (MCI% m—Vl\ﬁsov) L’équation de transport associée a la dynamique
trajectorielle (I”) est (9.1.1) avec

1
[BBGKY: exple21| (9.1.5) ONF = —Vx(BF)+ AxFV,

avec B défini comme ci-dessus, et Uopérateur G associé est

1
[BBGKY : exple22] (9.1.6) VoeC2(EN) GNy = B-Vyp+- > Ax

= ZA xz; :(:2904‘ ZAJ&

En troisi¢tme lieu, on s’intéresse & une dynamique Markovienne de vitesses V € EV,
E = R%, qui évoluent par “sauts collisionnels binaires” guidés par une horloge poissonniéne.
Plus précisément, étant donnée un état pré-collisionnel V' = (v, ...,vn) du systeme de N
particules, on définit I’état post-collisionnel V* aléatoirement de la maniére suivante.

(i) pour tout ¢’ # j/, on tire de maniere aléatoire un temps 7T}, ;; pour la paire de
particules (v;,v;) selon une loi exponentielle de parametre B(|vy — vj|), puis on
choisit le temps effectif de la premiere collision 7} et le couple de particules (v;, v;) qui
collisionnent (ce temps et ce couple sont définis de maniére unique presque stirement)
par

T1 = Ti,j = min Ty s

1<it£y<n 0

(ii) on tire de manitre aléatoire un vecteur o € S9! selon la loi b(cosf;;) ou la
deviation angulaire 6;; est définie par cos6;; = o - (v; — v;)/|v; — vi;
(iii) on définit enfin le nouvel état du systéme apres la collision 77 par

* * * *
V= Vij = Rij,UV = (Ul, ey Uy ey U ...,UN),

3 ) Vi )
ou la rotation R;j, de la paire (i, j) associée au vecteur o est définie par

,u* *

w w ..
[primvprine] (17 =t gt

avec
k
wij = V; + ?}j, uij = \u”\ g, u,-j = UV; — ?}j.

En répétant ce procédé, on construit un processus de Markov (V;) sur EYV.

Exemple 9.1.3 (Boltzmann). Apres changement de (b t/N), la loi FN du
processus de Markov Vy satisfait I’équation de Kolmogrov (9.1.1) ot le générateur Qn ainsi

que son adjoint GN (ces opérateurs sont auto-adjoint dans L?>(E™N)) sont donnés par

Viy:EN - E QN = GN”tb:% Z Lijy

1<i<j<N

Lyb(V) = Bu—v) [ bleost) (55 = v)dor
ou ¥7; = ¢(V3) et o = (V).
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9.2 Argument naif et limite de champ moyen

Commencgons par présenter un argument naif qui ne marche pas, mais qui
permet de deviner la limite de champ moyen a partir de la dynamique de N
particules. On écrit I’équation satisfaite par FlN la densité typique d’une particule

HFN = (ANFN), = QnoFY,

ol {22 un opérateur défini sur P(E?). E L’équation sur la densité typique prendra cette
forme des que l'interaction entre les particule se fera par "paire”. En passant a la limite
N — 00, on obtient une équation

atm = Qgﬂ'g.

Si on sait de plus (et c’est ici que se trouve le caractére “naif de 'argument) que my =
m ® 71 (propagation du chaos) alors

Oy = Qz(ﬂ'l ®@m) = Q(Trl)

et cette équation est non linéaire (quadratique). On a ainsi obtenu 1’équation limite sous
la condition de propagation du chaos, et toute la difficulté est de démontrer la propagation
du chaos.

Nous allons illustré cette idée sur lesmodeles décrits dans la premiere section.

e Viasov et McKean-Viasov. Considérons le modele de Vlasov, pourg %sweelxoiqe 1f%it I’hy-

pothese fondamentale ici d’interactions binaires, & savoir que dans (9.1. opérateur A
est de la forme

Az, p) :/Ek;(ac,z)p(dz).

BBGKY : eqN1
En intégrant 1’équation (b.l.l ) par rapport aux N — 1 derniéres particules, on constate
que la densité de probabilité d’une particule typique

FlN(xl) ::/ FN(xl,Xl)Xm
EN-1

satisfait I’équation

OR = —/ divy, (A(zy, gy ) FN)dzsy ... dey
dt EN-1 ! X
. 1
= _le:c1 /EN1 m Zk(l’l,.Z'])FN dl’Q de
Jj=2
: 1 N
= —dlvx1 /ENl ﬁ ;k(xl,xg) F dxg ...d(ﬂN

= —dile/ k($1,$2)F2Nd£L'2.
E

En passant formellement & la limite, et en supposant que FlN — F2N — Ty avec
Ty = M ® 1, on obtient que m; est solution de I’équation de Vlasov
671'1

ﬁ = —divxl/Ek((tl,xg)ﬂ'gd(tg

= —divy, <w1(w1)/Ek($1,$2)W1(d$2)>=
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soit donc
oy +V (A(-,?Tl)ﬂ'l) =0.

Remarque 9.2.4 1. Il est immédiat de voir qu’avec le méme type de démarche on obtient

[’équation de Viasov-McKean lorsque l’on part de l’équation ... .
2. Sans hypothése d’intéractions binaires, I’équation sur F{¥ s’écrit

o [ e@ R tdn) = [ (Vo)) Awr i) PV ax

(Vo)1) Aler, p) FY dX + 0(%)

ou on a défini A, par
Aslp) = [ (F9)() Alz.p) i),

En passant formellement a la limite, on obtient

at/ o(z) T (t, dz) = / A (p)w(t,dp).

Cette derniére équation peut €galement s’écrire
olmky) = [ [ (Vo)) Al p)ptd) nldp)
P(E) JE
— [ Q). DR, n(dp)
P(E)
et on pourra vérifier que l’on a encore pour tout ® € CH1(P(E))

o /P ). = /P (@) D) (. dp).

e Boltzmann.

Proposition 9.2.5 Soit Fy € (C' N C%Y)(E x EN71/&N_1). Donnons-nous ml =
md (dz1, ..., dzn) € Poym(EN) une mesure de probabilité symétrique. Celle-ci correspond
a la loi d’une jﬁ%%ﬁée mitiale Xg € EN/GN que lon fait évoluer selon les caractéristques
de l’équation 14) et nous fournit donc un état X; a Uinstant t > 0. Alors la loi

m{v =my (dxl, ydx ) de Xy est solution de l’équation de Liouwille linéaire

omy

T —i—Zdwxl FN(xZ,Xi)mN) =0.
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On suppose maintenant que F' est de la forme ”intéraction & deux corps”

F(z,m) == /E () m(dy),

et donc I’équation de Lagrange pour les trajectoires est

. 1 1
T =F $i7mz5mj = mZ‘P(JEi,%’)
JF#i J#i

On introduit la hiérarchie m’fv = [ mydzgiy...dey pour k < N, et on calcule grace
a la symétrie de my

8m]1v
dt

—/ divxl(FN(azl,Xl)mN)da:Q...da;N
EN-1

. 1
= —divy, /EN1(m2g0(x1,$j)m]v)dx2...daz1v
Jj=2

1
= —divy, /EN1(m2g@(x1,x2)mN)da:2...da:N
Jj=2

_ _div, / ((e1, 22) midy) das.
E

De la méme maniere pour la probabilité de paires m?\, on a

omi, . 1
a Z e div, N _1 Z‘P(l’z’,x]’)mN dzs...dzy
i=1,2 i

1

= —divxl/ — cp(a;l,azg)mN—i—Zgo(xl,xj)mN drs...dxy
EN-2 N— 1 j>3

. 1
—dlvm/ —_— go(:ng,xl)mN—l—Zgo(:Eg,:nj)mN dxs...dxN
EN-2 N-—-1 >3

= —divy, (ﬁ (a1, z2) my + m/EgD(iﬂl,lﬂg)mN d:z:3>
1 N -2

—divy, <m o(z9, 21) M + N1 /E(,D(l'g,xg) my dx3> .

On passe a la limite (& extraction d’une sous-suite) et on obtient une mesure m dont les
marginales satisfont a l'ordre 1, 2, ... , k

om! .
d—n; + lexl/ (,0(:171,:172)’171,2 dxy =0,
E

a 2
d—nz + divy, </ o(x1,x3) m> dx3> + div,, </ cp(azg,xg)mg dac3> =0,
E E
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omk k .
dt + Zdivxj (/ o(xj, Tpq1) m * da:k+1> =0.
j=1 E

e Une premiére remarque est que si mF(t, 1, ..., z3) = Hle wu(t, z;) alors la hiérachie
des équations sur les (my) est équivalente & la seule équation

Ot dr) + div ( [E so(x,yw,dy)u(t,dx)) —0, u(0.) = po.

e Y a-t-il unicité de la solution de la hiérarchie ? Dans ce cas, c’est celle-1a!

On peut récrire cela en notation condensées

omp . 1
—+d1VX FN X,mZ(SZ-J my =0.

dt
J#i
. . L. TranspNL
Remarque 9.2.6 1. Il ne faut pas confondre l’équation de transport non linéaire (17.4.1 H
posée dans E = R? dont est solution la mesure empirique ,u%N € P(E) et l’équation de
t

transport linéaire (ou de Liouville, ou Master) suivie par la loi f¥ € P(EN) de X, € EN.

2. 1l ne faut pas non plus confondre le groupe (®;) des caractéristiques associées au
N . . f s .
cha'rr/Lp de vecteurs B(X) € EY ci-dessus et le semi-groupe d(<I>t) des carfzct{frzstzt%zégéaggé
sociées au champ de vecteurs (t,x) € Ry x E'+— A(z, fi) € R*. . Par le théoréme I7.2.5 des
caractéristiques on sait que St ff fig Ts%fagg%que solution de l’équation de transport associée
a a, qui n’est autre que l'équation (7.4.17). On en déduit que i = S;1 fio.

3. Notons (®¢[u]) Ainsi, on a pp = Py[u] t po-

9.3 L’argument de Kac.

Reprenons 'argument ci-dessus mais ne nous arrétons pas a prendre la seule premiere
marginale. On considere pour tout j > 1 I’équation satisfaite par la marginale fJN

O = QnfN); = Qn i fias

la derniere égalité étant vraie des que les interactions se font par ”paire”. En passant a la
limite (il faut savoir passer a la limite!), on obtient une famille d’équations

agﬂ'j = Qj+1ﬂ'j+1 V] Z 1.

Deux remarques. 1) Dans le cas du modele de Kac ou plus généralement du modele de
Boltzmann pour le noyau constant (molecules Maxwelliennes avec cut-off angulaire) il est
possible d’écrire ’équation satisfaite par s, de la réoudre explicitement et de montrer que
o = 1 @ 7.
2) On est pas capable de faire cela en général. On va néanmoins savoir conclure si

a) la famille des (7;) définie par 7; := f®/, f solution de I'équation nonlinéaire (qua-
dratique) de champ moyen, est solution de la hiérachie d’équations.
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b) il y a unicité de la solution (7;) de la hiérachie d’équations (au moins pour une
condition initiale tensorisée).
On consideére fV la solution de I’équation

1
N =nfN =D Lt

1<J
avec
Lijf = |, B =v;.0) (F(Vij) = f(V)) do.
On écrit
£¥(8) = e Y0 = Z—f Q fY(0).
k=1

Comme Qy est auto-adjoint pour toute fonction ¢ € C(E7), j < N, on a
(N0 0) =D 5 (FY(0), 2% ).

On commence avec ¢ € C(E). On a

(FN(0), Q) — ( o®k+1=@k+1>7 ki1 = Zpp € C(EM.

On obtient ainsi
o

tk
(i) 0) =D 15 (7 oren)-
k=1

On choisit ensuite v := ¢ ® ¢ € C(E?). On a cette fois & la limite

o tk
<7T2(t)7/7> = Z E < (()gk+17/7k+1>7
k=1 "

avec
b !
Ve+1 = ; ©i Vkt1—i m
On en déduit
- e ®i Qk+1—i
(ma(t), ) = Z e+ 1—a) (fo*, i) (fo s Vkt1-i),

i
On en déduit mo = m ® 7 puis

Uk
t
mt) =) -

N k!
k=1

ZF R (Somme de Wild = f(t)).

Cela correspond a une structure trés particuliere de 1’équation de Kac/Boltzmann pour
les molécules Maxwelliennes.
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9.4 De N particules a la hierarchie BBGKY

9.5 Unicité et propagation du chaos

9.5.1 Uniqueness of statistical solutions and chaos

sec:tensor

Lem:HO
Assuming (A2), we know from Lemma }?%H%}ﬁt (SN is a co-semigroup, that for any
® € UCy(Pg,,R) we may define T°® € UCy(Pg,,R) by

(T®)(f) = ®(Sf),

and that we build in that way a cg-semigroup (77°) on UCy(Fg,,R). The Hille-Yosida
theory imply that there exists an closed operator G* with dense domain dom(G) in
UCy(Pg,,R) so that (T7°) is the semigroup associated to the generator G°.

Now, on the one hand, for any myp € P(Pg,) we may define the semigroup (S5°) on
P(Pg,) and the flow (7;) by setting 7 = S5°mp and (duality formula)

(9.5.8) VO c UCy(Pg;R)  (SP°mg, @) = (m, T°®).

Let us explain why (B?gl%f%%%ed defines uniquely a probability measure 7, € P(Pg, ).
First we need the following assumptions

(i) FE is locally compact Polish space ;

(ii) F isin duality with G; and F is dense in Cy(F) in the sense of uniform convergence
on any compact set, or better, F N Cy(E) is dense in Cy(E) in the sense of uniform
convergence ;

For any ¢ € N* we define

¢ € F¥' — (nf, ) i= (70, T{°RL).

That is a positive linear form on F®‘. Thanks to assumptions (i) and (ii), the Stone-
Weierstrass density theorem and the Markov-Riesz representation theorem imply that 7!
is well defined as a element of P(E'). Since now the sequence (7f) is symmetric and
compatible, the De Finetti, Hewitt et Savage representation theorem implies that there

exists a unique probability measure 7; € P(Pg,) such that for any ¢ € F*

(7t R@ = (WQ,]}OOR5;>.

6: i=A
On the other ham]%l(i Weeson, that Iy € C(R4;P(Pg,)) is a solution to equation (SI i f?.zcljt) :

h
if it is a solution of (II0.7.5) or eﬁélcvalently for any ® € UC'(P(E);R) there holds
d
eq:BBGKYhierarchy2‘ (9.5.9) E(ﬂ't, ®) = (m, G*®) in D'([0,00)),

where we recall that G is defined for any ® € UC*(P(E);R) and p € P(E) by

(G=@)(p) = (D2(p), Q(p))g; .6, = (Qp), DP(p))p(E).C, (B)-

theo:BBGKYuniq‘ Théoréme 9.5.7 Assume that (A2) and (A4) hold as well as (i), (ii) above. For any
Qgézéagclg&tum &w%cglggghlcﬁ% flow m; is the unique solution in C([0,00);P(Pg,)) to

lera

i
(10.7.5) and (9.5.20) starting from mo. Moreover, if mg is fo-chaotic (that is if mo = 6y,
with fo € P(E)), then m; is SN fo-chaotic for any t > 0.
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‘theo:BBGKYuni X . . .
Proof of e}%e(t){_egvgaﬁe. 12 Step 1 : Chaos propagation. From De Finetti-Hewitt-Savage’s
theorem . for any m € P(P(E)) there exists a unique sequence (7¢) € P(E’) such that
the identities

(nlp) = /P A

= Ry, (f) m(df) = (m, Ry),
P(E)
hold for any ¢ € Cy,(E)®¢. As a consequence, if 7y is fo-chaotic,
(T,0) = (7, Ry) = (mo, TP Ry) = (T7°Ry) (fo)
= RL(SM fo) = (SN fo. 1) - (S fo.0),

which means that ﬁf = ffgé, or equivalently 7; = dy,, and the statistical solution 7; is

ft-chaotic.
X leq:BBGKYhierakedhBBGKYhierarchied: compatibiliteGinftyell2
Step 2 : Equivalence between (10.7.5) and (9.5.20). From (I10.7.3) we recognize

(9.5.10) (P, GEL10) = (DRG(p), Q(p)) = (G Ry)(p),

f € Cy(E)®" and € P(E), ivalently Rgee , = G®R,,. Since R, €
orany € CH(E)™ and any p € PUE), or ety s nsonteci - 17
C“ (P(F)) for any ¢ € F®°, we deduce Fe%%B@&ﬂierz)a%%I}heS (10.75).

Assume conversely that 7 satisfies (T0.7.5). For a given ® € CLY(P(E);R) and for
argg{B[\BTG}ghN* we define the function V i (V) := (rd®)(V) = ®(udY) in C,(EY) so that
i

ierarchy

[10.7.5) writes

(9.5.11) (v, () = (1, GR P(d))),
or equivalently thanks to the Hewitt-Savage representation theorem

81&(777 ng¢> = (77, R(;oo

N+1(7Tg<l>)>'

On the one hand, for any p € P(E)

(9.5.12) Rexalp) = [ 0™ @v) = a(p).

by the law of large numbers.
On the other hand, for any p € P(E), we have

RG?VO+1(7rg¢)(p) = <P®N+1, ?\?ﬂ(ﬂg@»

N
= > [ o) ) [T oty
=17 i#i

For any given i = 1, ..., N, we define QS%_I = D@(u]‘z_l) and we write

() = @i ™) + (o) — T + O (It = 1)
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Observing that

1 1
N_  N-1_ + ¢
Hy =y = g O ;N(N—l) o0
and that (Q(p),1) = 0 from assumption (A2), we find
1
Rog et Z [ (et w0 () @@ T ot
J#i

By symmetry we may rewrite that identity as

RG?V"H( )(P) = Z/EN1N—1 Qlp), N_1>PN_1(dV)+O<%>
- /E‘N—1<Q(p)’ DO (puyy 1)) pN (V) + O (%)
Nooo (D®(p), Q(p)),

by the law of large number again.
On the other hand, for any p € P(E)

Ny (p) = (PN GR o (rE®))
= (DR.xg(p),Q(p))

N
-3 / (7 ®)(v1, s v) Q) (dvi) [ pldvy)
i=1 7BV

J#i

R/
GN+1

N
= Y[ Qv ede
i—1 BN
= N[ Qi ®)doN .
EN+1 ’
Now, we compute with ¢&Y = D®(ud) and V] = (v}, v2, ..., un), v} = v|(v1,vn41,0),
Qiiva (BB Vovnar) = [ bloos 012)(@(t) — D(ud)) o
1
= [, beos ) (68 (0h) — o (0)) do + O(1/N?)
Gd—1
1 *
=N Q1,N+1(7TgD‘I))(Va un41) + O(1/N?).

A more convenient way to set out these computations is the following

Z/ Qi N1 (T8 ®) p(duny1) =

- %Z/ Qi n1(D2 (™)) (vj, vn41) pldon4r) + O(1/N)
= (D®(uN)), Q(uyy, p)) + O(1/N).
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Again the law of large number implies

9513)  Rag, (o) ~ | (DB, QU0) o7 (@V) = (D(0).Qlp. ),

X leq:BBGKYhierarchy?2 bgkyl bgky2 [bbgky3
As a conclusion, (|9 .5.20) follows by putting together (B 5 ﬁZ), (BgﬁB) and ()9.5 13) At the
abstract level, we use here a variant of hypothesis (A3) and (A3’), namely

N

(A8") (G Vronn) ~ - D0 Q (DB (w0 41).
=1

Step 3 : Uniqueness. For anyt > 0 and n € N* owe define e :=t/n and t, = ek, s = t—tx.
Then for any ® € gﬁl 1%;1, we define ®; := T;°®. The very fundamental point is that
thanks to Lemma [77 we have ®; € C}(Pg,; R) C dom(G*) for any t > 0. We write

(e, @) — (7, @) = (¢, @) — (w0, By)
1

3

{[<7Ttk+17 (p8k+1> - <7Ttk+17 (p8k>] + [<7Ttk+17q)5k> - <7Ttk7 cI)Sk>] }

k=0
n—1
=Ti+T=) {Tip+Ton}-
k=0

On the one hand, we have

€
o0 d o0
T = <7Ttk+17(1)8k+1 -1 (I)Sk+1> = _<7Ttk+17/0 %[Ts @8k+1] ds)

Sk

€
= _<7rtk+1’/0 [Gooq)sk+1+8] d8> = _/ <7Tt—[8+1,8]’GOO(I>S> dSa

k+1
where [s,¢] = [s/e] e. Passing to the limit n — oo, we get
t t
T (G0 s — = [ (e Gee)ds
0 e 0

On the other hand, we have

T =

)

¢ d
d_ 7Ttk+7'7 8k> dr

= / 7Ttk+raG P >
/tk+1

7777 G*P;_ [T€]> dr.

Passing to the limit n — oo, we get

t t
’Tg:/ (77, Gy _[r ) dT — (7, G°Py_) dr.
0 n—ee Jo

As a conclusion, for any ® € C'(Pg,;R), we have proved

<7Tt, (I>> = <7_I't, q)>
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From a density argument we conclude that m, = 7. O

. 1lem: BBGKY theo:BBGKYuniq | .
Gathering Lemma [10.7.4 and Theorem b.S.IZ We obtain a propagation to the chaos
result.

Corollaire 9.5.8 (Abstract chaos propagation) Assume (A1), (A2), (A3'), (A3"),
(A4) as well as (i) and (ii) above. Assume furthermore that f&¥ is fo-chaotic. Then fY is
SN fo-chaotic. More generally, is fON converges to o then fN converge to 7 the associated
statistical solution.
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9.5.2 On statistical solutions and the non uniqueness of its steady states

AUTRE POSSIBILITE :
1) ENLEVER TOUT CE QUI CONCERNE Jl’ecriture "directe” avec A%, Aév, A et

la non unicité des etats stationnaires (qui est un peu annexe ici)

2) COMMENCER PAR UNE SECTION ”On uniqueness of sFatlstlcal solptions” dans

iteGinftye

laquelle on 1ntr0dulthla Eégf(@rchle Gé et II’hypothese centrale (IlU 7.3), la remarque qui

suit et le théoreme
) Une section, ” CI?B% propagation Vla é[&cf{pBGKY hierarchy method” dans laquelle
on met le lemme et le corollaire [77 (en un seul résultat).
Let us consider the N-particles system associated to the Boltzmann collision process
that we do not write in dual fomr as we have done before. In order to simplify the discussion
we only consider the Maxwell with Grad’s cut-off model. More precisely, our model writes

(9.5.14) oy = NZ/ b(cos 0. ;) [fN( ) = £ do,

where 6; ] stands for the angle between the v ctor%v —v} and vj—v; where v} := v'(v;, v5,0),
v, = v,(v;,v;,0) are defined thanks to (%V?Want to describe how the BBGKY
(Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood and Yvon) method introduced to derive Boltzmann’s
equation from Liouville’s equation applies in our simpler space homogeneous context. Let

s malllsst grlﬁ(c)i introduce the k-th marginal fév = TI,[f"]. Integrating the master equation
IE& 7.1) leads to

1
aff = 2 = O(&*/N)
i,j <L
1 N
DI
i<0<j

+%ZZ{} =0,

i,j>0
with
Zi];-f ::/ / b{fN(...,vg,...,v;-,...)—fN]dadvg+1...va.
Rd(N—¢—1) JgN—1

Only the second term does not vanish in the limit N — oo, so that assuming that fév — Ty
in the weak sense of probabilities, we find that () is a solution to the infinite dimensional
system of linear equation (the Boltzmann equation for a system of an infinite number of
particles or the statistical Boltzmann equation)

(9.5.15) Ofe = A1)

with 7, = mp(t, v1,...,v¢) > 0 and
Ve Rd — AZ—H 7Tg+1 Z/ 7Tg+1 V ) — 7Tg+1(V)} b(COS HMH) dvg+1d0',
Sd—1xRd

rel:vit
with V) = (v, ..., v}, ...y v, vy ) and 0%, vy, are defined as above through (755
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Lemme 9.5.9 There exists a non chaotic stationary solution to the statistical Boltzmann
equation. In other words, there exists m € P(P(R%)) such that 7 # &, for some p € P(R?)
and Apy1(me41) = 0 for any £ € N.

sec6:50lStat
Proof of Lemma [10.7.3. Tt is clear that any function on the form
VeRMH o mey (V) = o(IVI?)

eq:BBGKY
is a stationary solution for the equation (li).?.Zi, that is Agy1(me41) = 0. Now we define,
with d = 1 for the sake of simplicity, the sequence
Cy

14 _
VeR — ﬂg(‘/) = (1 %_|‘/|2)n1+£/2

with ¢; such that 7 is a probability measure and ¢y = ¢ as with as chosen in the following
way :

/ Qi d Qo / 1 d
Ve = v
2 2 1 * 2 1 2 *
R (1+U +U*)m+ (1+U )m+ R (1+1_T_ﬁ)m+1

B (%) 1 d B 1
T A2 fy (1 w?)? Wy = 1+ v2)m+1/2’

By an iterative process we may chose the constants ¢, in such a way that 7, is a solution
to Ag(mg) = 0 (because it is a function of the energy) and satisfies the compatibility
condition :

(V) :/RWH(V,U*)dU*.

We have exhibit a solution which is not chaotic. O

q }ZIVe cowe[‘eé):as%l&ap the abstract setting. We start with the N-particles system equation

leq:Master
[

(TO.7.T) or (T0.7.2), that we write in dual form

W 0) = alfN,pe1V7h
= (fN.GN (e @1V = (f1, Gl (9)).

Lemme 9.5.10 Assume that

(A1') For any ¢ € N* the sequence (f}N) is tight in P(E");

(A3") For any ¢ € N* and any fized ¢ € Cy(E"), the sequence (GPL19) of Cyp(ES)
satisfies Gﬁlgo — G791 uniformly on compact sets when N — oo, where G731 ¢ salisfies
the following “one typical particle compatibility condition” : for any ¢ = p1 ® ... ® @y €
Cyo(E)® and any V = (v1,...,vp11) € B

(9.5.16) (G520 V) =D ([T s(00) @ (i) i, vesn).

i=1  j#i

Here Q* : Cy(E) — Cy(E?) is the dual linear operator associated to Q and defined through
the relation

VpeP(E), Vi e G(E),  (Q(p),¥) = (p®p, Q" (1))
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Then, up to extraction a subsequence, (fV) converges (in the sense of any {-th marginals)
to a solution m = (my) € P(P(FE)) to the infinite hierarchy

(9.5.17) o =A%t in P(P(E)),
which simply means so far

(9.5.18) O(me, o) = (moq1,GPlqp)  for any £ € N*.

compatlblllteGlnftyell2
Remarque 9.5.11 The identity (IlU 7.3) 15 called ~one typical particle compatibility condi-

tion” because it is the natural condition in order th t %K%lutzonht to the monlinear
Boltzmann is a ”solution” to the BBGKY hierarchy (IlU 7.5). Indeed, conszdemng such a
solution f; € C(Ry; P(E)) we compute for any ¢ = 1 @ ... ® @y € Cy(E)®*

l ¢

3t(f£8é790> = Z (H(fta% >at frs i) Z (H (frs05) )<Q(ft)790i>
i=1  j#i =1 ji
l
= S (TTUeen)) e 1@ (00) = (2. G0
i=1  j#i

which preczselg @ggﬁ%ltgraatrg e sequence (f° )g>1 is a solution to the BBGKY hierarchy
of equations (IlO 7.5).

9.5.3 Uniqueness of statistical solutions and chaos

lem: HO
Assuming (A2), we know from Lemma 77 that (SNL) is a co-semigroup, that for any
® € UCy(FPg,,R) we may define T € UCy(Pg,,R) by

(T®)(f) = 2(S]" ),

and that we build in that way a co-semigroup (77°) on UCy(Pg,,R). The Hille-Yosida
theory imply that there exists an closed operator G with dense domain dom(G*°) in
UCy(Pg,,R) so that (T7°) is the semigroup associated to the generator G*°.

Now, on the one hand, for any myp € P(Pg,) we may define the semigroup (S7°) on
P(Pg,) and the flow (7;) by setting 7 = S7°my and (duality formula)

(9.5.19) Vo e UC(Pg,; R) (Sp°mo, @) = (mo, T°P).

Let us explain why (B%ﬁ;}t%l%%ed defines uniquely a probability measure 7 € P(Pg, ).
First we need the following assumptions

(i) E is a locally compact Polish space (e.g. E = R%);

(ii) F isin duality with G; and F is dense in Cy(F) in the sense of uniform convergence
on any compact set, or better, F N Cy(E) is dense in Cy(E) in the sense of uniform
convergence ;

For any ¢ € N* we define

¢ € FO v (nf, ) = (0, T°RL).

That is a positive linear form on F®‘. Thanks to assumptions (i) and (ii), the Stone-
Weierstrass density theorem and the Markov-Riesz representation theorem imply that 7/
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is well defined as a element of P(E‘). Since now the sequence (7f) is symmetric and

compatible, the Hewitt-Savage representation theorem implies that there exists a unique
probability measure 7; € P(Pg,) such that for any ¢ € F®*

(7t R@ = (WQ,]}OOR5;>.

6: i=A
On the other ham]%l(i _\é{&ﬁ%iglgrtc@ € C(R4+;P(Pg,)) is a solution to equation (SI 0 f?.zcljt) :
if it is a solution of (I0.7.5) or equivalently for any ® € UC'(P(E);R) there holds

d
eq:BBGKYhierarchyQ‘ (9.5.20) E(ﬂ't,fm = (7, G*®) in D'([0,0)),

where we recall that G™ is defined for any ® € C'9(P(E);R) and p € P(E) by

(G=@)(p) = (D2(p), Q(P))g;,6. = (Qp), DL(p)) p(5).0y(E)-

theo:BBGKYuniq‘ Théoréme 9.5.12 Assume that (A2) and (A4) hold as well as (i), (ii) above. For any
(&é%c%t“m ;tg'ﬂ:gB%GIE}gEgé)"cggg flow 7y is the unique solution in C([0,00); P(Pg,)) to

lera.

1
(T0.75) and (9.5.20) starting from . Moreover, if my is fo-chaotic (that is if mg = dy,
with fo € P(E)), then m; is SN fo-chaotic for any t > 0.

theo:BBGKYuni . X ewitt-Savage
Proof of Theorem 9.5.12. Step 1 : Chaos propagation. From Hewitt-Savage’s theorem §32 ,
for any 7 € P(P(E)) there exists a unique sequence (7¢) € P(E’) such that the identities

(nlp) = /P A )

= ¢ ™ = (T ¢
- P(E') Rgo(f) (df) < 7R4p>7

hold for any ¢ € Cy(E)®*. As a consequence, if 7y is fo-chaotic,
(7e) = (7, Ry) = (w0, TT°Ry) = (T7°RY)(fo)
= RL(SM fo) = (S fo, 01) - (S fo.0),

which means that ﬁf = t®z, or equivalently 7; = dy,, and the statistical solution 7; is

fi-chaotic.
. leq:BBGKYhieraeghBBGKYhierarchied: compatibiliteGinftyell2
Step 2 : Equivalence between (10.7.5) and (9.5.20). From ([10.7.3) we recognize

ompatibiliteGinftyelll| (9.5.21) (P, G 10) = (DRY(p), Q(p)) = (GZR,)(p),

fi € Cy(E)®! and € P(E), ivalently Rge , = G®R,,. Since R, €
or any ¢ € Gy(E)™ and any p € P(E), or ety e e iiatrem . 17
CHY(P(E)) for any ¢ € F®* we deduce Fe}éaBB@;f{ﬁ'izé)I)a%ICrllglles (I0.75).

Assume conversely that m; satisfies (T0.7.5). For a given ® € CY1(P(E);R) and for

argészZ\BfmghI\;I:rgg%hc\l[eﬁne the function V — (V) := (7¥®)(V) = ®(udY) in Cy(EYN) so that

(T0.75) writes

(95.22) Outmn, B(u) = (mvs1, G @),
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or equivalently thanks to the Hewitt-Savage representation theorem
Or(m, Rog) = (7, Rge

N+1(7Tg¢')>'

On the one hand, for any p € P(E)

(95.23) Resalo) = [ ®0d) i°V(@v) — (o)

by the law of large numbers.
On the other hand, for any p € P(E), we have

Reee (iva)(p) = (PN, G (nE @)
— (DR,y4(0).Q(p))
N
= Z (ud)) Q(p)(dv;) Hp dvj).
=1 /EN j#i

For any given i = 1, ..., N, we define qﬁ%‘l = D@(u]‘z_l) and we write

() = @i ™) + o — T + O (Il = 1)
Observing that

1 1
N N—-1

Nt = =6, -y ———34,
a P TN ;N(N—l) g

and that (Q(p),1) = 0 from assumption (A2), we find

RGOO

S e (p) = wa( )+0<N2>> )(dvs) T pldv;)

J#i

= [ @ s e an s o ()

N +0 (5 )

I
S
P
<
>
>
g
=
<=

by the law of large number again.

Step 3 : Uniqueness. For any t > 0and n € N* owe define ¢ := t/n and ty, = ek, s = t—tx.
Then for any ¢ € 9&1 E&u we define @, := T}>°®. The very fundamental point is that
thanks to Lemma 77 we have ®; € C} (Pg,;R) C dom(G*) for any t > 0. We write

(m, @) = (g, @) = (1, @) — (70, 1)
1

) {[<7Ttk+1v <I>Sk+1> - <7Ttk+1v <I>Sk>] + [<7Ttk+1’ q)3k> - <7Ttw (I)Sk>]}
=0

3

ol

n—1

1+ 5= {Tip+Tan}
k=0

I
N
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On the one hand, we have

13
o0 d o0
T = <7Ttk+17 (I)é’kﬂ -1 (I)Sk+1> = _<7Ttk+17/0 %[Ts (I)skH] ds)

€ Sk
= _<7Ttk+17/0 [GOO(I)Sk+1+S] d8> = _/ <7Tt—[s+1,e}7GOO(I)S> d37

Sk+1
where [s, €] = [s/e]| e. Passing to the limit n — oo, we get
t t
T—— / (T porr s G ds — — | (mps, G®,) ds.
0 oo 0

On the other hand, we have

°d
T2,k = E(Trtk'FT? <I>Sk> dr

£

<7Ttk+7—, Goo<I>Sk> dr

tht+1

<7TT7 G* ét—[T,€}> dr.

I
T— S——

ko

Passing to the limit n — oo, we get

t t
75 :/ (WT,G°°<I>t_[T,€]>dT — (mr, GX®y_;) dr.
0

n—oo 0
As a conclusion, for any ® € C'(Pg,;R), we have proved
<7Tt, q)> = <ﬁ't, CI)>

From a density argument we conclude that m, = 7.

a

. 1lem: BBGKY theo:BBGKYuniq .
Gathering Lemma [10.7.4 and Theorem b.S.IZ We obtain a propagation to the chaos

result.



Chapitre 10

Méthode quantitative de dualité
abstraite et illustrée

hap : Grunbaum

10.1 Présentation du calcul clef.

Théoréme 10.1.1 (Uniform in time chaos convergence (in the sense of convergence in law of an;

[EN (ftN - f?N) sodV‘ <O(N) — 0.

sup
tel0,T) N—o0

- T € (0,400],

- E= Rd, d=3,V = (vl,....,vN) e EN

- fo = fin € P(E) with enough moments bounded,

f-tN: ev%%iog;f one typi.cal particle in. the mean-field limit, £§®N (V) = fi(v1) ... fr(vn),
- fo' = £, fi' = evolution of N-particle system € Py, (E™),
—P=p1®..Q ¢, ¢j €EF CCHE), ex: F=Wh* or H%
- N > 2k.
The 0 function splits into

G(N) = e(ka) = 01(907N) + 92((107T7N) + 93((107T; févyf(])a

- with 0 =~ Cy/N, 65 ~ C./N'~¢ for any ¢ > 0, and never better than f3 < CN—1/2
so that 03 is the worst term ;

- 63 is the only term depending on the initial data;

- 03(¢, T; ) behaves like a distance between f¥ and its (possibly) chaos limit f ;
We split

<ftN — N u® 1®N—k> _
= <ftNa‘P®1®N_k _Rwoﬂjxy> (=T1)

+ (Y R ) = (B Ro(SYP ) (= )
+ (A RoASN) = (S )R e) (=)

185
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where R, is the “polynomial function” on P(R?) defined by

Rolo) = [ opldn) ..p(dn)

and SN is the nonlinear semigroup associated to the nonlinear mean-field limit by gg
ng Lgo = g

10.1.1 Etape II

T : A combinatory trick.

Define the symmetrical function associated to ¢ ® 1®(NV=F) by

P ®18N-R)(V) = —ﬁé Y 18P,
N ceBN

Lemme 10.1.2 A.F. Grunbaum

- 282 lelle e

N > 2k sup < N

VeR3N

p ® 150R(V) — Ry (uyY)

Because f is symmetric and a probability we get

2K |l (e
ITy| < 61(N) = TCW

10.1.2 Etape III

T3 : Assume that the nonlinear flow satisfies

(A5) Wi(ft,9¢) < Cr Wi(fo.90) V fo,90 € P(E)

Then

| T3]

(A RSV Eu)) = (SN )", 0)|
|<féV7Reo(SiVLN]\>7) _Reo(Si\[Lfo)H
[Relco (8, WS iy, SE fo))
[Ry)coa Cr (f3, Wi(1d), fo))

IA A

and we have to estimate

O (fo) = (5 W fo))
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10.1.3 Etape II

Rachev establishes

< W2 (/LV7f0)> N2;£(24)

We also establish

(FEN, )y — Jollz—asz-1y2) < CE\J;O)

More generally we may recognize

Y WA fo)) = /P ey W11 Y )3, )

— it / Wi(g, h) w(dg. dh) = Wi (f,67,)
mell(f&¥,05,) JP(E)xP(E)

where fi¥, 85, € P(P(E)) and f¥ (®) = (f', ®(u™)).
We conclude thanks to : (f¥ is fo-chaotic) < (f&¥ — dy,).

10.1.4 Etape II

T5 : We write
T = (Y Ro(id))) = (f0's Ro (SN 1))
= <f0 7Tt (Rwoﬂv)—(q’foRso)( V)>
= (o', (TN 7N — 7N ®°) Ry)
with

— T/ = dual semigroup (acting on Cy(E”)) of the N-particles flow f&¥ — f;

— Tp° = pushforward semigroup (acting on Cy(P(E))) of the nonlinear semigroup SV -
defined by (T>®®)(p) := ®(SNtp);

— 7y = projection C(P(E)) — C(EY) defined by (my®)(V) = ®(u).

T, = (f, (T 7n — 7n®°) R,)

T
_ <fév, | <GNwN—wNG°°><T;°R@>ds>
0

T
- /0 <ft]Xs7(GN7TN_7TNGOO) (TSOOR%O)> ds

where
— GN is the generator associated to T}¥ and G* is the generator associated to T;°.
Now we have to make some assumptions
— (A1) £/ has enough bounded moments ;

(A2) G=®(p) = (Qp), D2 (p))
- EA3§ (GNaNo)(V) = (Q(y))

DO()) + O([®]c1n/N)
Ad) SNE e CLI(P(E); P(E)).

To| = Kft ) > <f07 Mvm
= Kfo aTt (R¢ouv)—(T°°R¢)(MV)>|
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10.2 Les trois modeles et leur générateur

10.3 Définition des notions et retour sur le calcul
10.4 L’équation de Vlasov

10.5 L’équation de Vlasov-McKean

10.6 L’équation de Boltzmann

10.7 On statistical solutions and the non uniqueness of its
steady states

::StatisticalSolutions|

Let us consider the N-particles system associated to the Boltzmann collision process
that we do not write in dual for as we have done before, it writes

1
: N ‘ , N / !
eq:MasterN| (10.7.1) of = N ,-E<j /Sdl B(|v; — vjl,cos 0) [7‘ (s Ve s Uy ) f] do.

We want to describe how the BBGKY (Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood and Yvon)
method introduced to derive Boltzmann’s equation from Liouville’s equation applies in
our simpler space homogeneous context. Let us thus also introduce the k-th marginal :

N N
fé (Ul,...,vg) ::/ f (vl,...,vg,wg+1,...,wN) dwg+1...dwN
RA(N—k)

eq:MasterN
Integrating the master equation (I“ (.I) leads to

1
affl = 2.2 = O(¢*/N)
h,j <L
1 N
N
1<U<j
1
+=>Y 2z =0,
1,5>4

with
zy ::/ / B[fN(...,Ug,...,U;,...)—fN do dvgys ... dvy .
Rd(N—t—1) JgN-1

Only the second term does not vanish in the limit N — oo, so that assuming that fl;N —
7y, we find that (m) is a solution to the infinite dimensional system of linear equation
(the Boltzmann equation for a system of an infinite number of particles or the statistical
Boltzmann equation)

(10.7.2) Ocfe = Avy1(mer1)
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with Ty = Fg(t,’l)l, ...,Ug) > 0 and

l
VGR“HAHNWHWU:EZ/
=1 Sd—1xRd

{mea (V) = mea (V) }blo- (v = ves)) dvesador,

: ! / / / / /
with V! = (v, ..., v}, ...,v évfﬁél)ivﬁ = V' (vj,v041,0), vy = Vi(vj,vp41,0) Where vectors
v" and v, are defined by (777.

Lemme 10.7.3 There exists a non chaotic stationary solution to the statistical Boltzmann
equation. In other words, there evists m € P(P(R?)) such that m # &, for some p € P(R?)
and Agy1(mpr1) =0 for any ¢ € N.

sec6:50lStat
Proof of Lemma 10.7.3. It is clear that any function on the form
VeRMH o mp (V) = oIV )

eq : BBGKY
is a stationary solution got equation (li).?.Zi, that is Cypyq(mp41) = 0. Now we define, with
d =1 for the sake of simplicity, the sequence

ce
(14 |V|2)m+i/2

VeR —m(V) =

with ¢; such that 7 is a probability measure and ¢y = ¢ ap with ao chosen in the following
way :

/ Qo d Qo / 1 d
v = (
2 2ym+1 " F 2\m+1 2 *
r (1402 +02)m (1+22)m R (14 157)mH

. a9 / 1 d . 1
T AR Jy w22 T (g 2y

By an iterative process we may chose the constants ¢, in such a way that 7, is a solution
to Ay(my) = 0 (because it is a function of the energy) and satisfies the compatibility
condition :

(V) :/RWH(V,U*)CZU*.

We have exhibit a solution which is not chaotic. O

|eq:¥\£%t%‘%ﬂl‘?eé’:as%1&xtvo the abstra‘ct ?,ettlng. We start with the N-particles system equation
(T0.7.1) or (10.7.2), that we write in dual form

Ol o) = afN o1V
= (N GV @1V ) = (N1, G (9)).

Lemme 10.7.4 Assume that

(A1') For any ¢ € N* the sequence (f}) is tight in P(E");

(A3') For any ¢ € N* and any fived ¢ € Cy(EY), the sequence (G1¢) of Co(ET)
satisfies G%rlgp — G751 uniformly on compact sets when N — oo, where G5 ¢ satisfies
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the following “one typical particle compatibility condition” : for any ¢ = 1 ® ... ® g €
Cyo(E)® and any V = (v1,...,vp41) € BT

(10.7.3) (@3512)V) =D (TT#s(00) @ (i) w3, vesa).

i=1  j#i

Here Q* : Cy(E) — Cy(E?) is the dual linear operator associated to Q and defined through
the relation

VpeP(E), V€ Cy(E), (Q(p);¥) = (p®p,Q*(¥)).

Then, up to extraction a subsequence, (fV) converges (in the sense of any (-th marginals)
to a solution m = (my) € P(P(E)) to the infinite hierarchy

(10.7.4) o = A% in P(P(R)),
which simply means so far

(10.7.5) Oy(me, o) = (mpq1, GPLqp)  for any £ € N*.
q:compatibiliteGinftyell2

Remarque 10.7.5 The identity (ILU 7.3) 15 called “one typical particle compatibility condi-

tion” because it is the natural condition in order th t %Mlutzon %;t to the nonlinear

Boltzmann s a "solution” to the BBGKY hierarchy (IlU 7.0). Indeed, conszdermg such a

solution f; € C(Ry;P(E)) we compute for any o = 1 @ ... ®@ @y € Cy(E)®*

~

¢

o o) = 3 (Tteen)ottued =3 (T thnen )@ 0

=1 j#i =1 j#i
L

= > (Tt en)(fi® £ @ (00) = (52, G 0),
=1 j#i

which preczselg @g@&f@ﬂa@g e sequence (ft )g>1 18 a solution to the BBGKY hierarchy
of equations (IlU 75).

In this section first we generalize the chaos propagation results on the Boltzmann
(maxwellian or hard spheres molecules) to the case where the limit 1-particle distribution
is not compactly supported. This shall rely on a construction due to Kac of the N-particle
initial data together with careful study of the dependency of the constants in terms of
moments of the data. Second, as a corollary, we use our global in time results to give
a new method for studying chaotic convergence of the N-particle equilibria towards the
limit 1-particle equilibrium. The old question of connecting the long-time behavior was
raised by Kac and it motivated its whole study of chaos propagation for particle systems.
In the case of classical gas dynamics, we thus recover a well-known computational results
(namely the marginals of the constant probabilities on VNSN=1 converges to products of
gaussians) without any explicit computations, only using the properties of the Boltzmann
semigroups. This new method shall prove highly useful in the context of granular gases
where the steady states or homogeneous cooling states are not explicitly known.
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10.8 Construction of chaotic initial data f" with prescribed
energy

X acl1956 X
For the sake of completeness, let us recall, following EZZI , how to construct a fy-chaotic
sequence of initial data fév (i.e., which has the “Boltzmann’s property” in the words of
Kac).

Lemme 10.8.6 Consider fo € P(R?) with finite energy M,,, (fo) := My(fo) = £ € (0, 00)
and which fulfills the following moments conditions M, (fo) = Mévﬁh < oo0,i=0,1,3,
for some radially symmetric and increasing weight functions m;, i = 1,3, and mqo(z) =
exp(a|z|?), @ > 0. Then for any given increasing sequence (an)n>1 (which increases as
slow as we wish in general and may be chosen constant when fo has compact support),
there exists a sequence fév € P(]RdN), N > 1, such that

(i) The sequence (f&)n>1 is fo-chaotic.

(ii) Its support satisfies

supp f¥ ¢ gVl (\/N 5) = {v e R™Y, MN(V) = 5} C Ey.
(i1i) It satisfies the following integral moment bound based on my :

VN eN, (', M)}y < Cst (ME)).

0,ms3

(iv) It satisfies the following moment bound on the support involving ms :
suppfév CKy:= {V e RYY, Mnﬁ;(V) < OéN} )

Sketch of gglgggof of Lemma %%I%%%%sentially recall briefly the key arguments pre-

sented in [34, Section 5 “Distributions having Boltzmann’s property”] and check that the

moment conditions required in the sequel of our paper can be satisfied. For the sake of

simplicity, we assume with no loss of generality Ethe energy £ = 1. We restrict to the

case when fy € P(R?) N C(RY) and we refer to }é%ifor the relaxation of this condition.
Since fo € C(R?), we can define

H;V:1 fo(vj)

fl (V) = (V)

N
with  Fy(r) := / H fo(vj) dw,
SNd—1(y/N) SNd*l(T)jzl

so that (ii) holds. c1956
From the gaussian moment bound M, (fy) < oo, we obtain from at there exists
some constants C' > 0 such that

and for ¢(vy,...,v¢), £

/SNdl(\/ﬁ)

<N :
N

o(vr,...v0) [ folvy) dS(V) ——CN Rdgo(vl,...,vg) dfo(v1) . . . dfo(ve)
j=1

which proves the chaos.
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We then deduce (i) thanks to h%’sO, Proposition 2.2]. Point (iii) is just a consequence
of the above asymptotic with the choice ¢ = mq, ¥» = 1. When we assume furthermore
that fo is compactly supported, say supp fo C [~A, A]¢, we deduce supp f&¥ C {V €
RN MN (V) < ms(A)} and (iv) holds.

In the non compactly supported case, for any k € N* and for any constant Ay we
define for := foljy<a,- It is clear that for any k € N*, there exists féYk such that féYk is
fo k-chaotic such that (ii) and (iii) hold and supp fé\,fk C{V e RN, MY (V) < mg(Ax)}.
For any given sequence (ay) which tends to infinity, we define ky in such a way that
m3(Agy) = an so that ky — oo when N — co. We then easily verify that f3' := foj\,ka
satisfies the properties (i)—(iv). O

10.9 Chaoticity of the sequence of steady states

|sec:Entropies
‘theo': abstractInity| Théoréme 10.9.7 (Abstract fluctuation estimate in the infinite time) Consider a

sequence of initial datum f3¥ which satisfies (A1) (with Cé\fmg = oV may depend on N)
and %ie’goz'a%}é ?g?';% with fo € Pg, N Pg,. Assume moreover that the assumptions of theo-
rem }'T?WWT = oco. Assume finally that fN — ~™ when t — oo in the weak sense
of measures in P(EYN) as well as f; — v when t — oo in the weak sense of measures in
P(E). For any £ € N* and ¢ € (Fy N Fo N F3)®¢, there exists a constant Cy,, such that
for any N € N*, with N > 2¢, we have

eq:cvgabstractinftyl‘ (10.9.6) ‘<II[7N'—’7®£,¢>‘ <

< Cf,eo

1 00
N + Cg,nu C(oo 52(N) + GCé\fmg,oo (Wdistgg(ﬂ—gféva 6f0)) ] .

As a consequence, vV is y-chaotic.

. .. . theo:abstract
The proof of that result is trivial : we just hjé’e- o gg)slg%;tf}leorenﬂe ?.and fo pass to

he limit i he lef d sid ¢ the ; I d:cvg; st:?a tinftyl
the limit 1set e etshoe%llgnoilcgcg the inequality (77) 1 order to gat (10.9.6). Arguing as

. K c:extensi . N N
in section 77 we deduce 4™ 1s y-chaotic (whenever C} ms = " grows slowly enough).

The application to the Boltzmann equation is the following. Consider a sequence of
S N N Nd—1 N : R
1n1t12;1 data fy' such that supp fo‘ cS (VN), and such that f3' is fo-cha ic 1g/§ghCCLLV
[v]*fo =1, [vifo =0 for any ¢ = 1,...,d. On the one hand, we know (see [[34,
that f¥ converges in the large time asymptotic to "V, the uniform distribution on the
sphere SV4=1(\/N) that holds in L2(v) with rzlite exp(—Ay t) whenever f&V € L2 g’yé\é,})
We also kz%%\év. nggggl 2 dthe references therein for the hard sphere case and él, [4]
or section 177 for the (true) Maxwell Molecules case) that f; converges in the largg.t'%me

K . . eq:cvgabstractinftyl
asymptotic to 7, the normalized Gaussian. As a consequence, we get (10.9.6). That result
may seem to be trivial, and it is in some sense, because an explicit computation (which
go back at least to Mehler in 1866) yields the same result. However, our proof it is not
based on an explicit computation nor a variationnal /entropy optimization principle. The
consequence is that it applies to many more situations, in particula, mrf the case of some
dissipative Boltzmann equation (linked to the Granular media), see ﬁ%ﬁ]
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Annexe A

A.1 Un théoreme de type Tietze-Urysohn

Lemme A.1.1 (variante de Tietze-Urysohn). Soit (K,dk) un espace compact, A C
K fermé, u : A — R une fonction continue de module de continuité w (que l’on peut
supposer sous-linéaire car K est compact). Alors il existe i : K — R continue, de module
de continuité w et telle que u|g = u. Ici on ne prétend pas ||t|lcoc = ||u||c mais seulement
[lloo < flulloo + w(diam(K)).

Lem:TopoExten = |
Preuve du Lemme [A.T.1. On définit

u(r) = ;]eag[u(a) + w(di(x,a))].

Alors pour tout z,y € K et si 'infimum est atteint en a € A dans la définition de u(x),
on a

u(y) < ula) +w(dk(y,a)) < ua) +wldr(z,a)) + wldk (2, y)) < alz) + w(dx (,y))-

En inversant les roles de x et y, on trouve |a(y) — u(x)| < w(dk(y,z)). Enfin, lorsque
x € A, on au(x) <ula)+ w(dg(z,a)) pour tout a € A, et donc u(x) = u(z). O

A.2 Le théoréeme de Stone-Weierstrass

Théoréme A.2.2 (Le théoréme de Stone-Weierstrass) Soit E un espace métrique
compact et A C C(E;R). On suppose que

(i) A est une algébre (stable par addition, multiplication et multiplication par un sca-
laire) ;

(ii) A contient les constantes ;

(iii) A sépare les points de E (pour tout x,y € E, © # y, il existe p € A telle que
p(z) # o(y))-

Alors A est dense (au sens de la convergence uniforme) dans C(E,R).

A.3 La théorie de Krein-Milman et de Choquet

Définition A.3.3 Soit X un espace vectoriel et K C X un convexe compact.
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(i) On dit que x € K est un point extrémal de K si pour tout y,z € K, t € (0,1) on a
(1—=ty+tz=x implique y = z = x. On note E(K) l'ensemble des points extrémauz
de K.

(ii) Plus généralement, on dit que M C K est un ensemble extrémal de K si M est conveze
et compact, et pour tout y,z € K, t € (0,1) ona (1 —t)y+tz € M implique y,z € M.
(iii) Ainsi un singleton M = {x} est un ensemble extrémal si, et seulement si, x est un
point extrémal.

Lemme A.3.4 (de Krein-Milman). Soit X un evn et K C X un convexe compact.
a) - Pour tout f € X', les ensembles

K= = K, = = mi .
7 =1z, flz) I;leegf(y)}, ; =1z, f(z) gg[gf(y)}
sont des ensembles extrémauz.
b) - Tout ensemble extrémal M C K contient un point extrémal.

Idée fondamentale. L’idée fondamentale est de couper un ensemble convexe compact
non vide K par des hyperplans H, := [f = «] pour tout o € R, et tout f € X'\{0}
fixé. Alors les deux hyperplans extréemes pour lesquels l'intersection n’est pas vide sont
des sous-ensembles extrémaux Kfi Xn itérant, on trouve ainsi des singletons qui sont des
points extrémaux.

Preuve du Lemme de Krein-Milman. 1 assertion a) est immédiate et il suffit de montrer
'assertion b) pour 'ensemble extrémal K. On note M la collection des ensembles com-
pacts extrémaux de K. On a K € M. Sous (M;) une famille totalement ordonée (pour
Iinclusion) d’éléments de M. Alors M := NM; est un compact, convexe, non vide. C’est
également un ensemble extrémal qui est un minorant de la famille (M;). M est donc un
ensemble inductif, et par le lemme de Zorn, M admet au moins un élement minimal,
notons le M;. Montrons que M7 = {x1}. Xn effet, §'il existe 9 € My, o # x1, il existe
f € X' qui sépare {x1} et {z2} et donc on peut supposer (f,z1) < (f,z2). On définit

My :={x € My; (f,z) =my:= inf (f,y)}.
yeM
On a My C My, My # My (puisque xo ¢ My), My est non vide, convexe, compact, et M
est un ensemble extrémal. Xn effet, si x,y € K, t € (0,1) et (1 —t)x+ty € My C M
alors x,y € M; (puisque M; est extrémal) et alors, par définition de My, on doit avoir
(f,x) = (f,y) = m, ce qui implique z,y € M. Cela contredit la "minimalité” de M;. Xn
conclusion Mj est un singleton. O

Théoréme A.3.5 (de Krein-Milman cadre abstrait). Soit K un convere compact
(non vide) d’un evn X. Alors K est l’adhérance de ’enveloppe conveze de l’ensemble (non
vide!) de ses points extrémaux. : K = conv(E(K)).

Preuve du théoréme de Krein-Milman. L’inclusion conv(A) C K est claire. Supposons par
Pabsurde qu'’il existe b € K\conv(A). Alors, par la forme géométrique du théoréme de
Hahn-Banach, il existe f € X', £ € R telle que

Va € conv(A) (f,a) << (f,b).
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On définit L := {z € K; f(x) = m := supyex f(y)}. De m > (f,b) > £ on déduit que
LN A = (. De plus, il est clair que L est un sous-ensemble compact convexe (non vide)
de K, et est un ensemble extrémal de K. Par le lemme de Krein-Milman il existe ¢ € L
élément extrémal de L, donc également élément extrémal de K. Cela implique c € AN L,
ce qui est absurde. ]

Corollaire A.3.6 (Krein-Milman pour les mesures). Soit E un espace métrique
compact. Les masses de Dirac sont les éléments extrémauz de P(E) et donc toute mesure
de probabilité est limite faible d’une suite de combinaisons convexes de masses de Dirac.

. |cor:KMmesures
Preuve du Corollaire [A3.6.

O

Corollaire A.3.7 (Krein-Milman pour MBy). Les matrices de permutations MPy
forme ’ensemble des points extrémauz de l’ensemble des matrices bistochastiques By, et
donc toute matrice bistochastique est limite faible d’une suite de combinaisons convexes
de matrices de permutations.

On peut préciser le théoreme de Krein-Milman grace au résultat suivant.

Théoréme A.3.8 (de Choquet). Soit K un convere compact d’un evn X tel que l’en-
semble des points extrémauz E(K) est fermé (donc compact). Pour tout v € K il existe
une mesure 7, € P(E(K)) telle que

x:/ Y 7 (dy).
E(K)

Preuve du théoréme de Choquet. On consideére une suite (z,) telle que z,, € conv(E(K))
et x, — x. La condition z,, € conv(E(K)) s’écrit également

Im, € P(Ext(K)) Ty = /g(K) y 1 (dy)

Comme P(E(K)) est compact, on peut extraire une sous-suite (m,/) telle que 7, —
faiblement dans P(€(K)) pour un certain 7 € P(E(K)). On conclut en passant a la limite
dans la formule de représentation ci-dessus, et on obtient donc 7, := 7. O

Le théoreme de Hewitt et Savage est alors un ”avatar” du théoréeme de Choquet. En
effet, pour tout m € Py, (EY) il existe d’apres le théoréme de Choquet une mesure de
probabilité 7 € P (€ (Psym(EY))) sur les points extrémaux de Py, (EY) telle que

7T=/ eff(de)=/ p?> (dp),
E(Puym (EY) P(E)

la premiere égalité provenant du & (Pgy, (EY)) est un fermé de Py, (EY)) et la deuxiéme
égalité reposant sur le fait que P(E) ~ &(Psy,, (EY)) via Papplication p — p®N.
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A.4 Le compactifié d’Alexandroff

La procédé de compactification d’Alexandroff permet partant d’un espace non compact
E de le rendre compact en adjoignant un “point a I'infini” oo a I'espace E.

Théoréme A.4.9 (Compactifié d’Alexandroff) Soit (E,d) un espace métrique loca-
lement compact, non compact, séparable. Soit oo un point (a lmﬁm) n appartenant pas a
E. Alors, on peut munir [’ensemble E=FEU {o0} d’une distance d telle que (E d) est un
espace métrique compact et d|E définie la méme topologie que d sur E.

Preuve du théoreme d’Alexandroff. Etape 1. On définit la topologie 7 de E par
T ={0, O C E ouvert} U{E\ K, K C E compact}.

On a clairement que T |E est la topologie .7 de E, et que (E, T ) est un espace (séparé
et) compact et séparable.

1. E est séparé : Soit x1, 1z deux points distincts de E. Si r1,T9 € E alors 301,09
deux ouverts disjoints tels que x1 € Op et x5 € Oy car E est séparé. Si 1 € E et
T = 00 il exisﬁe un ouvert @7 C E tel que Oy est compact. Ainsi Oy = E \ O est
un ouvert de E qui contient x9 et O1 N Oy = (.

2. E est compact : Soit {On}ne N un recouvrement de E par des ouverts. Au moins
un des ces ensenbles, disons Oy, N € N, contient co. Par définition de T ,on a
Oy =F \ K pour un ensemble compact K C E. Comme K est compact, il existe
un ensemble fini J C N tel que {O;}jecs recouvre K. Ainsi On U {O;}jes est un
recouvrement fini de E.

Etape 2. Soit (z,) une suite dénombrable et dense de E et soit (O;) une base dénombrable
d’ouverts relativement compacts de E de la forme

{0;, j e N} ={B(%,,277), pe N*, g e N*},
plus précisément, on ne considéra que les couples (p, ) tels que de plus B(zp,2'7%) est un

compact de E. Pour tout j € N, O; = B(z,,,27%), choisissons une fonction ¢; € C.(E)
telle que

0 S ¢j S 1, ¢j =1 sur Oj, suppqﬁj C B(ij721—Qj)

et posons ¢;(oco) := 0. On définit la distance
=0

On vérifie alors sans trop de difficulté que la topologie associée a dest 7 et que la topologie
associée a dpx g est celle de E. O
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A.5 Espace produit

On se donne un espace polonais £ muni de sa distance d = dg, de sa topologie induite
O = OF et de sa tribu borélienne %4 = $E.
Espace produit. On définit E* = EN D'espace produit (des suites de E) : X € EY si
X = (zp)nen avec x, € E.
Distance produit. On définit la fonction D : EN x EN — R, par

o0

DY) =Y cominfd(en, )1}, X = (raduers ¥ = (nets

n=0
Alors D est une distance.

Toplogie produit. On définit la topologie produit &) sur E*° comme la famille des en-
sembles de la forme Cp lorsque O € Ogi et k > 1. On définit la topologie produit &3 sur
E*° comme la topologie induite par la distance D. On montre alors &7 = 05, topologie
que 'on note Og. Si E est compact alors E°° est compact et si E est polonais alors £
est polonais.

Tribu produit. On définit la tribu produit 77 sur £°° comme étant la tribu engendrée par
les ensembles A = Ay X A1 X ... C E*® avec A, € A et il existe J sous-ensemble fini de N
tel que A,, = E Vn ¢ J. On définit la tribu produit % sur E*° comme la tribu engendrée
par la distance produit D / la topologie produit Zge. On montre alors .7 = %, tribu
que 'on note Zpoo.

Probabilités sur I'espace produit. On note I, : EN — E* k < N < oo Papplication qui
A X = (2n)nen € EY associe I X = (7,)n<x € E*. On dit qu'une suite (7y) € P(EY),
N € N*, est compatible si Il 715 = 7 si N > k ou par définition

I,y € P(Ek) (Hk TN)(Al X ..o X Ak) = 7TN(A1 X .. X A X E X )

Il est clair que pour toute mesure de probabilité 7 € P(E*) on définit une famille de
mesures de probabilité compatibles en posant m, := II, 7. Inversement, le théoreme de
Kolmogorov affirme qu’étant donnée une famille (7,) de mesures de probabilité compa-
tibles il existe une (unique) mesure de probabilité 7 € P(E>) telle que 7, := I, 7 pour
tout n > 1.

Théoréme A.5.10 (de Kolmogorov)

Convergence faible sur I'espace des probabilités sur I’espace produit.

Lemme A.5.11 Pour une suite (o?) de P(E®) et a € P(E®) il y a équivalence entre
(1) &/ — a au sens de la convergence faible de P(E>) ;
(2) T(o?) — Hi(a) au sens de la convergence faible de P(EF).

[lem:cvgceproduit | , X L R .
Preuve du Lemme [A.5.T1. Comme il n’est pas forcément pratique de définir (1) a aide

de la définition usuelle

(o, ®) — (o, D) V& € Cy(E™),

. R » N ‘theoCvgceFaible | , U
nous utilisons le critere (ii) du Théoreme [.5.26. On a évidemment (c’est la définition de
la topologie O ) I’équivalence suivante
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(1) liminf o/ (Cp) > a(Co) pour tout Co € Op ;
(2') liminf ai(O‘)‘Z ai(0) pour tout ‘O € ﬁEk ettout k> 1. e le
Et on conclut en utilisant 1’équivalence (i) < (ii) dans le Théoreme 1.5.26.

(i) Etant donné un espace polonais E, on définit E> = EN Pespace produit (des
suites de E) qui est un espace polonais lorsqu’il est muni de la distance canonique. On
définit sa tribu borélienne Bge qui est également la tribu engendrée par les cyindres, i.e.
les ensembles de la forme

Cp=AxEx..xEx..,

avec A € Bgr ou méme A =A; x ... x A € ,@gk.

C’est exactement le théoreme de Kolmogorov qui affirme qu’une mesure sur un espace
produit infini est bien défini, et de maniére unique, par ’ensemble de ses marginales ou
formulé d’une autre maniere, par une famille de mesures de EV compatibles : il existe
7 € P(EY) telle que

k

(T A) == ] A4
j=1

i=1

pour tout [[7Z, A; € B(E)®N tel que A; = E pour tout j # ji, i = 1,....k et A;, = A;
pour tout ¢ =1, ..., k.
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Co(FE), l'espace des fonctions continues qui
tendent vers 0 & l'infini, 30

Cp = AXEX..XEX... € Bp~si A€ By,
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Cy(E), lespace des fonctions continues qui
admettent une limite a Uinfini, 31
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C.(F), 'espace des fonctions continues & sup-
port compact, 31

UC(P(FE)), 'espace des fonctions uniformément
continues et bornées sur P(E), 46

BPy. o(E), boule fermée de Py (FE), 33

P, la tribu borélienne de FE, viii

%r, ensemble des parties fermées de E, 25

MPy, I'ensembles des matrices de permu-
tation, 19

My« n, 'ensembles des matrices, 19

O'r, 'ensemble des parties ouvertes de F, 28

P(F), l'espace des mesures de probabilité
sur F, ix, 24

Gy, 'ensemble des permutations, ii
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