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Dans tous les exercices B = B; un mouvement brownien réel standard défini sur un espace probabilisé
(2, A, P) et F = FP est la filtration canonique associée.

Exercice 1

On définit X := s By/,, s >0, Xo = 0.

a) - Montrer que la loi de X est identique a celle de B pour tout s > 0. Montrer que X, — 0 lorsque s — 0
en loi et en probabilité. Peut-on en déduire que X3 — 0 p.s. lorsque s — 07

b) - Enoncer précisément la loi forte des grands nombres. Montrer que B,,/n converge p.s. vers une limite
(que l'on déterminera) lorsque n € N, n — +00.

¢) - On introduit la suite de va

&n:= sup |Bi— Byl
n<t<n+1

Montrer que les (&,,) forment une suite de va iid.

d) - Montrer que
E(&) :/O P(& >e)de et P(& >¢e) <2P(|Bi1] >e).

En déduire que & € LY, que p.s. % Yo, & converge lorsque n — oo vers une limite que I'on déterminera
et enfin que
p.s. 5—" — 0
n n—oo
e) Montrer que
By
. — —
p-5 t t—oo

et que X; est un mouvement Brownien.

Exercice 2

Pour a € R*, on définit
T, :=inf{t >0; B;=a}.
a) - Que peut-on dire de 7,7
b) - Enoncer précisément le théoreme d’arrét pour une martingale & temps continu.

¢) - On suppose a > 0. Montrer que la transformée de Laplace de T, est donnée par:

YA >0, E[ef)‘T“} —emaV2h

d) - Calculer la transformée Laplace de la loi sur R de densité f(z) = ﬁe_‘f/(%)l{zw}. En déduire
la loi de T,.

e) - Quelle est la loi de Ty, si a < 07



Exercice 3

On définit le processus (Z;)o<¢<1 par la formule

Zt = Bt —tBl

a) - Pour tous 0 < t; < ... < t, <1, montrer que le vecteur
(Ztlv'-'vztnaBl)

est un vecteur gaussien et calculer sa matrice de covariance.

b) - Montrer que (Z;)o<¢<1 est un processus gaussien indépendant de By.
¢) - Montrer que le processus Z; = Z1_;, 0 <t < 1, a méme loi que Z.

d) - On définit Y; := (1 —¢) Bt/(l—t)7 0<t<1.

Montrer que Y; — 0 p.s. lorsque ¢ — 1; on pose Y7 = 0.

Montrer que Yy, 0 <t <1, a méme loi que Z.

Exercice 4

a) - Démontrer que si une variable aléatoire Y s’écrit sous la forme
n
Y=g, i €L® A eLP, pe(lo],
i=1
alors Y € LP. En déduire que si ¢ € &sc(Prog) N L alors le processus d’Tto

t
Y, = / d]s dB;
0

appartient a tous les espaces LP, 1 < p < o0.

b) - Démontrer que si M™ est une suite de martingales et que M* — M; dans L' pour tout ¢ > 0, alors M
est encore une martingale.

c) - Soit ¢ € L?(Prog). On rappelle qu’il existe ¢" € &c(Prog) N L™ telle que ¢" — ¢ dans L2. On définit
le processus d’'Ito

t
(1) X, = /O s dB,.

Démontrer que X7 — fot $? ds est une martingale.
d) - Soit ¢ € L*(Prog). Démontrer que le processus X défini par (1) satisfait X; € L* pour tout ¢ > 0.

Exercice 5

Soit X un processus d’Ito6 qui s’écrit

t t t t
Vt>0 Xt:X0+/ ¢SdBS+/ 1/;Sds:X{J+/ ¢;st+/ WPl ds,
0 0 0 0

avec Xo, X4, € Fo, ¢, ¥, ¢, ¢’ € L*(Prog). Le but de cet exercice est de montrer que Xog = X} p.s., ¢s = ¢/,
p.s. et s = . p.s.
a) - Montrer Xy = X p.s.



On définit . .
Zoi= | W —d)ds= | (65— &) dB,.
t /O (W — ) ds /0 (65— 81)

b) - Montrer que Z; est une martingale et que pour tous 0 =ty < t; < .. <t, =t
n
E(Z) =Y E[Z, - Z, ..
k=1
En déduire que

E(Z}) < sup (g —tp—1)E [/Otws —9L)? dS} :

1<k<n

et que Z =0.
¢) - Montrer que pour toute fonction x € C1([0,T7) telle que x(T') =0, on a

T
| xtw=vyas=o0 ps.,

et en déduire ¢ = 1’ p.s.
d) - Montrer enfin que ¢ = ¢’ p.s.

Exercice 6

Soient deux fonctions b, o Lipschitziennes de R dans R, i.e.
Ve,yeR  |b(y) —b(@)| < Lz —yl, lo(y) —o(@)] <Lz -yl

et une variable aléatoire X indépendante de B définie sur le méme espace (€2, A, P). On définit Papplication
qui & X € L?([0,T7]; Prog) associe A(X) =Y le processus défini par

t t
Y, = Xo+/ b(Xs)ds+/ o(Xs) dBs.
0 0

a) - Montrer que A : L?([0, T]; Prog) — L?([0, T]; Prog).
b) - Etant donnés deux processus X; € L?(Prog), i = 1,2, et en notant Y; := A(X;), montrer que

T T
/ E(|Ya: — Yi|?)dt < (T2+2T)L2/ E (|Xas — X14]?) ds.
0 0

¢) - En déduire que pour T > 0 assez petit, puis pour tout T > 0, il existe un unique processus X €
L?([0,T7]; Prog) tel que

t t
X, = Xo +/ b(X,) ds +/ o(X,) dB,.
0 0
d) - On note p; la loi de X;. Montrer que pour tout ¢ € C%([0, T[xR) on a
T o2
E(p(T, X)) = /w(O,-)uo(dw) +/ / {6t90+b8190+ 7%@} (t, ) e (d).
R o Jr

En supposant que pi(dr) = u(t,z)dr avec u(t,x) € C?([0,T] x R), en déduire 'équation aux dérivées
partielles satisfaite par u.



