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Exercice 1. On cherche a résoudre le probleme :

(P) min {z(y — 1) ot (z,y) € R% 0<z< y}.

1. Montrer que la valeur du minimum est négative ou nulle.
2. En déduire que le probleme admet au moins une solution.

3. Calculer la ou les solutions du probleme.

Exercice 2. On considere le probleme de controle optimal en temps discret

N-1

(xn)n:O,...7N S [07 1] Ty = T,
Sup Z L(@n, Tnv1), Tpi1 €[0,2,] VR =0,...,N —1

N+1
)

n=0

ou N € N*, z € [0,1] sont fixés et ot L est définie par

L(z,y) =vVz—y+y si0<y<x<1.

En utilisant le principe de programmation dynamique, montrer que la valeur V (¢, z) du
probleme s’écrit sous la forme V (¢, 2) = a4/ ot I'on donnera ay et ou 'on écrira une
relation de récurrence entre oy et ayyq.

Exercice 3. On considere un probleme général de calcul des variations

b
(P) min / L(t,u(t),u (t))dt
u € C'([a,]), a

u(a) = a, u(b) =0

olt a, b, v, 3 sont des réels donnés, avec a < b et ott L : [a,b] X R x R — R est de classe C%.
On rappelle que toute minimum @ de ce probleme vérifie I’équation d’Euler-Lagrange :

d - ~ B 3 _ _
€ St @) = Lyt a(), (1), ala) = o, u(bt) =5,
ol on note, pour toute fonction L = L(t,n,&), Le = g—?, L, = g—ﬁ et L = %'

L’objet de cet exercice est d’étudier la réciproque a cette question. Rappelons que, si
(n,&) = L(t,n, &) est une fonction convexe pour tout ¢ € [a,b], alors la réciproque est
vraie : toute solution @ € C*([a, b]) de I'équation (£) est solution de (P).
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1. On suppose quil existe une fonction @ : [a,b] x R — R, de classe C3, telle que
®(a,a) = ®(b, ) et telle que la fonction

L(t,n,€) = L(t,n, €) + y(t,n)E + y(t, 1)

vérifie : (1,€) — L(t,n,€) est une fonction convexe pour tout ¢ € [a, b].

i) Montrer d’abord que toute solution u € C'([a,b]) de I’équation (£) est solution
de I’équation d’Euler-Lagrange associée a L.

ii) Vérifier que, pour toute fonction u € C' telle que u(a) = «, u(b) = 3, on a

/L(t,u(t),u’(t))dt:/ L(t, u(t), ' (t))dt.

iii) En déduire que toute solution u € C!([a, b]) de I'équation (£) est minimum de
(P).

2. On considere ¢ partir de maintenant le cas ot L(t,n, &) = 3(&2 — X*n?), ot A €]0, 7|
est un parametre réel fixé et ona=0,b=1et a = =0.
Trouver la solution @ de 1’équations d’Euler-Lagrange (&).

3. On suppose toujours que A €]0, 7[. En appliquant la premiere question avec ®(t,n) =
2n*tan [A(t — 1/2)] (ou § — tan(f) désigne la fonction tangente), montrer que la
solution trouvée dans la question précédente est une solution du probleme (P).

4. En déduire I'inégalité de Wirtinger :
1 1
/ (u'(t))2dt > 7r2/ (u(t))?dt pour tout u € C'([0,1]) avec u(0) = u(1) = 0.
0 0

5. Montrer que, pour A > 7, on a

inf L(t,u(t), v (t))dt = —o0 .
o | 0.

uw(0) =0, u(l) =0

Baréme indicatif : Exercice 1 = 5 points, Exercice 2 = 5 points, Exercice 3 = 10 points.



