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Exercice 1. Un agent possede une richesse initiale zp € R a l'instant 0, il consomme en
temps continu avec le taux ¢(t) > 0 en [0,7], ou T" = 1. Soit z(t) sa richesse a 'instant
t, on a alors z'(t) = —c(t), ou 2/(t) est la dérivée de la fonction x(¢). Dans le cours, un
probleme de consommation optimale est formulé comme :

sup { /Ole_ﬁtu(—x’(t))dt sz € CY[0,1],R), z(0) =z, 2(1) = 0},

ou u: Ry — R est une fonction d’utilité. Supposons que le probleme admet une solution
optimale z, t.q. —z.(t) > 0, t € [0, 1].

1. En utilisant le résultat du calcul des variations, donner la condition nécessaire (Equa-
tion d’Euler) satisfaite par ..

2. Supposons que u(z) := z7 /v avec une constant v € (0, 1), montrer que la condition
nécessaire dans la question précédente est équivalente a

(1 = y)ai(t) + B (t) = 0.
3. Déterminer x,(t) en résolvant I'EDO ci-dessus avec les conditions aux bords z,(0) =

zo et x.(1) = 0.

Exercice 2. Soit T > 0, x = (z1,72) € R? et ¢ = (c1,¢2) # (0,0). On considere le
probleme de maximisation suivant :

inf {eiyn(T) + (1)},
ou (y1,y2) est solution de
yl,g(t) = uk<t)7 yk’(o) = Tk, k= 1727 te [O>T]a

et U est ensemble de processus de controle & valeur U := {(uy, us) € R? : w2 +u3 = 1}.

1. a) Donner le pré-Hamiltonien du probleme H (¢, x, p, u).
b) Montrer que si p # 0, le Hamiltonien est donné par

P
H(t,x,p)zﬂ(tmp,—m), avec |p| :=/pi + 3.



¢) Donner les conditions nécessaires d’optimalité dans le principe de Pontryagin.

d) Déterminer la solution (y*,p*) = ((y7,vys), (pT,p3)) en résolvant le systéme issu
des conditions nécessaires ci-dessus.

e) Calculer le controle associé u* = (u},u3), et la valeur J(u*) := ¢y (T") + coys(T')
associée.

2. a) Enoncer le principe de la programmation dynamique pour ce probleme de controle
optimal.
b) Enoncer ’équation HJB pour le probleme de controle optimal.
¢) Déterminer une solution de ’équation HJB.
d) Calculer un controle optimal “feedback”.
e) En déduire que (uf,u}) trouvé par le principe de Pontryaguin est un controle
optimal.

Exercice 3. On considére un probleme de finance en temps discret ¢ = 0,1. A l'instant
t = 0, le prix d’'un actif Sy = sy est une constante fixée. A l'instant ¢t = 1, le prix S; de
lactif a n possibilités de valeur xq,--- , x,, i.e. S; € {x1, -+ ,2z,}. Supposons que

n>2 et v <sy) <z,

Un modele financier est une distribution de S; sous laquelle son espérance vaut Sy. Notons

M = {(pl,"wpn Zpk;—l et kapk:—so}

Soit g : {z1,--- ,2,} — R la fonction payoff d'une option dérivée, on considere deux
problemes financiers : le probleme primal P est la valeur maximale d’espérance du payoff
g(S1) sous tous les modeles (ou toutes les distributions de S;), i.e

P = Zg Tk)Pk;

(p1, eMkl

le probléme dual est le cout minimal qui permet de sur-répliquer I'option ¢(S;) par une
stratégie de trading sur (Sy, S1), i.e

D= if y ou D ={(y, H) ERXR :y+ H(zx, — s0) > glxy), Vk=1,--- ,n}.
Y, €

Montrer la dualité P = D et qu'il existe une solution (pi,---,pk) et (y*, H*) pour les
deux problemes d’optimisation P et D.

Baréme indicatif : Exercice 1 : 6 points, Exercice 2 : 10 points. Exercice 3 : 4 points.



