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Introduction

Ces notes sont un support pour le cours
Optimisation et programmation dynamique

du Master 1 de mathématiques appliquées de I’Université Paris Dauphine. L’objectif est de présenter
quelques notions sur deux types de problemes d’optimisation : 'optimisation en R” sous contraintes,
d’une part, et le controle optimal, d’autre part. Ces deux problématiques se rencontrent fréquemment
dans toutes les questions lies a la décision. Si les méthodes de résolution different sensiblement,
les deux domaines ont recours & des concepts similaires (conditions d’optimalité, fonction valeur,
etc...).

Dans la pratique, les problemes rencontrés ont souvent une structure spéciale qui sortira du cadre
général abstrait du cours. Il faudra alors adapter les techniques développées au probleme étudié.
Aussi, la solution explicite est en général inaccessible et il faut recourir a des méthodes numériques,
celles-ci s’appuyant fortement sur ’analyse mathématique du probleme. Nous donnerons un apergu
de quelques unes de ces méthodes.

Pré-requis : Le cours utilise souvent sans rappel des notions de calcul différentiel et d’analyse
convexe de L2, de topologie et d’équations différentielles de L3, et d’analyse fonctionnelle de L3 et
de M1. Quelques rappels d’analyse convexe sont néanmoins donnés au début de ces notes.

Références bibliographiques : Quelques références sont données & la fin du poly. Pour la
partie sur I'optimisation sous contraintes, deux bonnes références en langue francaise sont les livres
respectifs de P. G. Ciarlet et G. Allaire. Pour la partie sur le controle optimal, le poly du cours
a 'ENSAE de Carlier constitue une bonne introduction. Nous citons aussi le livre de Lucas et
Stokey qui est une excellent référence pour les problemes en temps discret et contient de nombreux
exemples économiques. Pour la partie en temps continu, une référence possible est le livre de Fleming
et Rishel.

Remarques :

— Ces notes sont basées sur plusieurs documents existants. Le chapitre sur ’optimisation sous
contraintes est un résumé de certains chapitres du livre de G. Allaire. La partie sur la
programmation dynamique est reprise pratiquement intégralement du polycopié de P. Car-
daliaguet utilisé les années antérieures.

— La présente forme de ces notes contient certainement des coquilles et des passages dont la
rédaction pourrait étre améliorée. Merci de me signaler toutes remarques permettant des les
améliorer.
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Partie I

Rappels

A toutes fins utiles, nous rappelons quelques éléments de calcul différentiel, analyse convexe et
extrema.

1 Convexité

1.1 Fonctions convexes, strictement convexes, fortement convexes

Définition 1.1. Un ensemble K C R" est dit convexe si Vx, y € K on a tz + (1 — t)y € K pour
tout ¢ € [0,1] (quelque soit deux points dans K, tout le segment qui les unit est dans K).

Définition 1.2. Soit K C R™ un ensemble convexe et f : K — R une fonction.

1. On dit que f est convexe sur K si
fltz+ 1 —t)y) <tf(z)+ (1 —t)f(y), VYz,yeK, telo1].
2. On dit que f est strictement convexe sur K si
fltz+ (1 —t)y) <tf(x) + (1 -t)f(y), Ye#yeK, te€o,l1]
3. On dit que f est fortement convexe sur K s’il existe a > 0 tel que
fltz+ (1= t)y) < tf(z) + (L= 8)f(y) —at(l —t)llz —y|?, Vo,ye K, teo,1].
4. On dit que f est concave si —f est convexe (idem pour strictement /fortement concave).
Il est facile de voir que

fortement convexe = strictement convexe = convexe

mais les réciproques ne sont pas vraies en général.
Si la fonction f € C}(K), la convexité peut s’exprimer suivant les trois fagons suivantes.

Proposition 1.3 (Caractérisation de la convexité). Soit K C R™ un ensemble convere et f : K —
R une fonction de classe C*(K). Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

f est conveze sur K (1.1)
fy) = f@) +(Vf(z),y —x), Ve,yeK

La stricte convexité a la méme caractérisation en remplacant les inégalités par des inégalités
strictes. Finalement, la forte convexité se caractérise de fagon similaire.



Proposition 1.4 (Caractérisation de la forte convexité). Soit K C R™ un ensemble conveze et
f: K — R une fonction de classe C*(K). Les trois propositions suivantes sont équivalentes :

f est a-fortement convexe sur K (avec a > 0) (1.4)
) = f@) + (Vf(@),y—2) + Slly ==l Veyek (15)
(VI(y) = V[f@),y—z)>aly -zl Vaoyek (1.6)

Définition 1.5. On appelle fonction elliptique une fonction f : K — R de classe C' et fortement
convexe. Ces fonctions se caractérisent par la proposition [T.4]

Proposition 1.6 (Quelques propriétés).

1. Toute combinaison linéaire a coefficients positifs d’une famille de fonctions convexes est
conveze.

2. Toute composition d’une fonction f : R — R et d’une fonction convexe croissante g : R — R
est convere.

Prewve. Comme f(tx + (1 —t)y) <tf(x)+ (1 —t)f(y) pour tout x, y € R, alors, comme g
est croissante,

gofltex+ (1 —t)y) <g(tf(z) + (1 —-1)f(y) <tgo f(z)+ (1 —t)go f(y)

ol nous avons utilisé la convexité de g dans la derniere inégalité. O

1.2 Exemples de fonctions convexes, strictement convexes, fortement convexes
1. La fonction f: R — R donnée par f(x) = z? est fortement convexe.
Preuve. Pour tout x, y € R,
(VI(y) = VI@),y—=z)=(f'(y) = f(@)y—2) =2y —zf
donc la fonction est fortement convexe avec a = 2. O

2. De facon similaire, la norme euclidienne au carré f : R® — R avec f(x) = ||z||? est aussi
fortement convexe avec o = 2.

Preuve. Comme V f(x) = 2x pour tout x € R”, on a (Vf(y) —Vf(x),y—x) = 2|y —
z|%. O

3. Plus généralement, soit f : R™ — R la fonction donnée par
1
fla) = 3 {Aw,2) + (b.2) o (17)
avec M,,(R) une matrice carrée réelle de taille n et b € R" et ¢ € R. On a

(Vi) =Vf(x),y—=z) =(Aly — ), (y — 2))
Par conséquent,
(a) A semi-définie positive < f convexe.
(b) A définie positive de plus petite valeur propre A\pin > 0 < f fortement convexe avec
o = )\min-



1.3 Fonctions coercives

Définition 1.7. Soit K C R™ un ensemble non borné (par exemple, R™). Une fonction f: K — R
est coercive sur K si

lim T) = +00.
zeK, IIfEIIHJrOOf( )

Ceci peut s’écrire de facon équivalente :

Pour toute suite (x)reny C K telle que ||zg|| — oo, alors f(xg) — oo.

Remarque : Comme toutes les normes sont équivalentes sur R™, en pratique, on choisit la norme
la plus adaptée a la fonction f étudiée.

Proposition 1.8. Soit K C R™ un ensemble convexe non borné. Si f : K — R est de classe C!
sur K et fortement comvexe sur K. Alors [ est coercive sur K.

Preuve. La formule (1.5) pour les fonctions fortement convexes nous permet d’écrire pour tout
z,y € K,

1) > F@) + (Vf(@)y —2) + Sy — ] (1.8)

De plus, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
(Vi(@),z —y) < IVf@)lllz =yl = (Vi@),y—2)=>-VI@)]lz -yl
En injectant la derniere inégalité dans , il vient
fy) = f(@) = IV @)l =yl + %Hy —z||*.
En fixant € K et en faisant |ly|| — oo (ce qui implique ||y — z|| — o0), on obtient le résultat. [

Examples de fonctions coercives :

1. Par la proposition les fonctions fortement convexes sont coercives. En particulier, la
fonction

Fz) = % (Az,z) + (b, x) + ¢ (1.9)

est fortement convexe, donc coercive, si A est définie positive.
2. Toute fonction minorée par une fonction coercive est coercive.

3. Soit la fonction f : R™ — R de la forme
Vo = (21,...,00) €RY, flz) = filz:)
i=1

ou les fonctions f; : R — R sont minorées et coercives. Alors f est coercive.

Preuve. Pour touti € {1,...,n}, f; est minoré par une constante m;. Posons m = max<;zp |m;|

et soit M > 0 fixé. Comme chaque f; est coercif, il existe une constante R; > 0 telle que
V|z:| > Ry, fi(zi) > M +nm .
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Soit R = maxij<;<n R;. Alors pour tout z € R" avec ||z|l.c > R, il existe un indice i €
{1,...,n} tel que |z;| > R > R; et donc f;(x;) > M + nm. Pour j # i,
filz;) = m; = —m.

Ces minorations permettent de conclure que
flz) >> M.
On a donc montré que
VM >0, 3R > 0 tel que Vo € R", ||z|loc > R = f(x)> M .

Par conséquent,

ce qui prouve la coercivité de f. ]



Partie 11

Optimisation sous contraintes

Dans toute la suite, nous considérons f : R™ — R une fonction continue et K un sous-ensemble
non vide de R™. Nous allons étudier le probleme d’optimisation

min f(x). (P)

rzeK

Nous verrons tout d’abord des conditions suffisantes garantissant permettant de voir si le minimum
existe bien. L’expression de ces conditions varie en fonction de la structure de 'ensemble K et la
régularité de la fonction f. On distinguera si K est ouvert, fermé, borné ou convexe et si f est
seulement continu ou bien de classe C'.

Nous aborderons ensuite la question réciproque, c’est a dire les conditions nécessaires que sa-
tisfont les points de minimum. Cela améne naturellement la question de savoir si ces conditions
nécessaires sont suffisantes. En utilisant des éléments de la théorie de la dualité, nous verrons que
les conditions nécessaires sont suffisantes dans certains cas. La théorie de la dualité nous permettra
aussi de construire des méthodes numériques efficaces que nous étudierons.

1 Terminologie

Infimum et minimum

Définition 1.1. On appelle infimum de f sur K la valeur [ € [—o00, +o0] telle que
1. Vx e K, f(z) > 1,

2. il existe une suite (x,) d’éléments de R™ telle que

Yn >0, z, € K et lim f(x,) =1
n

Cette valeur est notée inf f(z) :
zeK

= inf .
=@
Remarques :

1. Linfimum existe toujours. Il est fini (c’est-a-dire que [ # —o0) si et seulement si la fonction
f est minorée sur K, c’est-a-dire s’il existe une constante M € R telle que

Ve e K, f(x) > M .

2. Si f n’est pas minorée, alors 'infimum de f est —oo.

3. Une suite (z,,) telle que z, € K pour tout n € N et
li = inf
im f(en) = inf f(z)

est appelée une suite minimisante du probleme de minimisation.



Définition 1.2. On appelle minimum de f sur K la valeur [ €] — oo, +0o0[ - si elle existe - pour
laquelle il existe un élément T € K tel que

l.Vze K, f(x)>1.

2. f(x)=1L
Cette valeur est notée QIC?%III(I f(z).
On dit alors que f atteint son minimum sur K en Z, ou que le probleme ;Iél% f(z) admet une
solution Z.

Remarques :

1. Par abus de language, on appelle aussi minimum un élément & € K satisfaisant les propriétés
ci-dessus (en toute rigueur, Z devrait s’appeler “argument du minimum?”.)

2. Contrairement a l'infimum, le minimum n’existe pas toujours. Des conditions suffisantes
d’existence sont données ci-dessous.

2 Conditions générales d’existence d’un minimum

2.1 Conditions suffisantes lorsque K est ouvert ou fermé

Il est possible d’énoncer des conditions suffisantes d’existence de minima pour le probleme (P))
dans le cas trés général ou K est fermé ou bien ouvert.

Théoréme 2.1 (Condition suffisante, K fermé).
Soit K C R™ un ensemble non-vide et fermé et f: K — R une fonction continue. Le probleme

(P) min f(x)

zeK

admet au moins une solution si l'une des deuzx conditions suivantes est satisfaite :
1. la contrainte K est bornée (théoréme de Weierstrass),

2. la contrainte K est non bornée et f est coercive.

Rappelons que dans le premier cas, f a aussi un maximum sur K.

Preuve. Dans le premier cas, K est fermé et borné, donc il est compact. Comme f est continue, le
théoreme de Weierstrass assure que f est bornée sur K et elle atteint ses bornes. Donc il existe au
moins un point de minimum.
Prouvons le deuxieme point. Soit xg € K fixé. La coercivité de f entraine qu’il existe r > 0 tel
que
lz]| =r = f(z) = f(zo)

Donc, en notant B(0,7) la boule de R™ de centre 0 et de rayon r, nous avons

inf f(x)= inf  f(x).

reK zeKNB(0,r)

Comme ’ensemble K N B(0,r) est fermé et borné et que f est continue, le théoreme de Weierstrass
assure que que f atteint ses bornes dans K N B(0,r). Ceci assure 'existence d’'un minimum z* dans
KN B(0,r). Ce minimum est aussi le minimum sur K. En effet, pour tout = € K :
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1. soit x € K N B(0,r), et alors f(z) > f(z*) car f atteint son minimum sur K N B(0,r),

2. soit ¢ K N B(0,7), auquel cas on a f(x) > f(xg) > f(x*).

Ceci montre donc que z* est un minimum de f sur K. O

Si K est un ensemble ouvert, le probleme est plus compliqué. Signalons la condition suffisante
suivante :

Proposition 2.2 (Condition suffisante, K ouvert).
On suppose que K est un ouvert borné, que f est continue sur K, et qu’il existe un point xo de K
tel que

Vo € 0K, f(x) > f(xo) .

ot OK est la frontiére de K. Alors le probléeme (P) admet une solution.

Preuve. Comme l’ensemble K est compact, la fonction continue f admet un minimum z* sur K
par le theoreme Cet élément est donc tel que

vre K, f(z) > f(z*).

Montrons par 'absurde que x* est bien dans 'ouvert K et ne se trouve pas au bord. Supposons
que z* € OK. Alors f(z*) < f(x) pour tout z € K. Or, par hypothese, il existe zyp € K tel que
f(x) > f(xo) pour tout x € OK, donc pour x = z*, f(x*) > f(xg). Cette contradiction nous permet
de conclure que z* est bien dans 'ouvert K. ]

2.2 Conditions nécessaire et suffisantes lorsque K est convexe

A présent, rajoutons un peu plus de structure sur ’ensemble K et supposons qu’il est convexe.
Ceci permet d’énoncer les conditions nécessaires d’optimalité suivantes, ¢’est-a-dire des conditions,
portant sur la dérivée de f.

Théoréme 2.3 (Condition nécessaire, K convexe : Inéquation d’Euler).
Soit Q© C R™ un owvert, K C Q un ensemble conveze et f : Q — R une fonction de classe C*. Si
x* est un minimum local de f sur K, alors

(Vf(z*),y—x*) >0, VyeK. (2.1)

Preuve. Soit y € K et h €]0,1]. Alors, 2* + h(y — z*) € K car K est convexe. De plus, comme z*
est un minimum local de K,

f@* + hly —a*)) — f(z7)

> 0.
5 >
On trouve ({2.1)) en faisant un développement de Taylor de f(z*+h(y—2*)) autour de 2* au premier
ordre, puis en faisant tendre h vers 0%. ]

Nous verrons dans le théoreme suivant que la condition nécessaire ([2.1)) devient suffisante
lorsque f est convexe. Avant de présenter ce résultat, il est important de voir que dans deux cas
importants la condition ({2.1]) se réduit a I’équation d’Euler

Vf(z*)=0.
Ces deux cas sont :

11



1. Si K = R", alors y — z* engendre tout I’espace R" car y € R™. Par conséquent (2.1)) implique
Vf(z*)=0.

2. Si K est un ouvert, ou bien si K est convexe mais z* est dans U'intérieur de K (qui est aussi
un ouvert).

Preuve. 11 faut montrer que si * est un minimum local dans un ouvert K, alors
(Vf(@),y—a*) >0, VyeK <= Vf@a")=0.

L’implication inverse étant évidente, regardons 'implication directe. Soit y un vecteur quel-
conque de R™. Comme x* appartient a K, qui est ouvert, il existe hg > 0 tel que, pour tout
h € [0, ho], le point z* + hy appartient & K. Or x* étant un minimum local du probleme, on
a

f@" +hy) = f(z") 20
Comme
[ +hy) = f(2") = MV f(z7),y) + he(hy)
en divisant 'inegalité ci-dessus par h > 0, et en faisant tendre h vers 0, on obtient

(Vf(@%),y) = 0

Comme cette inegalité est vraie pour tout y € R™, elle est également vraie pour —y. Donc
(Vf(z*),—y) > 0. Dou (Vf(z*),y) = 0. Donc finalement

(Vf(x*),y) =0, VyeR",
c’est-a-dire que Vf(z*) = 0. O

Théoréme 2.4 (Condition nécessaire et suffisante, K et f convexes : Inéquation d’Euler).
Si, en plus des hypothéses du théoréme[2.3, f est conveze, alors,

(Vf(x"),y—a") >0, Vye K < z%est un minimum global de f sur K (2.2)

Preuve. L’implication réciproque est assurée par le théoreme donc nous ne prouvons ici que
I'implication directe. Comme f est convexe sur K, pour tout y € K,

fly) = f@) +(Vf("),y —z7)

grace a la formule (1.2). Comme (Vf(z*),y —x*) > 0, on a donc f(y) > f(x*) pour tout y € K ce
qui prouve que z* est un minimum global del f sur K. ]

Dans le cas ou K est convexe et f est non seulement convexe, mais strictement ou fortement
convexe, nous avons les deux résultats suivants qui permettront de garantir existence, unicité et
caractérisation du point de minimum.

Théoréme 2.5 (Unicité). Soit K C R™ un ensemble conveze et f : K — R™ une fonction stricte-
ment convexe. Alors il existe au plus un point de minimum sur K.

12



Preuve. Nous allons raisonner par I'absurde. Soient x1 et o € K avec x1 # a2 deux points de
minimum de f sur K. Nous avons donc f(x1) = f(x2) < f(x) pour tout x € K. Comme f est
strictement convexe,

PP < ) + ) = £l

Ceci contredit le fait que x1 soit un minimum. O

Théoréme 2.6 (Existence et unicité). Soit K C R™ un ensemble convexe fermé et f : R™ — R
une fonctions fortement convexe. Alors il existe un unique point x* de minimum de f sur K et ce
point vérifie l'inéquation d’Fuler

(Vf(z*),y—z) >0, VyeK.

Preuve. Existence : Comme f est fortement convexe, elle est C!' donc continue. On a donc deux
situations :

1. Si K est borné, alors 'existence découle directement du premier point du théoreme [2.1

2. Si K n’est pas borné, alors on utilise le fait que f est coercive sur R”, donc sur K et nous
utilisons le deuxieme point du théoreme pour conclure.

Le théoreme permet d’assurer 'unicité. L’inéquation d’Euler est une conséquence directe du
théoréme 2.4 O

3 Le théoreme de Kuhn et Tucker

Lorsque K n’est pas convexe, les conditions nécessaires sont plus difficiles a énoncer. Le théoreme
de Kuhn & Tucker (ou Karush, Kuhn et Tucker, KKT) donne des conditions nécessaires lorsque la
contrainte K est de la forme

K ={zeR", G(z) <0, H(x) =0},

G:R" - R™
r = G@) = (91(®),--, gm(@))"
avec les g; : R™ — R et
H:R" > RP
T H(z) = (h(a), .., hy(x))"

avec les h; : R" — R. L’inégalité G(x) < 0 est & comprendre composante par composante et les
fonctions g; et h; sont toutes supposées de classe C' de R™ dans R. Notons que K est fermé mais
n’est pas forcément borné ni convexe. Si f était coercive, le théoréme [2.1] assurerait 'existence d’au
moins un minimiseur du probleme.

Dans le but de bien comprendre le sens des hypotheses impliquées dans le théoreme de Kuhn
et Tucker, nous procédons progressivement en étudiant des contraintes K de difficulté croissante.
Cela permettra aussi de comprendre de fagon plus naturelle la notion essentielle de multiplicateurs
de Lagrange qui intervient dans 1’énoncé.

13



3.1 Contraintes d’égalité

K espace affine : Supposons que K est un espace affine de R™ (qui est un ensemble convexe
fermé non borné dans R™). On peut donc exprimer K = 2y + V avec V un sous-espace de R™. Si
f: K — R" est de classe C!, alors I'inéquation d’Euler (2.1 garantit que si 2* est un minimum du
probléeme , alors (V f(z*),y — z*) > 0 pour tout y € K. Donc, quand y varie dans K, y — x*
varie dans V. La condition d’Euler donne alors (V f(z*),v) > 0 pour tout v € V. D’ou

(Vf(@®),v) =0, YveW

Par conséquent V f(x*) € V+. En particulier, si V' est une intersection de p < n hyperplans de la
forme
V={zxeR": (v,z) =0,1<i<p}
ou les v; € R", alors
V+ = span{v;}0_;.

Par conséquent, vu que V f(z*) € V1, les conditions nécessaires d’optimalité peuvent donc s’écrire
sous la forme

p
¥ €K et A\g,..., N € R tels que Vf(2*) + Y A\iv; =0.
=1

Les coefficients A; sont appelés multiplicateurs de Lagrange. Ils joueront un réle important dans le
cas plus général du théoreme KKT.

K avec contraintes d’égalité : Considérons maintenant le cas o
K={veR": H(v)=0,}. (3.1)

L’ensemble n’étant pas convexe, il n’est pas possible d’utiliser I'inéquation d’Euler . Cependant,
il est possible de généraliser ce résultat en cherchant quelles sont les directions admissibles pour
lesquelles I'inéquation reste vraie. Dans le cas présent, nous pourrons utiliser le résultat suivant que
I’'on admettra.

Proposition 3.1. Soit x* un minimum local de f sur l’ensemble K défini en (3.1). Si la famille
de vecteurs (Vhi(x*))t_, est libre, alors

K(z*) ={veR" : (Vhi(z"),v) =0,1<1i<p} (3.2)

L’ensemble K (z*) constitue ce que I'on appelle le cone des directions admissibles au point
x*. Dans le cas présent, K (x*) est plus qu'un cone, il s’agit du plan tangent a la variété K au point
x*. La proposition précédente nous permet d’énoncer le résultat suivant.

Théoréeme 3.2. Soit x* un point de l’ensemble K défini en . Supposons que les fonctions
h; soient de classe C* dans un voisinage de x* pour tout i = 1,...,p. De plus, supposons que les
vecteurs (Vhi(xz*))r_, soient linéairement indépendants. Alors, si x* est un minimum de f sur K,
il existe A\1,...\p € R appelés multiplicateurs de Lagrange, tels que

Vi) 4+ \iVhi(z*) =0. (3.3)
=1

14



Preuve. Les hypothéses de la proposition [3.1] étant satisfaites, nous avons
(Vf("),y) =0, VyeK(")

ou K(z*) est le plan tangent a la variété K au point z* défini en (3.2)). Donc V f(x*) est engendré
par les (Vh;(z*))™,, d’ou la formule (3.3). O

3.2 Contraintes d’inégalité

K cone : Supposons que K est un cone convexe fermé, c’est a dire que K est un convexe fermé
tel que pour tout y € K, alors Ay € K pour tout A > 0. En appliquant I'inéquation d’Euler a
y =0 et y=2x* il vient

(Vf(x"),z™) =0. (3.4)

Par conséquent, la condition d’Euler (2.1)) devient
<vf($*)ay> =0, VyekK.

Si
K={zeR": (v,z) <0,1<i<m}

ou les v; € R™, il est possible de prouver par le lemme de Farkas (que I’on ne présentera pas par
manque de temps) que les conditions nécessaires d’optimalité sont

¥ € K et 3\, ..., Ay, >0 tels que Vf(z*) + Z)‘ivi =0. (3.5)
i=1

Compte tenu de I'égalité (3.4) et de la relation (3.5]), on voit que si (v;,z*) < 0, alors A\; = 0. Les
Ai > 0 sont de nouveau appelés multiplicateurs de Lagrange.

K avec contraintes d’inégalité : Prenons maintenant le cas ou
K={veR": G(v) <0} (3.6)

De facon similaire au cas avec contraintes d’égalité, la démarche consiste & trouver le cone de
directions admissibles o1 I’on pourrait formuler une équation ou inéquation d’Euler. Le cas actuel
est plus compliqué que le précédent car toutes les contraintes ne vont pas jouer le méme réle au
point z ou l'on calcule K(z). En effet, si g;(z) < 0, il est clair que g;(z + hy) < 0 pour tout
vecteur y pourvu que h soit suffisamment petit. Donc on peut faire des variations autour de x dans
toutes les directions de R" sans sortir de I'ensemble K. Il n’en va par de méme lorsque g;(x) = 0
ou des variations dans certaines directions pourraient faire sortir de K. Pour cette raison, il est
nécessaire d’ajouter des conditions supplémentaires sur les contraintes, appelées conditions de
qualification. Grosso modo, ces conditions garantissent que I'on peut faire des variations autour
d’un point x afin de tester 'optimalité.

Définition 3.3. Soit x € K. L’ensemble I(z) = {i € {1,...m} : gi(x) = 0} est appelé ’ensemble
de contraintes actives au point x.
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Définition 3.4. REVOIR Les contraintes (3.6]) sont qualifiées au point € K si et seulement s'il
existe une direction w € R™ telle que pour tout i € I(x),

soit (Vgi(z),w) <0,
soit (Vgi(x),w) =0 et g; est affine.

Théoréme 3.5. Soit x* un point de l’ensemble K donné par (3.6) ou les fonctions g1, ..., gm sont
de classe C1 et les contraintes sont qualifiées en x*. Alors, si x* est un minimum local de f sur K,
alors il existe A1, ..., A\ > 0 appelés multiplicateurs de Lagrange tels que

m
V) + ) AiVgi(a*) =0, X\ >0, X\=0sigz*) <0, Vie{l,...,m}. (3.7)
i=1
Remarque 3.6. La condition (3.7)) peut s’écrire de fagon équivalente comme

Vi) + ) AiVg(a*) =0, x>0, X-G(z*)=0,
=1

ou A > 0 veut dire que toutes le composantes du vecteur A = (Aq,. .. )\m)T sont positives ou nulles.
La condition A - G(z*) = 0 est appelée condition d’exclusion.

3.3 Contraintes d’égalité et d’inégalité

K avec contraintes d’égalité et inégalité : Dans le cas général combinant des contraintes
d’égalité et d’inégalité, K est de la forme

K={zeR" G(z) <0, H(z) =0}. (3.8)
Il faut définir la qualification des contraintes dans ce contexte. Comme précédemment, nous notons

Iz)={ie{l,...,m} : gi(x) =0}
I’ensemble de contraintes d’inégalité actives au point .

Définition 3.7. Les contraintes (3.8) sont qualifiées au point z € K si et seulement si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :
1. les vecteurs (Vh; (JU))ﬁ?:1 sont linéairement indépendants

2. il existe une direction w € R"™ telle que
(Vhj(z),w) =0, Vje{l,...p}
(Vgi(z),w) <0, Viel(x).
Nous sommes en mesure d’énoncer les conditions nécessaires d’optimalité sur I'ensemble (3.8)).

Théoréme 3.8 (Théoreme de Kuhn et Tucker). Soit x* un point de l’ensemble K ou défini par
. On suppose que f, G et H sont de classe C' et que les contraintes sont qualifiées en x* au
sens de la définition 3.7 Alors, si x* est un minimum local sur K, il existe des multiplicateurs de
Lagrange pui, ..., p1up € R et Ai,..., A\ > 0 tels que

m p
V) + ) AiVgi(a®) + ) pihi(a*) =0, A>0, X-G(z*)=0. (3.9)
i=1 j=1
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3.4 Meéthode de résolution d’un probleme de minimisation

Au vue des sections précédentes, la démarche pour résoudre un probleme de minimisation sous

contraintes se décompose en quatre étapes :

1. On montre a priori que le probleme admet une solution. Pour cela, on pourra utiliser les
conditions suffisantes d’existence de la section [2| Il sera parfois nécessaire d’utiliser des
raisonnements spécifiques au probleme donné.

2. On cherche les points ou la contrainte n’est pas qualifiée. On appelle cet ensemble F. En
pratique, on détermine ’ensemble des points qui ne vérifient pas la définition [3.7

3. On cherche ensuite les points satisfaisant les conditions nécessaires de Kuhn et Tucker. On
note cet ensemble Fs.

4. Si le probleme a une solution, le minimum appartient & E; U Es. Un minimum est donc un
point de critére minimal dans F; U Es.

Remarque : Lorsque la fonction objectif est convexe et nous n’avons affaire qu’a des contraintes

d’inégalité avec des g; convexes, il suffit de trouver des points vérifiant les conditions nécessaires
d’optimalité pour pouvoir conclure & l’existence d’'un minimum (voir théoréme plus loin).

3.5 Quelques exemples
1. Une contrainte d’égalité : On considere le probleme suivant dans R? :

min 2z +y
x24y2=1
Avec les notations précédentes, nous avons f(z,y) = 2x +y et K = {(x,y) : h(z,y) = 0},
avec h(z,y) = 22 +1?—1. Comme K est un ensemble compact et que f est continue, alors le
théoreme de Weierstrass assure que le probleme admet au moins une solution (z*,y*) € K.
La contrainte est qualifiée en tout point car Vh(z,y) = (2z,2y)? est non nul pour tout
(z,y) € K. Le théoréme permet d’affirmer que si (z*,y*) est un minimum de f sur K,
alors il existe u € R tel que

24 2ux* =0
Vi, y")+puVh(z*,y") =0 < 14+2py*=0
@)+ ()7 =1
On déduit des deux premieres égalités que p est non nul, et que z* = —1/u, y* = —1/(2u).
En reportant dans la derniere égalité, on a

(1) + (1/(20))? =1

c’est-a-dire, 1 = v/5/2 ou u = —+/5/2. Dans le premier cas, (z*,3*) = (—2v/5/5, —v/5/5),
et dans le second (z*,y*) = (2v/5/5,v/5/5). L’ensemble des points vérifiant les condi-
tions nécessaires d’optimalité est donc {(2v/5/5,/5/5),(—2v/5/5, —v/5/5)}. On sait (c’est
le théoreme) que le ou les minima du probléme se situent parmi ces points. On calcule la
valeur de f pour déterminer le minimum :

f(2v5/5,v/5/5) = V5 et f(—2v5/5,—V5/5) = -/

Il n’y a donc qu'un seul minimum : c’est le point (—2v/5/5, —/5/5)). Une illustration de cet
exemple est donnée en figure
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(=,9)
f(wr y)
G
o f($*7 y*)

F1GURE IL.1 - Illustration du probleme mingz 2 22 +y.

2. Une contrainte d’inégalité : On considére maintenant le probleme suivant dans R? :

min 2+ zy
z24y2<1

Ici, f(z,y) =2+axy et K = {(z,y) : g(x,y) <0}, avec g(z,y) = 22+ 3> — 1. Comme K est
compact, le probleme admet bien un minimum par le théoréeme de Weierstrass.

Pour tout (z,y) € K, la contrainte est qualifiée. En effet, les points (z,y) dans 'intérieur du
disque unité sont tels que g(x,y) < 0 strictement donc ils sont automatiquement qualifiés.
Les points (z,y) sur le cercle unité sont tels que g(z,y) = 0 et il faut donc vérifier s’il
existe une direction w € R? telle que (Vg(z,y),w) < 0. On vérifie facilement que le choix
w = —Vyg(z,y) = —(2z,2y) donne bien l'inégalité de qualification. Donc tous les points de
K sont qualifiés.

Le théoreme permet alors d’affirmer que si (z*,y*) est un minimum de f sur K, alors il
existe A > 0 tel que

Vi y") +AVg(x™,y") =0 et Ag(z™,y")=0

c’est-a-dire que
Yy 42 =0
¥+ 2 y" =0
A+ (y*)?—1)=0

Ce systéme a cing solutions possibles : (A = 0, z* = y* =0), (A =1, 2* = —y* = /2/2),
A =1, 2" = —y* = =v2/2), A = =1, z* =y = v2/2), (A = -1, 2" = y* = —/2/2).
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(=*,9%)
®  f(a*,y")

FI1GURE I1.2 - Illustration du probleme ming 2,2« 2 + xy.

Les deux dernieres solutions ne sont pas admissibles car le multiplicateur associé A\ est
strictement négatif. Reste les trois premieres. On calcule alors le critére en ces points :

F(V2/2,—V2/2) = f(—V2/2,V/2/2) = 3/2 et £(0,0) = 2.
Donc il y a donc deux solutions : (v/2/2, —v/2/2) et (—v/2/2,v/2/2). Une illustration de cet

exemple est donnée en figure

. Plusieurs contraintes d’égalité : On consideére le probleme suivant dans R3 :

min s
2y =1

Iei, f(x,y,2) = z+zet K = {(x,y,2) : H(x,y,z) =0}, avec H(x,y, 2) = (h1(z,vy, 2), ha(z,y, 2))
et hi(z,y,2) =22+ 9% — 1, ha(z,y,2) = 3> + 22 = 4.

Le théoreme de Weierstrass permet a nouveau d’assurer 'existence d’un minimum car K
est compact (fermé et contenu dans la boule B(0,2) de R3) et la fonction f est continue.

Les points de (x,y, z) € K ou la contrainte est qualifiée sont ceux pour lesquels la famille
{Vhi(z,y,z), Vha(z,y, z)} est libre. Or

2x 0
Vh1($,y, Z) = 2y ; VhQ(‘T7y, Z) = 2y
0 2z

Ces deux vecteurs ne forment pas un systeme libre, si et seulement si, x = z = 0. Ceci
correspond a ’ensemble de points de la forme (0, y,0). Mais ces points n’appartiennent pas
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A K puisque sinon on aurait y? = 1 et y? = 4. Donc le systeme de vecteurs est toujours libre
pour tout (z,y,z) € K et la contrainte est qualifiée. Le théoreme permet d’affirmer que
si (z*,y*) est un minimum de f sur K, alors il existe pj, p2 € R tels que

14 2uma* =0
2imy* + 2p0y* =0
Vi y*, 2") + pVhi (¥, y*, 2%) + poVho(z*,y*, 2*) =0 & 14 2u22* =0

()2 + (y)2 = 1
(') + ()2 =1
Noter que p; et po sont non nuls et que
ot = =1/(2m) et 27 = —1/(2p2)

D’autre part, soit pu1 + po = 0, soit y* = 0. Le premier cas est impossible, car alors z* = —z
et

*

)P =1-(")P=1-(") =4—(2")?
et on aboutit & une contradiction. Donc y* = 0, ce qui impose 2* = £1 et 2z* = +2. On voit
alors facilement que le minimum du probléeme est (—1,0, —2).
. Plusieurs contraintes d’inégalité : On considere le probleme suivant dans R? :
min rty+z

2+t +22<1

x>0
Iei, f(z,y,2) = aty+zet K = {(z,y,2) : H(z,y,2) < 0}, avec G(z,y, 2) = (91(2, ¥, 2), 92(2, Y, 2))
et g1(x,y,2) =22+ 92+ 22— 1, go(2,9,2) = —2.
K étant compact et f étant continue, le probleme admet une solution (x*,y*, z*).
Montrons que la contrainte est qualifiée en tout point. Soit (z,y, z) appartenant au bord de
la contrainte. Si I(z,y,z) = {1}, alors Vg;(x,y, ) est non nul car 22 +y?> + 22 —1 =0 et
Vagi(z,y, z) ne s’annule que pour z =y = z = 0. Si I(x,y, z) = {2}, alors Vga(z,y, z) # 0.
Supposons maintenant que I(z,y,z) = {1,2}. Choisissons v = (1, —y, —z). Alors

(Vai(z,y,2),v) = =2y* — 222 = =2 < 0 et (Vga(z,y,2),v) = -1 < 0.

Donc la contrainte est qualifiée en tout point. Au point (z*,y*, z*), la condition nécessaire
suivante est satisfaite : il existe A\ > 0 et Ay > 0 tels que

1+2M\z2* =X =0
1+2My* =0
1—{—2)\12*:0

avec la condition d’exclusion
M((2")?+ ()2 + (2%)* = 1) + Ag(—2") = 0.

D’apres les dernieres équations, on a A\; > 0. Donc (z%)% + (y*)? + (2*)2 =1 = 0, et y* =
z* = —1/(2A1). Supposons z* > 0. Alors A2 = 0 et " = —1/(2);), ce qui est impossible car
x* > 0 par hypotheése. Donc z* = 0, ce qui impose

0+ (=1/(2A1))2 + (—1/(2A1))* =1
c’est-a-dire Ay = v/2/2. D’ott * = 0 et y* = 2* = —/2/2. Noter enfin que Ay = 1 > 0.
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5. Un peu de tout : On mélange maintenant les difficultés. Soit le probleme dans R? :

min x4+ 2y + 3z
r+y+2<0

La contrainte est compacte et le critére continu, donc le probleme admet au moins une
solution. Le critére est f(x,y,z) = x 4+ 2y + 3z, il y a une contrainte d’égalité h(x,y,z) =
22 +y? + 22 — 1 = 0 et une contrainte d’inégalité g(x,y,2) = +y + 2 < 1. Vérifions que la
contrainte est qualifiée. Le premier point de la déﬁnitionest satisfaite car Vh(z,y,z) =0
si et seulement si x = y = z = 0, ce qui est impossible car h(zx,y, z) = 1. D’autre part, pour
un point (z,y,2) € K tel que g(z,y,2) =0, si on prend v = (—1,—1,—1), on a

(Vh(z,y,2),v) = -2 —2y —2z=-2(x+y+2) =0et (Vg(z,y,2),v) = -3 <0.

Donc la contrainte K est qualifiée en tout point. Si (z*, y*, 2*) est un minimum du probléme,
les conditions de Kuhn & Tucker s’écrivent

1+ A4+ 2ux*=0

24+ A4+2uy*=0

34+ A+2uz"=0

()2 + ()2 + ()2 = 1
Ax* +y*+2") =0

ou A > 0 et € R. On déduit des trois premieres équations que p est non nul et que

2u v 2u n 20

*

1+, 24

* pa—

de sorte que, d’apres la condition d’exclusion, on a
1+A 24X 34X
A =0
( 2p " 2p " 2p )

D’ou A(6 + 3X) = 0. Comme A > 0, cela impose A = 0. On reporte alors les expressions
de x*, y* et z* en fonction de p dans la contrainte d’égalité pour trouver u = /14/2 ou
@ = —/14/2. Il y a donc deux points vérifiant les conditions de Kuhn & Tucker. On voit
facilement que la solution est (—v/14/14, —/14/7, —3/14/14).

4 Dualité

4.1 Introduction

Dans toute cette partie, nous nous concentrons sur le cas o K ne contient que des contraintes
d’inégalité. Nous définissons la fonction Lagrangienne £ comme l'application de R™ x (R4)™ dans
R comme

L(z,\) = f(x)+ > Nigi(). (4.1)
=1
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Si z* est minimum local sur K, alors le théoreme de Kuhn et Tucker assure l'existence de
multiplicateurs de Lagrange A1, ..., A\, > 0 tels que

" oL
Vi) + ) AiVg(z) =0 < 5, (@A) =0
i=1

De plus,

oL

a(w*,)\) =G(z") <0.
Le couple (z*,)\) est presque un point stationnaire du Lagrangien. Il ne l’est pas entierement car
%(m*, A) n’est pas nécessairement nul. Dans cette section, nous allons voir que (z*, \) est en réalité
un point selle du Lagrangien. Dans le cas ol f est convexe et K ne contient que des contraintes
d’inégalité convexes, cette vision du minimum en tant que point selle de £ permettra de prouver
que les conditions KKT du théoreme [3.5|sont aussi suffisantes. Finalement, on verra que I’approche
par point selle permet de reformuler le probléeme de minimisation sous une approche dite duale qui

est en général bien adaptée pour la résolution numérique des problemes de minimisation.

4.2 Théorie générale du point selle et de la dualité

Dans cette section, nous nous plagons dans un cadre abstrait pour introduire la théorie générale
du point selle. La section suivante montrera comment 1’appliquer pour résoudre le probleme de
minimisation dans le cas convexe.

Soient U C R™ et P C (R4+)™ deux ensembles et soit L : U x P — R une application.

Définition 4.1. On dit que le couple (u,p) € U x P est un point selle de L sur U x P si et
seulement si

L(u,q) < L(u,p) < L(v,p), V(v,q) €U x P. (4.2)

Autrement dit, v est un minimum de la fonction u € U — L(u,p) et p est un maximum de la
fonction ¢ € P — L(u, q).

Nous introduisons maintenant la notion de probleme primal et dual. Pour cela, pour v € U et
q € P, soient les fonctions

J () = sup L(v,q),  G(a) = inf L(v,q). (4.3)

Définition 4.2. On appelle probléme primal le probléeme de minimisation

inf J(v)

velU

et probleme dual le probleme de maximation

supG(q).

qeP
Le résultat suivant montre que les problemes primal et dual sont intimement liés au point selle
(u,p).

Théoréme 4.3 (Théoreme de dualité). Le couple (u,p) est un point selle de L sur U x P si et
seulement s1

L(u,p) = J(u) = min J(v) = max G(q) = G(p).

velU qeP

22



Preuve. Prouvons d’abord 'implication directe. Soit (u,p) un point selle de L sur U x P et soit

L* = L(u,p).
Nous allons montrer que
i = =L 4.4
min J(w) =T (u) (4.4)
et que
max G(p) = G(p) = L*. (4.5)
qeP

Pour tout v € U, par la définition de J(v) nous avons J(v) > L(v,q) pour tout ¢ € P, donc
en particulier pour ¢ = p. Alors J(v) > L(v,p) et L(v,p) > L(u,v) = L* = J(u) par la définition
du point selle. Donc J(v) > L* = J(u) ce qui prouve (4.4). Par une démarche similaire, on
prouve ([4.5)).

Pour prouver I'implication réciproque, en utilisant (4.3)), on a L* = L(u,p) = J (u) > L(u, q) et
L* = G(p) < L(v,p). Par conséquent L(u,q) < L(u,p) < L(v,p) pour tout (v,q) € U x i
veut dire que (u,p) est un point selle de L sur U x P. O

4.3 Application de la théorie du point selle a ’optimisation

Le résultat suivant montre le lien entre la notion de point selle et les problémes de minimisation
avec contraintes d’inégalité
min z). 4.6
zeR”, G(x)<0 f< ) ( )
Proposition 4.4. Soit Q un ouvert contenant K et soit P = (Ry)™. Pour tout (x,q) € Qx P, soit
le Lagrangien L(x,q) = f(z) +q- G(z). Si (x*,p) est un point selle de L sur Q x P, alors z* € K
et z* est un minimum global de f sur K. De plus, si f et les g; sont Ct, alors

Vi(x*)+ Zingi(a:*) =0.
i=1

Preuve. La condition de point selle de traduit par
f@®)+q-G@") < f(a") +p-G@") < f(v) +p-Gv), Y(v,q) €QxP.

La premiére inégalité entraine que G(x*)-(¢—p) < 0 pour tout ¢ € P. En prenant ¢ = (p1, ..., Pi—1, 2Di, Dit1s- - »Pm)
ona G(z*) (¢ —p) =gi(z*) <0donc z* € K.

De plus, en prenant ¢ = 0 et puis ¢ = 2p, on en déduit que G(z*) - p = 0. Par conséquent,
la deuxiéme inégalité devient f(z*) < f(v) 4+ p - G(v) pour tout v € U. Mais comme p a toutes
ses composantes positives vu que c’est un élément de P et que G(v) < 0, alors p - G(v) < 0. Par
conséquent f(z*) < f(v) pour tout v € Q ce qui veut dire que z* est un minimum global de f sur
Q (donc sur K aussi).

Finalement, si f et les g; sont C!, la deuxieéme inégalité du point selle montre que z* est un
minimum de la fonction v — f(v)+p-G(v) définie sur Pouvert Q. Par conséquent, I’équation d’Euler
assure que le gradient de cette fonction au point 2* s’annule, c’est a dire, V f(z*)+> % pigi(z*) =0
(cf. discussion apres le théoréeme pour I"équation d’Euler). O
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Le théoreme donne des conditions nécessaires d’optimalité pour le probleme (4.6)). En utili-
sant la théorie du point selle, nous allons maintenant prouver que ces conditions sont aussi suffisantes
si les contraintes g; et la fonction f sont convexes.

Théoréme 4.5 (CNS cas convexe). On suppose que f et les contraintes g; sont converxes et de
classe C* sur lensemble K. Soit z* un point de K ou les contraintes sont qualifiées au sens de la
définition . Alors x* est un minimum global de f sur K si et seulement s’il existe p € (R4)™ tel
que (z*,p) est un point selle du Lagrangien L sur R™ x (Ry)™ ou, de facon équivalente, si

Vix*)+ Zngi(x*) =0, G*)<0, p>0, p-Gz*)=0. (4.7)
i=1

Preuve. Si x* est un minimum de f sur K, nous pouvons appliquer le théoreme qui donne la
condition d’optimalité (4.7)). Cette condition étant vérifiée, on déduit facilement que (z*,p) est un
point selle de £ sur R™ x (R;)™. Réciproquement, si (z*,p) est un point selle, la proposition
montre que x* est un minimum global de f sur K. O

Nous allons a présent utiliser le théoreme de dualité pour construire des méthodes pratiques de

résolution du probleme
min z
rER™, G(x)gof( )

avec f et g; convexes. On introduit le Lagrangien
L(z,q) = f(z) +q-G(x), V(r,q) € R" x (Ry)™

Nous avons

x)si G(z) <0
J@)= s Llrg) = {f (@) 51 Gl < (18)
ge(RL)™ +00 sinon.
Donc le probleme primal primal associé a L,
i _ .
0T = T
est exactement le probleme d’origine. Regardons maintenant le probleme dual. Nous avons
G(g) = inf f(z)+q-G(x). (4.9)

reR”™

Cette fonction est concave donc le probleme dual peut s’exprimer comme un probléme de minimi-
sation convexe en remarquant que

sup G(¢) =— inf —G(q).
ge(Ry)™ ge(Ry)™

Les contraintes du probleme dual étant linéaires, elles sont en général beaucoup plus simples que
celles du probleme primal. Cela est utilisé de facon cruciale dans certains algorithmes que nous
allons détailler dans la section suivante.

La combinaison du théoréme KKT 5 et le théoréme de dualite 4.3 donne le résultat suivant.
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Corollaire 4.6. On suppose que f et les contraintes g; sont convezes et de classe C' sur I’ensemble
K. Soit u un point de K ot les contraintes sont qualifiées au sens de la définition[3.4 Alors, si x*
est un minimum global de J sur R™, il existe p € (R4)™ tel que :

1. p est un mazimum global de G sur (Ry)™,
2. (z*,p) est un point selle du Lagrangien L sur R™ x (R4)™,

3. (z*,p) € R" x (Ry)™ satisfait les conditions nécessaires et suffisantes
Gr) <0, p>0, p-Ga) =0, Vi)+> pVala")=0.
i=1

Ce résultat donne des indications sur la fagon de construire des méthodes pratiques de résolution
du probleme d’optimisation . Pour calculer la solution z* du probleme primal, on procede en
deux temps. On calcule d’abord la solution p du probleme dual, dont les contraintes linéaires sont
plus simples a traiter que dans le probleme primal. Ensuite, on utilise le fait que (z*, p) est un point
selle du Lagrangien, c’est a dire 'on calcule z* comme la solution du probleme de minimisation
sans contraintes

min £(z,p).
zeR™

Exemple : Pour illustrer l'intérét du corollaire et de l'intérét de ’approche par dualité,
considérons le probleme de minimisation quadratique

1
min r)=-Ax-x—b-x,, 4.10

z€R™, G(z)=Bz—c<0 {f( ) 2 } ( )
ou A € M, (R) est une matrice carrée symétrique définie positive, b € R, B € M, »,(R) et ¢ € R™.
Le Lagrangien est

1
E(:E,q):§Am-x—b-:ﬂ—|—q-(3$—c), V(z,q) € R" x (Ry)™.

Nous avons déja observé que le probleme primal associé a L est le probleme d’orgine donc examinons
le probleme dual. Pour ¢ € (R4)™ fixé, le probléme mingegn £(z, ¢) admet une solution unique car
x — L(z,q) est fortement convexe (cf. discussion autour de la formule (1.7))). Cette solution satisfait

gi(x,q) —Ar—-b+BTg=0 < wv=AYb- BTy
On obtient donc
G(q) =L (A (b—B"q),q)

et le probleme dual s’écrit

sup (1qTBA_lBTq + (BA Y — ) g — 1bTA_1b> .
¢>0 2 2
La fonctionnelle & maximiser n’a pas un forme particulierement facile mais ’essentiel c’est qu’il
s’agit d’une forme quadratique et les contraintes sont linéaires. Le premier point du corollaire [4.6]
assure que le probleme admet une solution mais elle n’est pas forcément unique & moins que B soit
de rang m. Dans ce cas, la matrice BA™'BT est définie positive et donc on a unicité. L’avantage
du probleme dual provient du fait que les contraintes sont exprimées de fagon plus simple que dans
le probleme primal. Dans la section suivante, nous allons utiliser ce point de facon cruciale pour
construire des algorithmes de résolution.
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5 Meéthodes numériques

Dans cette section, nous étudions quelques algorithmes permettant de calculer une solution
approchée au probleme d’optimisation

min (@), (5.1)

ou K est convexe et f est fortement convexe sur K. Avec ces hypotheses, le théoreme [2.6| assure
Iexistence et 'unicité d’un minimum x* € K au probleme et nous avons la caractérisation

(Vf(z*),v—2") >0, WYweK. (5.2)

Les algorithmes présentés sont itératifs, c’est a dire que partant d’un point initial zy, nous construi-
sons une suite (z,)nen qui converge vers *. Nous donnerons aussi quelques résultats quant au taux
de convergence. Comme les algorithmes reposent sur la projection de points de R™ sur I’ensemble
K, nous commencons la section en rappelant cette notion.

L’hypothese de forte convexité pour la fonction f est forte, mais nous verrons qu’elle joue un
role crucial dans les preuves de convergence. La minimisation de fonctions qui ne sont ni strictement
convexes, ni différentiables est possible. Il s’agit d’un sujet de recherche actuel tres actif dont la
présentation dépasse malheureusement les contraintes en temps de ce cours. La minimisation de
fonctions non convexes est aussi possible sous certaines conditions mais elle constitue aussi un sujet
de recherche actuel. Le principal défi est de trouver dans ce cas des algorithmes qui convergent vers
le minimum global et ne stagnent pas dans des minima locaux.

5.1 Projection sur un ensemble convexe fermé

Théoréme 5.1. Soit K un ensemble convexe fermé de R™. Pour tout x € R™, il existe un unique
i € K tel que

T — k|| =min|z —y|.

o = x| = min 2 - |

De facon équivalente, v se caractérise par
rg € K, (rx —zaxx—y) <0, VyekK. (5.3)
Le vecteur xx est appelé la projection orthogonale de x sur K.

Preuve. Comme la fonction v — ||z — y||? est strictement convexe, le probleme minyek ||z — y||?
admet une unique solution en vertu du théoreme Montrons que x g vérifie la relation énoncée.
En effet, pour tout y € K, le point ty + (1 — t)xx appartient & K si ¢t € [0, 1]. Donc

lz = 2xl* < llo = (ty + 1 = )ar)l® = o — ek = 26{z — 2,y — ax) + Elly — 2k

En retranchant ||z — zx||? des deux c6tés, puis en divisant par ¢ > 0 et faisant tendre ¢ vers 07,
nous obtenons l'inégalité désirée,

(x —ri,y —zr) <O0.

Réciproquement, montrons que si un point u € K vérifie 'inégalité
Vye K, (v —u,y—u) <0
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alors u = xx. Comme
vy e K, |z —yl* —llz —ull’ = |l —u+u—y|* - [lz - u|* = 2(z — w,u - y) + |u—y|]* >0,

alors u € K est 'unique minimum de la fonction # — ||z — y||?. Il s’agit donc bien du projeté
orthogonal de x sur K. O

Remarque 5.2. La caractérisation (5.3)) du projeté se traduit visuellement par le fait que les
directions xx — = et xx — y forment un angle obtus pour tous les éléments y € K.

Le théoreme [5.1]| permet de définir I'opérateur de projection Px : R® — K défini pour tout
x € R" par Pg(x) = xk. Cet opérateur est faiblement contractant au sens ou

1Px(x) = Pr ()l < llz—yll, V(z,y) € R" x R™.

Preuve. On a

(x — Pk (2), Pr(y) — Pr(z)) <0
et

(Pr(y) =y, Px(y) — Pr(x)) <0

On additionne pour obtenir
( —y— (Px(x) — Px(y)), Px(y) — Px(x)) <0
c’est-a-dire
1Pr(y) = Pr(@)|* < (x—y; Pr(x) = P(y)) < llo—yllPx(z) — Px ()]
En divisant par |Px(y) — Px(z)|| on obtient I'inégalité désirée. O

Remarque 5.3. Dans le cas particulier on K est un sous-espace de R", la caractérisation ([5.3))
devient
rg €K, (zx—x,y)=0, VyekK.

Cette relation découle de (|5.3) en prenant z = xx + y avec z € K.

5.2 Algorithme du gradient projeté a pas fixe

L’algorithme de base pour résoudre numériquement (|5.1)) part de 1’observation suivante. Pour
tout p > 0, il découle de (5.2)) que

(x* = (& = uV f(x¥)),v—2") >0, YveK.
Dong, par la caractérisation (5.3|) de la projection orthogonale, nous avons
x* = Pg (2" — uV f(z")).

Donc z* est un point fixe de la fonction v — Pg (v — puV f(v)). L’algorithme du gradient projeté a
pas fixe est donc défini comme les itérations de point fixe

{ Tnt1 = Prc(zn — pV f(2n))

xo donné

(5.4)

avec 1 > 0 fixé. Le résultat suivant prouve la convergence de cet algorithme vers x*.
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Théoréme 5.4. Si f est a-fortement convexe et si V f est Lipschitzienne de constante C, alors,
5i0 < p < 2a/C?, Ualgorithme de gradient a pas fize converge : pour tout xq € K, la suite (x,)
converge vers le minimum x*.

Preuve. Pour tout n > 0,

2" = @i |* = || Px (¢* — ¥ f(2¥)) = Prc (2 — 1V f (z0)) ||
<lz* = xp — p (Vf(2*) = V(z) |2 (car Pk faiblement contractant)
= lla* = 2| + |V f(2*) = VF(@a)lI* = 20 (" — 20, Vf(2") = Vf(2n))
< (14 p2C?% — 2u0)||z* — x| (car f a-conv et Vf Lip.)
< |lz* — 2 (car pu < 2a/C?).

Par conséquent, x,, —n_sco . ]

5.3 Algorithme d’Uzawa

L’algorithme précédent n’est pas facilement implémentable en pratique car en général ’opérateur
de projection Px n’est pas connu explicitement : la projection d’un élément x € R™ dans un convexe
fermé K quelconque peut étre tres difficile a déterminer. Il existe néanmoins une exception impor-
tante qui est le cas des ensembles de la forme

n

K = []la:, bil, (5.5)

i=1
avec potentiellement des a; = —oo et des b; = +oo pour certains indices 7. Dans ce cas, on vérifie
aisément que si x = (21,...,2,)7, alors y = Pg() a pour composantes

y; = min(max(a;, z;),b;), 1<i<n.

En d’autres mots, dans ce cas il suffit de “tronquer” les composantes de = pour obtenir Pk (x).
Cette simple observation peut se combiner avec les résultats de dualité pour construire un nouvel
algorithme beaucoup plus facile a implémenter en pratique : 'algorithme d’Uzawa. En effet, lorsque
le la projection Px n’est pas explicite, le probleme dual est souvent posé sur un ensemble de la
forme , typiquement sur (R4 )™. Dans ce cas, le probleme dual peut se calculer avec 1’algorithme
projeté a pas fixe et le probléme primal peut se trouver par résolution d’un probléme de minimisation
sans contraintes.

Sous les hyotheses du corollaire la solution du probleme revient & trouver le point selle
(z*,p) du Lagrangien

L(z,q) = f(z) + (¢, G(x)),

sur R x (R4 )™. Nous avions montré dans la preuve de la proposition que le point selle vérifie
I'inégalité
(p—q,G(x") =0, Vge (Ry)™
Donc pour tout g > 0,
P—q¢p—(p+pG))) <0, Vge (Ry)™
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Par la caractérisation (5.3) de la projection, I'inégalité précédente montre que

p=Pr,ym (p+pG(z")). (5.6)

Donc p est un point fixe de I'application ¢ — Pg_ ym (¢ + pG(2*)). En vue de cette propriété,

lalgorithme d’Uzawa se construit de la fagon suivante. On part d’'un point py € (Ry)™ et on
construit les suites (x,) et (p,) définies par récurrence pour tout n > 0 comme

Ty, € argmingcpn L(x, py) (5.7)

Pn+1 = P(R+)m (pn + UG(xn)) . (5'8)

Théoréme 5.5. Supposons que f est a-fortement convexe, que G est convexe et Lipschitzienne

de constante C' et qu’ il existe un point selle (x*,p) du Lagrangien L sur R™ x (Ry)™. Alors, si
0 < p < 2a/C?, la suite (z,) de lalgorithme d’Uzawa converge vers la solution x* du probléme

(5-1)-
Preuve. Soit n > 0. En soustrayant (5.6]) et (5.8), on a
Ip = pot1ll? = (1 Pgeym (0 + nG(27)) = Pgyym (pn + pG(zn)) |1°
<lp = pn + p (G(2*) = Glan)) |1?
= |lp = pall® + 1*C? 2" — wnl? + 20 (p — pp, G(2*) — G(y)) - (5.9)

ol nous avons utilisé que Pg, )m est faiblement contractant pour passer de la premiere a la deuxiéme
ligne.

Trouvons une borne pour le produit scalaire (p — p,, G(z*) — G(x,,)). Pour ce faire, nous partons
des conditions nécessaires d’optimalité pour z* et x, qui s’écrivent respectivement

Vi) + ) piVgi(z*) =0
i=1

et
Vi(xy)+ Zpgn)Vgi(xn) =0.

i=1
Donc leur soustraction donne
V(") = Vi(@a) + > (i — i) Vai(a®) =0 (5.10)
i=1

Comme f est a-fortement convexe, alors (Vf(z*) — Vf(zn),2* — 2,) > al|lz* — x,||%. Donc en
prenant le produit scalaire de (5.10) par z* — z,,, on déduit I'inégalité

m

> i = p”) (Vgi(a®),on = 2%) > alla” — 2
i=1

Mais comme les g; sont convexes, (Vg;(z*),x, — 2*) < gi(z*) — gi(xy), d’ou

m

> i = 0™) (gi(2*) — gilwn)) = (p — pa, G2™) — Glan)) > alla” — 2,

=1
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En injectant cette inégalité dans , il vient
lp = Prrall® < [lp = pall* + (1*C* = 2pa)||z” — 2|
Comme p < 2a/C?, alors il existe 8 > 0 tel que u?C? — 2ua < —B. Donc
Bl = zul? < Ip = patal* = llp — pall*.

Ceci implique d’une part que la suite des erreurs |[p — p,|| est décroissante et minorée par zéro,
donc elle converge. D’autre part, la différence ||p — pn11]|?> — ||p — pnl/? tend vers 0 lorsque n — oo
donc x,, — z*. O

Remarque 5.6. Le théoreme précédent n’assure pas la convergence de p,, vers p. De plus, 'unicité
de p n’est pas assurée sous les hypotheses du théoreme.

Exemple : On considere une collection de N + 2 corps ponctuels ayant tous la méme masse m.
On note

(330,3/0), (xlayl)a R ($N+17yN+1)

les positions (voir figure [I1.3)). Chaque corps 7 est rélié au corps i + 1 par un ressort de raideur k et
de longueur au repos nulle, de telle sorte que I’énergie élastique associée est

((@ip1 — i) + (yir1s — vi)?) -

o |

L’énergie potentielle de chaque corps est mgy; ou g est la constante de pesanteur.
On suppose que les masses extrémes sont attachées en (0,1) et (1,1) respectivement, de telle
sorte que le vecteur de degrés de libertés peut s’écrire

2N
Z:(‘Tla"me?yh"‘?yN)ER :

L’énergie totale du systeme F/(z) du systéeme des N + 2 ressorts étant la somme de 1'énegie élastique
et de pesanteur, elle est donc égale a

k N N+1
=3 Z $z+1 — @)%+ (Yir1 — yz)2) +myg Z Yi (5.11)
=0 i=
k
=5Az z-b-ztec (5.12)
oll
2 -1 0 0
i -1 2 -1 0
A= <AN7N QNJV) eR¥WEN avec Ayn=]0 -1 2 . I [eRVN  (513)
OnN AnN . . . .
0 0 ~-1 2
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et b= (by,...,ban)" € RN avec

0 sit=1,...,N—1

k sit=N

k—mg sii=N-+12N

—mg sii=N+2,...,2N -1

b =

La quantité ¢ € R est une constante qui est non nulle avec les calculs effectués jusqu’a présent mais,
comme ’énergie est une quantité définie & une constante prés, nous fixerons ¢ = 0 dans la suite
pour simplifier légerement les calculs.
La position d’équilibre z* de ce systeme est celle qui minimise I’énergie totale donc il faut

résoudre

min F(z) = min ﬁAz-z—b-z

2€R2N 2€R2N
olt nous cherchons tout d’abord z* dans R*V tout entier. Il s’agit d’un probleme de minimisation
sans contraintes. Comme A est symétrique définie positive, z — FE/(z) est a-fortement convexe avec
& = Amin(A). Donc, par le théoréeme il existe un unique point z* d’énergie minimale et ce point
vérifie I’équation d’Euler

1
VE(z)=0 < 2= EA*Ib.

Supposons maintenant la présence d’un “plancher” au niveau de ’axe des z, de telle sorte qu’il faut
maintenant minimiser I’énergie totale sous les contraintes

y; >0, i=1,...,N.

Le probléeme peut donc s’écrire comme
min —Az-z—-b-z
2€R2N | G(2)=B2<0 2

avec
B=(0nn —Idyn) e RV (5.14)

Ce probleme a la méme forme que celui analysé en (4.10) et nous pouvons le résoudre avec I'ago-
rithme d’Uzawa pour obtenir la position d’équilibre. Nous encourageons le lecteur a tenter de
Iimplémenter. Une illustration est donnée en figure
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1] —~— 20 1.0 —~ =0
—e— Sans contraintes 0.5 —e— Sans contraintes

0_
0.0
-0.51

_1-
-1.01

-2 —1.51

00 02 04 06 08 1.0 00 02 04 06 08 1.0

F1GuRrE I1.3 — Solutions d’équilibre pour le systeme de masses reliées par des ressorts pour N =7
et 20.
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Partie 111

Programmation dynamique

Cette partie est une courte introduction au contréle optimal. La théorie du controle s’intéresse
aux systémes dynamiques dépendant d’un parametre (appelé contréle ou bien commande) sur
lequel on peut agir pour, par exemple, amener la position du systéeme d’un point a un autre. En
controle optimal, on cherche & agir sur la commande du systeme dynamique de fagon a optimiser
un critere donné. Les systemes dynamiques peuvent étre de différentes natures (en temps discret
ou continu, avec ou sans bruit, ...) et avoir différentes origines (mécaniques, électriques, chimiques,
économiques,...). Par exemple en finance mathématique, on modélise fréquemment 1’évolution d’un
portefeuille comme un systéme dynamique stochastique sur lequel on agit (en temps discret ou
continu) en vendant ou en achetant des actifs financiers. Un autre exemple d’application en économie
est la théorie des anticipations rationnelles, qui fait largement appel au contrdle optimal (cf. la
monographie de Lucas et Stokey [4] qui contient de trés nombreux exemples économiques et traite
également de la programmation markovienne, qui est hors du champ de ce cours).

Dans la partie précédente, nous avons expliqué comment écrire les conditions nécessaires d’opti-
malité avec contraintes sur I’état. Nous verrons qu’il est également possible d’écrire des conditions
nécessaires d’optimalité dans le cadre du calcul des variations et du contrdle optimal : ce sont
respectivement les conditions d’Euler et le principe du maximum de Pontryagin. Cependant, ces
conditions nécessaires sont souvent difficiles a exploiter, et il vaut mieux mettre en place une
méthode d’énumération intelligente. Le principe de programmation dynamique explique comment
n’explorer qu’une partie de toutes les possibilités, tout en conservant I'optimalité.

De facon un peu caricaturale, le principe de programmation dynamique affirme qu'un chemin
optimal entre deux points n’est constitué que de chemins optimaux. Autrement dit, si un chemin
(C) est optimal pour aller d'un point A & un point B, et si un point C' appartient a (C), alors les
sous-chemins de (C) allant de A & C et de C' & B sont optimaux.

Nous explorerons ce principe en temps discret, puis en temps continu.

1 Problemes en temps discret

On considére un systéme dynamique discret dont I’état a chaque instant est donné par

Tn41 :fn(ﬂj‘n,un), 7'1,:0, 1) 2)"'5 N_17

xTog = XT.

L’instant final N € N* s’appelle [’horizon du probleme. A chaque instant n € {0,..., N}, z, est
l’état du systéme et u, est le controle, c’est-a-dire la décision prise a 'instant n. f,, est la dynamique
du probleme & 'instant n.

Nous supposerons que ’état du systeme vit dans un ensemble X fixé, c’est a dire que z,, € X
pour tout n € {0,1,...,N}. Le controle u,, vit dans un ensemble U, et f, : X x U, — X. La
condition initiale € X du systeme est fixée.
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Pour la suite, il sera utile d’introduire la suite des controles
u= (“n)nNz_ol € U=Uyx--xUn_1,

ainsi que des sous-parties de cette suite définies pour tout p € {0,..., N — 1} comme

N-1 )
u, = (un)p—py € Up=Upx- - xUy_1.

De cette facon, pour toute suite de controle u € U, la suite des états x = (Z,1,...,2x) € XV
engendrée par le systeme dynamique est donc fonction de I’état initial Z et de u et peut se noter
x = x(Z,u).

Dans un probleme de contréle optimal discret (ou d’horizon fini), étant donné une condition
initiale Z, on définit pour tout contréle u € U une fonction de cott

N-1
C(z,u) = Z Ly(xn,un) + g(zy), avec x=x(Z,u). (1.1)

n=0

La quantité L, (z,,u,) est appelée le cotit courant a l'instant n, g étant le cout terminal. Ce sont
des fonctions L, : X x U, - R, g: X — R.
L’objectif est de minimiser le cout parmi tous les controles possibles u € U, c’est a dire de
calculer
N-1
min Ly (zn, upn) + g(zN) (1.2)
ucl
n=0
On peut aussi étudier des problemes en horizon infini avec N = +o0o. On considérera des
problemes avec critere escompté du type

+o0

r&leiurjl OT”L(mn, Up), (1.3)
n=

oil, cette fois-ci, U= UN et r €]0,1] est un facteur d’escompte
Dans les deux cas, les questions qui se posent sont l'existence de solutions a et
(appelées aussi politiques optimales) et la caractérisation maniable de ces dernieres, 'idéal étant
d’obtenir une stratégie permettant de les calculer numériquement. Nous verrons qu’en exploitant la
structure récursive de ces problémes, on pourra atteindre ces objectifs en utilisant les idées intuitives
et efficaces de la programmation dynamique, de la fonction valeur et des équations de Bellman.
Avant d’aller plus loin, considérons quelques exemples pour fixer les idées.

Remarque 1.1. En économie, on a plutot tendance a maximiser un profit : on se rameéne sans
difficulté a ce cas en se rappelant que max(...) = —min(—...).

1.1 Quelques exemples

Les exemples suivants sont tirés du polycopié de G. Carlier.
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Fi1GURE III.1 — Graphe des villes visitées par le voyageur de commerce.

Le probléme du voyageur de commerce Il s’agit ici d'un probleme en horizon fini. Sa
résolution illustrera de fagon simple le principe de la programmation dynamique.

Considérons un voyageur de commerce qui doit se rendre de la ville A a la ville E en passant
par plusieurs villes intermédiaires. Les chemins possibles sont modélisés pas un graphe ayant A et
E pour sommets initial et final (voir figure . Les autres sommets sont les villes étapes. Les
arrétes de ce graphe représentent les trajets intermédiaires. On notera I'(M) les successeurs de la
ville M et pour N € I'(M) on notera MN le temps du parcours MN. Le tableau suivant donne
les valeurs I'(M) pour chaque ville et donne les temps de parcours entre étapes. Ainsi, on lit par
exemple que T'(A) = {B, B’} et AB = AB’ = 1. Nous pouvons observer que ce probléme est bien
du type . Ici, la fonction du cott courant est L(M,N) = MN ou M est la ville courante et
N € T'(M) est la prochaine ville étape qui constitue notre controle.

Pour déterminer le ou les plus courts chemins, on pourrait bien str tous les essayer mais il sera
plus efficace d’utiliser le fait que si un chemin optimal de A a E passe par M, alors il est encore
optimal de M a E. Cette observation est une expression simple du principe de programmation
dynamique que nous formaliserons par la suite.

Introduisons la fonction valeur V(M) égale au temps de parcours minimal entre M et E. Nous
souhaitons calculer V' (A). Pour ce faire, on voit bien que le calcul doit partir de la fin en procédant
par induction rétrograde. On a d’abord

V(D)=5, V(D')=1.
On remonte ensuite aux villes précédentes. Le principe de programmation dynamique donne
V(C)=6, V(C')=min (1 +V(D'),2+ V(D)) =1+V(D)=3, V(") =3.
En réitérant I'argument, il vient :
V(B) =min (2+ V(C), 1+ V(C") =1+ V(C') =4
V(B') =min (2+ V(C'),4+ V(C")) =5
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et enfin
V(A) =min(1+V(B),1+V(B")) =1+ V(B) =5.

Le temps de parcours minimal est donc de 5 et correspond au seul parcours ABC'D’E.
Cet exemple élémentaire est instructif a plusieurs égards :

1. On voit aisément comment généraliser la stratégie précédente a des problemes plus généraux
de la forme : on introduit les fonctions valeurs a différentes dates et on les calcule en
partant de la fin par induction rétrograde, qui est exactement le principe de la programma-
tion dynamique.

2. Dans I'exemple, on n’a pas exploré tous les chemins possibles mais seulement les chemins
optimaux a partir de M. De ce fait, les raisonnements précédents montrent par exemple que
si le voyageur de commerce s’égare en B’ (ville qui n’est pas sur la trajectoire optimale),
alors par la suite il sera optimal de passer par C’D’E.

3. Il peut paraitre curieux alors qu’on s’est posé un seul probleme issu du point A, de chercher
a résoudre tous les problemes issus des points intermédiaires. Donnons deux arguments pour
lever cette objection : tout d’abord, la stratégie de résolution est robuste : si une erreur est
commise a un moment donné et conduit a passer par la ville non optimale M, par la suite
on peut se rattraper en suivant le chemin optimal a partir de M. La deuxiéme raison est
que cette stratégie est naturelle (choisir la ville suivante en fonction de la ville out on se
trouve maintenant plutdt que de suivre un plan exactement établi a4 ’avance) et permet de
se rammener a une succession de problemes statiques.

Un probleme d’exploitation forestiére : On considére une forét qui initialement est de taille
Tg = T et x, est sa taille a la date n (variable d’état). Un exploitant choisit & chaque période un
niveau de coupe u,, (variable de controle) et ’évolution de la taille de la forét est supposée étre
régie par la dynamique

Tpy1 = H(xpn) — Up.

En supposant que le prix du bois est constant et égal a 1 et que le colit de 'abattage est C, le
profit actualisé de I'exploitant s’écrit

Z Bn(un - C(un))
n=0

En réécrivant ce profit en fonction de la variable d’état x,, et en imposant que u, > 0 et x, > 0, le
programme de 'exploitant se réécerit sous la forme

sup {Z B"[H(xp) — 2py1 — C(H(xp) — an)]}
n=0

sous les contraintes g = Z et 0 < z,,11 < H(x,,) pour tout n > 0.

1.2 Problémes en horizon fini

Nous considérons ici le probleme en horizon fini
N-1

min Ln(wmun> +g(-TN), (1'4)
uclU =0
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avec U= Uy X --- x Uy. Le résultat principal a retenir est que ce probleme de minimisation dans
I'espace des suites u € U peut étre traité par des techniques d’optimisation statique : c’est le
principe de la programmation dynamique. Pour le mettre en oeuvre, il sera néanmoins nécessaire
de résoudre un grand nombre de probléemes statiques balayant toutes les conditions initiales et
commencant a n’importe quel instant.

Pour tout z € X et pour tout p € {0, ..., N—1}, nous définissons la fonction valeur du probléeme
comme
N—-1
V(p,z) = inf L (2, un) + g(xn)
u, Uy, —p

ou l'état x, = (xn)g:p est défini par récurrence par

{ Tp =12
fEn—&-l:fn(xn’un)v n=p, p+1l,...;, N—1

En d’autres termes, x, = x,(Z, u,).

Notons que la quantité que nous cherchons & minimiser dans est V(0,z). Le principe de la
programmation dynamique repose sur le résultat suivant, ou 1’égalité ci-dessous porte le nom
d’équation de Bellman.

Théoréme 1.2 (Programmation dynamique). Pour tout x € X, on a

{V(p, x) =infucy, {Lp(z,u) +V(p+1, fp(z,u))}, Vpe{0,...,N -1} (1.5)

V(N,z) = g(x).
Preuve du théoréme[I.2 Posons

W(p,x) = uienUfp {Lp(z,u) +V(p+1, fp(z,u))}.

On veut montrer que W = V.
Soient p € {0,...,N}, x € X et ¢ > 0 fixé. Soit u, = (up)n>p un contréle e—optimal pour
V(p,z) et xp, = xp(z,up) = (2, Tps1,...,2n) Pétat du systeme dynamique associé. Alors
V(p, SU) +e 2 ZnN;pl Ln(xny un) + g(mN) = Lp(ma up) + Zggplﬂ Ln(xna Un) + Q(CCN)
> Ly(x,up) +Vip+ 1, fp(z,up)) > W(p,x)

puisque zp41 = fp(x, up). Comme € est arbitraire, cela montre que V' > W.
Inversement, soit u, € U, un contréle e—optimal pour W (p,x). Alors,

W(p,z)+e> Lp(x7up) +Vip+1, fp(xv Up))-

De plus, soit également u,;1 = (un)fl\f;plJrl € Up41 une suite de controles e—optimale pour V(p +
1, fp(z,up)). Alors,

N-1
Vip+1, fp(z,up) +e > Z Ln(zn, un) + g(zn).
n=p+1
ol Xpt1 = (Tpy1 = fp(x,up),...,2N) = Xpy1(z,ups1) est I'état du systeme dynamique associé a

u,41 partant de fp(z,u,) au temps p + 1.
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Définissons alors le contrdle &, = (4y, ..., uy) de composantes

PO B sin=p
Tl u, sin>p+1

et notons &, = &, (x,,) I’évolution de I’état & partir du temps p issu de z.
Notons que

T sin=p
T = 4 fplz,up) sin=p+1 (1.6)
T sin>p+ 2.
Alors
N-1 N-1
V(p,l‘) < Z Ln(jna an) + g(-iN) = Lp(ajaup) + Z Ln(xnaun) + g(xN)
n=p n=p+1
S p x7up)+v(p+17fp(x7up))+€ S W(p,$)+25
Comme ¢ est arbitraire, cela montre que V' < W et conclut la preuve. ]

Le principe de la programmation dynamique montre que le probléme initial peut s’exprimer de
deux fagons :

N-1

V(0,7) = inf }  Ly(wn,un) +g(2n)
uc
n=0

= Jnf {Lo(@u) + V(1 fo(@ )}

Le probleme dans la deuxieme égalité est en principe “plus simple” a résoudre que le probleme
initial, puisqu’il s’agit d’un probléme de minimisation standard au lieu d’une minimisation sur une
suite & valeurs dans U. Pour calculer V' (0, Z), on résout par induction rétrograde les problemes :

V(N —1,z) = inf {Ly_1(z,u)+g(fn-1(x,u))} Vo e X,

ueUn_1
V(N —-2,z)= inf {Ly_o(z,u)+ V(N —1, fy_o(z,u))} Vo e X,

ueUn_o

V(0,z) = uienéo {Lo(z,u) + V1, fo(z,u))} Vo e X.

La fonction valeur permet le calcul des solutions optimales si I'infimum est bien atteint, c’est &
dire, si pour tout (n,z) € {0,..., N —1} x X, il existe u}(z) un “feedback optimal” vérifiant

L, (@) + V(0 + 1 fula, up(w)) = inf {La(o,w) + V(o + 1 fula, )}

Enongons des conditions garantissant 1’existence d’un tel feedback optimal. Supposons que :
1. les U, et X sont des ensembles métriques et les U, sont compacts,

2. les fonctions f, : X xU, - X, L, : X x U, - R et g: X — R sont continues.
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Nous vérifierons plus bas qu’alors x — V' (n,x) est continue pour tout n. Dans ce cas, I’application
u— Lyp(z,u)+V(n+1, fr(x,u)) est continue sur U,, (pour tout x € X) et, comme U, est compact,
a donc un minimum ) (x) sur U,.

Expliquons maintenant la terminologie de “feedback optimal”.

Proposition 1.3. Soit £ € X une condition initiale fizée. Si on définit par récurrence les suites
() et (T,) par

Fo=% G =UMEa)s  Fari = fulFar ),

alors la suite (uy,) est optimale pour le probléme de contréle discret, i.e.,

N-1
V(0,2) = > Lu(Tn, n) + g(Zn)-
n=0
Preuve. Montrons par récurrence que pour tout p € {0,..., N},
p—1
V(0,2) = L(Zn, ) + V(p, Zp).
n=0

Cette relation est clairement vraie pour p = 0. Maintenant, supposons-la vraie pour un certain
p > 0. En utilisant d’abord la programmation dynamique puis le choix de u*, on a

Vi(p,zp) = inf {Lp(Zp,u) + V(p+ 1, fp(Zp,u)} = Lp(Zp, u;(jn)) +Vip+1, fp(fpvu;(xp)))

ueUp
ot up(7p) = Up et fp(Tp, up(zp)) = Tpy1. On utilise alors 'hypothese de récurrence pour obtenir :
p—1 p—1
V(0,z) = Z L (Zn, un) +V(p,2p) = Z Ln(Zn, tn) + Ln(Tp, tp) + V(0 + 1, Zp11)
n=0 n=0
P
= Z Ln(i'n’ an) + V(p + 17 3_717—&-1)7
n=0
ce qui est la relation au rang p+ 1. Par récurrence, on en déduit le résultat pour tout p € {0,..., N}.

En particulier, pour p = N, on a V(p,Z,) = g(Zn) et donc

N-1
V(0,2) = ) Lu(Zn, n) + g(Tn),
n=0
ce qui prouve l'optimalité de (). O

Nous finissons par la preuve de la continuité de V.

Proposition 1.4. Supposons que les U, et X sont des ensembles métriques, que les U, sont
compacts et que les fonctions fr, : X x Uy, — X, L, : X x U, > R et g: X — R sont continues.
Alors x — V(n,x) est continue pour tout n.
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Preuve. On procede par récurrence descendante en utilisant le principe de programmation dyna-
mique. La continuité pour n = N est vraie par hypothese, puisque V (N, z) = g(z) avec g continue.

Supposons la continuité de V(n + 1,-) et montrons celle de V' (n,-). Par programmation dyna-
mique, on a

Vin,z) = uleng {Lp(z,u) + V(n+1, fo(z,u))}.

Or lapplication (z,u) — Ly (x,u)+V (n+1, f,(z,u)) est continue puisque la continuité de L,, et f,
figure dans nos hypotheses et que V(n+1,-) est continue par hypotheése de récurrence. L’ensemble
Uy, étant compact, cela implique la continuité de V'(n,-) par le résultat classique évoqué ci-dessous
et laissé en exercice. O

Proposition 1.5. Soit X et U deuz ensembles métriques et U un compact. On suppose que l’ap-
plication h : X x U = R est continue. Alors ’application marginale

h(z) = min h(x,u)

est continue sur X.

1.3 Problémes en horizon infini

On suppose ici que 'ensemble de controle U est indépendant du temps, que le cout courant
L : X xU — R est borné et indépendant du temps, et que le taux d’intérét r vérifie : r €]0, 1.
Pour tout z € X, on pose

V(z) = inf " L(Zp, ),

ott U= UN et ol I'état (z,)nen est défini par récurrence par

{ To=2T
In+1 = f(mna un)7 n €N

“+o0o
Noter que la somme Z " L(2y, up) est bien convergente car L est bornée et r €]0, 1].
n=0
Le principe de programmation dynamique dans le cas présent est donné par le résultat suivant,
out ’équation ([1.7)) porte encore une fois le nom d’équation de Bellman.

Théoréme 1.6 (Programmation dynamique). Pour tout x € X, on a
V(@) = inf {L(e,u) + rV(f(xu))} (L.7)
ue

Preuve du théoréme[L.6. La démonstration est trés proche de celle des problémes & horizon fini.
La seule différence repose sur la facon dont on élimine la variable temporelle. Posons

W(x) = thglf] {L(z,u) +rV(f(z,u))}.

On veut prouver que W =V pour tout p € {0,...,N} et z € X.
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Soit € > 0 et (uy) un controle e—optimal pour V(z). Alors

—+00 “+o00
Viz)+e > Zr"L(wn,un) = L(ac,uo)—i—Zr”L(xn,un)
n=0 oo n=1
= L(z,u0) +7 Y r"L(@nt1,tng1) = Llx,uo) +rV(f(2,u0)) > W(z)
n=0

(on a utilisé le fait que la trajectoire (xp41)n>0 vérifie effectivement la relation de récurrence car f
ne dépend pas de n). Cela prouve que V(x) > W (x).

Inversement, soit u € U e—optimal pour W (z), (u,) e—optimal pour V(f(z,u)) et (z,) la
trajectoire associée issue de f(z,u). On définit le controle (i, )n>0 par

P sin=20
e Upy1 sin>1

et on note (&y)n>o la trajectoire associée issue de z. Alors &1 = f(Zo, o) = f(z,u) = x¢ et donc,
par récurrence, Z,4+1 = &, pour tout n > 0 (on utilise encore le fait que f ne dépend pas de n).
Par conséquent,

“+oo
W)+ (1+r)e > L(z,u) +rV(f(z,u)) +re > Lio,do) + 7 " L(Tp,un)
+oo —+oo =0
= L(&o,a0) + Y r" M L(Ens1, 1) = Y r"Lldn, @) > V(z)
n=0 n=0
D’ou W(x) > V(x), ce qui conclut la preuve. O

Notons que, contrairement au cas de ’horizon fini, I’équation de Bellman ne permet pas
un calcul explicite direct de la fonction valeur, puisque V' apparait a gauche et a droite de I’égalité.
Nous expliquons dans ce qui suit que, dans un certain cadre, V est I'unique solution de cette
équation implicite, ce qui peut fournir des schémas de calcul numérique pour V.

Pour cela, posons

[Llloo == sup |L(z,u)|
(z,u)eX XU

et définissons B(X) comme l’ensemble des applications bornées de X dans R. On rappelle que

B(X), muni de la norme
1h]|loo = su}g |h(x)] Vh € B(X)
e

est un espace de Banach. Définissons I'opérateur (non linéaire) T : B(X) — B(X) par
T(h)(z) = ing] {L(z,u) + rh(f(z,u))} Vh € B(X).
Notons qu’en effet T'(h) € B(X) puisque, pour tout x € X,
T(h) ()| < inf {|L(z, u)| + r|h(f(z,w))[} < [ Llleo + rll] o0
Donc [[T(h)l[co < [[Llloo + 7l[hllc et T(h) € B(X).
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Théoréme 1.7. L'opérateur T' est contractant dans B(X) :

IT(h) = T(H) oo < 7lIH Bl VA € B(X),
et la fonction valeur V' est son unique point fize dans B(X).
Preuve. Remarquons d’abord que, lorsque L est bornée, V 1’est aussi avec

- IZ]]
Voo <D r"[[Llloe < 2,
n=0

—1-r

Le théoreme [1.6|implique que V' est un point fixe de T.
Il reste juste a vérifier que T est contractant, car alors il possede un unique point fixe. Soient
h,h' € B(X) et x € X. Pour tout u € U on a

L(z,u) + rh(f(z,u)) < L(z,u) + rh'(f(z,u)) + 7[|h" = |
En prenant I'inf par rapport a u a gauche et a droite, on obtient :
T()(w) = inf {L(z,u) +rh(f(zu))}
< in{f {L(z,w) +rh'(f(z,u)} + ||k = hlloc = T(R)(x) + ||k — h|so.
ue

On en déduit que

T(h)(z) = T(h)(z) < r[|h" = hlloo-
En inversant les roles de h et h' on obtient de méme

T(h) (@) = T(h)(z) < 7|k = hljco.
D’ou

T (h)(z) = T(h)(@)| < 7[|h = hllo.
En prenant le sup en x € X on obtient finalement

IT(h) = T(h)lloo < rIB = Rlco,

ce qui prouve que 1" est une contraction puisque r €]0, 1. ]

La caractérisation précédente fournit un algorithme pour calculer la fonction valeur. Pour une
fonction hg € B(X) arbitraire, on définit par récurrence la suite de fonctions (hy) par hy11 = T'(hy).
Alors le théoreme du point fixe affirme que la suite (hy) converge dans B(X) (i.e. uniformément)
vers la fonction valeur V. Plus précisément

IV = Bplloo < 7|V = holle Yk EN.

Comme pour les problémes en horizon fini, la fonction valeur peut servir également & décrire les
feedbacks optimaux. Supposons pour cela que, pour tout = € X, il existe u*(z) € U un “feedback
optimal”, i.e. vérifiant

L, (@) + 1V (o, (@) = inf {L(w, 0) + 1V (f(z,0)}

On peut montrer que, si U et X sont des ensembles métriques, si U est compact et si les fonctions
f:XxU—=>XetL:XxU—Retg: X — R sont continues, alors un tel feedback existe :
en effet la fonction valeur V' est alors continue, et la fonction continue v — L(z,u) + rV (f(z,u)
admet donc un minimum. La preuve de la continuité de V est dans ce cadre un peu plus délicate
que dans le cas de I’horizon fini, et est omise.
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Proposition 1.8. Soit z € X une condition initiale. Si on définit par récurrence les suites (uy,) et
(Zn,) par

To = T, U = u* (), Tpi1 = f(Tn, Un),

alors la suite (uy,) est optimale pour le probléme de contréle discret, i.e.,
+00
V(Z) =) r"L(Zn, ).
n=0

Preuve. Montrons par récurrence que, pour tout N € N,
N-1
V(z) = Z I L(Zp, Un) + 1V V(Z). (1.8)

n=0

C’est clairement vrai pour N = 0. Supposons la relation vraie a un rang N et montrons-la pour
N + 1. Par programmation dynamique,

V(en) = inf {Lian,w)+rV(f@xw)} = Lau' @) + 1V (@ @)
= L(zy,uy) +rV(f(Zn,un)).

On utilise alors I’hypothese de récurrence :

N—-1 N-1
V(z) = Y r"L(En, ) +r"V(Ty) = Y 1"L(Zn, tn) + 1V L@y, iy) + VTV (f (@8, 08)
n=0 n=0

N
= ) " L(@n, ) + VTV (@8 41)
n=0

Donc la relation est vraie au rang N + 1 et, par récurrence, pour tout V.

Faisons maintenant tendre N vers +o0o dans la relation (|1.8]). Comme V est borné et r appartient
2]0,1[, le terme (rVV(Zy)) tend vers 0 et (1.8 devient

V(z) =Y r"L(Zn, i),
n=0

ce qui prouve l'optimalité de (). O

2 Calcul des variations
Le calcul des variations s’intéresse aux problemes de minimisation dans lesquels la variable
a optimiser est une fonction. Pour simplifier, nous ne considérerons ici que des problemes dans

lesquels cette variable est une fonction définie sur un intervalle.

43



2.1 Quelques exemples de calcul des variations

Probléme de la reine de Didon : C’est “historiquement” un des premiers problémes de calcul
des variations. Il s’agit de trouver la forme que doit prendre une bandelette souple (initialement en
peau de chevre), de longueur donnée L et attachée aux deux extrémités d’une plage, pour que la
surface du domaine délimité d’un coté par la mer et de 'autre par la bandelette soit la plus grande
possible.

Ce probleme se formalise de la facon suivante : on suppose pour fixer les idées que la mer
est lensemble {(z,y) € R? | y < 0}, et que la bandelette est attachée aux points (0,0) et (1,0).
On suppose aussi (mais c’est une restriction) que la bandelette décrit le graphe d’une fonction
z:[0,1] = R.

Le probleme revient alors & maximiser laire f(x) = fol x(t)dt sous la contrainte de longueur
g(z) = fol V14 (2/(t))?dt = L. L’inconnue est ici la courbe z : [0,1] — R. Le critére & optimiser
est f(z) tandis que la contrainte est g(z) = L.

Le probleme des géodésiques Etant donné une surface dans R?® (la surface de la terre par
exemple) et deux points sur cette surface, on cherche le chemin le plus court sur cette surface
reliant les deux points. Si on note S cette surface, il s’agit donc de minimiser la longueur d’une
courbe v : [0,1] — S dont les extrémités sont les points donnés. Une telle courbe s’appelle une
géodésique.

Le probléme de résistance minimale de Newton Il s’agit de trouver quelle doit étre la forme
du nez d’un obus de fut cylindrique, pour que celui-ci présente le moins de résistance possible a
air. La hauteur maximale du nez est fixée (car un nez de longeur “infini”—a la Pinocchio—serait
optimal, car de résistance nulle, mais assez difficile & manipuler).

Newton a trouvé la solution a cette question en faisant deux hypotheses : 'une est que le nez
doit étre “convexe”’, c’est-a-dire que, si on représente le nez comme une fonction de deux variables
x et y au-dessus du fit dont la base est 'ensemble Q = {(x,y) € R? | 22 + y? < 1}, la fonction
(z,y) = z(z,y) doit étre concave. Cette hypothese, assez naturelle en pratique, permet le calcul de

la résistance a l’air :
/ dxdy
o l+[|Vz(z,y)?

L’autre hypothese qu’a fait Newton est aussi tres naturelle : puisque le probleme est a symétrie
radiale, on peut penser que la solution est aussi radiale, i.e., z = z(y/2? + y?). En passant en
coordonnées polaires, la résistance a ’air devient :

[t pdp
10 = [ Tt

Le probléme consiste alors & minimiser J(z) sur ’ensemble des fonctions concaves z : [0, 1] — [0, L].
Newton a calculé explicitement la solution et a montré—ce qui est assez surprenant—que cette
solution a “le bout du nez plat”, i.e., que la fonction z optimale doit étre constante au voisinage de
Iorigine.

Tout aussi surprenant, la solution de Newton est en fait fausse : en effet, I’hypotheése que la
solution est radiale est erronnée, et on peut trouver des formes (non radiales, bien stir) qui ont une
résistance strictement inférieure a celle donnée par la solution de Newton. La forme de la solution
optimale est cependant un probléme toujours ouvert...
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2.2 Conditions nécessaires d’optimalité

Avant de commencer a parler de conditions nécessaires d’optimalité, nous devons rappeler com-
ment on dérive dans un espace de fonctions.

Différentiabilité

Soit X un espace vectoriel normé et f : X — R une application. On rappelle que f est (Fréchet)
différentiable en z s’il existe une forme linéaire continue df (zp) : X — R telle que

f(z) = f(zo) + df (x0)(x — x0) + ||z — mo|[e(2)

ot Papplication € : X — R vérifie lim, ., €(z) = 0. De plus on dit que f est de classe C! sur X
si f est différentiable en tout point xp € X et si 'application g — df (xg) est continue de X dans
x*, ou ¥ est 'ensemble des formes linéaires continues de X dans R. On rappelle que z* est muni
de la norme

IL||lz+ =  sup  |L(x)] VL € =* .
zeX, ||z]|<1

Le principal exemple que nous considérerons est le cas de l'espace vectoriel X = C!([0,1]; RY)

des applications z : [0,1] — RY de classe C', muni de la norme

|zl = max |z(t)| + max |z'(t)] Ve e X,
t€[0,1] t€[0,1]

ot |y| désigne la norme euclidienne dans R . Rappelons que X, muni de cette norme, est un espace
de Banach, c’est-a-dire un espace vectoriel normé complet.
Soit L :[0,1] x RN x RY — R une application continue et

1
f(zx) _/0 L(t,z(t), 2 (t))dt VzeX.

Proposition 2.1. On suppose que L = L(t, z,p) est de classe C' sur [0,1] x RN x RN, Alors f est
de classe C sur X et

1
dfan)(v) = [ (Gt ault).oh(®),o(0) + (G (o0 ahle) () de Vo€ X, Voo € X

(2.1)
Preuve. Posons

1
£ = [ Gt and).ah(0).v(0) + (5 (Ea(0).ab@). (O] e Vo X

Alors L est une forme linéaire continue sur X. Nous devons montrer que I'application

1

0 = )

(f(x) = f(zo) — L(z — 20))
vérifie limy_,,, e(x) = 0.
Pour cela, fixons § > 0 petit et montrons qu'il existe n > 0 tel que, si ||z — zo|| < 7, on a

le(x)] < 6. Notons d’abord que l'ensemble K = {(¢,zo(t),z((t)), t € [0,1]} est compact dans
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[0,1] x RV x RN car z est de classe C! sur [0,1]. Comme L est de classe C', sa différentielle
est uniformément continue dans un voisinage de K et donc il existe n > 0 tel que, pour tout
(y,2) € RV x RV et pour tout ¢ € [0, 1] tel que |y — zo(t)| + |z — 2(t)] <7, on a :

Lt 2) = Lt w0(8), () — (GE (8 m0(0), (), y = 0(8)) + (G (8, m0(t), (1)), 2 — (1)
<(ly — zo(t)| + |z — z((2)]) -

En particulier, si x € X est tel que ||z — x| < n, on a, pour tout ¢ € [0,1], |x(t) — zo(t)| + |2/ (t) —
z((t)] < n, et donc

L(t, (1), &' (1)) — L(t, zo(t), 24(t)) — (F&, 2(t) — 2o (t)) + (G5, 2/ (1) — (1))
< (|l (t) — wo(t)] + [2' () — 2 (1)]) < 8[|z — 2o ,
N . . , . oL oL / oL
ot1, pour simplifier la formule, on a écrit 5> a la place de G (¢, zo(t), zo(t)) et oy & la place de

g—g(t, zo(t),z5(t)). On déduit de I'inégalité triangulaire que

|f(z) — f(x0) — L(z — x0)|
< fy ‘L(f»ﬂf(t)»xl(t)) — L(t, xo(t), w(t)) — (9&, 2 (t) — wo(t)) + (G5, 2'(t) — (1)) | dt
<z — zoll

i.e., [e(z)| < 4. Nous avons donc montré que limg_,, e(x) = 0. Donc f est différentiable en tout
point xg de X, et df (x¢) est donnée par (2.1)).

Reste & prouver que f est de classe C! sur X. Soit (z,,) une suite d’éléments de X qui tend vers
x € X pour la norme || - ||. Alors la suite de fonctions continues (z,) converge uniformément vers
x tandis que la suite de fonctions continues (z],) converge uniformément vers z’. On a, pour tout

ve X avee [[v|| <1:

Idf(x{z)(v) —df (z)(v)|
< Sy |%E(t 2 (t), 2 (1) — ZE(t, x(t), 2 (1)] [o(t)]

| GE (1 (), () = GE (8w (t), 2" (1) /(1)
< supiepo {| 9 (1 aa(®). 20 (0)) — 35t a(t),2/ (1) + | G5 (82 (8), (1) = B2t w(), 2’ (1) | |

ce qui tend vers 0 lorsque n — -+oo puisque L est de classe C! et que (z,) et (2]) convergent

uniformément vers x et =’ respectivement. O

Problémes sans contrainte

Soient A, B € RY. On considere le probleme de minimisation sur 'espace X = C(0, 1; RY) :

1
(P) inf /0 L(t, z(t), ' (t))dt .

zeX, z(0)=A, z(1)=B

Nous repoussons a plus tard la question de l'existence d’un minimum : celle-ci est assez délicate.
Commencons par étudier les conditions nécessaires d’optimalité.
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Théoréme 2.2 (Equation d’Euler). Si L = L(t,z,p) est de classe C* sur [0,1] x RN x RN et si
la fonction x € X est un minimum du probléme (P), alors la fonction t — %(t,w(t},x’(zﬁ)) est de
classe C! sur [0,1] et

d 0L oL

i gy o0, 0) = ot a(0),'®)  veeo 1], (2:2)

La relation (2.2)) s’appelle I’équation d’Euler (ou d’Euler-Lagrange) du probleme. On appelle
extrémale de (P) toute application z :|a,b]— R vérifiant I’équation (2.2) sur un intervalle (non
vide) ]a, b].

La preuve du théoreme repose sur le lemme suivant :

| — RN une application continue. On suppose que,

Lemme 2.3 (Dubois-Raymond). Soit ¢ : [0, 1
v(l) =0, on a f01(¢(t),v’(t)>dt = 0. Alors la fonction ¢

pour tout v € C*([0, 1]; RY) tel que v(0) =
est constante sur [0, 1].

Remarque : La réciproque est évidente : si ¢ est une constante, alors

| o= o [ voan = @00 =0 =0

Preuve du Lemme[2.3. Posons ¢ = fo s)ds et v(t fo ds — ct. Alors v est de classe C! sur
[0,1], v(0) = v(1) = 0 et v'(t) = o(t) — c. Donc

1 1 1 1
— c|?dt = —c v = v —{c o -
/0 6(t) — o]t /0 (6(t) — e,/ (t))dt /0 (6(t), v/ (1))dt — {c. /0 (1)dt =0,

la premiere intégrale étant nulle par hypothese, la seconde d’apres la remarque ci-dessus. Comme
t — ¢(t) — c est continue, on en déduit que ¢(t) = ¢ pour tout ¢ € [0, 1]. O

Preuve du théoréme[24. Rappelons que X = C!([0, 1];RY) est muni de la norme

— Ve e X
2] = max !w()l+tgl[g>1<] |2/ (t)| T :

ott |y| désigne la norme euclidienne dans R¥.

Soit v : [0,1] — RY de classe C! sur [0, 1], tel que v(0) = v(1) = 0. Alors, pour tout A € R,
x\ = = + v appartient a X et vérifie x)(0) = A et (1) = B. Par définition de z, 'application
A — f(x)) aun minimum en A = 0, et donc a une dérivée nulle en A = 0. Puisque f est différentiable
(cf. la proposition et que ’application A — x) est dérivable, de dérivée v, on déduit du théoreme
de dérivation des fonctions composées que

d
ﬁf(x)\)b\:o = df(fl?)(’l}) =0.
D’apres la Proposition on a

1
a)(0) = [ (Grta0.2(0). 00} + (5 (a0 (). (0) s

47



Posons ¢4 (t) = g%(s,x(s),x’(s))ds et ¢(t) = —o1(t) + <%(t,x(t),x’(t)),v’(t)). Notons que ¢
est de classe C! tandis que ¢ est continue. En faisant une intégration par partie, on obtient

1 1 1
| Gt 0).ol)d = (or(0), 001 — [ {61000t =~ [ (61(0). O
0 0 0
Donc
! / oL / / o ! /
0= [ (=or(t). /() + (G (tate) (). )t = [ (ot (0)

Comme cette égalité est vraie pour tout v de classe C! tel que v(0) = v(1) = 0, on déduit du Lemme
de Dubois-Raymond que ¢ est constante.
Donc (%(t,x(t),x’(t)), V'(t)) = ¢ + ¢1(t) est de classe C! et
d 0L oL
T a—p(t,x(t),x’(t)),v’(t) = a(t) = 5 (t2(t), (1)) -
O

Lorsque le critere est convexe, I’équation d’Euler devient une condition suffisante d’optimalité :

Proposition 2.4. On suppose que L est de classe C' et que, pour tout t € [0,1], la fonction
(z,p) = L(t,x,p) est conveze. Si v € X vérifie Uéquation d’Euler (2.9), ainsi que les conditions
au bord x(0) = A et (1) = B, alors x est un minimum du probléme (P ).

Preuve. Fixons y € X tel que y(0) = A et y(1) = B et vérifions que f(y) > f(x), ou

1
f(2) :/0 L(t,2(t),2' (t))dt Vze X.

Notons d’abord que f est convexe sur X puisque L l’est. Par conséquent I’application ¢ : R — R
définie par ¢(t) = f((1 — t)z + ty) est aussi convexe. Comme f est différentiable en tout point de
X, ¢ est dérivable sur R. Pour montrer que f(y) > f(x), il suffit de montrer que 0 est un minimum
de ¢ et donc, par convexité, de vérifier que ¢'(0) = 0 : par théoreme des fonctions composées, on a

§0)=df(@)(y—2) = [ (%E (y—)(t) + (%L, (y — x)' (1))t
= Jo(BE (y—2)(®) + (—£ %, (y—2)(t) dt = 0

apres une intégration par parties. O

Comme nous allons le voir, I’équation d’Euler conduit le plus souvent a la résolution d’une
équation différentielle d’ordre 2.

Example 2.5 (Mouvement d’une particule soumise & gravitation). Le principe de Hamilton affirme

que le mouvement d’une particule de masse m > 0, de poids mg est régi par ’équation d’Euler
pour I’énergie

m 1

5 | 1R~ 2000 at.

2 Jo
ou z(t) € R est la hauteur de la particule et 2’ la vitesse de son déplacement vertical. I’équation
d’Euler s’écrit

mz"(t) = -mg  Vte[0,1].

La solution obtenue est donc une parabole. Notons que la fonction L = L(z,p) = % (|p|* — 2gz) est

convexe, et donc toute solution de I’équation ci-dessus est un minimum de (P) pour A = x(0) et
B = z(1).
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Application aux géodésiques sur une surface de R3

On suppose qu’une surface S de R3 est donnée par une paramétrisation ® : U — R3, ott U est
un ouvert : S = ®(U). L’application ® est supposée réguliere (disons C*), avec d®(x) est de rang
2 sur U. Par exemple,

— la sphere de centre 0 et de rayon 1 est donnée (en coordonnées sphériques) par

D(p,0) = (cos(p) sin(0), sin(i) sin(0),cos(0))  (p,6) € R? .
— Le cylindre (en coordonnées cylindriques)
©(p, 2) = (cos(p),sin(p),2)  (p,2) €R?

Si z : [0,1] — U est une fonction différentiable, alors v(¢) = ®(x(t)) est une courbe sur la

surface, de longueur
/ |7/ (t)|dt = / |(®ox)(t)|dt .

La distance géodésique entre deux point ®(A) et ®(B) de la variété (ou A, B € U) s’exprime alors
par le probleme de minimisation suivant :

1
min{/o [(® o) (t)|dt |z € CH[0,1];U), x(0) = A, z(1) = B} (2.3)

Ce probléme a un trés grand nombre de solutions puisque, si 6 : [0,1] — [0,1] est C!, avec 6 > 0 et
6(0) =0, 6(1) =1, et si on note v = ® o z, alors

J(yo8) = / ! (0(0)16 (t)dt = T ()

On a donc intérét a trouver une formulation réduisant ce nombre de solutions. Soit
1
min {/ |(®ox) (t)|%dt | z € C([0,1];U), z(0) = A, z(1) = B} (2.4)
0

Nous allons montrer que les problemes (2.3)) et (2.4 sont intimement liés.

Lemme 2.6. On a

inf {fol (@ o z)(8)|dt | = € C'([0,1];U), 2(0) = A, z(1) = B}

1

— inf { (fol (@ o x)’(t)|2dt> 2

et, si x est un minimum du probléeme , alors x est un minimum du probléme (m De plus, si
x est une extrémale pour , alors x est une extrémale pour (m x est de classe C* sur [0,1] et
d
dt

Remarque : Inversement, il n’est pas vrai que, si  est un minimum pour le probleme ({2.3)),
alors z est un minimum pour (2.4)). Cela est vrai apres renormalisation (cf. la preuve du Lemme).

| x € CL([0,1];U), (0) = A, x(1) = B}
(@0 (2 =0.

On appelle géodésique toute extrémale de ([2.4)), i.e., toute solution de I’équation d’Euler as-
sociée & L(x,p) = |D®(z)p|*.
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Preuve. D’apres Cauchy-Schwarz on a

/01 (D o 2) (1)]dt < (/01 (@ ox)'(t)detf (2.5)

pour tout = € CL([0,1];U). Inversement, soit * € C([0,1];U), avec z(0) = A et z(0) = B, et
supposons que z'(t) # 0. En fait cette hypothése n’est pas restrictive car on peut montrer (mais
nous ne le ferons pas) que I'ensemble des x possédant cette propriété est dense dans C*([0,1];U).
Posons v = ® oz et s( fo |7/ (7)|d7. Alors par hypothese s est une bijection de [0, 1] dans [0, a
(o a = fo |y (7)|dT > 0) d’inverse 6 qui est de classe C!. Posons maintenant 0(t) = 0;(t/a), qui
est défini sur [0, 1]. Alors z1 = x o 0 vérifie 1(0) = 2(0) = A et x1(1) = z(1) = B et

(@oa1)| =(vob)| =IO = -

a .

/01 (@ o2)(t)]dt = /01 [(®oxy)'(t)|dt = (/01 |(® Oxl),(t)\zdt>;

Cela montre 1’égalité entre les infima.

Donc

De plus, (2.5) implique que, si z est un minimum de (2.4]), alors z est un minimum de ({2.3)
puisque les infimum coincident.

Supposons maintenant que x est extrémal pour (2.4). Posons L(x,p) = |D®(z)p|?. Notons que
L est homogene de degré 2 en p, i.e., L(z, A\p) = AN2L(x,p) pour tout A > 0. En dérivant cette égalité
par rapport a A en A = 1, on obtient

L
(gp(w,p),m =2L(z,p)  Y(z,p) e RN x RV .

Notons ensuite que —(m p) = 2(D®(z))T D®(z)p, on la matrice (D®(z))T D®(x) est inversible
puisque D®(x) est de rang 2. Comme t — 6—L(:L‘(t), 2'(t)) est de classe C!, I'application

= (t) = (DY) DB G (ale) /(1)

'est aussi, i.e., = est de classe C2. Calculons maintenant

FL((t), (1) = (3&,2") + (5L, a")
— <%2—L, x') + (gﬁ,:ﬂ’) (d’apres I'équation d’Euler)
%(85, ') = 42L(z(t),2'(t)) (par homogénéité de L(z,))

Dot 4 L(x(t),2/(t)) = 0. Enfin, comme = est extrémal pour (2.4), on a
d 0L

2 2(D®(z z))’a’ = 92

et, comme t — L(z(t), 2'(t)) est constante sur [0, 1],
d a\F , 1 d T 1 oL, ,. oVL,
= - D(I) = — = — .

Donc z est extrémale pour ([2.3). O

——(z,2)
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Le cas du cylindrique est particulierement simple a étudier : dans ce cas, si z(t) = (¢(t), 2(t)),

alors
2

(@ oz)(t)* = |(—sin(p(®)¢' (1), cos(p(t)¢' (1), 2’ (1)|” = (&' (1))* + (2'(1))* -
L’équation d’Euler est donc

d o d ;o\ _

c’est-a-dire que les géodésiques du cylindre sont les mouvements a vitesse constante en ¢ et en z.

Dans le cas de la sphere, on a

L(. 0,1, po) = (sin(0))*(pr)* + (pe)* -

Considerons deux points A = (p4,04) et B = (¢p,0p). Quitte a effectuer une rotation, on peut
supposer que g4 = pp. L'équation d’Euler pour le probléeme ((2.4)) dit que, si z(t) = (o(t), 0(t)) est
une extrémale du probleme, alors

{ (i) 4 #'(t)(sin(0(t)))* =0
(i) g 0'(t) = (¢(1))*sin(0(t)) cos(0(1))
De (i), on tire que ¢/ (¢)(sin(#))? = ¢. Donc ¢ est monotone et, comme p(0) = w4 = g = ¢(1), on

a donc ¢ constant. Mais alors, (ii) dit que € a une vitesse constante. Les géodésiques sur la sphere
sont donc des portions de cercles.

Probléemes avec une contrainte d’égalité

On travaille toujours dans l'ensemble X = C*(0,1;RY). Soit deux fonctions : f : X — R (le
critere) et g : X — R (la contrainte) de la forme

1 1
f(x):/o L(t,z(t), ' (t))dt et g(a;):/o M (t,z(t),2'(t))dt ,

ot L, M : [0,1] x RN x RN — R sont continues. On étudie le probleme de minimisation sous
contrainte :

(® min {f(z) |z € X, z(0) = A, z(1) = B, g(x) =0}

Théoréme 2.7. On suppose que L, M : [0,1] x RN x RN — R sont de classe C' et que x est un
minimum du probleme (C). S’il existe z € X tel que

2(0)=2(1)=0 et dg(z)(z) #0, (2.6)

alors il existe un multiplicateur X € R tel que l’application t — a(LgiI;\M)(t,x(t),x’(t)) est de classe

Cl sur [0,1] avec
d O(L+ M)
dt Op

(20, @) = M 4wy w1)) v 0] (2.7)

Remarque : la condition (2.6) n’est rien d’autre qu’une condition de qualification de la
contrainte K = {zx € X |z € X, z(0) = A, z(1) = B, g(x) =0}.
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Preuve du théoréme. Soit v € X tel que v(0) = v(1) = 0. Introduisons I’application ® : R? — R?
définie par
O(s,t) = (f(z+ sv+tz),g(z + sv + tz)) V(s,t) € R?,

ou z est défini par . Alors de la proposition et du théoreme de dérivation des fonctions
composée on déduit que ® est de classe C! sur R?. Nous affirmons que le jacobien de ® est nul en
(0,0). En effet, sinon, le théoreme d’inversion local affirme qu’il existe deux ouverts O et O’ de R?
contenant respectivement (0,0) et (f(x),0), tel que ® est un difféomorphisme de O dans O’'. En
particulier, pour € > 0 petit, le point (f(z) — €,0) appartient & @', et donc il existe (s,t) € O tel
que ®(s,t) = (f(x) —¢€,0). Mais alors la fonction y = x + sv + tz vérifie les contraintes y(0) = A et
y(1) = B et g(y) = 0 et est telle que f(y) = f(x) —e < f(z), ce qui contredit le fait que x est un
minimum de (C). On en déduit que le jacobien de ® doit étre nul en (0,0), i.e.,

df (z)(v)dg(x)(z) — df (z)(2)dg(x)v) = 0.
En posant A = —% (ce qui est possible puisque dg(z)(z) # 0 par hypothese ), on a donc :
d(f —Ag)(z)(v) =0 Vo e X, v(0)=v(1)=0.
On peut alors conclure la démonstration comme pour le théoreme O

Example 2.8 (Probleme de la reine de Didon). Il s’agit de maximiser 1’aire enclose sous le graphe de
la fonction z : [0, 1] — R sous la contrainte que ce graphe soit de longueur L et que z(0) = z(1) =0:

max{/olx(t)dt | 2(0) = 2(1) = 0 et /01 VT @02t = L} .

Si on pose L(x,p) = —x et M (x,p) = /1 + p?, alors le probléme est de la forme (C). Une extrémale
x de ce probleme doit vérifier, pour un certain A € R,

d Az (t)

dt T+ @(0)

Notons que A # 0. Apres un petit calcul, on en déduit qu’il existe une constance ¢ € R telle que

-1 Vvtelo,1].

Z'(t) = (e /A vt e [0,1],

soit
1—(c—1)2/\2+cte (2.8)

Comme z(0) = z(1) = 0, on doit avoir ¢ = 1/2. De plus, comme on cherche & maximiser fol x(t)dt,on
a intérét & avoir x(t) > 0 pour tout ¢ € [0, 1], et donc 2/(0) > 0. D’ott A > 0. Le graphe de x est donc
une portion de cercle de rayon A, centrée en (1/2,—1/A%2 — 1/4). Comme on veut que le graphe de
x soit de longueur L, on a 2Asin(L/2)\) = 1, ou angle L/2\ doit étre inférieur & 7 /2. Ce probléme
posséde donc une extrémale seulement si 1 < L < 7/2, extrémale donnée par pour ¢ = 1/2 et
A l'unique solution de 2Asin(L/2X) = 1 telle que L/2X\ < 7/2.
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3 Controle optimal

Le contréle optimal est une généralisation du calcul des variations tel que vu dans la partie
précédente, mais avec en plus une contrainte sur la dérivée de la fonction sur laquelle on minimise.
Plus précisément, on cherche & minimiser une quantité de la forme

T
| Bttt ut) dt + g(a ()
0
sous la contrainte que le couple (z(-),u(+)) vérifie ’équation différentielle ordinaire (EDO) :

{(t) ft2@),u®),  te[0,T]
Zo

Dans toute cette partie, nous supposons que U est un espace métrique compact, que f : [0, 7] X
RN x U — RY est globalement continue et uniformément Lipschitzienne par rapport & la variable
d’espace : 3K > 0 tel que

£t 20) = flt.y.w)ll < Kllz =y ¥(t,z,y,u) € 0,T] x RY x RN x U.

Nous supposons également que L : [0,T] x RV x U — R et g : RN — R sont continues.

3.1 Le théoréeme de Cauchy-Lipschitz

En théorie du controle, il est rare que le controle u(-) soit continu en temps (il est souvent
“bang-bang”, c’est-a-dire constant par morceaux). C’est pourquoi on doit développer un résultat
spécifique d’existence et d’unicité de solution pour I’équation différentielle ordinaire (EDO).

Définissons pour cela le cadre fonctionnel. Rappelons que l'espace W12°([0, T],R?%) est I’en-
semble des primitives de fonction L°°. Cet espace coincide avec I'ensemble des fonctions lipschit-
ziennes de [0, 7] dans R%. Bien qu’on ne l'utilisera pas explicitement, il sera utile de garder en téte
le fait qu'une fonction lipschitienne est dérivable presque partout (théoreme de Rademacher). Cette
dérivée p.p. coincide avec la dérivée au sens des distributions.

Fixons tg € [0,7]. Un controle en temps initial to € [0,7] est une application mesurable u :
[to, T] — U. Pour une position initiale (tg, 2¢) € [0, 7] x RY donnée on appelle solution de 1’équation
différentielle ordinaire (EDO)

{ w(t) = f(t,2(t),u?),  t€fto,T]

+(0) = o0 (3.1)

une application x € W1°([tg, T],RY) qui vérifie la relation () = f (¢, z(t), u(t)) presque partout
sur [tg,T] et la condition initiale z(tp) = xo.

Théoréme 3.1 (Cauchy-Lipschitz). Pour toute position initiale (tg, z9) € [0,T] x RN et pour tout
contréle u : [ty, T| — U, il existe une unique solution de ’EDO (3.1)).

Idée de la preuve. C’est la méme que pour le théoréeme de Cauchy-Lipschitz classique. Elle consiste
& montrer que l'application ® : CO([tg, T],RY) — C°([to, T], RY) définie par

D(z)(t) = xo + t f(s,2(s), u(s))ds
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est contractante (pour la norme || - ||»), et donc possede un unique point fixe (puisque ’espace
C%([to, T],RY) muni de la norme || - ||o est un espace complet). Cela est vrai pourvu que 7' — to
soit suffisamment petit. Notons que le point fixe 2 de ® est bien dans W™ puisque primitive de
la fonction mesurable et bornée s — f(s,x(s),u(s)) (mais pas forcément continue, puisque u(-) ne

lest pas).
Pour T — ty grand, on “recolle” les bouts de solutions comme pour le théoreme de Cauchy-
Lipschitz usuel. O

Rappelons le théoréme de Cauchy-Peano, dont nous aurons besoin plus bas :

Théoréme 3.2 (de Cauchy-Peano). Soit F : [0, T] xRN — R une application continue & croissance
av plus linéaire : AM > 0,

IF(t2)| < M1+ |zl)  V(t2)€[0,T] xRY.

Alors 'EDO
{ i(t) = F(t,zt)),  telto,T]
z(0) = xo

posséde au moins une solution (qui est alors de classe C1).

Remarque : il n’y a pas unicité de la solution en général.

3.2 Le principe du maximum de Pontryagin

Soit 29 € R une condition initiale fixée. On considere le probleme de contrdle optimal :

] T
int [ L(t.a(0),u(t) de+ g(a(T)

sous la contrainte que u : [0,T] — U est mesurable et que z(-) est I'unique solution de 'EDO

{ z(t) = f(t,z(t),u(t)), t€[0,T]
x(0) = xo

On définit le Hamiltonien du systeme H : [0,T] x RN x RV — R par
H(t,,p) = sup {—{p, f(t, 2, u)) = L(t, 7, u)} .
ue

On suppose que H est de classe C'.

Théoréme 3.3 (Principe du maximum). Si (x*,u*) est optimal dans le probléme ci-dessus, alors
il existe une application p* : [0, T] — RY de classe C telle que le couple (x*,p*) vérifie le systeme

B0 = -5 O 0), 10T
- OH , .

0= a0 @), e[0T
2(0) = 20, p(T) = 52(a*(T))

De plus
—(p*(8), f(t, 2" (t),u" (1)) — L(t,2"(t), u*(t)) = H(t,z"(t),p"(t))  t€[0,T].

La preuve de ce résultat est assez délicate : nous renvoyons le lecteur aux monographies de
Cesari et de Fleming-Rishel par exemple.
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3.3 Le principe de programmation dynamique

Définissons la fonction valeur V : [0, 7] x RY — R par
T
V(to.a0) = int / L(t, 2(t), u(t)) dt + g(x(T) (3.2)
u(+) St
sous la contrainte que le couple z(-) vérifie 'EDO
{ a(t) = f(t,2(t),u(t),  t€lto,T]
x(to) = X0
Théoréme 3.4. On a, pour tout 0 <tg <ty <T,
t1
V(to,z0) = 11(1{;/ L(t,z(t),u(t)) dt + V(t1,z(t1))
u(-) Jto
sous la contrainte que le couple (z(-),u(-)) vérifie I’équation différentielle
{ &(t) = f(t,2(t),u(t),  t€ [to,t]
l’(to) = X0
Preuve. Appelons W (tg, z9) la quantité
t1
W (to, z) = ir(lf)/ L(t, o(t), u(t)) dt + V (b, 2(t1))
u(*) Jtg

On veut montrer ’égalité W = V.
Soit € > 0 et u(-) e—optimal pour V(tg, xg). Alors

t1 T
Vi(to,z0) — > / L(t, z(t), u(t)) dt+/ L(t, 2(t), u(t)) dt + g(z(T))

to t1
t1
> [ Lo, u) de 4 Vitrat)
to
puisque z(-)
Donc

est 'unique solution de I'EDO avec controle u(-), et donnée initiale (¢1, z(¢1)).

[t1,T] [t1,T]

V(t, 70) — £ z/tl L(t, 2(8), u(t)) dt + V (i, 2(t1) > W(to, z0),

to
ce qui prouve 'inégalité V > W car ¢ est arbitraire.
Inversement, soit € > 0 et (x1,u;) e—optimal pour W(to, zp). Choisissons également (x2,us2)
e—optimal pour V (t1,x1(¢1)) et posons

[ (@t),w(t) sit € Jto,t]
(@(t), u(t)) = { (x;(t),u;(t)) it E]tlo, Tﬁ

Alors le couple z(-) est I'unique solution de I'EDO avec controle u et donnée initiale (¢g, zp). Donc

T
Vi(to,20) < / Lit,e(t), u(t)) dt + g(a(T))

to
t1 T
= / L(t,z1(t), ui(t)) dt+/ L(t, zo(t), u2(t)) dt + g(x2(T))
to t1
t1
< / L(t,z1(t),ui(t)) dt + V(ti,z1(t1)) + ¢ (par définition de (z2,u2))
t
< VVO(tO, x0) + 2¢ (par définition de (x1,uq))
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Cela montre que V' (tg, z9) < W(to, zo) car € est arbitraire. D’ou I'égalité V = W. O

3.4 Lien avec les équations de Hamilton-Jacobi

Du fait du caractere continu du temps, le principe de programmation dynamique peut sembler
peu utile : il n’est en effet plus question de résoudre la fonction valeur par induction rétrograde
comme nous 'avons fait en temps discret. L’'intérét de la programmation dynamique est qu’elle
permet de montrer que la fonction valeur vérifie une équation aux dérivées partielles : ’équation de
Hamilton-Jacobi. Pour cela, rappelons que le Hamiltonien du systéme H : [0,T] x RY x RN — R
est défini par

H(t,x,p) = ilelg{_@?:f(tax?u» - L(tv$7u)} .

Vu nos hypotheses de continuité sur f et L, 'application H est continue.

Théoréme 3.5. On suppose que la fonction valeur V définie par (3.2) est de classe C' sur
10, T[xRY et C° sur [0,T] x RN, Alors V satisfait I’équation de Hamilton-Jacobi (HJ)

_%—‘t/(t,:c) + H(t,z, ‘Z—Z(t, £)=0 V(=) €lo, T[xRY
V(T,z) = g(z) vz e RY

Le théoreme ci-dessus a une portée limitée, puisqu’il repose sur I'hypothese a priori que la
fonction valeur est assez réguliere (C1), ce qui est rarement le cas. Il posséde cependant un double
intérét. D’abord il reste vrai dans lorsque V' est continue (ce qui est correct sous des conditions stan-
dards sur les données), a condition de recourir & une notion de solution généralisée pour 1’équation
de HJ (la notion de solution de viscosité, cf. la monographie de Barles sur le sujet). Ensuite il
montre le role majeur joué par I’équation de HJ dans le probleme, role confirmé par le théoreme
de vérification énoncé ci-dessous.

Preuve. Soit ug € U (que l'on regarde comme un contrdle constant) et considérons la solution
(z,u0) de PEDO avec donnée initiale zy en temps ty. On a alors par programmation dynamique,
avec t; = to + h (ou h > 0 est petit)

to+h
Vitooo) < [ Litaalt)sun) di+ Vito + hoslto + )
t

0 to+h
= Vi) + [ Lla(t)w) + G (talt) + (Gt a(e). 4 (0) de

to a:c
to+h

= Vetoa)+ [ Ll w) + Gl ®) + (G alo), £t a(t) w)) db

= V(to,z0) + h(L(to, o, uo) + %‘Z(to, o) + (?gj(to, o), f(to, zo,u0))) + o(h)

ou la derniere égalité vient de la continuité des fonctions. On simplifie & gauche et a droite de
Pexpression par V (g, zg), on divise par h et on fait tendre h — 0 : cela donne

oV ov
0 < L(to, zo, ug) + a(to,fvo) + <E(t07$0),f(to,wo,uo)>7
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ce qui se réécrit

ov ov

—E(to,xo) + <—<8x(t0,xo),f(t(),xo,’U,())> — L(to,%o,Uo)) <0

et donc, comme ug est arbitraire,

oV oV
_E(t(b 1130) + H(ty x, 7(1;07 .’130))
ov

_ —E(toyxo) + sup @(?;(to,xo),f(to,xoau» - L(t07$0,u)> <O0.

uelU

L’inégalité inverse se montre par I’absurde. Supposons le résultat faux, c’est-a-dire qu’il existe
e >0 et (tog, o) tels que

oV ov
—g(toa wo) + H (to, To, %(to, rg)) < —2e.

Alors, par continuité, I'inégalité reste vraie pour (t,z) appartenant a un voisinage Bj(to,zo) (ou
n > 0) de (to, zo) :

ov

—E(t,x) + 21618 {—(?;(t, x), f(t, z,u)) — L(t,a:,u)} < —e  V(t,z) € By(to, xo),

ce qui se réécrit

%—‘Z(t,x) + (g—‘;(t,x),f(t,a:,u» + L(t,z,u) > € V(t,z) € By(to, xo), Yu € U. (3.3)

Soit h > 0 petit, (zp,, un) eh?—optimal pour la programmation dynamique sur U'intervalle [to, to+h] :

to+h
V(to, (E()) + €h2 > / L(t, xh(t), uh(t)) dt + V(to + h, :L’h(t() + h))

to
Alors
V(to, wo) — eh®

to-+h oV
> V(to, o) +/ L(t, zp(t), un(t)) + 5t
to

ov

(ta l’h(t)) + <%(tawh(t))a f(ta xh(t)auh(t)» dt

Lorsque h est assez petit, le couple (¢, z,(t)) reste dans By (to, zg) pour t € [to,to + h]. Donc, par

B-3).

to+h
V(to,z0) — eh® > V(to,$0)+/ e dt = V(to,z0) + ¢h,

to

ce qui est impossible pour h > 0 petit. On a donc une contradiction, ce qui conclut la preuve du
théoreme. 0
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Comme dans le cas discret, un des intéréts de ’équation de Hamilton-Jacobi est de fournir un
“feedback optimal”. En temps continu, un feedback est une application continue @ : [0, 7] xRN - U.
A partir d’un feedback, on peut construire des controles de la fagon suivante : si @ est un feedback
et (tg, o) est une donnée initiale, on résout 'EDO

{ (t) = f(t,z(t),u(t, z(t))), te[0,T]
z(0) = xo

(dont la solution existe d’apres le théoreme de Cauchy-Péano), puis on pose u(t) = a(t, z(t)). Le
“feedback” est optimal si le contrdle (u(t)) est optimal pour le probleme. Le résultat suivant est un
exemple de théoreme de vérification, qui affirme, sous des hypotheses de régularité assez fortes, que
I’équation de Hamilton-Jacobi possede une seule solution—qui est la fonction valeur—et fournit
également un feedback optimal.

Théoréme 3.6 (de vérification). Supposons que
1. W:[0,T] x RV = R est de classe C sur 0, T[xRN et C° sur [0,T] x RY,
2. W satisfait ’équation de Hamilton-Jacobi

—a;z/(t, x) + H(t,x, %If(t,a:)) =0 V(t,x) € (0,T) x RY
W(T,z) = g(x) Ve € RY

3. il existe une application continue @* : (0, T) xRN — U telle que, pour tout (t,x) €]0, T[xRY,

—<%(t,x), F(t, 2, @ (@) — Lt 2, @ (t,2) = H(t,z, %*va(t"””))'

Alors W =V et un feedback optimal est donné par 4*.

Autant le résultat est lourd & énoncer, autant la démonstration est simple et directe. C’est donc
plus la démonstration qu’il faut retenir que le théoréeme lui-méme.

Preuve. Fixons un controle arbitraire u : [0,7] — U et notons z(+) la solution de 'EDO associée.
On a

d
dat A i

= 5 &2®) + (- (6 2(0), £(82(8), u(?)))-

Or, d’apres I’équation de HJ satisfaite par W, on a, pour tout (z,u) € RN x U,

0 = aavl/(t,x)+21€18{<%‘1/(t,x),f(t,a:,u)>L(t,x,u)}
ow ow
Z _W(ta$) - <%(tv$)af(t7x’u)> - L(t,:n,u)
Pone d oW oW
W) = —-(t2(t) + (5 -t 2(), £(82(8), u(?)))

Y

—L(t, (1), u(t))
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Intégrons l'inégalité ci-dessus entre ty et 7', en tenant compte du fait que z(tg) = zo et que
W(Tv ) =g:

T T
5 CZW(t 2(t)) dt > —/to Lt z(t), u(t)) dt ,

ce qui donne

T
Wﬁmm)é/ L(t,o(t), u(t)) dt + g(a(T)).

to

Comme ceci est vrai pour tout controle u, on en déduit une premiere inégalité :
W (to, zo) < V(to, xo).
Pour obtenir I'inégalité inverse (et 'optimalité de @*), considérons z* une solution de 'EDO

{fWP#wﬂWW@ﬂ@» LE [to,T]

x* (to) = X0

Reprenons maintenant la dérivée de W le long de cette solution particuliere :

%W(t z*(t)) = i%(t,x*(t))—k za;t 2 (t)), z*(t))
- %(t,x*(t)pr (t, 2" (), f(t,*(t), @*(t, z*(1))))
= —L(t,z"(t),a"(t, w(t)))

ou la derniere égalité vient de I’équation de HJ satisfaite par W et de la définition de @*. Intégrons
I'inégalité ci-dessus entre tg et 7', en utilisant le fait que z(tg) = xo et que W(T,-) =g :

T T
i, v @) dt = —/ L(t, (1), @ (2 (1)) dt |

9(z*(T)) — W (to, z0) = @ t

ce qui donne

T
Wito,ao) = [ Lit," (), (" (1)) dt+ 9(a”(T) = V(ta,0)

to

puisque @*(-,2*(-)) est un contrdle particulier. Comme on avait déja prouvé que Wi(tp,z9) <
V(to, zo), il y a égalité dans I'inégalité ci-dessus, et @* est optimal pour le probleme. O
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Partie IV

Eléments de bibliographie

Pré-requis : ce cours fait suite au cours d’optimisation de L3, au cours de systemes différentiels
pour la partie contréle optimal ainsi qu’au cours d’analyse fonctionnelle de M1. Pour les notes de
cours, VOir :

— CARLIER G., Calcul différentiel et optimisation, Dauphine, disponible en ligne, 2008-2009.

— GLASS O. Analyse fonctionnelle et équations aux dérivées partielles, 2014-2015.

— VIALARD F.-X., Optimisation Numérique, Dauphine, disponible en ligne, 2013.

Pour aller plus loin :

— BARLES G., “Solutions de viscosité des équations de Hamilton-Jacobi”, Springer-Verlag
(1994).

— BERTSEKAS D. M. “Dynamic Programming and Stochastic Control”, cours en ligne du MIT,
2011

— CARLIER G. “Programmation dynamique”, notes de cours de 'ENSAE, 2007.

— CIARLET P.G., “Introduction a ’analyse matricielle et a I’optimisation”, Collection Mathématiques
appliquées pour la maitrise, Masson.

— CEsARI L. (1983). “Optimization—theory and applications”. Springer.

— Curiont J.-C., “Introduction a I'optimisation”, Ellipse, 1994.

— FLEMING W. H. et RISHEL R. W., “Deterministic and Stochastic Optimal Control”, Sprin-
ger,? 1975

— Lucas Jr R. E. et STOKEY N., “Recursive Methods in Economics Dynamics”, Harvard
University Press (1989).

— HIRrRIART-URRUTY J.-B., “Optimisation et analyse convexe”, Mathématiques, PUF, 1998.

— HIRIART-URRUTY J.-B., “L’optimisation”, Que sais-je 7, PUF, 1996.

— MiNoUX M., “Programmation mathématique, théorie et algorithmes (tomes 1 et 2)”, Dunod,
1983.

— TRELAT E. “Contréle optimal : théorie et applications”, polycopié en ligne de Paris 6, 2013.

Quelques “Toolboxes”. Impossible de rendre compte de tous les programmes accessibles.
Voici deux exemples :
— Le logiciel libre SciPy (ensemble de bibliotheques Python) posseéde un package dédié a 1’op-
timisation : scipy.optimize. Quelques fonctionnalités :
— Optimisation sans contrainte,
— Moindres carrés non-linéaires
— Optimisation dans des boites
— Matlab possede une toolbox pour résoudre entre autres
— des problemes d’optimisation non linéaire avec ou sans contrainte
— des problemes de programmation linéaire et quadratique
— des problemes de moindres carrés non linéaires, ajustement de données et équations non
linéaires
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