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Introduction

L’analyse des données (AD), et plus généralement la fouille des données (FD), est constituée
d’un ensemble de techniques qui ont pour but de déterminer les structures possédées par ’en-
semble des données. Ces structures peuvent étre de nature descriptive ( partition, hiérarchie,
plan factoriel,...) ou explicative ( arbre de décision, analyse factorielle discriminante,...). L’ana-
lyse de données peut étre considérée comme une science expérimentale : propriétés démontrées
apres avoir été observées, indice empirique pour l'interprétation des résultats, codages établis
de fagon heuristique.

Par ailleurs, les premiers résultats fournis par une analyse factorielle sont généralement
évidents, alors que les résultats suivants ne sont pas triviaux et sont souvent intéressants.

Les données peuvent se présenter sous différentes formes : tableaux individus x variables
(dans un but descriptif, Uinterprétation établira des liens entre variables et groupes d’individus
qui se ressemblent selon ces variables), tableaux de distances ( représentation des individus
dans un plan, sur une droite, etc ou partitionement de 'ensemble des individus), tableaux de
contingence ( ces tableaux croisent les ensembles de modalités de deux caracteres qualitatifs),
tableaux de présence-absence (0/1), tableaux de notes, tableaux de pourcentage...

Les techniques d’analyse de données se différencient non seulement par les outils mathématiques
utilisés ( algebre linéaire dans le cas de l'analyse factorielle, théorie des graphes et combina-
toire pour certaines méthodes de classification ) mais aussi par les buts poursuivis qui peuvent
étre un but descriptif ou un but prévisionnel. Le but descriptif consiste a essayer d’obtenir
une représentation simplifiée aussi proche que possible des données initiales, le but prévisionnel
consiste a expliquer et prévoir une ou plusieurs variables en fonction d’autres variables. Dans
ce cours, nous présenterons les techniques suivantes :

— Analyse en composantes principales (ACP) : rechercher des axes d’inertie d’un systéme
de points affectés de poids, ce qui permet d’en déduire des sous-espaces de dimensions
réduites sur lesquels la projection des points est la moins déformante.

— Analyse des correspondances (AC) : double ACP ayant un but & la fois descriptif et
prévisionnel ( étude de liens existants entre lignes et colonnes d’un tableau).
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Chapitre 1

Nuages de points

1.1 Tableau de données

On observe p variables quantitatives mesurées sur un échantillon de taille n. Les données
sont rassemblées en un tableau ou matrice de n lignes et p colonnes. On note X ce tableau de
données, son terme général z7, situé a la ieme et jéme colonne, désigne la valeur prise par le
ieme individu pour la variable j.

On note I = [1,n] et J = [1,p] qui sont les ensembles d’indices désignant respectivement
les n individus et les p variables.

X = (e])ierjes € My p(IR).

Ainsi les valeurs prises par la variable 27 pour les n individus se lisent sur la jéme colonne
et les valeurs prise par 'individu ¢ pour les p variables se lisent sur la ieme ligne. On note 27 la
jeéme variable et x; le iéme individu :

] x}
V(i,j) € [L,n] x [Lp], 2/ =| : | €R"eta;=| : | € RV
a, 7
Ainsi )
T
X:["E]"...vxp]: ,
x/

1.2 Nuages des individus et nuages des variables

On munit IR?P de la base canonique, O étant ’origine de ce repeére, on peut alors associé a
chaque individu i le point M; tel que

Vi € [[].,TL]], OZ@Z = ;.

Chaque axe représente une variable. L’ensemble des points Mx = {M;, 1 < i < n} est appelé
le nuage des individus et IRP est ’espace des individus.
De méme, on munit IR™ de la base canonique, on peut alors associé a chaque variable le
oint N7 tel que
p q ' .
Vi e [1,p], ON’ =a’.
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Chaque axe représente un individu. L’ensemble des points Nx = {N7, 1 < j < p} est
appelé le nuage des variables et IR™ est ’espace des variables.

Les ensembles R™ et IRP sont considérés comme des espaces affines. Dans 'annexe A, on
rappelle les principales notions & connaitre pour ce cours.

1.3 Centre de gravité du nuage My

Chaque individu ¢ est muni d’une masse, appelée aussi poids, notée p; et telle que

n
Viel, p;>0et Zpizl.
i=1

On note D,, la matrice diagonale définie par

DP = dla’g(plvapn)

En général, les poids sont tous égaux & 1/n, mais ce n’est pas toujours le cas comme par exemple
en Analyse des Correspondances.
Le centre de gravité du nuage des individus M; affecté du poids p; est le point G tel que

n
i=1
La jeme coordonnée de G est donnée par
n . —
g; = szﬂff = .
i=1

Ainsi g; est la moyenne de la variable 27 et les coordonnées du point G' sont les p moyennes des
p variables.

Proposition 1.3.1 On note 1, le vecteur de IR™ dont toutes les coordonnées sont égales a 1,
on a
g1

g=0G=|: | =X'Dy1,.
9p

preuve : On remarque que }
V] € [[Lp]]v g; = @’ Dp]-na

ce qui donne le résultat.

On en déduit que g; est 'abscisse de la projection orthogonale pour la métrique D, de xJ
sur Vect(1,,).

Il est naturel de centrer le nuage des individus sur le centre de gravité G ce qui revient a
construire un nouveau tableau Y tel que

V(Z’J) € [[1,77,]] X IIlap]L y‘z/ = l‘z _E,
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soit
Vie[l,n], yvi=M;—G.

Ainsi dans ce nouveau tableau de données, toutes les variables 3/, 1 < j < p, sont de
moyennes nulles.

Proposition 1.3.2 On a
Y=X-1,4

Par ailleurs ‘ . .
v =2 — g;1, = (Id — Pyecy1,))(27),

ce qui signifie que 3’ est la projection de 27 sur ’hyperplan orthogonal & 1,,.

1.4 Support des nuages

Définition 1.4.1 On appelle support d’un nuage le plus petit sous-espace affine contenant les
points du nuage. On note

Sx = supp(Mx) et Sy = supp(My).

Puisque le nuage My est centré, le support Sy contient l'origine et est assimilé & un sous-espace
vectoriel

Sy = Vect(y1, -+, yn) =ImY".

On en déduit que la dimension de Sy est égale au rang de Y.

1.5 Meétriques sur IR?

Pour étudier la proximité entre deux individus d’un méme nuage de points, on introduit une
distance notée d entre les individus 7 et i’ égale & la norme du vecteur joignant ces deux points :

Cette norme provient d’un produit scalaire sur l'espace vectoriel IRP. Etant donnée la base
canonique (eq,---,ep) de IRP, le produit scalaire est caractérisée par la donnée d’une matrice
carrée d’ordre p dont le terme courant est pour tout 1 <1i,7 <p

/ /
mi; = M(e;,ej) =< e;,e; >v=e;Mej = e;Me;.

Cette matrice M est symétrique, définie et positive. Réciproquement, toute matrice d’ordre
p symétrique, définie positive permet de définir un produit scalaire dans IRP. Cette matrice
définit une métrique de l’espace IRP.

Dans la suite, nous noterons M la métrique de ’espace IR et I’espace des individus IR" est
muni de la métrique D,,.

Si l'on suppose que la matrice M est diagonale M = diag(mq,---,m,), alors

p
d(yi, yir) = ij(yf —yh)?
j=1
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De méme, la distance entre deux variables 37 et yj/ est donnée par

n

Ay’ 7)) = | pilyl — i)

i=1

1.6 Matrice Variance

Par définition, la matrice variance, notée V', des p variables pour les n individus est une
matrice carré d’ordre p et de terme courant v; ;» donné par

n
V(5,5") € [L,p], vy = Cov(a?,2?) = sz(xf —gi)x] —gy)=<v’,y’ >p, .
i=1

Proposition 1.6.1 En notation matricielle, on a

V=Y'D,Y =(X—-1,¢)Dy(X — 1,,¢') = X'D, X — g¢g'.

Remarque 1.6.2 Sila matrice V est définie positive, elle fournit une métrique sur IRP, métrique
induite par D, et Y. StV n'est pas réguliere, on aura seulement une pseudo métrique.

Uy U1
Proposition 1.6.3 Soient u = : et v = : de IRP, on définit deux nouvelles va-

Up Up

P P
- d = xd
z—g Ujx ett—g v;x.

J=1 Jj=1

Alors la covariance entre z et t est donnée par

riables z et t par

Cov(z,t) = u'Vu.

Si la matrice V' est définie positive, V' définit une métrique pour laquelle la covariance entre z
et t est le produit scalaire entre les vecteurs z et t et la variance de la variable z est le carré de
la norme de z soit

Cov(z,t) =< u,v >y et V(z) = |Jul}.

preuve en TD

1.7 Effet d’une transformation linéaire A du nuage des
individus
Soit A une matrice carrée d’ordre p. On note
My ={z1,,zn} avec Vi € [1,n], z; = Ax;.
On obtient ainsi une nouvelle matrice Z dont les lignes sont les 21, - - -, 2, soit

7' = AX' donc Z = X A’.
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Proposition 1.7.1 Le centre de gravité de My affectés des poids p1,- -+, pn noté gz est
9z = Ag.
La matrice de variance de Z noté Var(Z) est

Var(Z) =Var(XA') = AVA'.

preuve : On a
n n
9z = sz'zi = ZPz‘AIz‘ = Ag.
i=1 i=1
On note Z. la matrice centrée
Ze=7 1,97 =XA —1,JdA =Y A,

donc
Var(Z) = ZéDpZC = AY/DPYA' = AV A’

1.8 Inerties

Inertie par rapport a un point

Définition 1.8.1 Soit A un point, l'inertie du nuage M = (x;)1<i<n par rapport au point A
est

n
Ta(M) = " pillzi — A3
i=1
Si A= G le centre de gravité , Ig(M) est appelée inertie totale du nuage :

Ip(M) = Ia(M).

Si l'on suppose que M = diag(my, -+, my) alors

n n P p
Ir(M) = pillwillae =Y pi > mi(yl)> = m; V),
i=1 i=1 j=1 j=1

ol V(y’) représente la variance de y7. L’inertie totale est ainsi la somme pondérée des variances
des variables initiales, elle mesure la dispersion du nuage autour du centre de gravité.

Proposition 1.8.2 théoréeme de Huyghens On a

La(M) = Ir(M) +[|A = G3;.
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preuve :

o = ARy = o —G+G—Al3,
= ||£C1—G||?\4+HG—AH?W+2<£L’i—G,G—A>1\4.

On en déduit que

Iy(M) = Zlh‘”xi—AH?M,
=1

= Y pillei = Gl + D willG = ARy +2 <D pilwi — G),G — A >y,
=1 i=1 i=1

= Ir(M)+]G - Al

Inertie par rapport a un sous-espace affine

Définition 1.8.3 Soit £ un sous-espace affine de IR™ et E le sous-espace vectoriel associé muni
de la métrique M. Soit A un point de £ et B un point de IR"™, la distance de B a & est

dai(B,€) = ||(Id - Pg)(AB)|u,

ou Pg est la projection orthogonale sur E.
On appelle inertie du nuage M = (M;)1<i<n par rapport au sous-espace affine €

Ie(M) =Y pidi (M, €).
=1

Remarque 1.8.4 La définition de dps(B,E) ne dépend pas du point A de E.

Proposition 1.8.5 On a
Te(M) = Ieo (M) + |[(Id — p) (AT)|34

ou Eg est le sous-espace affine passant par G de direction E et A un point de .

preuve

M) = 3 pid, (M8,

i=1

= ZpiH(Id — PE)(IWZ)||27
i=1

- ipin([d — Pp)(AC + G|,
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= D _plld = Pr)(AC)? + 3 pill(1d — Pe)(GAE)) P

+2 < (Id — P)(AQ), zn:pi(Id — Pg)(GM}) >,

— ||(Id = Pp)(AG)|)? + e, (M).

Ce résultat montre que parmi tous les sous-espaces affine paralleéles a F, celui qui possede une
inertie minimale est celui qui passe par le centre de gravité du nuage.

Par la suite, on recherche le ou les sous-espaces affine de dimension k donnée par rapport
auquel(s) le nuage a une inertie minimale : c’est 'objectif de ’ACP.

On voit donc que ces sous-espaces optimaux passent nécessairement par G. C’est la raison
pour laquelle on supposera, en général, par la suite que le tableau X est centré. Si ce n’est pas
le cas, on raisonnera sur Y.

Proposition 1.8.6 On note £ le sous espace affine passant par G et de direction E*, on a
Ip =Ig(M) + Igi (M).

On pose
Je(M) = Ig (M).

Je(M) est Uinertie totale de la projection de M sur &

preuve : On a la relation Pg + Pr1 = Id, d’ou en utilisant Pythagore
Ie(M) + I« (M) = Y pi||(Id = Pe)(GM)|* + Y pill(Id — Ppo)(GEG)|* = Ip.
i=1 i=1
Pour le dernier point, il suffit d’appliquer la définition :

Je(M) = Y pill(Td = Pg)(@RE) P = 3 pill(Pe) (GL)]*
]

Ainsi la recherche de £ qui minimise I¢(M) est équivalent a rechercher £ qui maximise

Je(M).

Inertie par rapport a une droite affine passant par G

Soit €; un vecteur unitaire pour la métrique M de IRP. Soit & la droite affine passant par
G associée & Vect(e1). Puisque pour tout vecteur u de IRP, on a

PVect(el)(u) =< u,€1 > €1.

On en déduit que

Je (M) = 3 pill(Pe)(@AL)
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n
2
= Zpi < Yi €1 >ps

i=1
n
= ZpﬁllMyiyéMﬁl,
i=1
= &¢MV Me.
Décomposition de I’inertie
Proposition 1.8.7 Soit (€1, --,€;) une base orthonormale de E pour la métriqgue M, on
compléte cette base en une base orthonormale de IRP soit (€1,---, €k, €kt1, -, €p) une base

orthonormale de IRP. On a ,
Ieg(M) = Y Je (M),
I=k+1

ot & est la droite affine passant par G de direction Vect(e;).

preuve : On a pour tout vecteur u

k
PE(U) = Z <u,€ >N €,

=1

on en déduit que pour i fixé

I(1d — Pe) G2 = | Y. < GM;. e > all?,

I=k+1
ce qui donne
P
I(Id — Pg)(GM))|P = Y < GMj, e >3y,
I=k+1

et matriciellement ,

I(Id = Pe)(GM))IP = Y eiMyiyiMe.
I=k+1

Par conséquent on obtient par interversion de somme

n p
Ieg(M) = Y pi Y ¢Myy;Me,

=1 I=k+1
4 n
= Z EEMZPiyiyéMﬁl,
I=k+1 =1
p
= Y aMVMe,
I=k+1
p
= Y Jg(M).
I=k+1
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Calcul de l’inertie totale

Proposition 1.8.8 On a
Ir =tr(VM).

preuve : On choisit comme base orthonormale une base constitué de vecteurs propres de
MV soit (ug,---,up), on a

IT = I(RP)L(M),

w; MV Muy,

<
Il
—

I

gl s

I
'M"@

<
Il
i

A

I
'M"@

YR

<
Il
—

= tr(MV)=tr(VM).

On peut aussi raisonner directement : puisque la trace de AB est égal a la trace de BA, on
en déduit

n
Ir = ZPiHyi”?wa
i=1
n
= ) pyiMy;,
1=1
n
= tr()_piiMys),
i=1
n
= Zpitr(yéMyi)a
i=1

n
= Zpitr(Myiyi),
=1
n
= tr(M>_ pjyivi),
=1

= tr(MV)=tr(VM).
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Chapitre 2

Analyse en Composantes
Principales

Soit N' = {=;,7 € I} C IRP un nuage de points de I'espace IR muni de la métrique M.
Chaque point z; est muni de la masse p; > 0 avec Z p; = 1.
iel

2.1 Recherche du meilleur sous-espace de dimension k
représentant N

L’objectif de ’ACP est de rechercher pour un entier k fixé le ou les sous-espaces affine de
dimension k par rapport auquel(s) le nuage a une inertie minimale. D’aprés ce qui précede, on
sait que le meilleur sous-espace &y passe par G le centre de gravité de N'. On peut donc prendre
Porigine en O = G et il est équivalent de rechercher un sous-espace vectoriel Ej, de dimension
k tel que l'inertie In(E}) soit minimal. Comme

It = Ig, + Jg,,

il est équivalent de rechercher Ej tel que Jg, soit maximale.
Le théoreme suivant utilise la remarque suivante : soit F un sous-espace vectoriel de IRP de

dimension k, on considére une base orthonormale (e1,---,€x) de E, on a
k k
Je(N) = Ze;MVMej = Zq(ek),
j=1 j=1

en notant ¢ la forme quadratique associée a VM, matrice M-symétrique.

Proposition 2.1.1 La matrice VM est une matrice M-symétrique, positive. On en déduit
que VM est diagonalisable, que ses wvaleurs propres sont des réels et il existe une base M -
orthonormale (uq,---up) constituée de vecteurs propres de VM associés aux valeurs propres
respectives

M >0, >0

Enfin on a
Vue R, Npllully; < q(u) < Mllullf;-

17
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Preuve : On a pour tout vecteur u et v de IRP :

<u,VMv >y = uMVMo,
= (VMu)' Mwv,
= < VMu,v>).

donc la matrice VM est une matrice M-symétrique. De plus
< VMu,u>py=uMVMu=qy(Mu),

or V en tant que matrice variance covariance est positive donc gy (Mu) est positif. Ainsi la
matrice V M est une matrice M-symétrique, positive. Le reste du théoreme est une application
du théoreme sur les matrices symétriques.

Théoréme 2.1.2 Soit (u1,---up) une base orthonormale de IRP constituée de vecteurs propres
de VM associés aux valeurs propres respectives

AM>A2>- 20, >0,

on pose
Vk € [1,k], Er = Vect(uy,---,ug).

Alors on a

dim Ey, = k,
E1CE2C"'CEPZRP,
et

k
Vk e [Lpl, Jeg, =) A= L, max_ (Jp).
i=1 o n

k

Réciproquement si F' est un sous-espace vectoriel de dimension k tel que Jp = Z)\i, alors
i=1

il existe une base orthonormale (v1,---vy,) constituée de vecteurs propres de VM associé aux

valeurs propres respectives A\y > Ag > --- > A\, > 0, telle que

F = Vect(vy, -+, vg).

Preuve : La premiere partie se démontre par récurrence sur k :
Le résultat est vrai pour k = 1 puisque pour tout vecteur unitaire u, on a

J(Vect(u)) = q(u) < A1 = q(u1) = J(E).

On suppose le résultat vrai pour un entier k¥ < p — 1, Soit F un sous-espace vectoriel de

dimension k£ + 1, on pose
F=EnVect(uy, -, uz)".

Avec la formule de Grassman, on a

p > dim(E + Vect(uy, - - -, ug)’) = dim E + dim Vect(uy, - - -, ug)* — dim F,
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d’ou
dmF>k+14+p—k—p=1.
Ainsi la dimension de F est supérieure ou égale a 1, donc il existe un vecteur unitaire z dans

F, on construit une base orthonormale de E & partir de la famille libre (z) soit (eq,-- -, €k, 2),
on a

J(E) = J(Vect(er,- -, €x)) + q(2).

D’apres ’hypothese de récurrence, on a

k
J(Vect(el, Tty Gk)) < Z)\“
i=1

de plus I'espace Vect(uq, - - - ,up)® est Vect(ug41, -+, up), on en déduit que
q(2) < A1
Par conséquent
k+1
J(E) <> i = J(Ery1)
i=1

La réciproque se démontre aussi par récurrence :
— Le résultat est vrai pour k = 1. En effet soit v un vecteur unitaire tel que g(v) = A;.
Puisque

E)\lEB @ E)\i :]Rp,
AiFEA

ol E), est le sous-espace propre associé a A;, on peut décomposer v en
v = v +w ou vy ek, we @ E)\i.
AiFEN

On a alors
A = q(v) = q(v1) + q(w) = M o1 ||* + g(w).

w = E Q;Uq,

2<i<p, Ai#Eh

Par ailleurs

donc en notant iy le plus petit indice 7 tel que A\; # Aq

gw)=" Y aiX < Nillwl,
2<i<p, Ni#\
d’ot1 'on déduit que
g(w) = M[w][* < A [|w]|*.
Or A, < A1, donc w = 0 ainsi v = v;. Donc v est un vecteur propre unitaire associé a

AL
— On suppose que E est de dimension k + 1 et vérifie

k+1

Jg = Z i
i—1



20

CHAPITRE 2. ANALYSE EN COMPOSANTES PRINCIPALES

alors on reprend le raisonnement précédent : il existe une base orthonormale de E a
partir de la famille libre (2) soit (e1,- -, €k, 2), on a

J(E) = J(Vect(er, -, €ex)) + q(2).
Or on a

k
J(Vect(eq, -+, ex)) < ZAi et q(2) < Apaa-
i=1

Etant donnée 1’égalité, les deux inégalités sont des égalités. En utilisant 'hypothese de
récurrence, la premiére montre que Vect(eq, - -, €x) corresponds & F.
Par ailleurs, le vecteur unitaire z est combinaison linéaire de up41,- -, up

P P
z = E o;u; et E oz?:l.
i=k+1 i=k+1

La deuxiéme égalité donne donc

p

2
> X = A
i=k+1

Soit g le plus petit indice supérieur a k + 1 tel que \; < Ag41, on a

t0—1 14 P
2 2 2
)\k+1 E oy + E )\iai = )\k+1 E Qg
i=k+1 =10 i=k+1

d’ou

p p
E 2 E 2
i=ig i=1g
p

puisque A; < g1, U'égalité n’est possible que si Z af = 0. Ainsi z est dans E}y, .

i=io

On peut introduire les définition suivantes :
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Définition 2.1.3 Soit (uy,---u,) une base orthonormale de vecteurs propres de VM associé

auz valeurs propres respectives
)\12/\222/\1720,

pour tout entier 1 < a < p,

— laze Vect(u,) est appelé le aieme aze factoriel du nuage de points N.

— o = Muy, est appelé le aieme facteur,

— Vie[l,n], Yia=<Yita >m=Y.Mus = yipa est Uabscisse de la projection de y; sur

Vect(uq,) -
wl,a
Yo = =Y o =Y Mu, est appelée a iéme composante principale.
wn,a
— le tauz d’inertie expliquée par le aiéme axe factoriel, noté 1., est la quantité
Ao Ao
T, — — =
Ai

i=1

— le tauz d’inertie expliquée par E,,, noté Ty...., est la quantité

A+ 4 A @
Teax — 7[T = ;Tz

2.2 Représentations des individus

Proposition 2.2.1 Si la matrice V est de rang r, alors le nuage N centré a pour support
E, = Vect(uy, -, u,).

Preuve : En effet V et VM ont méme rang puisque M est inversible. Donc les valeurs
propres Ary1,- -, Ap sont nulles. Or si un axe factoriel est trivial c’est-a-dire associé a une valeur

propre nulle alors le nuage N est inclus dans ’hyperplan orthogonal & cet axe.

Ainsi lorsque V est de rang r, un individu ¢ a p — r coordonnées nulles donc est caractérisé
par r valeurs v 1, - -,%;, au lieu des p coordonnées initiales dans la base canonique.

Si le taux 71,2 est proche de 1, on visualise le nuage A dans le plan Vect(uq,usz), noté plan
1 x 2. Sinon on complete cette représentation par les projections sur les plans 1 x 3, 2 x 3, voire
si 1,23 est trop faible, sur les plans 1 x 4, 2 x 4, etc.

Définition 2.2.2 Qualité de représentation La qualité de la représentation de l’individu i

sur E}. est
QLT (y;, Ey) = COSQ(QLEIC),

ot 0; g, est U'angle entre y; et Ey.
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Proposition 2.2.3 On a

k

k
QLT (yi, Ex) = Z QLT (y;, Vect(uq)) Z

a=1

IIyZHM

Preuve : On note II la projection orthogonale sur Ef, on a
k
H(yz) = Z < Yiy Uq > Uq,

a=1

cos2(0; _ Yi II(y:) ? £
”“E’f>‘(< Tl TG ) 2 Tl

donc

Plus ce facteur de qualité se rapproche de 1, mieux est représenté I'individu 7. S’il vaut 1,

alors y; est dans EY.
On note parfois sur les listings, COR,(i) pour désigner 1000 x cos (gi,Vect(ua)) et aussi

QLTg, (i) = 1000 x cos®(0; g, )-

2.3 Représentation des variables

Les variables y’ sont représentés par les vecteurs de 'espace IR" muni de la métrique D,,.
Pour cette métrique, la norme d’un vecteur est I’écart-type de la variable et le produit scalaire
entre deux vecteurs est la covariance entre les deux variables. La composante principale 9, est
un vecteur de R".

On suppose que r est le rang de V.

Proposition 2.3.1

2 | A sia=p,
V(a,ﬁ) € Hlap]] , < djaawﬁ >Dp— { 0 si o 75 ﬁ
On pose
Va € [1,r], ve = Vo .
VAa
On en déduit que pour tout 1 < k < r, (vi,---,v;) est une base D,-orthonormale de
Vect(vy, -+, vg) = F.
En particulier Vect(vy,---,v,) est une base orthonormale de Vect(y!,---,y?) =ImY, la aieme

coordonnée de y’ est donnée par

. Yo
,C‘l =< jv > '
n; Yy \/E D,
On a
Ui
=1 | = Vaua et nall2r = A
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Preuve On a

<%Ya,¥s >p, = VoDpip,

= u,MY'D,Y Mug,
un, MV Mug,
= /\5 < Uq,UB >M -

D’ou le premier résultat. Puis on a

« 1 i’ /
’[7] = \/Ey] DpY Mua

donc

1
T]a = \/?Y/DPYMUOC =\ )\aua-

Définition 2.3.2 Qualité de représentation La qualité de la représentation de la variable
Yy sur F, = Vect(vy, -, vg), avec 1 <k <7t est

QLT (y’, Fi) = cos*(0;,r,),

ot 0 F, est langle entre yJ et Fy,.

Proposition 2.3.3 On a

k i k
QLT (y, Fy) = Z QLT (y?, Vect(vy)) Z Tl JH Vo >D era

a=1 a=1 a=1

ot ;.o désigne la correlation entre y? et v, puisque ces deux variables sont centrées.

2.4 Décompositions de I’'inertie

2.4.1 Deécomposition de ’inertie selon les individus

Puisque l'inertie totale I est égale a la somme des valeurs propres et comme chaque valeur
propre A, est le carré de la norme de la composante principale associée v, pour la métrique

D,, on a

I =3 A= ltalb, =D > pi(thia)
a=1 a=1 a=11=1

On en déduit la définition suivante :
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Définition 2.4.1 Contribution relative
La contribution relative de l'individu y; a l'inertie de 'axe o est

. . 2 . . 2
CTRO((Z) _ pz(< yu)\ua >J\4) _ pz(fz,a) ’

De méme la contribution relative de l'aze o a linertie de l'individu y; est

COR,(i) = 75%7“)2 = cos”(0;,a),

Z("/}k,a)2

k=1

ot 8; o est 'angle entre y; et u,.

Sur les listings, CT R, (i) et COR, (i) sont souvent multipliés par 1000.

2.4.2 Décomposition de l’inertie selon les variables

On suppose que la matrice M est diagonale :
M = diag(ma,---,mp) ol les réels m;, 1 < j < p, sont strictement positifs..

Puisque l'inertie totale I est égale a la somme des valeurs propres et comme chaque valeur
propre A, est le carré de la norme de 7, pour la métrique M, on a

T T T P
Ir =Y Aa=Y_Inh = DD mi(nf)>.
a=1 a=1

a=1j=1

On en déduit la définition suivante :

Définition 2.4.2 Contribution relative
La contribution relative de la variable y? o linertie de laze o est

i 2
mj(< Y, va >Dp) — mau?
/\a - 7%,

De méme la contribution relative de l'aze oo & linertie de la variable i’ est

CTR.(j) =

CORoc(j) = T’?,a = COSQ(ej,Ot>7

ot 0. est Uangle entre Y et vg.

Sur les listings, CTR,(j) et COR,(j) sont souvent multipliés par 1000.
P
Pour tout 1 < a < p, le vecteur u,, est unitaire pour la métrique M donc iju;a =1,

Jj=1
soit
P
Ao = E Aamiu?
« « 7 ]7(1'
j=1

On retrouve les formules de contributions relatives pour une variable y7.
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2.4.3 Eléments supplémentaires

Observation douteuse, élément aberrant, cas nouveau, centre de gravité d’un groupe ("homme”,
"femme” ), éléments de nature différente ( opinion/CSP).

Individu supplémentaire : tout individu y, de IRP n’ayant pas participé a ’analyse. L’abscisse
s o de sa projection sur Vect(u,)vérifie

ws,oz = yS,MU’a'

S
donnant un poids nul a s. En effet dans ce cas, les seuls points ayant une inertie non nulle sont

les z; pour 1 <i <n.
Exercice : Montrer que l'on a

I1 est clair que 15, s’obtient en effectuant I’analyse factorielle du tableau X; = (f) et en

1 n
ws,a = )\7 Zws,ipiwi,a avec Ws ; =< Ysr Yy >M -
@ i=1

variable supplémentaire : toute variable z® de IR™ n’ayant pas participé a ’analyse pourra
étre représentée par ses projections sur les nouveaux axes v,, on note y° la variable centrée

« S dja
=< y®, = >ur.
s Yy oW M

2.5 Analyse en composantes principales

La recherche des axes factoriels, facteurs, composantes principales d’'un nuage de points dans
IRP muni de la métrique M s’appelle Analyse en Composantes Principales (ACP).

2.5.1 ACP sur matrice variance

On suppose que

1
M=1,et D, =—1I,.
n

Dans ce cas, la matrice VM est la matrice de variance-covariance.

On effectue souvent la représentation des variables dans le cercle de corrélations c’est-a-dire
au lieu de représenter les variables selon leurs covariances avec les facteurs, on les représente
par leurs corrélations avec les facteurs.

Si dans un plan, une variable est sur le cercle de corrélations, alors elle parfaitement
représentée, donc expliquée, par les deux facteurs associés.

2.5.2 ACP sur matrice de corrélation ou ACP normée

En divisant chaque variable par son écart-type, on obtient un nouveau tableau Z dont les
variables sont toutes centrées et réduites. On a

1 1
U171 ’\/@

Dans ce cas, la matrice Z'D,Z est la matrice de corrélations. On réalise PACP sur Z avec
M = I,. L’inertie totale du nuage est alors égal a p, le nombre de variables.

Z =YA ou. A = diag(

).
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On obtient le méme résultat en réalisant une ACP sur Y avec
1 1
M = A? = diag(—,---, —).

V11 Upp

Dans ce cas, on diagonalise VM =Y'D,Y M. Soit u, un axe factoriel associé & la valeur propre
Ao, ON &
Z'D,Z = AVA.

Donc
Z'DpZAug = AVMug = Ao Aug,

ainsi Au,, est un axe factoriel dans analyse de Z associé a la valeur propre A,. Les composantes
principales des deux analyses sont égales car

ZAuy, =Y Mu,,.

2.6 Analyse factorielle d’un systeme de points munis de
poids et de distances
On considere un systeme de points M;, ¢ € I, munis de poids p; dans un espace affine. On

identifie les points M; a leurs vecteurs de coordonnées x; dans un espace euclidien muni de la
métrique M.

Théoréme 2.6.1 La représentation du nuage Nx des x; affectés des poids p; dans le systéme
des azes factoriels ne dépend que des poids p; et des distances entre M; et M; ot

d*(M;, M) = ||z — 2|3

preuve Soit ¥, la composante principale associée au cieme axe factoriel, on a
YMY'Dpthe = Aata, o Y est le tableau centré associé a X.

Il est clair que
lly: — %’H?M = [lz; — l’z"”?u-

Pour démontrer le résultat, il suffit de prouver que la matrice Y MY’ D, ne dépend que des
poids p; et des distances d?(M;, M) et méme que Y MY’ ne dépend que des poids p; et des
distances d?(M;, M) = d(i,i') . La matrice Y MY" est la matrice de Gram associée a la famille
de vecteurs (y;)1<i<n qui vérifie

n
Zpiyi =0.
i=1

On pose
Vie[1,n], d(i)=> pud(i,i), etd(,-) = pid(,i).
=1 i=1
On a la premiere relation

. 2 -1
V(i) € [Lnl" <oy >n= —(lvi = vollar = lwillar = lywll30).
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On somme de i = 1 & n en pondérant par p;; d’olt
1

0= i(d(',i) = llyillis = Ir) = lwilis = d(,0) = Ir,

n
ou Ir est I'inertie totale : I = ZPJH%H?W
i=1
Puis on somme de ¢ = 1 a n en pondérant par p; d’oll

0= 5(d() —2Ir).

De cette derniere relation, on déduit que

1
IT - id(, )
Par conséquent
-1
V(i,i/) € Hlanﬂ2a < Yi,Yir >M= 7(d(2,l/) - d(a Z) + IT - d(a i/) + IT)a

2

donc
V(i,il) € ﬂlanﬂ2v < Yi,Yir >M= 7(d(ivi/) - d(%i) - d('ai/) + d('v ))

2.7 Approche SVD

2.7.1 Introduction

Soit X un tableau n — p et Y le tableau centré. On considere les métriques
D, = diag(p1,---,pn) et M = diag(mq,---,myp).

On exprime l'inertie totale a ’aide de la norme de Frobénius sur les matrices
n p
VA € Myp(R), |AlF =tr(AA) =" "d.
i=1 j=1

On en déduit donc que

n n p
It = ZZ%H%H?M = ZZpimj(yf»)z,
i=1

i=1 j=1

soit
Iy = ||Dy/?Y M*/?|]3,.

Soit 7 le rang de Y, soit 1 < k < r, le probleme de 'ACP est de déterminer un sous-espace
vectoriel E de dimension inférieure ou égale a k tel que l'inertie totale du nuage Y projeté
orthogonalement sur F soit maximale. Or ce probleme est équivalent a rechercher une matrice
B de rang inférieur & k qui approche le mieux D;/ 2y M1/2 au sens de la norme de Frobenius,
c’est-a-dire en notant Pg la projection orthogonale sur F

max Ir(Pp(Y))= min Ir(Y — Pp(Y))= min |DY*YM'? - B|p.
dimE<k dimE<k rangB<k
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On a alors £ =Im B'.
En effet la matrice Pr(Y') est la matrice dont la iéme ligne est la projection de y; sur E.
Ainsi toutes les lignes sont dans E donc le rang de Pg(Y) est inférieur & la dimension de E

soit k. De plus les matrices Dy/? et M1/2 sont inversibles, donc Dy/>Pp(Y)MY/? est de rang
inférieur a k. Ainsi

Jin, Ir(Y=Pp(Y)) = min DY M'2=D2Pe(Y)M2} = min DY M2 =B||r.

Réciproquement, soit B une matrice de rang inférieur & k, on considere la matrice By telle

que B = D)/?B; M2, On pose E = Im B,. Puisque

vie [Ln], llyi —bill3s = llyi — el
on en déduit que
D2 = BOM'2||p = | D/*Y M2 = Bl > ||D/2Y M2 — D2 Pp(Y) M2 .
Ainsi il y a égalité

. 1/2 1/2 _ pl/2 /212 _ : 1/2 1/2
di%nSkHDp Y M D)2 Pp(Y )M |3, ngglgknpp Y M BlF.

Ce probleme d’approximation d’une matrice par une matrice de rang inférieur est résolu par
la décomposition SVD. Nous rappelons cette décomposition démontrée en annexe :

Théoréme 2.7.1 SVD Soit Y une matrice de format n X p a coefficients réels. On note r le
rang de Y, r < s = min(n,p). Les espaces IR"™ et IRP sont munis d’une structure euclidienne
canonique. Alors il existe

1. (u1,- -, up) une base orthonormale de IR",

2. (v1,---,vp) une base orthonormale de IRP,

3. r réels positifs : 01 > 09> -+ >0, >0,
tel que

r

!/

Y = E O;UV;.
i=1

Les 1 réels o; sont uniques. On les appelle valeurs singuliéres de 'Y .
Matriciellement, on pose

U=luy,-,u] eeV=]vy, -+,v:], ¥=Diag(oy,--,0,),
L’équation précédente s’écrit

Y =USV/,

ou encore on peut poser
U= [ulv"'yun] etV = [Ulf"avn]v

et X est une matrice n X p dont les coefficients diagonaux sont des réels positifs ou nuls et
tous les autres sont nuls. Les termes diagonauzr de X sont rangés par ordre décroissant . Les
matrices U et V sont deux matrices orthogonales d’ordre respectif n et p (U'U =UU’ = I, et
Vv =VvV'vVv=1I,)

Dans les deux cas, la matrice 2 est unique.
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2.7.2 Approximation par une matrice de rang inférieur

Etant donné une matrice Y de format n x p, de rang r, on cherche a approcher Y par une
matrice Yy de rang inférieur ou égal a k. On utilise dans ce théoreme la norme euclidienne
canonique.

Proposition 2.7.2 Soit Y une matrice de format n — p, de rang r, on a
s
Y =U3V' = Zoiuivg.
i=1

Soit k un entier non nul inférieur ou égal a r, on pose

k
Yk: E O’Z'ui'l)g.
i=1

On a alors

k r
min IY = Blle =Y = owvi|r= > o}
BeMy p(R),rang(B)<k P Pt

Y:. est ainsi la meilleure approzimation de Y par une matrice de rang inférieur ou égal a k.

preuve :

1. soit U et V des matrices orthogonales d’ordre respectifs p et n, on a pour toute matrice
A de format n —p
IVA|F = [|AU|[r = [ Al .

en effet
HVAH% =tr(AV'VA) =tr(A'A) = ||A||2F

et
|AU||% = tr(U'A’AU) = tr(A’A) = ||A||%.

2. On en déduit que

k
Y = iuiv)l|p =
=1

en effet en posant S = diag(0,---,0,0k41, "+, 0p)

T
1> o),

i=k+1
1USV'|[%,
(B
= tr(S9),

T
_ 2
= E o;.

i=k+1

k
Y =" oouvi]7
=1
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3. Soit B une matrice de M,, ,(IR) de rang inférieur ou égal & k. On a

Y = Blr =% - V'BU|F.

En effet
Y = Bllr = |VEU' - Bllr,
= |V(E=V'BUU||r,
= |E-V'BU|lr,
= > (oi = (V'BU)u)*+ > _(V'BU); + Y (V'BU);.
i=1 i#j i=r+1

On en déduit que pour réaliser le minimum, V' BU est diagonale de rang k et annule les
k plus grandes valeurs de o;.

Ce résultat peut s’étendre a d’autres normes de matrices.

Proposition 2.7.3 Soit Y une matrice de format n —p, de rang r, on a
T
Y =USV' =) o],
i=1

Soit k un entier non nul inférieur ou €gal a v, on pose

k
Yk: E O'Z"U,ﬂ};.
i=1

On a alors
k

i Y = Blla =Y =) oiuvjlla = .
et By 1Y Bl =Y = Sl = o
ou
Al = sup (JJ[AX]]) et | X|| est la norme euclidienne canonique.
| X|=

Y:. est ainsi la meilleure approzimation de Y par une matrice de rang inférieur ou égal a k.

preuve :
1. On a
k T
Y = owvilla =1 D> omwvila,
i=1 i=k+1

soit © € IRP de norme 1, on a

T

T T
1Y cwvjala =1 Y oivjzuilla = | > o?(w)? < oz = oxpa

i=k+1 i=k+1 i=k+1
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Cette valeur est atteinte pour x = vi41 donc

k
||Y — ZO’((@U;HQ = Ok+1-

i=1

2. Soit B une matrice quelconque de M,, ,(IR) de rang inférieur ou égal a k.

(a) En utilisant le théoréme du rang, on a

dimKer B > p — k.

(b) Puisque
p > dim(Ker B + Vect(vy, -+, Up4+1)) =

dim Ker B + dim Vect(vy, - - -, vp41) — dim(Ker B ﬂVect(vl, Ce L Uk1)),

donc
dim(KerBﬂVect(vl, <o Upy1)) > dimKerB—p+k+1>1,
on en déduit que Ker B[ Vect(vy,---,vk11) n'est pas réduit au vecteur nul.
(¢) Soit w un vecteur unitaire de Ker B N Vect(vq, -+, vg+1), on a
I(Y = Bywl* = [Ywl|2,
T
= 1> ounjwl?,
i=1
k+1
= | siwvjw|?,
i=1
k+1
= Z 01’2 (’Ugw)g,
i=1
k+1
> ofg ) (vw),
i=1
2 ‘71%+1-
Ainsi

Y — Bll2 > o1

2.7.3 Application a PACP

Etant donné un tableau de donnée X de format n X p, on commence par centrer ce tableau
comme dans ’ACP, on obtient la matrice Y. On commence par étudier la cas d’'une ACP sur
matrice variance ¢’est-a-dire M = I, et D, = L1,,.

D’apres la décomposition SVD de Y, sir est le rang de Y, il existe deux matrices orthogonales
F et U de formats respectifs n et p et r réels positifs oy > --- > o, > 0 tels que

Y = FXU’,

ou X est une matrice de format n — p, vérifiant
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. o, sil<i=j53<r
V(Z,J) € [[lan]] X [[]-»p]]v Eivj = { 0 sinon

Les axes factoriels sont obtenus en diagonalisant la matrice VM =V, or on a

1 1
VM =V =Y'D,Y = ~Y'Y = ~U diag(c?) U’
n n !

On en déduit que les axes factoriels sont les vecteurs colonnes de U et les valeurs propres
152 Pour les composantes principales, on diagonalise
n 1

1 1
YMY'D, = ~YY' = —F diag(c}) F'.
n n

Ainsi la composante principale associé a ’axe « 1, est colinéaire a la aeéme colonne de F' notée
Lo o s
F,. De plus la norme de 9, pour la métrique D,, est e onen déduit que

1% = UaFa-

Dans le cas plus général ou M n’est pas 'identité et D, n’est pas une matrice scalaire, on
suppose que M est une matrice diagonale : M = diag(mq,---,my) et D, = diag(p1,---,Pn)-
On se ramene au cas précédent de la maniere suivante

— on transforme Y en Z = D;/2YM1/2.
— on applique la décomposition SVD a Z d’ou

7 = FyXU,

— puis on revient sur Y
Y = D' PRS(MPU,) = FYU'.

On peut conclure comme précédemment que
VM = Udiag(c?)U’' M.

Or on a
U'MU = UM~ 2PMM ™20y = Uyl = 1,.

Ce qui signifie que les vecteurs colonnes de U : uq,---,u, forment une base orthonormale
de IRP muni de la métrique M . Ainsi puisque

VM = Udiag(c?)U ™",

uq, - -+, up sont les p axes factoriels associées respectivement aux valeurs propres 02,--,02,0,---,0
ou r est le rang de Y.
De méme les vecteurs colonnes de F : Fi,---, F, forment une base orthonormale de IR™

muni de la métrique D,, constitués de vecteurs propres de YMY'D,. La composante principale
associée a l'axe u; est
¥ = o Fy.

2.7.4 Exemple

On considere le tableau de données suivant :
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DO W N =
(=23 I B VS I SURN B O e
i W | Oo O |<
olrRrINM|IN|IR|O|N

associé aux résultats de trois variables x, y et z mesurées sur un échantillon I de six individus.
On suppose que chaque individu ¢ de I (1 < ¢ < 6) est muni de la masse 1/6 et M = I5.
On note X le tableau associé. Le tableau centré est

-25 25 -1
—1.5 1.5 0
-05 0.5 1
Y= 05 —05 1
1.5 —-15 0

25 =25 -1
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On applique la décomposition SVD a la matrice D;/ %y = LGY, on ne donne que les trois
premieres colonnes de U et de V puisque le rang r de Y ne peut dépasser 3 :

—0.5976143
—0.3585686
1 —0.1195229

V6 0.1195229
0.3585686
0.5976143

7.071068e — 01
x | —7.071068e — 01
4.596760e — 17

Donc

—0.5976143

—0.3585686

—0.1195229
0.1195229
0.3585686
0.5976143

—5.000000e — 01
0.000000e + 00
5.000000e — 01
5.000000e — 01
2.775558e — 17

—5.000000e — 01

—5.000000e — 01
0.000000e + 00
5.000000e — 01
5.000000e — 01
2.775558¢ — 17

—5.000000e — 01

7.071068¢ — 01

x | —=7.071068e — 01
4.596760e — 17

—1.424533e — 16
—7.744525e — 17
1.000000e + 00

—1.424533e — 16
—7.744525e — 17
1.000000e +- 00

—0.6210748
0.2975208
—0.3769329
—0.4863153
—0.2975208
—0.2421734

—0.6210748
0.2975208
—0.3769329
—0.4863153
—0.2975208
—0.2421734

2.415229

0
0

2.415229

0
0

0
8.164966e — 01
0

/

—7.071068¢ — 01
—7.071068e — 01
—1.554917e — 16

0

8.164966¢ — 01

0

!/

—7.071068e — 01
—7.071068e — 01
—1.554917e — 16

0
0
1.470706e — 16

0
0

1.470706e — 16

Les valeurs propres sont alors les carrés des termes de la diagonale, les axes factoriels sont
donnés par les colonnes de U et les composantes principales se déduisent des colonnes de F'. Dans
le tableau ci-dessous, on donne les valeurs propres, puis les axes factoriels, puis les composantes

principales :

A1

A2

A3

5.833333e4-00

6.666667e-01

2.664535e-15

7.071068e-01
-7.071068e-01
4.596760e-17

-1.424533e-16
-7.744525e-17
1.000000e+-00

-7.071068e-01
-7.071068e-01
-1.554917e-16

-3.5355339
-2.1213203
-0.7071068
0.7071068
2.1213203
3.5355339

-1.000000e+-00
0.000000e+00
1.000000e+-00
1.000000e4-00

5.551115e-17

-1.000000e+00

-2.237410e-16

1.071813e-16
-1.357893e-16
-1.751941e-16
-1.071813e-16
-8.724248e-17

Ces résultats ont été obtenus en utilisant la commande svd de R

Programme en R.

> X=matrix(c(1,2,3,4,5,6,6,5,4,3,2,1,0,1,2,2,1,0),6,3)
> moy=apply (X,MARGIN=2,mean)
> Y=1/sqrt (6)* (X-t (moy\%*\/matrix(c(1,1,1,1,1,1),1,6)))

> s=svd(Y)



Chapitre 3

Analyse Factorielle des
Correspondances

3.1 Introduction

L’analyse Factorielle des Correspondances (AFC) a été introduite pour analyser les tableaux
de contingence. Un tableau de contingence croise les ensembles I et J de deux variables quali-
tatives X et Y. Un tel tableau peut se noter kr; et a alors pour terme général le nombre k(i, 5)
d’individus qui ont pris simultanément la modalité ¢ pour la variable X et la modalité j pour
la variable Y.

I’AFC consiste a effectuer deux ACP, 'une sur le tableau des profils lignes, ’autre sur celui
des profils colonnes de kj ;.

I’AFC peut étre appliquée a des tableaux de nombres positifs de types divers : tableaux de
contingence, tableaux homogenes de nombres positifs, tableaux d’échanges, tableau de rangs,
tableaux de présence /absence, tableau disjonctifs complets,....

3.2 Définition des nuages étudiés par 'AFC

3.2.1 Notations

On étudie deux variables qualitatives X et Y, X a p modalités et Y g modalités. Le tableau
de contingence kr; est une matrice de format p x ¢. On pose I = {1,---p} = [1,p] et J =

{L"'Q} = [[1,(]]].

On note

kr = (k(i,-))ier € R? avec k(i,) = Y _k(i, ),
kg = (k( J)jes € R avee k(,J) = 3 k(i ),

k= k(i, 7).

q
— 1

P

j=11

On transforme les effectifs en fréquences : on obtient un nouveau tableau Fr; ou F' de
terme courant o
k(i, §)

k

V(L]) cl x J, fi,j =

35
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On a les lois marginales :

fr = (fi.)icr € IRP avec f;. = Zfi,j = @7
=1

() ‘ Ny k)
fJ*(fJ)JEJG]R avec f'j*Zfz,j* k-
i=1

f1 est la loi marginale sur I et f; sur J. Ainsi f7 et f; sont des distributions de probabilités
donc
D)WL WA WA
iel jeJ il jed
On peut aussi introduire la loi conditionnelle sur I sachant j appelé profil de la colonne j :
fIJ = (fij)iel,jGJ avec fzj =22 =

f'j k(a])7

Ainsi f{ est une matrice de format p x ¢ et ff est le jiéme vecteur colonne de IRP.
De méme on a la loi conditionnelle sur J sachant ¢ appelé profil de la ligne 7 :

; i ,] k ia ]
f§ = (f;‘)iELjEJ avec f]l = ];J = k((l ]))’

Ainsi f} est une matrice de format ¢ x p et f% est le itme vecteur de IR.
Puisque f] et ff] sont des distributions de probabilités, on a

D A= h=1

iel jeJ

S’il n’y a pas d’ambiguité, on note f; pour f;., f; pour f;, k(i) pour k(i,-) et k(j) pour
On suppose qu’aucune ligne ou colonne de Ky ; n’est nulle. Donc f; et f; sont non nulles
et f] et f; sont bien définies.

3.2.2 Nuages et métriques

L’AFC consiste a effectuer deux ACP sur deux nuages différents mais présentant une certaine
symétrie. On note

DfI = Diag(fi)ief S MP(IR) et DfJ = Diag(fj)jeJ S Mq(B)

On a
D} ' = Diag(1/fi)icr = D1y, et D7 = Diag(1/f;)jes = D1y,

On dit que Dy /4, (respectivement Dy ) est la métrique du chi-deux de centre fr (respec-
tivement f).
On considere les nuages suivants :
— NJ) = {f},j € J}, appelé nuage des profils colonnes, ou chaque point f{ de IRP
est muni du poids f; et IRP est muni de la métrique Dy, .
— N(I) ={f%,i € I}, appelé nuage des profils lignes, ol chaque point fi de IR? est
muni du poids f; et JR? est muni de la métrique Dy, .
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On note

F1 :fI]: (f]17af;1) et F2 :f§: (f}77f5))
F} est le tableau des profils colonnes et Fy des profils lignes. On peut remarquer que Fy et F
sont les matrices correspondantes a X.

Proposition 3.2.1 On a
F1 = FDl/f] et F2 = FIDl/fI.

On en déduit que le rang de F' est égal au rang de Fy et a celui de Fo.

preuve : Les matrices Dy,y, et Dy /g, sont inversibles d’ou le résultat.

3.3 Nuage N (J)
3.3.1 Support

Puisque 'on a pour tout j € J

o=,

iel
on en déduit que tous les points du nuage N'(J) sont dans ’hyperplan affine de IR? d’équation

in:l'

iel

3.3.2 Centre de gravité

Proposition 3.3.1 Le centre de gravité du nuage N'(J) est fr.
Le support du nuage N(J) est inclus dans Uhyperplan affine passant par fr et D, ¢, -orthogonal

a fr.

preuve : En effet soit G ce centre de gravité, on a
Gr = f{Ds,1,=F1, = fr.

Par ailleurs _ _ _
<[fr—fr.f1 >p,,,,= (fi = f1)'Diyy, fr = (fi = f1)'1, = 0.

3.3.3 Effet du non centrage

On effectue une ACP sur la matrice Fy avec les métriques M = Dy/5, et D, = Dy,. Le
centre de gravité des individus pondérés par D), est f, et la matrice de variance V est

V = (F\ — f11,) Dy, (F\ — f11,)" = FiDy, F{ — f1f7.

Le support de N'(J) est inclus dans I'hyperplan affine d’équation Z x; = 1, ce qui se traduit
icl
par 1€
Fi1,=1,.
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Proposition 3.3.2 La matricc VM = VD, et la matrice FyDy, F{Dy s, ont les mémes
vecteurs propres et

Spectre(VDyp,) = {Ap =0 < Ap_1--- < M} et Spectre(VDyyp,) = {1, \p—1,---, A1}

preuve : En effet on a
FiDy, FIDyyg, fr = F1Dy, F{1, = FiDy, 14 = f1, et frfiDijs, fr = fifilp, = fr.

On en déduit que fr est un vecteur propre associé¢ a la matrice VD¢ et a la matrice
F1 Dy, F{ Dy, avec les valeurs propres 0 et 1 respectivement. Comme ces matrices représentent
des endomorphismes D, /f,-symétriques, I'orthogonal de Vect(f7) est stable pour ces deux ma-
trices. Or soit u un vecteur de Vect(fr)+, on a

f1fiD1ypu =< fr,u >p,,, fi=0.
Ainsi

Vu € Vect(fr)*, VDy/pu= Fi1Dg,F{Dyy,u,

par conséquent la restriction & Vect(f7)* des endomorphismes représentés par VD /f; et par
F1Dy,F{ Dy, sont identiques donc les deux matrices ont mémes valeurs propres et méme
vecteurs propres.

On en déduit que pour obtenir les axes factoriels de ’ACP, le centrage n’est pas nécéssaire.
Pour le calcul des composantes principales, il n’est pas nécessaire de centrer non plus :

Soit u; un axe factoriel orthogonal & f7, la composante principale 1) associée a 1'axe uy est

Vi€ d, =< (fi — f1),ur >=< f}ur > .

A T'axe factoriel trivial f, on associe la composante triviale ¢, = F{Dy ¢, fr = 14.



3.3. NUAGE N(J)

3.3.4 Axes Factoriels, facteurs et composantes principales

39

Proposition 3.3.3 L’ACP du nuage N (J) consiste d diagonaliser Fy Fy.
Les azes factoriels sont solutions de

FlFQU% = )\au‘;‘7
< u(},u? >D1/f1: (504’5,
<uf, f1 >p,,;,=0.

Les facteurs !, sont solutions de
F2/F1/30£¢ = Aa@év

< @éa@é >DfI: 6a,5a
< QD(II, 17 >Df1: 0.

Les composantes principales 1) sont solutions de

F1/F21/}] = /\oﬂ/}
< Y2, V% >, = Mada,
<'(/Ja71J >Df =0.

Toutes les valeurs propres A, sont positives et inférieures a 1.

preuve : Pour trouver les axes factoriels, on diagonalise
F\Dg,F{Dyy,,
or F1 = FDyz,,0ona
FiDg, F{Dy)y, = F1Dy, Dy, F'Dyygp = Fi F.
Les facteurs sont vecteurs propres de MV sans avoir besoin de centrer donc la matrice
Dy s, Fi1Dy, F| = FyF| puisque Fy = F'Dy 5, .
Enfin les composantes principales sont vecteurs propres de
F{Dy)y, F1Dy, = F{F;.

Enfin les valeurs propres sont positives. De plus le terme courant (j, k) de F|F} est

p
S
=1

donc I'égalité FyFi1p = A devient

SN fiablk) = M),

k=11=1
en notant ¥(jo) la plus grande coordonnée de 1, on a

q

SZZfJfkwjo = 9 (jo),

k=1 1:1=1
on en déduit que 0 < A < 1.
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3.4 Le nuage N(I)

L’étude de N (I) se déduit de celle de N'(J) en intervertissant les roles de I et de J. Ainsi le
centre de gravité de N'(I) est f;, le support de N'(I) est inclus dans ’hyperplan affine d’équation
Z x; = 1. On échange F; et F, donc pour trouver les axes factoriels on diagonalise F»F1, les
jeJ
facteurs, on diagonalise F]F} et les composantes principales, on diagonalise F3F]. On a donc

Proposition 3.4.1 L’ACP du nuage N'(I) consiste a diagonaliser F5F;.
Les axes factoriels sont solutions de

FQF{LL? = )\auﬁ,
< u?,uﬁ >D1/f‘]: (504”3,
< U?,fj >D1/fJ: 0.

Les facteurs ;! sont solutions de

F{Féjw;i]: Ao
< PasPs >0y, = a8,
< goi 1y >D‘f‘]: 0.

Les composantes principales L sont solutions de
FyFsL = A,
< wéﬂbé >DfI: )‘a(;a,ﬁ7

<YL, 11 >p, = 0.

Toutes les valeurs propres A, sont positives et inférieures a 1.

La proposition suivante établit des relations entre les deux ACP :

Proposition 3.4.2 Formules de transition,

On a
Yl = Flol = Va9l et YL = Fpl = Vapl.

Ces relations sont appelées relations ou formules de transition.

preuve : Soit A, une valeur propre non nulle de F}F}
FyF(¢5 = Aa¥e

en multipliant par FJ, on obtient que F]¢’ est non nul et est donc un vecteur propre de Fj Fy.
On normalise ce vecteur propre, pour cela on calcule sa norme

[Paralk e, FiDg, Flol,
oL FFi o,

ey Dy, FFlpl,
Aallkl?,

-
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1
7 i . . 1R Rl LN
Par conséquent TFl ., est un vecteur propre unitaire de FY F; associé a la valeur propre A,.

(0%
De plus soit k£ et [ deux indices distincts, on a

F1/90£ Fllgpll 1 1 v I
<—=,—=> = ——=¢,'F1Ds Fly;,
VA VA VAN TR
L
= "Dy, D1/y, FDy/y, F'ef,
VAN k1) fr /£8P
L
= "Dy, F3Fl g},
mgpk frt'2 190l
= 0.
On note r le nombre de valeurs propres non nulles de F, F|, c’est-a~dire le rang de F; Fy. Ainsi
'image par F{ de la base orthonormale (¢f, -+, ol ol | -+, goé) de IRP muni de la métrique
Dy, donne une famille orthogonale que ’on peut normaliser soit (Ij}//\%{ RN IT}/;I ), ce qui donne

une famille orthonormale de IRY muni de la métrique Dy, constituée de vecteurs propres de
On en déduit que le rang de F|F} est supérieure & r. Par symétrie entre les deux analyses,

on en déduit que F|Fj et F3F] ont méme rang et donc les mémes valeurs propres non nulles.
Par conséquent pour toute valeur propre non nulle, on a

Ff‘ﬂi =V Aa@ia

d’ott les formules de transition.
Pour une valeur propre nulle, A\, = 0, le calcul de la norme de Fj¢?, montre que

F{(pi =0.
Les formules de transition sont encore satisfaites.

Remarque 3.4.3 I existe diverses formulations des relations de transition. Par exemple si la
valeur propre A, est non nulle, on peut écrire

1

T Five

vl =

On en déduit

) 1 o
Vied, ¢l =—=>Y flv
Aa iel

De méme en inversant i et j, on a aussi

viel vh= o= fiul.

> jed
On a aussi les méme relations de transition pour les facteurs.

Représentation simultanée. En AFC, on effectue une représentation simultanée des mo-
dalités ¢ € I et j € J. Plus précisément, sur chaque axe «, on représente i € I par le point
d’abscisse ¥, et j € J par le point d’abscisse ¢/ . Autrement dit, on superpose les représentations
des nuages N (I) et N(J) dans leurs systémes d’axes respectifs. D’apres les formules de transi-

1

tions, il en résulte qu’au facteur o pres, le point j est le barycentre des points i affectés des

poids flj . De méme le point i est le barycentre des points j affectés des poids fjz
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3.5 Inerties

3.5.1 Inertie totale

Proposition 3.5.1 Les nuages N'(I) et N'(J) ont méme inertie totale égale

IT—ZZ fzjfl fzf]

i€l jeJ

preuve : On a

Ir = Y LA = fillbay

jeJ

= Zf]Zfl fl) )

jeJ i€l

f] fz,J
= ZZ l )

jeJ 'LGI

_ fz,] fzf]
R

i€l jeJ

Remarque 3.5.2 En écrivant :
(fig = il = 12 = 2fifi fig + 217
et en remarquant que
—2fififij + f2 17
fif;

==2fi;+ fif;,

on en déduit que

2 £2
ZZ 2flfjfl]+ff __QZZfiJ"FZfiij:—2+1=—1.

il jeJ il jeJ il jed
Par conséquent, on a
12
Ir = § § fl;j —1.
iel jeg 7"

3.5.2 Interprétation de l’inertie totale dans le cas d’un tableau de
contingence

On suppose que K est un tableau de contingence, et plus précisément que I (resp. J) est
l’ensemble des modalités d’une variable qualitative X (resp. Y). Ainsi K donne les effectifs
de co-occurence des couples de modalités (i,7) sur un échantillon de taille k. Donc F est un
estimateur de la mesure de probabilité théorique pr ; (loi jointe de (X,Y)). On sait alors que
asymptotiquement, i.e. pour k£ tendant vers l'infini, on a

kZZ fw pu _>qu iy

el jed
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ou p = Card(I) et ¢ = Card(J).
Lorsque ’on teste I’hypothese :

Hy :prj =pipJ,

Hy représente 'hypothese d’indépendance des variables aléatoires X et Y, on est amené a
estimer les lois marginales py par f; et py par f;. Pour p;, on estime p — 1 parametres puisque
la somme des p; vaut 1, de méme pour p; on estime g — 1 parametres. Il en résulte que

kzz fz,gfl fzf] _>X;2u

el jed

p=pg—1—(p-1)—(¢g—1)=(p-1)(¢—-1).

On en conclut que la quantité

kIT *kzz fz,jf fzf]

el jeJ

permet de tester I’hypothese d’indépendance des variables X et Y.

Dans le cas d’indépendance, kI aura tendance a étre faible (kI < ¢4), et par conséquent,
puisque I7 est la somme des valeurs propres, plus les valeurs propres sont faibles moins les
facteurs sont interprétables.

Si X et Y ne sont pas indépendants, PAFC permet de voir comment f;; s’écarte de
I'indépendance, les axes factoriels associés aux plus grandes valeurs propres traduisant les liai-
sons entre X et Y.

3.5.3 Décomposition de ’inertie, Contributions

On exprime I en fonction des composantes principales des deux ACP, on note r le nombre
de valeurs propres non nulles, on a

=3 Y L= XY A
a=1jeJ a=1 i€l

De plus la norme d’une composante principale valant la valeur propre, on a

=3 FHWL)? =) fi(wh)?

jeJ el
En intervertissant les sommes
T
i\2 2
Ir =Y £ W)= fir*()
jeJ a=1 JjeJ
ol p2(5) est la distance au carré entre fJ et fr.

De méme ,
I =" F Y W)= fip’(i),

el a=1 i€l

ot p?(i) est la distance au carré entre f% et f;. On en déduit les définitions suivantes :
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Définition 3.5.3 La contribution de j et i a l'inertie de l'aze o sont respectivement :

CTRa(j) = M et OTRq (i) = M

La contribution de l’axe o a l'inertie de j et de i sont

COR,(j) = (pl/;%;) = COSQ(GJ"Q) et COR, (i) = (wé) = cos?(0i.a),

0u 0; o et 0; o désignent respectivement les angles formés entre fi— f; et u% d’une part et entre
f1— fr et u} d’autre part.

Exemple 3.5.4 Montrer que les relations suivantes sont vérifiées :
cos2(9j,a) = corrg( jl,apé) et 0052(91-,04) = coer( i‘], @;)7

ot corr®(f], L) et corr®(f, ) sont calculées respectivement avec les mesures de probabilté

fietfr. Z

3.6 Principe d’équivalence distributionnelle

Proposition 3.6.1 Si deux lignes i1 et ia (resp. colonnes j1 et ja) du tableau fry ou ki
sont proportionnelles, alors on ne change pas les résultats de l’analyse des correspondances en
remplacant ces deuz lignes (resp. colonnes) par leur somme ig (resp. jo) affectée de la somme
de leurs poids :

Vi€ Jd, fi;j = fij+ fisj-

Preuve : On suppose que les deux lignes 47 et i3 du tableau f7; ou kyy sont proportionnelles,
alors il existe un réel a tel que

Vi€, fij=ax fij,

fioo =Y fug=ax ) fuj=afu.

jeJ JjeJ

on en déduit que

Ainsi dans le nuage A/ (I), les deux profils lignes 41 et is sont confondus :

. i Jig _ afiy

Vjed, fi'=—"2=—"2

T fue afi

Par conséquent 'ACP du nuage N(I) n’est pas modifié si I'on réunit les deux individus i; et
iz en un individu ¢o affecté du poids f;,. = fi,. + fi,. :

io _ f£i1 __ pi2
J —Jg —JJ-

Ainsi pour tout j € J,
fioj = fiof1°
= i+ [ fO
= fulf]M+ fu S
= firj + fing-
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Pour le nuage A (J) initial, les distances entre les colonnes j et j' sont

J .7
Zﬂf -1

i€l

et pour le nuage en tenant compte du regroupement des lignes, on a

26,0 = Y %(fﬁ—fﬁ’)ﬂi( i~ .

i€I\{i1,i2} Fio-
Or

1 Jo_ piN2 fzjo fzjo

in.( 20 10) flo ( fio~ ) ) |
= (ot f)

J

. =1, =1,
- m—fj P fu (Y,
P S

Par conséquent les distances entre les individus j et 7' sont les mémes dans les situations,
donc 'ACP de N(J) est identique dans les deux situations.

Remarque 3.6.2 Cette propriété garantit une invariance des résultats vis a vis du choix de la
momenclature pour la construction des modalités d’une variable, sous réserve de regrouper des
modalités aux profils similaires.

3.7 Tableau de Burt

Soit G = (g,j7);.;7es le tableau défini par
G = F'Dy)y, F

On a g
W0 €T gy =Y T

i€l G
On appelle tableau de Burt associé a kj; le tableau B
v(jajl) € J27 bjj' = Z % - kgjj"
iel v

La matrice G, appelée tableau de Burt, est symétrique donc les deux marges sont égales.
On note g; cette marge commune, on a

V] S J, g-j = g] Z Z f”f” = -j‘

el jled L
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Donc g5 = f;. Les matrices profil ligne et profil colonne, G; et G sont
G1 = GDl/fJ = F/Dl/fIFDl/fJ = FQFl et G2 = GIDl/fJ = Gl.

On en déduit que 'AFC de g;; donne les mémes axes factoriels u5 et les mémes facteurs de
variance 1 ¢ que ceux obtenus dans ’AFC de k. Les valeurs propres de 'AFC de G sont les
carrés des valeurs propres de L’AFC de kj ;.

Remarque 3.7.1 Sil’on veut représenter l’ensemble I, il suffit de rajouter fry en supplémentaire
au tableau gr; = G. On obtient la méme représentation que dans ’AFC de fr;.



Chapitre 4

ACM

4.1 Notations-Tableau disjonctif complet-tableau de Burt

4.1.1 Notations et définitions

On note :
Q ensemble de questions ou de variables qualitatives,
1 ensemble des individus qui ont répondu aux questions, avec n = | I |,
J ensemble de toutes les modalités de réponse a toutes les questions, avec p = | J |,
Jq ensemble de toutes les modalités de réponse a la question g,
kry tableau de taille n x p défini par

k(i j) = 1 silindividu 7 a adopté la modalité j de J,
7= 0 sinon.

Définition 4.1.1 Le tableau kry est dit disjonctif si chaque individu choisit au plus une mo-
dalité par question (deux modalités d’une méme question s’excluent mutuellement). Le tableau
kry est dit complet si chaque individu choisit au moins une modalité par question.

Proposition 4.1.2 Un tableau ky; est disjonctif complet (TDC) si et seulement si :

Z k(i,7) = 1 pour toute question q € Q et tout individu i € I.
i€,
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4.1.2 Propriétés des tableaux disjonctifs complets

Proposition 4.1.3 Pour tout individu i € I, toute modalité j € J et toute question q € Q, on
a:
ki) = > k(,5) =Y k(i,j) = CardQ,
JjeJ q€Q jEJq
k() = Z k(i,7) = mombre d’individus ayant choisi la modalité j,
iel
kG =
jed,
Eo= > > k(i,j)=>_ k(i) =n CardQ.
iel jeJ iel
Exemple 4.1.4 J1 Ja J3 total
1

i 010010010 k@) =Card@Q

n

total k(j) k=nCardQ

4.2 Tableau de Burt

Définition 4.2.1 Soit k;; un tableau disjonctif complet, le tableau de Burt associ€ a kyy, noté
By, est défini pour tout 7,7 € J par :

B(j,j") = Z k(i,§) k(i,5') = nombre d’individus qui ont choisi les modalités j et j'.
i€l

Sij,j’ € Jy, alors

sinon.

Proposition 4.2.2 Pour toute modalité j € J et toute question q € Q, on a :

> BGJ) = k()

J'edq

B(j) = > B(j,j') =k(j) CardQ,

jred

> B(j,j") =Y _k(j) CardQ = k Card Q = n(Card Q).

jedjred jeJ

B
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Exemple 4.2.3 J1 Jo | J3 total
K1) 0 0
J1 0 k(2 0
0 0 k(3)
Jo
J3 B(i) = k(j) Card Q
total k = n(Card Q)?

On va établir que ’AFC de kj; équivaut a celle de By .

Remarquons tout d’abord que :

BG) _ _kU) k(5)

B nCardQ  k

La marge selon J du tableau kj; est égale a la marge selon J du tableau By .
Donc les métriques des AFC de kyy et By dans lespace IRP sont identiques.

D’apres le chapitre précédent, ces deux AFCs sont en fait équivalentes car on a :

B = X k) k6.) = Card@ 30 MEDHET) — (Card @) gy

el el
4.3 Propriétés de '’AFC d’un questionnaire

1) Soit (L, ¢7) les deux facteurs issus de 'AFC de kr; de rang «, et donc associés & la méme
valeur propre \,. Alors ¢ est le facteur issu de PAFC de B de rang a, et donc associé a la
valeur propre fo = (Aa)?.

2) Soit FI (resp. G?) les projections des profils-lignes (resp. profils-colonnes) sur I’axe de rang

a issu de 'AFC de kyjy. Soit F3_, (resp. G%,) les projections des profils-lignes (resp. profils-
colonnes) sur 'axe de rang « issu de 'AFC de By;. On a :

Filo = Gho = Ve 00 = Xa 03 = /Ao GI.

Par ailleurs, les formules de transition entrainent que, pour tout i € I, on a :

L1 k(i, 5) L k(i,7)
Fa(z)—m;} 0 Ga(ﬁ—jze; Card 0 ¥

En notant ¢(¢) la modalité j de la question ¢ € @ choisie par I'individu ¢, on obtient :

>
Fo(i) =
= Card )
; )
Autrement dit, F,(i) est égal & la moyenne des i) = ?/ZT’ coordonnées ”"normalisées”

o
des modalités qui ont été choisies par I'individu . Autrement dit encore, sur chaque axe, la
représentation de chaque individu coincide avec la moyenne des modalités qu’il a choisies a

1/+v/ Ao pres.
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3) Du fait de la structure en blocs des tableaux kr; et B, on a pour toute question ¢ € @ :
> feh =0,
J€Jq

ot ¢ est un facteur non trivial de 'AFC de B ou de kr;. On en déduit donc :

> f5Gali) =0.

j€Jq

Autrement dit, lors de 'AFC de kjy, le centre de gravité des profils f} pour j € J, est confondu
avec le centre de gravité global. On a le méme résultat pour les profils (lignes ou colonnes) du
tableau (symétrique) By ;.

4) En pratique, on effectue ’AFC de By, et on met le tableau kr; en supplémentaire. On a
alors :

Gpali) = Ve Gali) =3 T £ )

Gpalj) = Z Fa(Z)

Autrement dit, pour tout axe factoriel, chaque modalité j € J est représentée par le centre de
gravité des individus l'ayant choisie.

4.4 Contributions en ACM

On considere un tableau disjonctif complet. L’inertie totale est donnée par

Ir = Zf._]p2(.7) = Z Z f'jp2(j)7

jeJ qEQ jEJ,

On pose
CR(j) = f.;0°(j), et CR(Jy) = > f.;0°(4)-

J€Jq

On note p(j) la proportion des individus ayant adopté la modalité j, on a

k(j)
pj= ==
On démontre alors que
) 1—p,;
2 j
j)=—".
p~(J) v
Comme f.; = @ = Ca’;fiQ, on a
. 1—p,
CR(j) = J
(J) Card O’
don Card J, — 1
CR(JQ) = e
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et
_ CardJ B
T~ CardQ
Décompositions en fonction des axes
On a
Ir=> Xa=>_ > Y f,;G()),
« a qeQjed,
on pose
CRa(j) = f.;G2(j), CRa(Jy) = > f.;G2()).
i€
On pose
CTRa(q) = LR;“(JQ)
est la contribution relative de J; a l'inertie de I’axe a. On peut poser
CR,(J,)
COR,(q) = 2 QLT (q) = COR.(q),
(q) CR(J,) QLT (q) Za: (q)

_ CR(J,) _ CR(J,)

INB@ =GRy = 5y

Regles d’interprétation

1. Proximité entre individus : deux individus se essemblent s’ils ont choisi les mémes mo-
dalités.

2. Proximité entre deux modalités de variables différentes : ces modalités correspondent aux
points moyens des individus les ayany choisies et sont proches parce qu’elles concernent
les mémes individus ou des individus semblables.

3. Proximité entre deux modalités d’une méme variable : par construction, elles s’excluent.
Si elles sont proches, c’est que les groupes des individus les ayant choisies se ressemblent.
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Annexe A

Espace affine

A.1 Définitions

Définition A.1.1 Soit E un espace vectoriel, on dit que € est un espace affine de direction E
st il existe une application f de &€ X € dans E notée

V(A,B) e Ex &, f((A,B)) =AB,

vérifiant les deux conditions suivantes
— A1 : Relation de Chasles

V(A,B,C) € ExExE, AB+ BC = AC,
— A2 : Pour tout A € £, Uapplication fa définie de £ dans E par
VM e &, fa(M)= A est une bijection .

Les éléments de £ sont appelés points et ceur de E wvecteurs. On appelle dimension de & la
dimension de E.

Remarque A.1.2 Pour tout entier n non nul, IR"™ est un espace affine de direction IR™ espace
Ty

vectoriel. Ainsi la notation peut étre vu comme un vecteur de IR™ ou un point de l’espace

Tn

affine IR™.

Notations : Soit A € £ et u € E, A+ u désigne 'unique point B de £ tel que AB = u. Ainsi

V(A,B)€EXE, YueE, AB=u+=B=A+u<B—A=u.
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Définition A.1.3 On considere £ un espace affine de direction E, on dit que F est un sous-
espace affine si il existe un point A de £ et un sous-espace vectoriel F' de E tels que

F=A+F={Mec& Jue FM =A+u}.

La dimension de F est celle de F.

Exemple A.1.4 Une droite affine de £ est un sous-espace affine de dimension 1. Dans ce cas
F = Vect(u) ot u est non nul, soit A un point de la droite affine, on note D4, la droite affine
passant par A de direction Vect(u). On dit encore que u est un vecteur directeur de la droite
affine Day, on a

Dau={Mec& tecR, M=A+tu}

On peut aussi définir une droite affine par deux points distincts A et B, alors la droite affine

passant par A et B est DA,/Té

Exemple A.1.5 Un plan affine de £ est un sous-espace affine de dimension 2. Dans ce cas
F = Vect(u,v) ot u et v sont des vecteurs non colinéaires, soit A un point du plan affine, on
note Pa,(uv) le plan affine passant par A de direction Vect(u,v). On a

Pauo) ={M €&, IAt,s) e R*, M =A+tu+sv}.

On peut aussi définir un plan affine par trois points non alignés A, B et C, alors le plan
affine passant par A, B et C est PA,(E,A?)

Exemple A.1.6 On considére le systéme linéaire

Ty
AX=bovAeM,,(R), X=| : | € RP, be R"

Tp

On suppose qu’il existe une solution particuliére Xq, alors l’ensemble des solutions du systéme
linéaire est le sous-espace affine Xo + Ker A de IRP, de dimension dimKer A = p — rg(4), ou
rg(A) est le rang de A.

Exemple A.1.7 Un hyperplan affine de £ est un sous-espace affine de dimension dimFE — 1.

Remarque A.1.8 Lorsque l'on fixe un point O dans un espace affine € de direction E, on
vectorialise l'espace affine, c’est-a-dire a l'aide de la fonction fo on construit une structure
d’espace vectoriel sur £, tout point M de £ est assimilé au vecteur OM.
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A.2 Barycentre

Définition A.2.1 On considére £ un espace affine de direction E, soit My,---, M, n points
de &, et pour tout 1 < i <n, on affecte a chaque point M; un coefficient ou poids p; qui est un
réel. Soit O une origine,

n n
— s Zpi =0, alors le vecteur ZpiOMi est indépendant de O.

i=1 i=1
n
— s Zpi =p # 0, alors le point G défini par
i=1

1 < 1<
G=- ZpiMi =0+~ ZpiOMi est indépendant de O.
p p

i=1 i=1

On dit que g est le barycentre des (M;, p;)1<i<n-

Exemple A.2.2 Le milieu de deuz points A et B est le barycentre de A et B affectés des poids
1/2 et 1/2.

Définition A.2.3 On considére £ un espace affine de direction E, soit M = {My,---, M,}
un ensemble de n points de £, on note < M > l’ensemble des barycentres des points de M
affectés de poids quelconques. Alors < M > est un sous-espace affine de €. On dit que < M >
est le sous-espace affine engendré par M. C’est le plus petit sous-espace affine contenant M.

Proposition A.2.4 Le sous-espace affine engendre par M = {My,---,M,} est associé au
sous-espace vectoriel Vect(MyMa, - -+, M1 My,). la dimension de < M > est au plus n — 1.

A.3 Applications affines

Définition A.3.1 On considére £ un espace affine de direction E, soit f une application de €
dans £ . On dit que f est une application affine si il existe un point O de £ tel que Uapplication
f de E dans E qui & tout vecteur u de E associé le vecteur f(O)f(O + u) est linéaire. On
appelle fl’application linéaire associée a f.

Remarque A.3.2 Une application affine f est caractérisée par sa valeur en un point et son
application linéaire associée.

Exemple A.3.3 Une translation de vecteur u est une application affine telle que
VM eé&, f(M)=M+u.

Exemple A.3.4 Une projection orthogonale affine sur le sous-espace affine F est une appli-
cation affine telle qu’il existe un point O de F vérifiant

VM e&, f(M)=0+p(OM) ot p est la projection orthogonale linéaire sur F.
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Proposition A.3.5 On considere £ un espace affine de direction E, soit f une application de
E dans & . Uapplication f est une application affine si et seulement si f conserve les barycentres
c’est-a-dire pour tout entier n

V(I“tl) €& x R7 avec Ztl = 17 f(z tzxz) = thf(l})
=1 i=1 i=1




Annexe B

Endomorphisme symétrique

Définition B.0.1 Soit E un espace euclidien muni d’une métrique M, et f un endomorphisme
de E, on dit que [ est un endomorphisme symétrique si pour tous x ety de E, on a I’égalité

<z fly) >u=< f(x),y >um .

Proposition B.0.2 Tout endomorphisme symétrique est diagonalisable. De plus il existe une
base orthonormale de E constituées de vecteurs propres de f.

La matrice d’'un endomorphisme symétrique dans une base orthomormale quelconque de

FE est une matrice symétrique a coefficients réels. On en déduit le théoréme suivant appelé
théoreme spectral.

Proposition B.0.3 Soit A une matrice symétrique a coefficients réels de M(IR), alors A est
diagonalisable, il existe donc une matrice diagobale D et P une matrice inversible tels que

A=PDpP .
De plus il est possible de choisir P orthogonale dans ce cas, ’égalité devient

A=PDP.
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Annexe C

Décomposition SVD

Théoréme C.0.1 SVD Soit Y une matrice de format n X p a coefficients réels. On note r le
rang de Y, r < s = min(n,p). Les espaces IR"™ et IRP sont munis d’une structure euclidienne
canonique. Alors il existe

1. (u1,- -+, up) une base orthonormale de IR",

2. (v1,---,vp) une base orthonormale de IRP,

3. r réels positifs : 01 > 09 > -+ >0, >0,
tel que

T

/

Y = E iU V;.
i=1

Les r réels o; sont uniques. On les appelle valeurs singuliéres de Y .
Matriciellement, on pose

U=luy, ,u] et V=Jvy, -,v:], ¥ = Diag(oy,---,0,),
L’équation précédente s’écrit

Y =USV/,

ou encore on peut poser
U= [ulv"';un] etV = [Ula"'avn]v

et X est une matrice n X p dont les coefficients diagonaux sont des réels positifs ou nuls et
tous les autres sont nuls. Les termes diagonauzr de X sont rangés par ordre décroissant . Les
matrices U et V sont deux matrices orthogonales d’ordre respectif n et p (U'U =UU’ = I, et
Vv =Vv'v=1I,)

Dans les deux cas, la matrice 2 est unique.

preuve

1. On montre que la matrice Y'Y est symétrique & coefficients réels et positive.

En effet Y'Y est symétrique a coefficients réels et de plus

Vu € RP, v'Y'Yu= (Yu)Yu=|Yu| >0.
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La norme utilisée est la norme euclidienne canonique. Par conséquent Y'Y est symétrique,
positive.

. On montre que le rang de Y'Y est égal au rang de Y, noté r.

En effet, d’apres la relation précédente, on montre que
KerY = Ker Y'Y,

donc en utilisant le théoreme du rang, on obtient le résultat.

. D’apres le théoréme spectral, les valeurs propres de Y'Y sont r réels strictement positifs

AM > A > - > XN >0et 0sir < p, et il existe une matrice orthogonale dont les

colonnes sont des vecteurs propres (vi,---,vp) de Y'Y telle que
VY'YV = (g 8) ou D =diag(A, -, \r).
. On pose
1
Vi<i<r, u,=—=Yu;
- VA
On montre que la famille (u1,---,u,) est une famille orthonormale de vecteurs propres
de YY"
En effet pour tout 1 <7 <r, on a
1
YYIUZ* = 7YY/Y’UZ‘ =V )\iY’Ui = )\iui,

Vi

et pour tout 1 <4,57 <r,on a

1 VA 1 sii=j
U >= U = ——— 0 Y Yo, = Y Lyl = J
=ty Z = \/E\/)ijzY Yo, Vi it { 0 sinon
On complete cette famille orthonormale en une base orthonormale de IR™ soit (u1, -« -+, up).

. Onposeod; =V, 1<i<ret

T
A= Z oL
i=1
On montre que A est égal & Y. Pour cela il suffit de montrer que pour tout 1 < j < p,
Avj est égal a Yv;.
En effet on a

T . .
= (o) = 4 oiug =Y osilsjsr
Avj = Z;aluz(vivj) N { 0 sinon
1=

Par conséquent

.

/

Y = E OiUv;.
i=1

. Ecriture matricielle.

On a
[u17"'aur]diag(o—la"'7JT)[U17"'7UT]/:[O—lulﬂ"'ao—ruT’] )

d’ol en effectuant des produit par blocs

T
[ug, -, upldiag(oy, -+, 0p)[v1, -, 0] = Zaiuiv;.
i=1
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7. Les valeurs singulieres sont uniques, en effet si Y = UXV’ alors Y'Y = VY'YV, la
matrice Y'Y est une matrice diagonale diag(o7,---,07). Ainsi les o7 sont les valeurs
propres de Y'Y. On en déduit I'unicité.

Définition C.0.2 FEtant donnée une valeur singuliére o, on dit que le vecteur unitaire u de
IR™ et le vecteur unitaire v de IRP sont respectivement vecteur singulier a gauche et vecteur
singulier a droite pour o si

Yv=ouetY'u=ov.
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