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Exercices d’analyse

1 Analyse dans les espaces métriques

Exercice 1.1. Si (X,d) est un espace métrique, démontrer I'inégalité triangulaire ren-
versée |d(x,y1) — d(z, y2)| < d(y1, y2) pour tous z,y1,y>.
Exercice 1.2. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Montrer que si R > 0 et y € B(z, R), alors il existe 0 < r < R tel que B(y,r) C
B(z, R). En déduire qu'une boule ouverte est ouverte.

2. Montrer qu'un ensemble O est ouvert si et seulement si ¢’est une réunion de boules
ouvertes.

3. Montrer que l'intersection d’un nombre fini de boules ouvertes est ouverte.
Exercice 1.3. Si (X, d) est un espace métrique, a-t-on toujours B(x,r) = By(x,r)?
o
B¢(x,r) = B(x,7)? 0B(x,r) = S(x,7) 7

Exercice 1.4. Donner un exemple de fonction continue mais non uniformément conti-
nue, ainsi qu’un exemple de fonction uniformément continue qui n’est pas Lipschitzienne.

Exercice 1.5. Soit (x,) une suite dans un espace métrique (X,d). Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :

(i) ¢ est valeur d’adhérence de (x,,),
(i) L€, Topip = ).
(iii) il existe une sous-suite (z4(,)) telle que lim 4,y = £.
Exercice 1.6. Soit F un ensemble et (X,d) un espace métrique. On note Y 1’espace

des fonctions de F dans X. Construire une distance § sur Y qui métrise la convergence
uniforme, i.e. telle que f, — f uniformément si et seulement si 6(f,, f) — 0.

Exercice 1.7 (Théoreme de Baire). Il s’agit de montrer que toute intersection dénom-
brables d’ouverts denses dans un espace métrique complet est encore dense. Soit donc
(X, d) un espace complet et (Oy)nen une suite d’ouverts denses.

1. Soit zg € X, rg > 0. Montrer qu’il existe 1 € X, 0 <r; < % tels que By(xq1,71) C
B(HJ(),?“()> N Og.

2. Construire des suites (zp)n, (70)n telles que By(zpi1,7m41) € B(xp, ) N O, et
o<r, <27

3. En déduire 'existence d'un élément z* € B(x, 1) N(),, On.

4. Conclure.



5. Application : Montrer que (R[X], ||||) n’est jamais complet, peu importe la norme.

Exercice 1.8 (« Prolongement de la limite »). Soit (f,,) une suite de fonctions de (X, d)
dans (X', d’) ou (X', d') est complet. On suppose que cette suite est uniformément équi-
continue, au sens ou :

Ve > 0,30 > 0,Yn,Vr, € X, d(x,y) <6 = d'(f(zn), f(yn)) < é.

Montrer que si (f,,) converge simplement sur une partie dense A C X, alors elle converge
simplement sur tout X, et que la limite f est uniformément continue.

Exercice 1.9. Montrer qu'un produit de deux espaces métriques compacts (X1, d1), (Xo, d2)
est compact, muni de la distance d((x1,x2), (y1,y2)) = max(di(x1,y1), d2(x2,y2)).

Exercice 1.10 (Théoréeme de Dini). Soit X un espace métrique compact et (f,,) : X — R
une suite croissante de fonctions continues convergeant simplement vers une fonction
continue f.

1. Montrer que la suite définie par M, := sup,{f(z) — fn(z)} est convergente.

2. Montrer que pour tout Vn,3x, € X,Vk < n, M, < f(x) — fr(z).

3. En déduire qu’il existe z* tel que lim M,, < f(z*) — fx(«*) pour tout k puis que
fn converge uniformément vers f.

4. Application : On définit la suite de polynémes (P,) par Py = 0, P41 = P, +

%(:):2 — P2). Montrer que P, converge uniformément vers la fonction valeur absolue
sur [—1,1].

Exercice 1.11 (Normalité des espaces métriques). Soient A et B deux fermés disjoints
d’un espace métrique (X,d). Montrer qu’il existe une fonction continue f : X — [0, 1]
telle que f vaille 1 sur A et 0 sur B. Montrer que si A est bornée, on peut trouver une
telle fonction qui soit de support bornée, i.e. telle que {f > 0} est borné.

Exercice 1.12. Soit f : A — R une fonction L-lipschitzienne sur un sous-ensemble A
d’un espace métrique (X, d). On définit pour tout z € X

f(w) = inf f(y) + Ld(z,y).
=

Montrer que f est un prolongement L-lipschitzien de f & tout X.

Exercice 1.13. On considére R := R U {—o00, +oc}. Munir R d’une distance métrisant
la convergence a laquelle on s’attend.

Exercice 1.14. Soit a,, < b,, avec a,, croissante et b,, décroissante, b,, —a,, — 0. Montrer
que ces deux suites convergent vers une méme limite. Montrer la convergence de la
méthode de la dichotomie.

Exercice 1.15. Soit f :|a,b] — R dérivable.



1. Montrer que si f’ est bornée au voisinage de a, alors f se prolonge par continuité
en a.

2. Montrer que si de plus f’ admet une limite en a, ce prolongement est dérivable en
a.

Exercice 1.16. Les fonctions suivantes sont-elles contractantes ? Admettent-t-elle un
point fixe ?

1. f(x) =cos(z/3) +1/(2 + 2?) sur R; 4. f(z) =1+ 22;
2. f(z) =x/2sur ]0,1];
3. f(z) = sin(x) sur [0, 1]; 5. f(z) =14 x/2 sur [0, 1].

Exercice 1.17. Soit (X,d) un espace métrique complet et 7' : X — X telle qu'une
itérée TP est contractante.

1. Montrer que T admet un unique point fixe, obtenu comme limite de z,11 =
T(zp),x0 = a quelque soit a € X.

2. Montrer qu'il existe une unique fonction f € C*([0,1],R) telle que f(0) = 0 et
f'(x) = f(a?).

Exercice 1.18. On pose F(z,y) = (v + cosz/2 + siny/2,y — siny/2 + cos x/2) de R?
dans R2. Montrer que le systéme F(z,y) = (a,b) admet toujours une solution.

Exercice 1.19. Montrer qu'une bijection continue f : X — Y ou X est compact, est
de réciproque continue.

Exercice 1.20. Montrer qu’un produit de deux espaces métriques compacts (X1, d1), (X2, d2)
est compact, muni de la distance d((x1,z2), (y1,y2)) = max(di(x1,y1), d2(x2,y2)).

Exercice 1.21 (Théoréeme de Dini). Soit X un espace métrique compact et (f,,) : X — R
une suite croissante de fonctions convergeant simplement vers une fonction continue f.

1. Montrer que f,, converge uniformément vers f. (On pourra considérer les quantité
My, = sup,{f(z) = fu(z)}.)

2. On définit la suite de polyndmes (P,) par Py = 0, P11 = P, +3(2? — P2). Montrer
que P, converge uniformément vers la valeur absolue sur [0, 1].

2 Espaces vectoriels normés

Exercice 2.1. Soit T" une application linéaire de E dans F. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :

a) || := sup,4o ijl(j‘)” < 00} e) T est bornée sur By(0,1).

b) T est Lipschitzienne; f) T est bornée sur une boule B(z,7) ou
c) T est continue; By(z,r).

d) T est continue en 0;



Exercice 2.2. Les espaces suivants sont-ils des espaces de Banach ? Justifiez.

1. F(X,R) muni de la norme infinie ; 4. (P(N,R) = {(upn) @ DlunP < oo}
2. C(]0,1],R) muni de la norme infinie; muni de la norme 7.
3. C([0,1],R) muni de la norme L';

Exercice 2.3. Montrer que 'espace L!([0,1],R) est un espace de Banach en utilisant
le critere de convergence absolue des espaces de Banach.

Exercice 2.4. Démontrer les formules polaires : si F' est muni d’un produit scalaire (-, -)
de norme ||-||, pour tous z,y,

z+yl? = ||z —y|?
2.y} = [z + yll ; = —yll

et si E est muni d’'un produit hermitien,

Soaerrr iy Al + Ayl?
() = S .

Exercice 2.5. Soit F un espace vectoriel réel (resp. complexe).

1. Si (-,-) est un produit scalaire (resp. hermitien), de norme ||-||, montrer que celle-ci
vérifie I'identité du parallélogramme.

2. Réciproquement, supposons que ||-|| est une norme sur E qui vérifie I'identité du
parallélogramme, montrer que la formule polaire réelle (resp. complexe) définit un
produit scalaire (resp. hermitien).

Exercice 2.6 (Base de Fourier). On note L?(T,C) ’espace des fonctions boréliennes

complexes f définies sur R et 2r-périodiques, telles que f02 ™ f|* < +oc (modulo I'égalité

presque partout), muni du produit hermitien (f,g) = 02” fg. Montrer que la famille

(en)n>0 définie par e,(z) = €™ est une base hilbertienne de L?*(T,C). (On pourra ad-
mettre que I'espace des polyndmes trigonométriques est dense dans C([0, 27|, C).)

Exercice 2.7. Montrer que 'image d’une application linéaire T' € L.(E, F') k-dissipative,
ie. ||T(x)|| > k||z|| pour tout x € E, sur un Banach E est fermée.
Exercice 2.8. On considere 'espace P(N,R).

1. On considere le sous-ensemble K = {(uy) : Vn,|uy| < €,} ou (g5,) € £P. Montrer
que K est compact. (On pourra utiliser le critére de complétude et pré-compacité.)

2. On considere une partie K fermée, bornée et équi-intégrable, au sens ou :
Ve > 0,3IN,V(un) € K, > |upP <e.
n>N
Montrer que K est compacte.
3. Donner un exemple de compact K ne satisfaisant pas a).

4. Montrer réciproquement que tout compact K de /P est équi-intégrable.



Exercice 2.9. Soit F, E' deux espaces vectoriels normés.

1. Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de E d’intérieur non vide, alors
E=F.

2. Soit T € L(E, E'). En déduire I’équivalence :
a) T est surjective;
b) T est d’image ouverte;
c) T(F) est d’interieur non vide.
Exercice 2.10. On note L.(E, F') 'ensemble des applications linéaires continues de E

dans F. Montrer que si F' est un espace de Banach, alors £.(F, F') muni de la norme
d’opérateur est un Banach.

Exercice 2.11. Montrer qu’un espace vectoriel normé E est un espace de Banach si et
seulement si toute série absolument convergente est convergente.

Exercice 2.12 (Intégrale de Riemann des fonctions réglées). Soit E un espace de Ba-
nach. On note £ C F([0,1], E) 'espace vectoriel des fonctions en escalier, cad de la
forme f =31 | a;1y, ou les I; sont des intervalles inclus dans [0, 1] et o; € E. On définit

son intégrale par
= Z (1)
i

1. Montrer que c’est une application linéaire continue de £ dans F.
2. En déduire un prolongement & R = &, I'espace des fonctions réglées.
3. Montrer qu’une fonction continue est une fonction réglée.
Exercice 2.13. Sur [0, 1], on considére une suite de subdivisions A, : 0 = 2§ < ... <

o, =1, pointée par &' € [x7, 2], ,], dont le pas oy, = max{z},; — 27} — 0. On définit
les sommes de Cauchy :
Zf éz 7,+1 )

Montrer que S,, converge simplement vers I sur ’espace des fonctions réglées (voir I'exer-
cice précédent).

Exercice 2.14. Montrer que si une intégrale est absolument convergente a valeurs dans
un Banach, i.e. [;F||f|| < +o0, elle est convergente : la limite lim M — +o00 fOM f existe.

Exercice 2.15. Soit E un espace de Banach. On consideére T' € L.(E) tel que |T|| < 1.
1. Montrer que Id —T est inversible, d’inverse :{f(’] T™, dont on justifiera ’existence.

2. Montrer qu'il existe S € L.(E) tel que S? =1d + T.

Exercice 2.16. On consideére les espaces ¢}(N,R) et /*°(N,R).



Montrer que I'application B : ¢! x {* — R, est bien définie par la formule
B(u,v) = Zunvn
n

et qu’elle est bilinéaire et continue. En déduire que B(-,v) € (/1) et B(u,-) € (£>°)
pour tous 4, v, et que les applications 41 : £° — (£1) iy : v+ B(+,0) et i : £} —
(£, oo : u — B(u,-) sont continues.

2. Montrer que i; est une isométrie bijective (« £*° est le dual de £ »).

3. Montrer que i est une isométrie mais n’est pas bijective.

4. On considere joo : U = B(1, ")|cy, Joo : ¢t — (co)’. Montrer que jo, est une isométrie

bijective (« £! est le dual de cg »).

3 Théorie de la mesure

Exercice 3.1. Soit f: X =Y et C CP(X).

1.
2.

Montrer que o(f~1(C)) = f~(a(C)).

En déduire qu’une fonction continue entre deux espaces métriques est borélienne.

Exercice 3.2. Démontrer le lemme de Borel-Cantelli.

Exercice 3.3. Démontrer la loi du 0-1.

Exercice 3.4 (Preuve du théoreme d’Egorov). Soit (X, 7, 1) un espace mesuré tel que
w(X) < 400 et soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables de (X, 7T) dans (R, B(R))
qui converge presque partout.

1.
2.

5.

Montrer que ’ensemble de convergence C' de la suite (f,)nen est mesurable.

On suppose que la suite (f,)nen converge p-p.p. vers une fonction mesurable f,
au sens ou u(X \ C) = 0. Pour tout k € N* et tout n € N, soit

ch= N {l-f1<5}

n>N

Montrer que C' = ﬂt Uj\, C% et en déduire que pour tout k, p(X \ UR, ck)=o.

. On fixe ¢ > 0. En déduire que pour tout k& € N*, il existe N, € N* tel que

,LL(X\C;%}C) < 2%

. En déduire que, pour tout ¢ > 0, il existe X, € T tel que (f,)nen converge

uniformément vers f sur X, et tel que pu(X \ X;) < e.

Donner un contre-exemple lorsque p(X) = +oc.

Exercice 3.5 (Preuve du théoréme 7-A). Soit C C P(X).

1.

Montrer que si C est a la fois un m-systéme et un A-systéme, alors c’est une tribu.



2. On suppose dans cette question que C est un m-systéme. Pour A € P(X), on note
Ca={BeP(X):BNAec\C)}.

(i) Montrer que si A € A(C) alors C4 est un A-systéme et que si A € C alors Cx
contient C.

(ii) En déduire que si A € C, alors A(C) C Ca.
(iii) En déduire que si A € A\(C), alors A\(C) C Ca.

3. Montrer que si C est un w-systéme, alors A(C) est une tribu, et en déduire le
théoreme m-\.

Exercice 3.6. Soit f une fonction mesurable positive. Montrer que [ fdu < 400 im-
plique que f(x) est fini pour p-presque tout x.

Exercice 3.7 (Mesures & densité). Etant donnée une fonction mesurable positive f et
une mesure p, montrer que 'application fu définie par

VEET, [ful(E):= /E fdu

est une mesure.

Exercice 3.8. [Preuve du théoréme de Lusin] Soit f : X — Y une fonction Borélienne
entre deux espaces métriques et p une mesure de Borel finie réguliére sur X, avec Y
séparable. On fixe € > 0.

1. Montrer qu’il existe une base dénombrable d’ouverts, ¢’est-a-dire une suite (U, )nen
d’ouverts de Y tels que tout ouvert O s’écrive comme une réunion des {U, : U, C
O}.

2. Soit & > 0 et n € N. Montrer qu'il existe deux ensembles fermés F} C f~1(U,,), F? C
FUUE) tels que u(f~ (Un) \ FY) < e27 et u(f~1(US) \ F2) < €27,

3. On pose F = N,,(FLUF?2). Montrer que u(X\ (FLUFE?)) <27 et que u(X\F) <
2¢.

4. Montrer que f est continue sur E. (On pourra regarder I'image réciproque de
S %)
Exercice 3.9. Donner des conditions sur un ensemble E pour que les classes suivantes
soient des tribus :
1. {@,{z},E} ou = € E est donné.
{@,{z},{z}¢ E} ou x € E est donné.
La classe des singletons de FE.
La classe des parties finies de E.

La classe des parties dénombrables de E.

o ok W

La classe des parties finies ou cofinies de E. On dit qu’une partie A de F est cofinie
si E'\ A est finie.



7. La classe des parties dénombrables ou codénombrables de E. On dit qu’une partie
A de E est codénombrable si E'\ A est dénombrable.

Comparer les tribus engendrées par les différentes classes de parties décrites ci-dessus.
Exercice 3.10. 1. Montrer que si F est une semi-algebre sur X, I’algébre engendrée
A = a(F) est formée des réunions finies d’éléments de F.

2. Montrer que la tribu engendrée par une semi-algebre est celle engendrée par 1’al-
gebre engendrée.

3. Montrer que la famille F est intervalles de R est une semi-algebre, de méme que

les intervalles semi-ouverts a droite.

Exercice 3.11. Soient (E,.A) et (F,B) deux espaces mesurés, € C P(FE) et F C P(F)
telsque A=0(€) et B=0o(F) et E €&, F € F. On définit

C:={AxB,Ac&, BeF}, G:={AxF, Ac&}U{ExB, Be F}.

1. Montrer que si £ et F sont des semi-algebres alors C est une semi-algebre.

2. Montrer que 0(G) =0(C) = A® B.
Exercice 3.12. On considére 'espace mesuré (R, B(R),A), ou A est la mesure de Le-
besgue.

1. Montrer que \ est o-finie.

2. Montrer que A\(K) < 400 pour tout ensemble compact (fermé borné) de R.

3. Un ouvert de R de mesure finie est-il forcément borné ? Méme question pour un

fermé ?
4. Construire un ensemble dense dans R de mesure de Lebegue nulle.

5. Construire un ouvert dense dans R de mesure de Lebegue égale a 3.

Exercice 3.13. Soit (F,.A) un espace mesurable et soient p, v deux mesures finies sur
(E,.A). On suppose que, pour tout A € A, on a u(A) =0 = v(A) = 0. Démontrer que,
pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, VA € A, u(A) <n = v(A) < e. (Ind. On pensera
a utiliser le Lemme de Fatou et le Lemme de Borel-Cantelli).

Exercice 3.14. Dans les cas suivants (o f,, : Rt — R) montrer que la suite ([g+ fndA)nen
converge et déterminer sa limite.

1. fo(z) = _ne® 4. fo(z) = |cos(z)|Hme ",
V14 n22?’ g
—nx 5. fn — 1 ’
2 fula) = Jal@) = = o)
L+ n%? 6 _ sin(nz")
. Ju(x) = sin(na) 1,1 (x). I =T

Exercice 3.15. Calculer la limite des suites suivantes :

2
~Jal/n _ e i no b
/Re a, /R 2cos(£) — 1 Lisjcos(2)[>2) A2, Z m Sm(nm)'

m>1



Exercice 3.16. 1. Montrer que l'application ¢ définie sur R? par o(u,v) = (u® +
v?,2uv) est un Cl-difféomorphisme de A = {(u,v) € R%u > v > 0} sur D =
{(z,y) € Rz >y > 0}.

2. En déduire la valeur de [, )2 lut — v|e= W) qudo.

Exercice 3.17. Soit (X, B, 1) un espace mesuré o-fini.

1. Soit w: X — [0,4o00] une fonction positive et mesurable. Montrer que

+oo
/ udp = / p({xr € X ru(z) > t})dt.
X 0

2. Plus généralement, soit p > 1 et u : X — [0, +00] une fonction positive mesurable.
Montrer que

+oo
/ WP dpy = p/ 2 u({z € X : u(z) > t))dt.
X 0
Exercice 3.18. Calculer 'intégrale

I= emyte 7Vyy2_"”dxg(x, y).

y>x>0
[Indication : on pourra considérer le changement de variable v =y — z,v = y/z.]

Exercice 3.19. Calculer le volume de la boule euclidienne de rayon r de R".

4 Espaces L?

Exercice 4.1. Démontrer 'inégalité de Holder pour p, ¢ €]1, +oo[ en utilisant I'inégalité
de Jensen. Etant données deux fonctions mesurables positive f, g, on pourra, lorsque c¢’est
_ g

lg?p) (X))

Exercice 4.2. Montrer que si (f,)nen est une suite de fonctions mesurables et p €
[1,+0o0], alors

possible, considérer la mesure v =

S Al < Il
n=0 n=0

Exercice 4.3. Soit f une fonction mesurable positive. Montrer que f est nulle u-presque
partout si et seulement si [ fdu = 0.

p

Exercice 4.4. On décompose fen f = fi — f_.

(i) Justifier I'existence de deux suites croissantes (a,,), (b,) de fonctions étagées telles
que p({an # 0}), u({bp # 0}) < oo et an T f1,bn T f-.

(ii) Montrer que a,, — f+ et b, — f— dans LP(u) et conclure.

Exercice 4.5. Soit X un espace métrique localement compact, une partie compacte K
et un ouvert U tels que K C U.



(i) Montrer qu’il existe un compact K’ et un ouvert U’ tels que K C U - K CcU.

(ii) A Paide de la question précédente, construire une fonction ¢ continue qui vaut 1
sur K et 0 sur U€. On pourra utiliser les fonctions distance a un ensemble.

(iii) Conclure.
Exercice 4.6. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes réelles. Calculer la
loi de X + Y dans les cas suivants :
(i) X et Y ont loi uniforme sur [—1,1].
(ii) X et Y ont respectivement une loi de densité v, x et 7 » ot

AT x,.0— * & a-
Yar () = F(a)e AZ g "1, (z), T(a) ::/O e Tz .

On pourra vérifier et utiliser le fait que fR+ Yax = 1.

Exercice 4.7. Soient p et v sont deux mesures de Borel finies sur RZ. On pose
o(A) = /d ) onegyead(pp @ v)(z,y), pour tout borélien A C RY.
R xR

(i) Montrer que o est une mesure positive sur R%, on note u * v.
(ii) Remarquer que p * v est une mesure finie et que p* v = v * .

(iii) Montrer que si = fA% v = gA? ou f, g > sont intégrables, uxv = (f x g)A%

Exercice 4.8 (Convolution dans LP, cas général). Soit p, q,r € [1,+00] tels que %4—% =
1+ 1.

1. On pose p', ¢ tels que % + 1% =1= % + %. Vérifier que
1 1 1
R
p/ q/ r

2. Démontrer I'inégalité de Holder pour 3 fonctions fi, fa, f3 :

[f1f2fslle < ([ fallp I f2llq Nl 3]

3. Pour r < +o0, démontrer que [ ([|f(z —y)g(y)| dy)" dz < (|| fllpllgll)"- On pourra
appliquer l'inégalité de Holder en décomposant f(x — -)g(-) = fi1faf3 pour 3 fonc-
tions bien choisies.

4. Cas r = 400 : démontrer que fxg(x) est bien défini pour tout z, et que ||f*g|loo <

£ 1lpllgllq-

Exercice 4.9. Démontrer la version locale de la continuité de 'opérateur de translation.

Exercice 4.10 (Convolée par une fonction continue). 1. Montrer que si f € L'(R9)
et g € Cp(R?) est uniformément continue, alors f o g est uniformément continue.
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2. Montrer qu si f € L _(R?) et g € C.(R%), alors f o g est continue.

Exercice 4.11. Démontrer la version locale de la continuité de la convolée dans le cas
de deux exposants conjugués.

Exercice 4.12 (Support d'une fonction). Si f est une fonction borélienne sur R, mon-
trer qu’il existe un plus petit ensemble fermé en-dehors duquel f s’annule Lebesgue-
presque partout.

Exercice 4.13 (Support d’une convolée). Montrer que le support de la convolée de
deux fonctions boréliennes f, g est inclus dans spt f 4+ spt g, et que l'inclusion peut étre
stricte.

Exercice 4.14. Soit p une fonction positive sur R telle que [ p = 1. Soit (,,) une suite
de réels strictement positive tendant vers 0 et posons pour tout n, p,(z) = &, %p(x/6).
Montrer que (p,) est une approximation de I'unité.

Exercice 4.15. Soit f une fonction continue sur R? est (p,) une approximation de
l’unité.
1. Montrer que si f est bornée et uniformément continue, alors f x p, — p uniformé-
ment sur R?,

2. Montrer que si (diamspt p,) est borné alors f x p, — f uniformément sur tout
compact.
3. Montrer que si diamspt p, — 0 et f est uniformément continue, alors f x p, — f

uniformément sur tout compact.

Exercice 4.16. Montrer que si f € L _(RY) et p € C}(RY), alors f*p € C'(RY) et

loc

Oy, (fxp) = f % Oy,p pour tout k =1,...,d.
Exercice 4.17. Soit f € S(R?).
1. En supposant que d = 1, montrer que X f =z — zf(z) € S(R) et [ € S(R).

2. En supposant que d = 1, montrer que pour tout « € N et tout p € [1,+oc],
f(@) e LP(R%).

3. Généraliser a la dimension d quelconque.

. , . . . _ 2
Exercice 4.18 (Transformée de Fourier d'une Gaussienne). Soit G\ (z) = vAe 7@l
une Gaussienne centrée. On se place en dimension 1.

1. Montrer que G € S(R) et que [ G\ = 1.

2. Montrer que G satisfait 'TEDO 3/ = —2\rxy.
3. En déduire que é\,\/ = —%”xé\,\
4. En déduire que @ =e 1.
5. En déduire que é\\,\ = G,.

Exercice 4.19. Pour quelle(s) valeur(s) de p les fonction suivantes définies de (R, B(R))
dans (R, B(R)) sont-elles dans 'espace £P?
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1. z— 1g (x) 3. ey Ay, (@)

2. r— $1[071} (z) 4.z 3, ﬁl[n,n+1[($)

Exercice 4.20. Soit a € R et soient f, et g, les fonctions définies par
1 1 1
Jo(@) = =211 (@), ga () = oo (2) €6 ha(z) =
1. A quelle condition sur «a et p, f, € LP?
2. Méme question pour gg.
3. Et pour h,?
4. Montrer que si p < ¢, il n’y a pas d’inclusion entre LP(R)et L4(R).

Exercice 4.21 (Inégalités de Holder et de Minkowski). Soit (X, A, 1) un espace mesuré
et p, q €]0, 1[ deux exposants conjugués : %+% = 1. Consideére deux fonctions mesurables

19

1. Démontrer [’inégalité de Holder

[1sglan< (| rf\pdu)’l’ (/ Ifqdu>é

en utilisant I'inégalité de Jensen.

Indication : considérer la mesure gy ou ¢ = |fIP/ [|fIPdu (lorsqu’elle est bien
définie) et la fonction h = |g|/| fIP~ 1.

2. Démontrer I'inégalité de Young ab < % + % pour a,b > 0 et en déduire une autre
preuve de l'inégalité de Holder.

Indication : considérer d’abord le cas ou [ |f|Pdu = [ |g|9dp = 1.

3. Démontrer [’inégalité de Minkowski

</|f+g’pd”>; = </|f!pdu>;+ (/ lgl”du);

en utilisant 'inégalité de Holder.
Indication : se ramener au cas f,g > 0 et écrire (f+9)P = f(f+g)P " +g(f+g)P~ .

Exercice 4.22. Calculer f lorsque

(z) := %G_M‘”‘, A>0;

1. f:=1; 3. f
2. f:= 1[—a,a]7 a>0; 4. f
Exercice 4.23. Soit f (z) = (1 — [z|) 1[_y 1) (7).
1. Montrer que f (z) = 1[_1 ] * 1[;1 1) (z) et calculer [°0 e f (x)dx.
272

1
272
2. En déduire que f (z) = %IOOOO e_itx%dzn.
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5 Calcul différentiel

Exercice 5.1. Etudier les points critiques et minima de f : R2 — R ot f(x,y) vaut
(i) 2* +y*,

) 2% +y7,

(i) % — 42 + 2,
)

x? — 2xy.

13



	Analyse dans les espaces métriques
	Espaces vectoriels normés
	Théorie de la mesure
	Espaces Lp
	Calcul différentiel

