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encourage a regarder et en rouge des compléments qui pourront étre lus en seconde
lecture.
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Remarque 3.30. Pour intégrer sur un sous-ensemble mesurable F, c’est tres facile :

/Efdu ::/lEfd,u,.

Ezemple 3.31. — Lorsque p est la mesure de Lebesgue sur R, si f est une fonction
continue sur un segment, ou plus généralement une fonction réglée, on retrouve
I'intégrale de Riemann.

— Sur (N,P(N)), si p est la mesure de comptage (qui & un ensemble associe son
nombre d’éléments), et u : N — R est une fonction sur N, c’est-a-dire une suite
(up,) on retrouve la somme d’une série numérique :

/Udﬂzzun;

lorsque u est positive ou intégrable (c’est-a-dire sommable!).



L’intégrale de Lebesgue jouit des méme propriétés de positivité et linéarité que l'inté-
grale de Riemann.

Proposition 3.32. — Si f est mesurable positive alors [ fdu > 0.

— Si f,g sont mesurables positives (resp. intégrables) et a, B € [0, +o0] (resp. a, B €
R) alors

/(af+ﬁg)dﬂza/fdu+ﬂ/gdu,
— Si f est d’intégrale définie, |[ fdp| < [|f|du.
Exercice 3.6. Soit f une fonction mesurable positive. Montrer que [ fdu < 400 im-
plique que f(x) est fini pour p-presque tout x.

En réalité, pour établir la proposition précédente, on commence par 1’établir dans le
cas ou f est étagée positive, puis on passe au cas général a 1’aide de 'approximation par
des fonctions étagées et du théoreme de convergence monotone qui suit.

Théoréme 3.33 (Théoreme de convergence monotone (Beppo-Levi)). Si (fy,) est une
suite croissante de fonctions mesurables positives convergeant presque partout vers f,

alors f est mesurable et
lim/fnd,u:/fd,u.

Il y a trois théoréemes de convergence a connaitre absolument sur 'intégrale de Le-
besgue : le théoreme de convergence monotone, le lemme de Fatou et le théoreme de
convergence dominée. Il nous reste a établir les deux derniers.

Lemme 3.34 (Lemme de Fatou). Si (fy,) est une fonction mesurable positive, alors
/lim inf f,, dp < lim inf/fn du.
n n

Démonstration. Rappelons-nous de la définition de la limite inférieure : liminf, f, =
limjl gn OU gp = infy>, fi. Les g; sont mesurables positives, et d’apres le théoreme de
convergencce montone on a
o : : o gnSfn
/hmlnf fondu= /hmgn dp = hm/gnddlu = hmmf/gn dp < lim 1nf/fn du.
n n n n n
O

Remarque 3.35 (Fatou renversé). Si il existe g intégrable tel que pour tout n |f,| < g
presque partout, alors

/lim sup fn dp > lim sup / fn dpu.



Théoréme 3.36 (Théoréme de convergence dominée). Si (fy,) est une suite de fonctions
mesurables convergeant simplement vers f et g une fonction intégrable telle que pour tout
n, |fn] < g presque partout, alors

tim 1, = fldp =0,

et en particulier

/fndum/fdu.

Démonstration. On a |f — fn| < 2g et on pose g, = 29 — |f — fu| > 0. D’apres le
lemme de Fatou, on sait que [liminf g, du < liminf [ g, du, c’est-a-dire, en sachant que
lim inf g, = 2g,

/di,ug /29d,u+hminf </|ffn|dp> :/2gduflimsup/\fffn\d,u.

D’ou en simplifiant par [2gdu (qui est fini) : limsup,, [|f — fn|dp < 0, d’ou le résultat.
O

Proposition 3.37 (Continuité d’une intégrale & parameétres). Soit f : X x A — R une
fonction dépendant d’un paramétre A € A, A espace métriqgue. On suppose que

(i) pour presque tout x, f(x,-) est continue,
(ii) pour tout \, f(-,\) est mesurable,

(1i7) il existe une fonction g intégrable telle que supycalf(z, )| < g(z) pour presque
tout x.

Alors A — [y f(z, X)du(x) est (bien définie et) continue sur A.
Proposition 3.38 (Régularité d’une intégrale & parametres). Soit f : X x A — R une
fonction dépendant d’un paramétre A € A, A un intervalle de R. On suppose que
(i) pour presque tout x, f(x,-) est de classe C", n > 1,
(it) pour tout X, Oy (-, \) est mesurable,
(iii) il existe Ao tel que pour tout k < n, 05(-, o) est intégrable,

(i) il existe une fonction g intégrable telle que supycp |0V f(x, N)| < g(x) pour presque
tout x.

Alors F : X — [y f(z,A\)dp(x) est (bien définie et) de classe C™ sur A et pour tout k <n

FOW) = [ 955w duta).

Etant donnée une mesure u, on peut définir des mesures a partir d’une densité f.



Exercice 3.7 (Mesures & densité). Etant donnée une fonction mesurable positive f et
une mesure p, montrer que 'application fu définie par

VEET, [fu(B)= [ s
est une mesure.

La linéarité de l'intégrale est a ’origine de la fameuse inégalité de Jensen.

Proposition 3.39 (Inégalité de Jensen). Si u est une mesure de probabilité, f est
intégrable et ¢ est une fonction convexe d valeurs réelles, alors

o [ran) < [ooran

Remarque 3.40. Remarquons que l'intégrale [ ¢of du est définie car (f € L*(u) et f < g)
implique que [ gdp est bien définie. En effet, on a fi < g1 et —g < —f implique que
g— < f_donc [g_ < [ f- < +o0.

Démonstration. Soit a une application affine telle que o < ¢ en tout point. On a alors

o[ £au) = [alr@) aute) < [ 6(5() duta).

Ceci est vrai pour toute minorante affine a < ¢, d’ou

aS¢S,;lI;fﬁnea (/fd”> = /¢Ofdu.

Or on sait qu’en tout point p, une fonction convexe réelle admet une minorante affine
passant par p, de sorte qu'avec p = [ fdp, il existe o* minorante affine telle que o*(p) =
¢(p). Il vient

o([ )= ([ ) = s, ([ i) < [oosan

Terminons par les théorémes de Tonelli et Fubini pour calculer des intégrales multiples.

Théoréme 3.41 (Théoreme de Tonelli). Soit (X1, 71, 1), (X2, T2, p2) deur espaces me-
surés o-finis. On suppose que f est une fonction positive mesurable pour la tribu T ® Ta.
Alors les applications 1 v [y, f(z1,22)dpa(ze) et 2 = [y f(21,22) dpi(21) sont
respectives T1- et Ta-mesurables, et

/)<1Xx2fd“1®“2 :/Xl LQf(mlv$2)du2(xz)du1(x1) =/X2 /X far, z2) dp (1) dpg(22).

Théoréme 3.42 (Théoreme de Fubini). Soit (X1, T1, p1), (X2, T2, 12) deux espaces me-
surés o-finis. On suppose que f est une fonction mesurable réelle qui est p1 @ pa-
intégrable. Alors les applications 1 — [y, f(21,22) dua(w2) et xa — [y f(z1,22) dpi(21)
sont respectivement définies p1- et po- presque partout, respectivement - et po-intégrables,
et

/Xlxx2fd’ul®u2 - /X1 /X2 f(z1, 22) dpa(x2) dpa (z1) = /)(2 /X1 f(z1, z2) dp (z1) dpe(x2).

O]



3.4 Mesures de Borel et de Radon

Sur un espace métrique (ou topologique), on peut définir des mesures compatibles avec
la topologie : les mesures de Borel. Dans de nombreux cas d’espaces métriques, ces me-
sures seront automatiquement réguliéres de sorte que les espaces de fonctions régulieres
jouiront de bonnes propriétés de densité dans les espaces de fonctions intégrables.

Dans cette section, X est un espace métrique, dont la collection des ouverts est notée
O et celle des compacts K.

Définition 3.43 (Régularité d’'une mesure). Une mesure de Borel p sur un espace
métrique X est dite

— extérieurement régquliere si

VB e B(X), wB)=inf{u(0O): BC 0,0 € O},
— intérieurement réguliere si

VB e B(X), w(B)=sup{u(K):KCB,KeK},
— réguliere si elle est extérieurement et intérieurement réguliere.

Définition 3.44 (Espace polonais). Un espace polonais est un espace métrique séparable
et complet !

Théoréme 3.45. Toute mesure de Borel finie sur un espace polonais est réguliere.

Remarque 3.46. Puisque R? est un espace polonais, tout mesure de Borel finie sur R?
est automatiquement réguliere.

Définition 3.47 (Mesure de Radon). Une mesure p sur X est dite localement finie si
pour tout x € X, il existe un ouvert O contenant x tel que u(O) < oo. Une mesure de
Radon est une mesure localement finie et réguliere.

Remarque 3.48. Dans un espace métrique qui est localement compact, le fait d’étre
localement fini se reformule en p(K) < oo pour tout compact K.

Voici un autre théoreme important de régularité automatique :

Théoréeme 3.49. Toute mesure localement finie sur un espace métrique localement com-
pact séparable est réguliére : c’est une mesure de Radon.

Corollaire 3.50. Puisque la mesure de Lebesque sur RY est localement finie, et que RY
est localement compact, elle est réguliére : c’est une mesure de Radon.

Ces propriétés de régularités seront utiles notamment pour approcher les ensembles
boréliens par des fonctions continues bornées ou continues & support compact et obtenir
des résultats de densité das les espace LP.

Terminons cette section par le Théoreme de Lusin, qui dit qu'une fonction borélienne
est continue en-dehors d’un morceau de mesure arbitrairement petite.

1. La définition la plus courante est en réalité un peu plus générale.



Théoréme 3.51 (Théoréme de Lusin (version faible)). Soit f : X — Y une fonction
borélienne entre deux espaces métriques et p une mesure finie extérieurement réquliére
sur X. On suppose que Y est séparable. Alors pour tout € > 0, il existe un ensemble
fermé F C X tel que f est continue sur F' et (X \ F') <e.

Exercice 3.8. [Preuve du théoréme de Lusin] Soit f: X — Y une fonction Borélienne
entre deux espaces métriques et p une mesure de Borel finie réguliére sur X, avec Y
séparable. On fixe € > 0.

1. Montrer qu’il existe une base dénombrable d’ouverts, ¢’est-a-dire une suite (U, )nen
d’ouverts de Y tels que tout ouvert O s’écrive comme une réunion des {U, : U,, C
0O}.

2. Soit & > 0 et n € N. Montrer qu'il existe deux ensembles fermés F} C f~1(U,,), F? C
J7HUE) tels que (71 (U) \ FY) < €27 et u(fH(UE) \ F2) < 27,

3. On pose F = N,,(FLUF2). Montrer que u(X \ (FLUFE?)) <27 et que u(X\F) <
2e.

4. Montrer que f est continue sur F. (On pourra regarder I'image réciproque de

Fir (U5).)

Remarque 3.52. Remarquons que si g est intérieurement réguliere a la place de ’étre
extérieurement, on peut de plus avoir F' compact.

3.5 Exercices
Exercice 3.9. Donner des conditions sur un ensemble F pour que les classes suivantes
soient des tribus :
1. {@,{z}, E} ot z € E est donné.
{@,{z},{z}¢ E} ou x € E est donné.
La classe des singletons de F.
La classe des parties finies de E.

La classe des parties dénombrables de FE.

S

La classe des parties finies ou cofinies de . On dit qu’'une partie A de F est cofinie
si E'\ A est finie.

7. La classe des parties dénombrables ou codénombrables de E. On dit qu’une partie
A de E est codénombrable si E'\ A est dénombrable.

Comparer les tribus engendrées par les différentes classes de parties décrites ci-dessus.

Exercice 3.10. 1. Montrer que si F est une semi-algebre sur X, ’algébre engendrée
A = a(F) est formée des réunions finies d’éléments de F.

2. Montrer que la tribu engendrée par une semi-algebre est celle engendrée par 1’al-
gebre engendrée.



3. Montrer que la famille F est intervalles de R est une semi-algebre, de méme que
les intervalles semi-ouverts a droite.

Exercice 3.11. Soient (E,.A) et (F,B) deux espaces mesurés, € C P(FE) et F C P(F)
telsque A=0(€) et B=0o(F) et E €&, F € F. On définit

C:={AxB,A€€&,BeF}, G:={AxF, Ac&tU{ExB, B F}.

1. Montrer que si £ et F sont des semi-algebres alors C est une semi-algebre.

2. Montrer que o(G) =0(C) = AR B.
Exercice 3.12. On considére 'espace mesuré (R, B(R),\), ot A est la mesure de Le-
besgue.

1. Montrer que A est o-finie.

2. Montrer que A\(K) < 400 pour tout ensemble compact (fermé borné) de R.

3. Un ouvert de R de mesure finie est-il forcément borné ? Méme question pour un
fermé ?

4. Construire un ensemble dense dans R de mesure de Lebegue nulle.

5. Construire un ouvert dense dans R de mesure de Lebegue égale a 3.

Exercice 3.13. Soit (F,.A) un espace mesurable et soient p, v deux mesures finies sur
(E,.A). On suppose que, pour tout A € A, on a u(A) =0 = v(A) = 0. Démontrer que,
pour tout € > 0, il existe n > 0 tel que, VA € A, u(A) < n = v(A) < e. (Ind. On pensera
a utiliser le Lemme de Fatou et le Lemme de Borel-Cantelli).

Exercice 3.14. Dans les cas suivants (o f,, : Rt — R) montrer que la suite ([p+ fndA)nen
converge et déterminer sa limite.

1. fo(z) = _net 4. fu(z) = |cos(x)|/"e,
V14 n222 ne—"
—nz 5. fn =—7 1511,
2. fula) = e TR
V1+n2a? 6 _ sin(na™)
3. falz) = sin(na) 1y, (x), e =— o

Exercice 3.15. Calculer la limite des suites suivantes :

2
—|z|/n e” =i :
/Re |~T|/ dx, /chos(;')_l 1{3|COS(%)|Z2} de', Z ESID(%)-

m>1

Exercice 3.16. 1. Montrer que l'application ¢ définie sur R? par o(u,v) = (u® +
v?,2uv) est un C'-difféomorphisme de A = {(u,v) € R%u > v > 0} sur D =
{(z,y) e Rz >y > 0}.

2. En déduire la valeur de [, )2 lut — vt]e= () qudy.



Exercice 3.17. Soit (X, B, ;) un espace mesuré o-fini.

1. Soit u: X — [0,4o00] une fonction positive et mesurable. Montrer que

/Xud,u = /0+OO pw({x € X :u(x) > t})dt.

2. Plus généralement, soit p > 1 et u : X — [0, +00] une fonction positive mesurable.
Montrer que

+oo
/ uP dp = p/ P u({z € X s u(z) > t})dt.
X 0
Exercice 3.18. Calculer I'intégrale

=7

I= / e_y“"#d)\g(a:,y).
y>x>0 Yy

[Indication : on pourra considérer le changement de variable u =y — z,v = y/z.]

Exercice 3.19. Calculer le volume de la boule euclidienne de rayon r de R™.

4 Espaces L*

Soit (X, 7T, u) un espace mesuré. Si f est une fonction mesurable réelle, pour tout

p € [1,400[, on définit
1
190 = (17 an)"

| flloo = p — esssup|f| = inf{M : |f| < M p.p.}

et pour p = 400, on définit

4.1 Inégalités de Holder et de Minkowski

Proposition 4.1 (Inégalité de Holder). Si f,g sont mesurables et p,q € [1,+o0] sont
deuz exposants comjugués, au sens ou % + % =1, alors

Ifglly <[ fllpllgllq

Remarque 4.2. L’exposant conjugué de 1 est +o0o et réciproquement.

Démonstration. Commengons par le cas p, q €]1, +0o0o[, et supposons sans perte de géné-
ralité que f,g > 0. Si ||f|l, = 0, f est nulle presque partout et fg aussi donc l'inégalité
est évidente. Il en est de méme pour g donc on peut supposer que || f||, > 0 et ||g||, > 0.
Quitte a diviser f par ||f||, et g par ||g|l;, on peut supposer que ||f|, = |lg]lq = 1. 1l
s’agit alors de montrer que [ fgdu < 1. On utilise alors 'inégalité de Young ab < & 4 &

p ' a
pour tout a,b > 0. Pour la démontrer il suffit de fixer par exemple a et de montrer par



une étude des variations de u : = % + “%: —az que v > 0 sur Ry. Il vient pour tout

z, f(z)g(z) < f(p%)p + #, et en intégrant :

1 1 1 1
/fgduéf/fpdp+—/quu:f+f:1_
p q p q

Le cas p = 1,q = 400 (ou l'inverse) est en réalité plus simple, puisque |f(z)g(x)| <
|f(x)|]|g]lcc pour presque tout x, de sorte qu’en intégrant on obtienne

J1t91du < lgles [171du = lglloll 1. =

Exercice 4.1. Démontrer 'inégalité de Holder pour p, g €]1, +oo[ en utilisant I'inégalité
de Jensen. Etant données deux fonctions mesurables positive f, g, on pourra, lorsque c’est
possible, considérer la mesure v = gqiu‘
[99p)(X)

Proposition 4.3 (Inégalité de Minkowski). Pour toutes fonctions réelles mesurables

f’g? on a
1+ glly < [1£llp + [lgllp-

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut considérer f,g > 0, f et g non-(nulles
presque partout). Commengons par remarquer que le cas p = 1 est clair d’apres I'inégalité
triangulaire sur R : |f(z) + g(x)| < |f(x)| + |g(x)| pour tout x. Le cas p = +o00 est aussi
facile, puisque |f(x) + g(z)| < || flloo + llgllc POUr presque tout z, de sorte que par
définition, [|f + gllec < [[flloc + [|9]loc-

Passons au cas intéressant p €]1, +00[. On a

/(f +g)Pdu = /(f +9)? N (f+g)du
= [ 1+ g ant [ o(f + 97 dn

puis en utilisant I'inégalité de Holder avec (p, q) tels que 1y l =1

S(/fpduf(/(fw)(p ”du) (/gpd@ (/f_|_g)(l>1)qdlu>;

or puisque pg =p+gq, (p—1)g = p, ceci donne

-(fueara ([ o)+ (o))

1
En divisant par ([(f + ¢g)P? du)9 et en sachant que 1 — % = % on trouve :

(oeomaf <(fraff s (frw). <



Exercice 4.2. Montrer que si (f,)nen est une suite de fonctions mesurables et p €
[1,+00], alors

Y fa
n=0

0o
<> M fallp-
n=0

p

4.2 Généralités

On définit pour tout p € [1,4+o0],
LP(p) = {f mesurable : ||f|, < +oo}.

D’apres I'inégalité de Minkowski ||-||, vérifie I'inégalité triangulaire, donc £P(p) est une
semi-norme, mais attention ce n’est pas une norme : || f||, = 0 implique que f est nulle
-presque partout, mais pas partout !

Exercice 4.3. Soit f une fonction mesurable positive. Montrer que f est nulle u-presque
partout si et seulement si [ fdu = 0.

Afin d’obtenir un espace normé, on choisit de considérer que deux fonctions égales
presque partout sont identiques. Rigoureusement, on quotiente ’ensemble F des fonc-
tions mesurables par la relation d’équivalence

fRug <= [ = g p-presque partout.

On note F /R, I'ensemble des classes d’équivalences pour cette relation. On vérifie que
la somme, le produit et le produit par un scalaire « passent au quotient » 2. De plus, on
vérifie que ||-||, est indépendante du représentant choisi dans une classe d’équivalence et
peut donc étre définie sur le quotient. Ainsi, I'ensemble £P(1)/R, muni des opérations
+ et . est un espace vectoriel, et par définition ||-||, est une norme sur cet espace. On
définit ainsi I’espace vectoriel normé LP(u) :

LP(p) = (L2() /Ry [I-llp)-

Remarque 4.4. Méme si théoriquement, il est satisfaisant d’avoir construit un espace
vectoriel normé bien classique, il faudra faire attention & ce qu’on ne manipule plus
vraiment des fonctions mais des classes d’équivalence, bien que I'on note toujours f une
telle classe d’équivalence. En particulier, les valeurs ponctuelles f(z) pour x fixé n’ont
plus nécessairement de sens : par exemple pour la mesure de Lebesgue, un singleton est
de mesure nulle. Ce pourquoi il sera parfois plus commode de recourir & nouveau aux
« vrais » fonctions f € LP.

2. Par exemple si fiRuf2 et g1Rug2, alors fi + 1Ry f2 + g2.

10



Complétude
Théoréme 4.5. Pour tout p € [1,4+00|, LP(u) est un espace de Banach.

Démonstration. Commengons par le cas p < 400. Soit (f,) une suite de Cauchy dans
LP(p). On construit une sous-suite g = f,,, par récurrence de sorte que

—k
ank-H - fnkHP < 27

Ainsi 375 [|gk+1 — grllp < +00, et donc

> lgk+1 — gkl
k

< Mgrt1 = glllp < +oo.
ks
p

Par conséquent la puissance p-ieme de Y ;|gr+1 — gk| est d’intégrale finie, donc cette
fonction est finie presque partout. Ainsi, la série > 1 (gr+1(x) — gr(x)) est absolument
convergente donc convergente pour presque tout . On peut alors poser

h:= Z\gkﬂ — gkl
k

et

9= Xk:(gk—&-l — gk) + 9o = lim gp,

qui sont définies presque partout. Puisque h et go sont dans LP(u), g I'est aussi. Montrons
enfin que g, — g dans LP(u). On a

lg — gl = Zgz+1 —g1| < Z|gz+1 —q| <helP,
1>k 1>k

donc |g — gr|P — 0 presque partout et |[g — gx[P < kP € L', d’ott 'on conclut par le
théoréme de convergence dominée que [|g — gx|P du — 0, soit ||g — gx|l, — 0. On a donc
montré que (f,) est une suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente : elle est
donc convergente.

Passons au cas p = +00. Soit (fy,) une suite de Cauchy dans L*°. Prenons des repré-
sentants dans £°°, notés de la maniére par abus. Ainsi

1
Vk € N*aEINkvaaq > Nk7 pr - fq”oo < %7

donc pour tous p,q > Ny, il existe Sy, ; de mesure nulle tel que |f,(x) — fy(z)| < % pour

tout x € X \ Sy, 4. On pose
s=U U S

k>0p,q>Ng

qui est de mesure nulle comme réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle. On a

1
Vk>07VPaQZNk7vx€X\Sa ’fp(x)_fq@”g%v

11



donc pour tout z € X \ S, (fn(z))n est une suite de Cauchy dans R donc elle est
convergente vers un certain f(z) € R et f est mesurable. En faisant tendre p — oo dans
la précédente inégalité on obtient Vo € X \ S, |f(z) — f,(z)| < 1, et donc puisque S est
de mesure nulle,

Vk > 0,Yq > Ni, | f — folloo <

9

Nl

ce qui veut dire que f, — f dans L>®(u). O

Densité et séparabilité

On suppose dans cette section que X est un espace métrique localement compact et
séparable, par exemple R%, et que p est une mesure localement finie (c’est-a-dire ici,
finie sur les compacts), par exemple la mesure de Lebesgue. Remarquons que sous ces
hypotheéses, u est o-finie.

Commengons par un premier résultat de densité de fonctions étagées concentrées sur
un ensemble de mesure finie.

Proposition 4.6. Si f € LP(u) il existe une suite (fy,) de fonctions étagées telles que
LP
({fn # 0}) < 00 et fr 20, 1.

Démonstration. Voir exercice 4.4. O

Exercice 4.4. On décompose fen f = fi — f_.

(i) Justifier I'existence de deux suites croissantes (a,,), (b,) de fonctions étagées telles
que p({an # 0}), p({bn # 0}) < oo et an T fr,b, T f-.

(ii) Montrer que a, — f+ et b, — f_ dans LP(u) et conclure.

Lemme 4.7. Si K est un compact inclus dans un ouwvert U, il existe une fonction ¢
continue a support compact telle que

1x < ¢ < 1yp.
Démonstration. Voir exercice 4.5 O

Exercice 4.5. Soit X un espace métrique localement compact, une partie compacte K
et un ouvert U tels que K C U.

(i) Montrer qu’il existe un compact K’ et un ouvert U’ tels que K CU C K C U.

ii) A Daide de la question précédente, construire une fonction ¢ continue qui vaut 1
q p q
sur K et 0 sur U¢. On pourra utiliser les fonctions distance & un ensemble.

(iii) Conclure.

Démonstration. 11 suffit de poser
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Théoréme 4.8. L’espace C.(X) des fonctions continues a support compact® est dense
dans LP(u) pour p €1, +o0].

Démonstration. Commencons par approcher les Boréliens de mesure finie par des fonc-
tions continues a support compact. Soit B un borélien de mesure finie et € > 0. Puisque
1 est une mesure de Radon, il existe un compact K et un ouvert U tels que K C B C U
et (U \ K) < e. D’aprés le Lemme 4.7, il existe une fonction ¢ € C.(X) telle que
1K < ¢ < 1y, de sorte que ¢ et 1p sont tous deux compris entre 1x et 1. Par
conséquent

J1 = 1adu < [t - e du = [ 1 edp=p@\K) <<
) Soit maintenant f €Ly (). On sait d’apres la Proposition 4.6 qu’il existe une fonction
f étagée telle que p({f # 0}) < oo et ||f — f|l, < e. La fonction f s’écrit
N
fzzai]-Biu al#o
i=1

D’apres ce qu’on vient de voir, pour tout i, il existe g; € C.(X) telle que |15, — gil|p <
e/(Nla;|). On pose alors
9=>_0i
i

et on vérifie

N N
P €
1f = gllp < D _laall1s, = gillp < D _lail57— <e,
i=1 i=1 Nla]

pour obtenir enfin || f — g||, < 2e. O

Remarque 4.9. La densité des fonctions étagées dans LP est vraie sans hypothese
sur X.

— La densité des fonctions étagées de concentration p-finie est vrai des lors que p est
o-finie.

— Lorsque X est un espace polonais et u est finie, on peut démontrer qu’on a densité
des fonctions continues bornées C,(X) au lieu de C.(X).

Théoréme 4.10 (Séparabilité des LP). Pour tout p € [1,+o0[, l'espace LP (1) est sépa-
rable.

Démonstration. On sait que tout borélien de mesure de finie peut s’approcher par un
ouvert pris dans une base dénombrable (Oy,),en. La collection

F = {Zanlon Ly, 6(@}

finie

est dénombrable et dense, d’ou la séparabilité. ]

3. C’est-a-dire nulle en-dehors d’une partie compact.
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4.3 Convolution

Intérét Régularisation de fonctions, bon comportement avec la transformée de Fourier.
On se place & présent dans R%. Si f et g sont dans C.(R%), on peut définir

fro@) = [ Jwe-pdy (=gx @),

il s’agit en en quelque sorte d’'une « moyenne » de f autour de x, pondérée par g. On
Iappelle la convolée de f et g. On veut maintenant définir la convolée de deux fonctions
qui ne sont pas nécessairement continues a support compact mais dans des espaces LP(u).

Théoréme 4.11. Supposons que p,q,r € [1,+00] sont trois exposants tels que

1 1 1
,_|_,:1+,
P 4q r

et f € LP(n),g € Li(p). Alors pour presque tout x, y — f(y)g(x — 1) est dans L' ()

donc f * g est bien définie presque partout, et fxg € L"(u). Plus précisément :

1 % gllr < [ £1lpllgllq-

Remarque 4.12. Ainsi, la convolée de deux fonctions L! est une fonction L', ce qui fait
de L' une algebre. Elle n’est pas unitaire : définie dans un cadre plus général, 1’élément
neutre pour la convolution est la mesure de Dirac dg, or ce n’est une fonction.

Preuve du cas ¢ = 1. Dans ce cas, r = p. Commengons déja par le cas p = 1. D’apres le
théoreme de Tonelli,

L @t =0t e Xy = [ 15 [ lot—y)ldedy
R x R4 Rd Rd
= [ )y [ Ja@lde <o
Rd R4
Or cette méme intégrale est aussi égale par Tonelli & [pa [pa|f(¥)g(z — y)| dy dz, donc

Jralf(y)g(z — y)| dy est finie pour presque tout z, i.e. y — f(y)g(z — y) est dans L' (u)
et f x g est bien définie. Enfin

[f*gllh = /Rd /Rd f(?/)g(x—y)dy‘dx

S/Rd W@ —y)ldyde

< 400,

donc fxg € L'(u).
Passons au cas p quelconque. Pour cela, montrons que [ ([[f(z —y)g(y)|dy)’ dz <
+00. On va appliquer I'inégalité de Holder en réécrivant le produit comme suit :

£ = 9w = (1 - lla)1?) (191" )

14



ﬁl—k——l On a

(fir@-ngar) = ([ (£ llsl? av) ( [latw) ) o)
< [15t - u)Ploty |dy(/|g Ndy)”

et en intégrant en = et appliquant le théoreme de Tonelli & la premiere intégrale :

[ (i@ -nsta) @ < [ [15-Plgwlayde ( [lowlds)’
— £l gl

+5=1 »
LA 11519l

o
=

\\H

P
/

(1=~

1
p
< +00.

En conséquence, f * g est bien défini, et de plus en prenant la puissance 1/p-iéme, ceci

montre que ||f*gll1 < ||fllpllgl1- -

Convolution et probabilités
Proposition 4.13. Si X,Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes sur un
espace de probabilité (X, P), de lois a densité fi1, faL*(R) respectivement, alors la loi
de Z = X +Y a pour densité fi * fo.
Exercice 4.6. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes réelles. Calculer la
loi de X + Y dans les cas suivants :

(i) X et Y ont loi uniforme sur [—1,1].

(ii) X et Y ont respectivement une loi de densité v, x et 73 » ot

AT a— * & a
Yar (z) = F(a)e AZ g 1, (2), T(a) ::/O e Tz .

On pourra vérifier et utiliser le fait que fR+ Yax = 1.

On peut définir de maniere générale la convolée de mesures finies (donc de lois de
variables aléatoires réelles quelconques), comme le montre l’exercice suivant.

Exercice 4.7. Soient p et v sont deux mesures de Borel finies sur RZ. On pose
o(A) = / onegyead(pp @ v)(z,y), pour tout borélien A C RY.
R X R4

(i) Montrer que o est une mesure positive sur R?, on note [T

ii) Remarquer que u * v est une mesure finie et que px v = v * p.
K K K

iii) Montrer que si u = fA%, v = g\, ol f,g > sont intégrables, p* v = (f x g)A\?
K K

15



Retour a la convolution dans LP

Exercice 4.8 (Convolution dans LP, cas général). Soit p, q,r € [1,+00] tels que %+37 =

1+ 1.
1. On pose p', ¢ tels que % + [}—, =1= (11 + qi, Vérifier que
L1,
¢ r

2. Démontrer I'inégalité de Holder pour 3 fonctions fi, fo, f3 :

If1fafslle < fallll f2llg 1 F5 1l

3. Pour r < +o00, démontrer que [ ([|f(z —y)g(y)|dy)" dz < (|| fllpllgll¢)"- On pourra
appliquer I'inégalité de Holder en décomposant f(x — -)g(:) = fi1f2fs pour 3 fonc-
tions bien choisies.

4. Cas r = 400 : démontrer que fxg(x) est bien défini pour tout z, et que || f*g|loo <

£ 1lpllgllq-

Remarque 4.14. Remarquons que dans le cas ou les exposants p, ¢ sont conjugués, r =
400 et la convolée a un sens ponctuel.

Si f est une fonction sur R? et h € R? on définit I'opérateur de translation 7, f =
x + (x — h). Remarquons que ||7,f|| = || f|| pour tous f,h. Si A C R% on note || f|p.a
ou ||f||LP(A) la quantité HflAHp-

Proposition 4.15 (Continuité de 'opérateur de translation). — Version globale : si
feLP(RY),p < +oo, alors ||f — mnflp 120, .
— Version locale : si f € L, _(RY) alors pour tout compact K C R, || f =71, f |l p.ic 120,

0.

Preuve du cas global. Soit f € LP(R?) et & > 0. On sait par densité des fonctions conti-
nues & support compact qu’il existe g € C.(R?) telle que ||f — g||, < e. Par conséquent

I Thf — Thgllp < € et
Imnf = fllp < 170 f = m0gllp +1lg — fllp + 1709 — 9llp < 26 + lmng — gllp-

Or on sait que g est continue & support compact K donc uniformément continue d’apres
le théoréme de Heine. Notons wy(8) := supy y.|z—y|<s/9(y) —9(2)| le module de continuité
de g. On a

g — gllp = /K]g(x 4 h) —g(@)Pde on K = K + B(0,1)
< M (EK)wg(|R])
h—0
— 0,

car g est uniformément continue. Ainsi ||7,9 — ¢ Hp < ¢ lorsque h est assez petit et donc
lmnf — fllp < 3e, ce qui conclut. =
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Exercice 4.9. Démontrer la version locale de la continuité de I’opérateur de translation.

Commencons par un exercice simple de régularité d’une convolée par une fonction
continue.

Exercice 4.10 (Convolée par une fonction continue). 1. Montrer que si f € L'(R%)
et g € Cp(R?) est uniformément continue, alors f o g est uniformément continue.
2. Montrer qusi f € L{. (R%) et g € C.(R?), alors f o g est continue.

loc

Démonstration. Soit f € L'(R?) et g € Cy(R?) uniformément continue, de module de
continuité w. On a alors pour tout x1, xo,

fog@) = Fogadl = | [ fW)(gler—v) = gle2—y) dy

Holder
<l flhw(llzr — z2l])

x1—x2—0 0

O]

En réalité, 'opération de convolution elle-méme a un effet régularisant, méme si les
fonctions ne sont pas régulieres, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 4.16 (Convolée pour des exposants conjugués). — Version globale : Si
feLP(u) etge LP (i) alors f x g est définie en tout point, f * g € Cy(R?) et est
uniformément continue, et || f x glloo < || fllpllgllp-

— Version locale : Si f € LfOC(Rd) et g € ng/ (RY) alors f g est définie en tout point
et fxgeC(RY).

Remarque 4.17. En pariculier la convolée d'une fonction Li_ (R?) et g € C.(R?) est

continue.

Preuve dans le cas global. L’'un des exposants p ou p’ est fini, par exemple p. On a déja
vu par l'inégalité de Holder que [|f(z —y)g(y)|dy < || fllpllglly de sorte que f x g est
bien définie et pour tout z, |f *g(z)| < || fllpllgll,r- Prenons maintenant deux points u et
v

()~ Frg()] < | [(lu =)~ flo = 9))glo) dy

< gl lf (w—="-) = flo—=")llp
= Hg”p’Hf - Tu—vf”p

u—v—0
— 0,
par continuité de 'opérateur de translation. ]

Exercice 4.11. Démontrer la version locale de la continuité de la convolée dans le cas
de deux exposants conjugués.
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Lorsque f est continue, le support de f est définie comme spt f = {f # 0} : il s’agit
du plus petit fermé en-dehors duquel la fonction est nulle.

Exercice 4.12 (Support d'une fonction). Si f est une fonction borélienne sur R?, mon-
trer qu’il existe un plus petit ensemble fermé en-dehors duquel f s’annule Lebesgue-
presque partout.

Démonstration. Soit (O,,), une base dénombrable d’ouverts de R?. On pose
Q= U{On :n € N, f est nulle p.p. sur O, },

et F = R?%\ Q. Montrons que € est le plus grand ouvert sur lequel f est nulle presque
partout, ce qui conclura. Soit O un ouvert sur lequel f s’annule presque partout. Comme
(Op) est une base d’ouvert, on peut en extraire de sorte que O = [, Op,. Comme
O, € O, Oy, est de mesure nulle donc 2 O |J;, Oy, = O. O

Ainsi, si f est seulement borélienne, on définit le support de f, noté spt f, comme le
plus petit ensemble fermé en-dehors duquel f s’annule Lebesgue-presque partout.

Proposition 4.18. Si f, g sont deux fonctions mesurables, spt f x g C spt f Usptg.

Exercice 4.13 (Support d’une convolée). Montrer que le support de la convolée de
deux fonctions boréliennes f, g est inclus dans spt f 4+ spt g, et que l'inclusion peut étre
stricte.

Définition 4.19 (Approximation de I'unité). Une suite (p,) € L'(R?) est une approxi-
mation de I'unité si

7107‘&207

N fp’rl — 17
— VE > O, fB(O,S)C Pn — 0.

Exercice 4.14. Soit p une fonction positive sur R? telle que [ p = 1. Soit (,,) une suite
de réels strictement positive tendant vers 0 et posons pour tout n, p,(z) = &, %p(x/8).
Montrer que (p,) est une approximation de I'unité.

Proposition 4.20 (Approximation de I'unité). Soit (p,) une approrimation de l'unité.
— Si f € LP(RY),p € [1,00[, alors f x p, L, f.

— Si f € Cy(RY) alors f % p, converge uniformément sur tout compact vers f.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que [ p, = 1 pour tout n. On a

f@) = (xp)(a) = [(F@) = flo = 9)paly) dy,
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et donc
[15= 1502 = [| [G@) 1 = )pnte) as|

Y [ 5@ - @ - pl o) dydo
T2 flir g~ Flzpa(y)d

dx

et pour § > 0 fixé

=L ros ! i) 2111 Jye P

)

0 n—oo

0

ce qui permet de conclure : prendre d’abord § petit pour que la premiere intégrale soit
plus petite que € > 0 arbitrairement fixé, puis faire tendre n — co.

Si maintenant m,, := [ p, n’est pas identiquement égal a 1, on applique le résultat
précédent a py,/m,, qui est d’intégrale 1, et on remarque que

1 1
1 % P = f % prfmally < (1 - ) 1 % pully < (1 - ) 17 lpllpalls = 0,
m mp,

n

ce qui conclut.
Passons au second point, en supposant & nouveau que [ p, = 1. Soit f € Cp(R%). Soit
K un compact de R et £ > 0. Pour 0 < § < 1, on a

1@ = Frpa@) < [ If@) = fa = y)lpaly) dy

By(0,6)

s f@) = f = plenly) dy
RN\B;(0,6)

< sup |f(@) = f+2flle P
z,y€K+Bf(0,1) RNB(0,0)
lz—ylI<d

le premier terme étant plus petit que € lorsque  est assez petit, puisque f est uniformé-
ment sur le compact K + B¢(0,1). Ensuite, le second terme est plus petit que e lorsque
n est assez grand. On obtient donc

sup| f(z) — f * pn(2)| < 2.
zeK

Comme pour le premier point, le cas [ p, # 1 se déduit aisément. O

Exercice 4.15. Soit f une fonction continue sur R? est (p,) une approximation de
I'unité.
1. Montrer que si f est bornée et uniformément continue, alors f x p, — p uniformé-
ment sur R?.
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2. Montrer que si (diamspt p,) est borné alors f x p, — f uniformément sur tout
compact.

3. Montrer que si diamspt p, — 0 et f est uniformément continue, alors f % p, — f
uniformément sur tout compact.

Définition 4.21 (Famille/Suite régularisante). Une famille (p.). € L'(R?) est une suite
régularisante lorsque € — 0 si

— pe =0,

— [p-=1,

— diam(sptpe) < e
— pe €CZ(RY).

On dit qu’elle est radiale si p:(x) = p-(||z]|) pour une certaine fonction p.

1
Ezemple 4.22 (Une suite régularisante standard). On pose p(z) = el=I” b lz|]| <1 et
p(x) = 0si [|z]| > 1, puis p:(2) = e 9p(x/c). Cest une suite régularisante radiale.

Remarque 4.23. Une suite régularisante est en particulier une approximation de 1'unité,
mais elle jouit de meilleures propriétés encore.

Proposition 4.24 (Dérivation d’une convolée).  — Version globale : si f € L'(R%)
et p € Cf, c’est-a-dire bornée de dérivée bornée, alors fxp € CH(RY) et Oy, (fxp) =

[ * Oy p-
— Version locale : si f € LL (R?) et p € CHR?), alors f+p € CRY) et Oy, (f % p) =

[ * Oy p.

Preuve dans le cas d = 1. On sait déja d’apreés Proposition 4.16 que f % p et f % p’ sont
continues, mais on va l’obtenir ici par le théoréeme de dérivation sous l'intégrale.
Traitons la version globale. On a

fxp(x /h z,y)dy ouh(x,y) = f(y)p(z —y).

La fonction h(z,-) est intégrable puisque f est borné est p est intégrable. De plus, elle
est C en la premiére variable et d,h(x,y) = f(y)p'(z — y), de sorte que

[0h(, )| < [F ) lloo-

On a donc un chapeau intégrable pour la dérivée, qui est indépendante du parametre x.
Aisi, par le théoréme de dérivation sous l'intégrale, f x p est de classe C' sur R et

(f*p)'( /f (z—y)dy = (f*p')(x).
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Exercice 4.16. Montrer que si f € Li _(RY) et p € CL(RY), alors fx p € CHR?) et

loc

O, (fxp) = f % Oy,p pour tout k =1,...,d.
Corollaire 4.25. L’espace C°(R?) est dense dans LP(R?) pour tout 1 < p < oc.

Démonstration. Puisque C.(R?) est dense dans LP(R?), il suffit de considérer une fonction
f continue a support compact et montrer qu’on peut ’approcher en norme LP par une
suite de fonctions de classe C*°. Prenons une suite régularisante (p:) et considérons
f * pe. En itérant Proposition 4.24, on obtient que f x p. est de classe C*°, et spt f * p: C

spt f + B¢(0,¢), donc f est a support compact. Par Proposition 4.20, on obtient que
LP

fHxpe — f. O
e—0

Jusqu’a présent, dans cette section nous nous sommes concentrés sur R% tout entier 4.
On peut néanmoins se servir des convolutions pour régulariser des fonctions sur un ouvert
) en faisant au préalable une découpe lisse de notre fonction (« cut-off » en anglais).

Lemme 4.26 (Existence d'une découpe lisse). Soit K un compact et U un ouvert tels
que K C U. Il existe ¢ : RY — [0, 1] telle que ¢ € C(R?), sptp C U et ¢p(x) = 1 pour
tout x € K.

Démonstration. On pose ¢ = d(K,U€). On définit K. = {z : d(z,K) < e/4} et U. =
{z : d(z,K) < §}. D’aprés Lemme 4.7, il existe une fonction ¢ € C.(RY) telle que
1. <9 < 1y,. On pose alors ¢ = ¢ x p./4. On sait que

spt ¢ C spte + By(e/4) C U. + By(e/4) C{x : d(z,K) < 3¢/4} C U.

Siz € K, on a par ailleurs
o) = | WPl — ) dy
Jyea+By(e/4)

= /p5/4(w—y) dy
car x + By(e/4) C K + By(e/4) C K. et ¢ =1 sur K,
= 1.

O

Théoréme 4.27. Si Q est un ouvert de R, C°(2) est dense dans LP(Q) pour tout
1<p<+o0.

Démonstration. Soit f € LP(£2). On étend f a tout R? en posant f(z) = f(z) sur Q et
f(z) =0siz ¢ Q. Pour tout n € N*, il existe un compact K,, C 2 tel que A4(Q\ K,,) < 1

4. 11 nous faut un groupe pour la convolution
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par régularité intérieure. D’apres le lemme précédent, il existe x,, € C2°(2) tel que x,, = 1
sur K. On pose alors )

frb(l) - (f * pn)Xn/-
On a

If— anp@ <|f- fX77/Hp~,Q +1fxn — .f*ﬁn/Xn"p,Sl
<|f = k. llpo+ If = *pullpre
— 0,

en utilisant le théoreme de convergence dominée pour le premier terme, et Proposi-
tion 4.20 pour le second. ]

4.4 Transformée de Fourier
On se placera sur R dans les démonstrations pour simplifier.

Définition 4.28 (Transformée de Fourier dans L'). Si f € L}(R?), on définit sa trans-
formée de Fourier par

VEERY, J(©) = FIE) = [ e () da

Remarque 4.29. Elle est bien définie pour tout € car [a|e?™ ¢ f(z)|dz = [ga| f(x)|dz <
00.

Théoréme 4.30 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Si f € LY (RY), alors f appartient d
Uespace Co(R?) des fonctions continues qui tendent vers 0 lorsque ||€|| — 400, et

I Flloe < 11 £11-

Preuve dans le cas d = 1. La continuité de f vient de la continuité d’une intégrale a
paramétre. L'intégrande g(x, &) = €2 f(2) est majorée en module par | f(x)|, intégrable
indépendante du parameétre, et g est continue, ce qui conclut.

Par I'inégalité triangulaire, pour tout &, |f(€)| < fulf(x)|dz = ||f]l1, donc ||f]le <
| fll1 et F est un opérateur linéaire continu de L'(R?) dans Cy(R?). Or les fonctions
continues & support compact sont denses dans L' et I’espace Co(Rd) est fermé dans
Cp(R%), donc il suffit de montrer que la transformée de Fourier d’une fonction continue &
support compact est dans Co(Rd). Supposons donc que f est continue a support compact,
et placons nous dans R pour simplifier. Par intégration par parties sur un intervalle
[ R, R] en-dehors duquel f est nulle, on obtient

. o= 2imt R R o-2int
GE [_Mﬂx)] R+ [, Sl @)

R 6—27,71'5
= x)d
=07 / —2z7r§ .
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donc

A 1
FASI= [ b
27 (]|
et |£(€)] — 0 lorsque €] — +o00. Dot le résultat. O
Dans R?, un multi-indice o un vecteur a = (az,...,aq) a valeurs dans N, soit a €
N, Sa longueur est définie par |a| = 3 a4, et par 9%f on désigne la dérivée parielle

031052 ... 04 f. En premiere lecture, on pourra considérer d = 1, et « est simplement

un entier, 9*f = (),

Définition 4.31 (Espace de Schwartz). On définit I’espace de Schwartz S(R?), ou des
fonctions da décroissance rapide, comme I’ensemble des fonctions f € C>°(RY) telles que
pour tout £ € N et tout multi-indice o € N,

sup [|z[[‘[0° f (2)] < +oo.
z€Rd

Remarque 4.32. L'espace S(R?) est dense dans LP(RY) pour tout p € [1, 00| puisque
C(RY) C S(RY).

Exercice 4.17. Soit f € S(R?).
1. En supposant que d = 1, montrer que X f =z — xf(z) € S(R) et ' € S(R).

2. En supposant que d = 1, montrer que pour tout o € N et tout p € [1,400],
fl@) e LP(RY).

3. Généraliser a la dimension d quelconque.

Proposition 4.33 (Petit formulaire de Fourier). On note ey = x +— e*™% 1, f =
FG=X) et haf = f(-/\) pour X\ € R® et f = f(—-). Alors pour tout f,g € S(R?),

(a) exf =11,
(b) mf =e_x],
(c) Frg=fa,
W -7
(e) f=F.
(f) haf = Ah;f;
(9) f' =2inX ],
(h) —2inXf=f, avec f € CL(RY).
Démonstration. En exercice. O

Remarque 4.34. Toutes ces propriétés restent vraies dans L' par densité de 'espace de
Schwartz.

23



Théoréme 4.35. S(RY) est stable par la transformation de Fourier.

Preuve pour d = 1. En sachant que (2i7X)Pf*) € S(R), en appliquant successivement
(g) et (h) de Proposition 4.33, on a

[(—2imX)P | = (2imX)H(~2imX )P f = (2imx)*f),
or on sait que la transformée d’une fonction intégrable (donc de Schwartz aussi) and

dans CO(R%), et donc (2inX)Ff®) e Cy(RY) C Cp(RY), ce qui implique que f est (de
classe C™ et) & décroissance rapide. O

Exercice 4.18 (Transformée de Fourier d'une Gaussienne). Soit G(z) = Ve I’
une Gaussienne centrée. On se place en dimension 1.

1. Montrer que G € S(R) et que [ G\ = 1.

2. Montrer que G satisfait 'EDO ' = —2\rxy.

3. En déduire que C/T'\)\/ = —%’rzé\)\

7\'"1)2

4. En déduire que C/¥\>\ =e 1.
5. En déduire que C/J\A = G).
Proposition 4.36. La famille de gaussiennes normalisées Gy vérifie :

1. (G\)x € S(RY) est une approzimation de l'unité lorsque A — 0.
2. ||C/¥\,\||OO <1 et Gy 11 simplement.

o~

3. Gy = Gy.

Proposition 4.37. Pour tout f,g € S(RY), [ fi= [ fg.

Démonstration. C’est une simple application du théoreme de Fubini. ]
Théoréme 4.38 (Théoréme d’inversion). Pour tout f € S(RY), FFf = f = FFf, de
sorte que F = f +— f(—-) est l'inverse de la transformation de Fourier.

Démonstration. Soit f,g € S(R?). On a
[ 7= [FF(a= [ FnFe) = [ 177

Prenons alors g = Gy. Ona § = g = G et Gy = Gy, de sorte que f]z"]-"(f)GA = [ G,
ce qui s’écrit encore :

FF(f) x GA(0) = f x GA(0).

On sait que S(R) C Cy et donc, puisque G est une approximation de l'unité, que pour
tout ¢ € S(R), ¢ x Gy — ¢ sur tout compact lorsque A — 0, et donc en particulier en
faisant tendre A vers 0 on obtient

FF()(0) = 1(0).
En remplagant f par 7_, f on vérifie par le formulaire donné plus haut que ceci se réécrit
f(—x) = f(z), don le résultat. O
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Corollaire 4.39. Si f € L'(R) et fe LY (R%) alors FFf = [ presque partout.

Théoréme 4.40 (Théoréme de Plancherel). Pour tout f € S, on a [3|f]* = fR\f\Q.
En particulier, la transformation de Fourier sur S(R) se prolonge de maniére unique en
une isométrie linéaire Fr» sur L*(R) tout entier. De plus si f € L'(R) N L*(R), alors
Fr2f = Ff preque partout.

Démonstration. On a

Jiie=[ii=[1i=[FFi=[ 1= [isP,

et on conclut par le théoreme de prolongement des applications linéaires continues sur
un sous-espace dense. ]

4.5 Exercices

Exercice 4.19. Pour quelle(s) valeur(s) de p les fonction suivantes définies de (R, B(R))
dans (R, B(R)) sont-elles dans 'espace £P?

1. z— 1g (x) 3. ey MAANEY, L ()
2. x+— $1[071} (z) 4. x>, ﬁl[n,n+1[(l‘)

Exercice 4.20. Soit a € R et soient f, et g, les fonctions définies par

1 1 1
fa(z) = 51[—1;1] (), gal(x)= 51[1;+oo[ () et ho(z)=—.
1. A quelle condition sur « et p, fo € LP7?
2. Méme question pour ge.
3. Et pour hy?
4. Montrer que si p < g, il n'y a pas d’inclusion entre LP(R)et L(R).
Exercice 4.21 (Inégalités de Holder et de Minkowski). Soit (X, A, 1) un espace mesuré
et p, q €]0, 1[ deux exposants conjugués : %+% = 1. Considere deux fonctions mesurables
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1. Démontrer [’inégalité de Holder

[isglan< (| |f|pdu)’1’ (/ If!qdu);

en utilisant I'inégalité de Jensen.

Indication : considérer la mesure gy ou ¢ = |fIP/ [|fIPdu (lorsqu’elle est bien
définie) et la fonction h = |g|/| fIP~ 1 1.
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2. Démontrer I'inégalité de Young ab < % + % pour a,b > 0 et en déduire une autre
preuve de l'inégalité de Holder.

Indication : considérer d’abord le cas ou [ |f|Pdu = [ |g|9dp = 1.

3. Démontrer ['inégalité de Minkowski
1 1

(oo () (o

en utilisant I'inégalité de Holder.
Indication : se ramener au cas f,g > 0 et écrire (f+g)? = f(f+g)P 1 +g(f+g)P~ L.

Exercice 4.22. Calculer f lorsque

1. f:=1,; (z) := %e_)‘|’”‘, A>0;

3. f
2. fi=144,a>0; 4. f(x):= m,)\>0;
Exercice 4.23. Soit f (z) = (1 — [z|) 1|_y 1) (7).
1. Montrer que f (z) = 1[_1 ] * 1[;1 1) (z) et calculer [°0 e f (x)dx.
272

2. En déduire que f (z) = %ffooo e_m%dm.

1
2
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