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1 Analyse dans les espaces métriques

But Parler de convergence et de continuité (notions topologiques), de maniére quanti-
fiée et séquentielle (cadre métrique).

1.1 Généralités
Définition 1.1 (Distance et espace métrique). Une distance sur un ensemble X est une
fonction d : X x X — R telle que pour tous z,y,z € X,
(i) d(z,y) =0 <= z =y (séparation),
(ii) d(z,y) = d(y,z) (symétrie),
(iii) d(z,z) <d(z,y)+ d(y, z) (inégalité triangulaire).
Un ensemble muni d’une distance, c’est-a-dire un couple (X, d), est appelé un espace

métrique.

Remarque 1.2 (Inégalité triangulaire renversée). Une distance vérifie automatiquement
une inégalité triangulaire renversée :

|d(z,y1) — d(z,y2)| < d(y1,92)

pour tous xz,y1, Yo.

Exercice 1.1. Si (X,d) est un espace métrique, démontrer I'inégalité triangulaire ren-
versée |d(z, y1) — d(z,y2)| < d(y1, y2) pour tous z,y1,ys.

Les espaces métriques sont un bon cadre pour commencer a faire de l'analyse :
convergence, limite, continuité, notions topologiques se manipulent de facon intuitive
et agréable.

Vocabulaire

Dans un espace métrique (X, d) on peut parler de :
Boule ouverte B(z,r) ={y € X : d(z,y) < r} pour tout x € X,r > 0.
Boule fermée By(z,r) ={y € X : d(z,y) < r} pour tout x € X,r > 0.

Ensemble ouvert O est ouvert si pour tout = € O, il existe r > 0 tel que B(z,r) C O.

Exercice 1.2. Soit (X, d) un espace métrique.

1. Montrer que si R > 0 et y € B(z, R), alors il existe 0 < r < R tel que B(y,r) C
B(z, R). En déduire qu’une boule ouverte est ouverte.

2. Montrer qu'un ensemble O est ouvert si et seulement si ¢’est une réunion de boules
ouvertes.

3. Montrer que l'intersection d’un nombre fini de boules ouvertes est ouverte.

Ensemble fermé F' est fermé si son complémentaire X \ F' est ouvert.



Intérieur z est intérieur 4 A C X si il existe r > 0 tel que B(z,r) C A. L’ensemble des
[¢]
points intérieurs & A, noté A, est l'intérieur de A. C’est un ouvert (le démontrer!).

Adhérence (ou fermeture) z est un point adhérent & A C X si pour tout r > 0,
B(z,7)N A # (). On note A 'adhérence de A, c’est-a-dire I’ensemble de ses points
adhérents. C’est un fermé (le démontrer!).

Densité Une partie A C X est dense dans X si A = X.

Séparabilité L’espace (X, d) est séparable s’il admet une partie dénombrable dense.
_ o

Frontiére La frontiere de A C X est 0A = A\ A.

Remarque 1.3. Attention, dans I'espace euclidien (R?, ||-||2), on a

(i) B(z,r) = By(x,r)

(ii) By(z,r) = B(a,r)
(iii) OB(z,r) = S(z,r) ={y : d(z,y) =1},

mais ces propriétés ne sont pas vraies en général dans un espace métrique quelconque.
Exercice 1.3. Si (X,d) est un espace métrique, a-t-on toujours B(z,r) = By(z,7)?
Bj(x,r) = B(z,r)? dB(x,r) = S(z,r) ?

Application continue f: (X,d) — (X',d') est continue en xq si

Ve > 0,30 > 0,Vz € X, d(x,m9) < § = d'(f(x0), f(x)) <e.

Elle est dite continue si elle est continue en tout point.

Application uniformément continue [ : (X,d) — (X', d’) est uniformément continue si
Ve > 0,30 > 0,Vo,y € X,d(z,y) <§ = d'(f(2), f(y)) <e.
Application Lipschitzienne f:(X,d) — (X', d') est K-lipschitzienne ot K > 0 si
Va,y € X,d(f(y), f(z)) < Kd(z,y).

Lorsque f est Lipschitzienne, on note Lip(f) la plus petite constante K telle que
f soit K-Lipschitzienne.

Exercice 1.4. Donner un exemple de fonction continue mais non uniformément conti-
nue, ainsi qu’un exemple de fonction uniformément continue qui n’est pas Lipschitzienne.

Suite convergente z,, —— x dans X si Ve > 0,3IN,Vn > N, d(z, z,) < ¢.

Valeur d’adhérence / est valeur d’adhérence d’une suite (x,,) si

Ve > 0,YN,3In > N,d(zp,{) < €.



Limite en un point Soit [ : (X,d) — (X', d'), 20 € X,£ € X' et A C X. On dit que f

admet ¢ pour limite lorsque x tend vers xg selon A, noté lim, ., zea f(x) = £ si
Ve > 0,3r > 0,Vx € A,d(x,x9) <r = d(f(x),/) <e.
Lorsque A n’est pas précisé, on considere que A = X.
Exercice 1.5. Soit (x,) une suite dans un espace métrique (X, d). Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :
(i) ¢ est valeur d’adhérence de (z,,),

(11)E€nn{xppzn}v
iii) il existe une sous-suite (x4,)) telle que lim x4,y = £.
é(n) o(n)

Caractérisations séquentielles

Dans un espace métrique, la plupart de ces définitions admettent des caractérisations
séquentielles (en terme de suites).

Proposition 1.4 (Caractérisations séquentielles). Dans un espace métrique (X,d) :
— un point x € X est adhérent a A C X si et seulement s’il existe une suite (x,) € A
telle que x, — z,
— une partie A C X est fermée si et seulement pour toute suite (x,) € A convergeant
vers une limite £, nécessairement £ € A,

— limg, ypx o, ca f(x) = £ si et seulement si pour toute suite (x,) € A tendant vers
x*, limy, f(z,) = ¢,

— f est continue en x* si et seulement pour toute suite (x,,) tendant vers z*, lim f(x,) =
f(@®),

— f est uniformément continue si et seulement si pour toutes suites (), (yn) telles
que lim, d(zy,yn) = 0, on a lim, d'(f(z,), f(yn)) = 0.

1.2 Complétude

Intérét Assurer 'existence de limite sans la connaitre a priori. Obtenir des théorémes
d’existence en analyse, de solutions d’équations différentielles notamment, par exemple
par le théoréme du point fixe de Picard. Egalement, comme on le verra, la complétude
est un « morceau » de compacité.

Définition 1.5 (Suite de Cauchy, espace complet). Soit (X, d) un espace métrique. Une
suite (z,) € X est de Cauchy si

Ve > 0,3dN € N,Vp,q > N,d(xp,zq) <€

Si toute suite de Cauchy dans (X, d) est convergente, on dit que I'espace métrique (X, d)
est complet.



Exemple 1.6. Les espaces suivantes sont complets :
— R muni de la distance absolue d(z,y) = |y — x|,

— les espaces vectoriels normés de dimension finie (par exemple R?), comme on le
verra,

— Despace C([0, 1], R) des fonctions continues sur [0, 1] muni de la distance uniforme

d(f,g9) = supg|f(z) — g(x)],

— Tespace P(N,R) := {u = (un)ney € RY : 3, |un|P < +oo} muni de la distance
1

dp(u,v) = (X p|un —vnlP)?.

Exercice 1.6. Soit F un ensemble et (X,d) un espace métrique. On note Y ’espace
des fonctions de E dans X. Construire une distance § sur Y qui métrise la convergence
uniforme, i.e. telle que f, — f uniformément si et seulement si 6(f,, f) — 0.

Exemple 1.7. Les espaces suivants ne sont pas complets :

— @Q muni de la distance absolue : par exemple (1 + %)" tend vers e dans R et e n’est
pas rationnel,

— X =]0,1] : par exemple z,, = 1 — % converge dans R vers 1 donc est de Cauchy
dans R donc dans )0, 1], mais 1 ¢ X donc z;,, ne converge pas dans X, par unicité
de la limite éventuelle dans X,

— Despace R[X] des polynémes réels muni de la distance d(f,g) = || f — g/ induite
par n’importe quelle norme ||-|| (on le verra plus loin),

— C([0,1],R) muni de la distance L' : di(f,g) = follf — gl
Proposition 1.8. Soit (u,) une suite dans un espace métrique (X,d). On a
(un) converge == (uy) est de Cauchy = (uy) est bornée.

Evidemment, en général les sens réciproques sont faux.

Remarque 1.9. La notion de suite de Cauchy, et donc de complétude, est une notion
métrique (ou plus généralement uniforme), et non purement topologique : il nous faut
une distance pour pouvoir la définir.

Quelques théorémes importants dans les espaces complets

Théoréme 1.10 (Théoreme des fermés emboités). Soit (F),) une suite de parties fermées
non vides d’un espace métrique complet (X, d) tels que

(i) Fy; C F, pour tout ¢ > p,
(7i) diam F,, — 0.

Dans ce cas, l'intersection ﬂieN F,, est réduite a un singleton.

Remarque 1.11. Cette propriété caractérise la complétude.



Démonstration. Choisissons pour chaque n un point z,, € F,,. Montrons que la suite (z,,)
est de Cauchy. Soit € > 0. Il existe un rang N tel que diam F;,, < ¢ pour tout n > N. Si
p,q > N, F, C FyetF, C Fy donc z, et x4, sont dans Fi, d’ou d(zp, xq) < diam Fy < e.
Par conséquent, 'espace étant complet, (x,,) tend vers une limte z*. Etant donné n € N,
xp € Fy, pour tout p > n, or F), est fermé donc z* = limx, € F),. Ceci étant vrai pour
tout n, * € N, Fr.

Enfin, diam,, F,, < diam F}, pour tout p donc diam (), F;, = 0, de sorte que (), F},
contient au plus un point (sinon, deux point sont a distance strictement postive, donc le
diametre est aussi strictement positif). Au final

ﬂFn =z*.
]

Exercice 1.7 (Théoréme de Baire). Il s’agit de montrer que toute intersection dénom-
brables d’ouverts denses dans un espace métrique complet est encore dense. Soit donc
(X, d) un espace complet et (O,,)nen une suite d’ouverts denses.

1. Soit zg € X,r9 > 0. Montrer qu’il existe z1 € X, 0 < r; < % tels que By(xy1,11) C
B(SL‘Q, ’I"o) N Og.

2. Construire des suites (p)n, (77)n telles que By(zpi1,7n41) € B(xp, 1) N O, et
0o<r, <27™

3. En déduire l'existence d’un élément z* € B(x,r9) N[, On.
4. Conclure.

5. Application : Montrer que (R[X], ||-||) n’est jamais complet, peu importe la norme.

Remarque 1.12. Ce théoréme permet de démontrer le théoreme de Banach-Steinhaus
dans le cadre des espaces vectoriels normés, source de beaucoup de contre-exemples en
analyse (sur 'approximation des applications continues par des polynémes ou polynémes
trigonométriques notamment).

Théoréme 1.13 (Prolongement des appplications uniformément continues). Soit f :
A C (X,d) — (X', d") définie sur une partie dense A de X, d valeurs dans un espace
complet X'. Si f est uniformément continue sur A, alors elle admet un unique prolon-
gement continu sur tout X, et ce prolongement est uniformément continu.

Démonstration. Soit x € X et (z,) € A une suite tendant vers = (une telle suite existe
par caractérisation séquentielle d’un point adhérent). Puisque (z,,) est convergente, elle
est de Cauchy. Comme f est uniformément continue, la suite (f(z,)) est également de
Cauchy. En effet, soit ¢ > 0. Prenons § > 0 tel que pour tout z,y, d(z,y) < § =
d'(f(z), f(y)) < &, qui existe par définition de la continuité uniforme. Puisque (z,,) est
de Cauchy, il existe un rang N tel que pour tous p,q > N, on ait d(zp,z,) < 9, de sorte
que d(f(xp), f(x4)) < € pour tous p,q > N.

L’espace (X', d') étant complet, la suite (f(x,)) converge vers une limite ¢, qui dépend
a priori de la suite (x,). Montrons qu’elle n’en dépend en fait pas. Si (y,) est une autre



suite tendant vers z, le méme raisonnement conduit a ce que (f(yy)) converge vers une
limite ¢'. Mais par I'inégalité triangulaire d(x,,yn) < d(xp,x) + d(yn, %) — 0 et donc
par caractérisation séquentielle de la continuité uniforme, limd(f(zy), f(yn)) = 0. Or
par I'inégalité triangulaire renversée, la fonction distance est continue, donc

lim d(f (2n), f(yn)) = d(£, 1),

d’out £ = ¢/ par 'axiome de séparation de la distance. On a ainsi montré que pour tout
z € X, il existe £, € X’ tel que

V(x,) € AN, limz, =z = lim flzn) = Ly

On pose alors pour tout € X, f(z) = £,. Par construction, si € A alors f(x) = f(z)
(prendre la suite constante égale a ), de sorte que f prolonge f.

Montrons que f est uniformément continue. Soit ¢ > 0. Prenons 6 > 0 tel que pour
tout z,y € A, d(z,y) < 6 = d'(f(z),f(y)) < e. Soit alors z,y € X tels que
d(z,y) < §/2. Par définition de £, il existe des suites (x,), (y,) d’éléments de A tendant
respectivement vers x,y et tels que lim f(z,) = f(z),lim f(y,) = f(y). Pour n assez
grand, d(z,,yn) < 0, de sorte que d'(f(zn), f(yn)) < €. En passant & la limite dans cette
inégalité on obtient d'(f(x), f(y)) < &, d’olt le résultat.

L’unicité d’un prolongement continu se déduit immédiatement de la continuité d’'un
prolongement et de la densité de A. O

Exercice 1.8 (« Prolongement de la limite »). Soit (f,,) une suite de fonctions de (X, d)
dans (X', d’) ou (X', d') est complet. On suppose que cette suite est uniformément équi-
continue, au sens ou :

Ve > 0,36 > 0,Vn,Vz, € X,d(z,y) <6 = d'(f(xn), f(yn)) < &

Montrer que si (f,,) converge simplement sur une partie dense A C X, alors elle converge
simplement sur tout X, et que la limite f est uniformément continue.

Théoréme 1.14 (Théoreme du point fixe de Picard). Soit f : (X,d) — (X,d) ou (X, d)
est complet. On suppose que f est k-contractante :

Va,y,d(f(x), f(y)) < kd(y,x), ol ke [0,1]

Alors
— [ admet un unique point fize x*,

o € X . L .
converge a vitesse linéaire vers x*. Plus

— la suite (x,) définie par
Tny1 = f(zn)

précisément :
d
d(xp,x*) < k™ min {(lwia]:))’ d(m*,:vo)} :



Démonstration. Par récurrence immeédiate

d(wn-‘rh xn) = d(f(xn)a f(xn—l)

S kd(CCn, wn—l)

S k‘nd(l'l, iL'()).
Pour tout n,p > 0, on a donc

d(xny $n+p) d xny mn—l—l) + d(xn—f—ly xn+2) st d(xn—&—p—la xn—&—p)
n+p—1

S Z kl diEl,ZL‘o)

< | DK d(1,20)
i>n

= 1—k d(z1, ).

Par conséquence, z, est de Cauchy, donc elle est convergente vers une certaine limite ¢
par complétude de (X,d). Par continuité de f, en passant a la limite dans la relation
Tnt1 = f(xzy) on trouve £ = f(¢) et £ est un point fixe de f. Si ¢’ est un autre point fixe,
on a

d(¢,0') = d(f(¢), f(£')) < kd(e,0),

or k < 1 donc nécessairement ¢ = ¢'. La fonction f admet donc un unique point fixe
qu’on note z*. En passant a la limite p — oo dans 'inégalité d(x,,, Ty4p) < %d(wl, xo)
on obtient d(x,,z*) < %d(xl,xo). Enfin, remarquons que

d(@n, %) = d(f"(2o) [ (")) < K"d(x0,27)),
ce qui conclut. 0

Remarque 1.15. 1l existe nombre de variantes du théoreme de point fixe de Picard.
Dans certaines, f dépend en plus d’'un parametre supplémentaire A, et sous certaines
hypotheses le point fixe 3} est régulier par rapport au parametre.

1.3 Compacité

Intérét Trouver des sous-suites convergentes, obtenir des théorémes d’existence (équa-
tions aux dérivées partielles d’origine variationnelle par exemple).

Généralités

Dans cette partie (X,d) désigne un espace métrique quelconque. Un recouvrement
d’une partie A C X est une famille de parties (C;);er de X telles que A C |J; C;.



Définition 1.16 (Compacité, précompacité, compacité relative). — (X,d) est com-
pact si de tout recouvrement d’ouverts, on peut en extraire un recouvrement fini
(c’est la propriété de Borel-Lebesgue).

— (X, d) est précompact si pour tout € > 0, X peut-étre recouvert par un nombre fini
de boules ouvertes de rayon e¢.

— Une partie A C X est relativement compact si A est compact.
Remarque 1.17. La compacité (resp. précompacité) est une notion intrinseque, relative a
un espace métrique (X, d) tout entier. On dit qu'une partie A C X est compacte (resp.
précompacte) si l'espace métrique induit (A, d) est compact.
Proposition 1.18. Soit (X, d) un espace métrique et A C X.

— X compact = X précompact —> X borné.

— A précompact => A précompact.

— A compact = A fermé.

— X compact et AC X = (A est compact si et seulement si A est fermé).

— X précompact et AC X = A précompact.

Proposition 1.19 (Compacts emboités). Si (K )nen est une suite décroissante de par-
ties compacts non vides de (X, d), alors (N, K, est non vide.

Démonstration. Supposons par I'absurde que ), K, = (). En passant au complémentaire,
cela signifie que X = {J,, K, mais les K sont ouverts, donc par la propriété de Borel-
Lebesgue (définition de la compacité), on peut en extraire un sous recouvrement fini
(K5, )i<sn, N € N,ie. X = U;<y K. Or les ensembles K, sont ordonnés, de sorte que

Uicn Ky, = K« ot n* = max; n;, et donc K= = ), ce qui est exclu. O]
Théoréme 1.20 (Caractérisations de la compacité). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :

(i) X est compact (propriété de Borel-Lebesgue),

(i) X wvérifie la propriété de Bolzano- Weierstrass : de toute suite on peut extraire une
sous-suite convergente,

(iii) X est précompact et complet.

Démonstration. Commengons par (i) == (ii). Soit (u,) une suite de X. L’ensemble
des valeurs d’adhérence de (u,) est

A:ﬂ{up:pZN}
N

qui est l'intersection d’une suite décroissante de compacts emboités non vides, donc
A # (). Ainsi, (un) a une valeur d’adhérence ¢, donc il existe une suite extraire (ug(,))
telle que lim ug,) = £.



Montrons que (ii) == (7ii) et commengons par la précompacité. Soit ¢ > 0. Par
I’absurde, supposons que X ne puisse étre recouvert par des boules de rayon €. On peut
donc construire par récurrence une suite (u,) de la fagon suivante :

ug € X
uy t.q. d(up,u1) > €
ug t.q. min{d(up,uz2),d(ui,u2)} > ¢

Un+1 t.q. in d(wi, Unq1) > €
i<n

On ne peut en extraire de sous-suite convergente, car aucune sous-suite n’est de Cauchy :
absurde.

Passons maintenant & la complétude. Soit (u,) une suite de Cauchy. Elle admet par
la propriété de Bolzano-Weierstrass une valeur d’adhérence ¢ :

Ve > 0,VN > 0,3n* > N,d(up,l) < e.

Soit € > 0. La suite étant de Cauchy, il existe un rang N a partir duquel les éléments
de la suite sont a distance au plus . Soit alors un n* comme ci-dessus. On a pour tout
n> N :

A(tp, 0) < d(up, upr) + d(up«, £) < 2e.

Par définition de la limite, u,, — £ et X est complet.

Montrons que (i7i) == (i). Soit (U;);er un recouvrement d’ouverts de X. On dit
qu'une partie A C X est finiment recouverte (f.r.) si elle est recouverte par un nombre
fini de U;. Par 'absurde, supposons que X n’est pas f.r. Prenons e = 2°. X est recouvert
par un nombre fini de boules B (a;g, €0), J € Jo. Elles ne peuvent pas étre toutes f.r., sans
quoi X le serait aussi. Ainsi une boule By = B(x?o,eo) n’est pas fr. Cette boule est
encore précompacte. Donc en posant e; = 271, By peut étre recouverte par un nombre
fini de boules B (le, €1),J € Ji. A nouveau, elles ne peuvent étre toutes f.r. On itére ainsi
le processus, par récurrence. On construit ainsi une suite de boules B; = B (fc;z, 274, et
Y]

en notant y; = oy

,ona d(yisr1,y:) < 27% Ainsi

A(Yns Yntp) < Ad(Yns Ynt1) + - - - A(Yntp—1, Yntp) < Z 27 =27

>n

Par conséquent, la suite (y,) est de Cauchy. Par complétude de X, il existe une sous-
suite (Yg(n))n convergeant vers un point z*. Puisque (U;) est un recouvrement de X, il
existe ¢* tel que z* € U;». Comme U;» est un ouvert et que &, — 0, pour n assez grand
on a By = B(Yg(n)s Eg(n)) C Ui et donc By, est fr : c’est exclu. O

Proposition 1.21. Sur un espace métrique compact, une suite () est convergente si
et seulement elle admet une unique valeur d’adhérence.

10



Exercice 1.9. Montrer qu’un produit de deux espaces métriques compacts (X1, d1), (X2, d2)
est compact, muni de la distance d((x1,x2), (y1,y2)) = max(di(x1,y1), d2(x2,y2)).
Exemple 1.22. Les espaces suivants sont compacts :

— les fermés bornés en dimension finie (on le verra),

— les produits d’espaces compacts,

— F =A{f :1]0,1] —» R t.q. Lip(f) < 1, f(0) = 0}, d’apres le Théoreme d’Ascoli.
C’est une partie d’un espace de dimension infinie!

Théoremes a connaitre

Théoréme 1.23 (Théoréme de Heine). Si f est continue sur un espace métrique com-
pact, alors elle est uniformément continue.

Démonstration. Par ’absurde, si f n’était pas uniformément continue, il existerait ¢ > 0
tel que pour tout n € N*, il existe z,, y, € X tels que d(zp, yn) < % et d'(f(zn), f(yn)) >
e. Par compacité, il existe une sous-suite x4,y — ¢, et comme d(z4(n), Yn)) — 0, (Yp(n))
tend également vers £. Par continuité de f, lim f(x4(n)) = im f(ysn)) = f(£), et en
passsant a la limite dans d'(f(x4(n)), f(yg(n))) > € on obtient 0 = d'(£,£) > € > 0 ce qui

est absurde. O
Théoréme 1.24. L’image d’un compact par une application continue est continue.

Démonstration. On va utiliser la propriété de Borel-Lebesgue. Soit (U;); un recouvre-
ment de f(K). On a

f) Ut = K c 1 (F(K) U wa),

mais I'image réciproque d’un ouvert est un ouvert, et K est compact, donc il existe un
nombre finie d’indices 7, . . ., i, tels que

Kc i) = fK) < U ) € U Ui

k<n k<n k<n
On a donc extrait des U; un recouvrement fini de f(K), donc f(K) est compact. O

Corollaire 1.25. Une fonction continue sur un compact a valeurs réelles atteint ses
bornes.

Exercice 1.10 (Théoréme de Dini). Soit X un espace métrique compact et (f,,) : X — R
une suite croissante de fonctions continues convergeant simplement vers une fonction
continue f.

1. Montrer que la suite définie par M,, := sup,{f(z) — fn(z)} est convergente.
2. Montrer que pour tout Vn,3x, € X,Vk < n, M, < f(x) — fr(z).

3. En déduire qu’il existe z* tel que lim M,, < f(z*) — fx(x*) pour tout k puis que
fn converge uniformément vers f.
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4. Application : On définit la suite de polynémes (P,) par Py = 0, P,y1 = P, +
%(mz — P?). Montrer que P, converge uniformément vers la fonction valeur absolue
sur [—1,1].

Théoréme 1.26 (Théoreme d’Ascoli). Soit f, : (X,d) — (X',d") de (X,d) métrique
compact vers (X', d") métrique complet une suite de fonctions qui est

(A) uniformément équi-continue :
Ve > 0,35 > 0,Yn € N\Va,y € X,d(x,y) <§ = d'(fo(x), fuly)) <e,
(B) simplement relativement compact :

Vo € X, (fu(x))nen est relativement compact.

Alors, il existe une sous-suite (fp,)r qui converge uniformément vers une fonction f,
qui est encore uniformément continue.

Remarque 1.27. 1l existe des variantes au théoréme d’Ascoli. On peut par exemple se pas-
ser de 'hypothese de complétude de 'espace d’arrivée (en se plagant dans le complété),
et méme de I'hypotheése métrique sur P'espace de départ (X est uniquement un espace
topologique compact). Une autre variante suppose que la famille est simplement pré-
compacte (plutdt que relativement compacte) et conclut a la précompacité de la famille
de fonctions dans 'espace des fonctions continues muni de la distance uniforme.

1.4 Exercices

Exercice 1.11 (Normalité des espaces métriques). Soient A et B deux fermés disjoints
d’un espace métrique (X,d). Montrer qu’il existe une fonction continue f : X — [0, 1]
telle que f vaille 1 sur A et 0 sur B. Montrer que si A est bornée, on peut trouver une
telle fonction qui soit de support bornée, i.e. telle que {f > 0} est borné.

Exercice 1.12. Soit f : A — R une fonction L-lipschitzienne sur un sous-ensemble A
d’un espace métrique (X, d). On définit pour tout x € X

f(z) = ylgg f(y) + Ld(z,y).

Montrer que f est un prolongement L-lipschitzien de f & tout X.

Exercice 1.13. On considére R := R U {—o0, +00}. Munir R d’une distance métrisant
la convergence a laquelle on s’attend.

Exercice 1.14. Soit a,, < b, avec a,, croissante et b,, décroissante, b, —a,, — 0. Montrer
que ces deux suites convergent vers une méme limite. Montrer la convergence de la
méthode de la dichotomie.

Exercice 1.15. Soit f :]a,b] — R dérivable.
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1. Montrer que si f’ est bornée au voisinage de a, alors f se prolonge par continuité
en a.

2. Montrer que si de plus f’ admet une limite en a, ce prolongement est dérivable en
a.

Exercice 1.16. Les fonctions suivantes sont-elles contractantes ? Admettent-t-elle un

point fixe ?
1. f(x) =cos(z/3) +1/(2 + 2?) sur R; 4. f(z) =1+ 22;
2. f(z) =x/2sur ]0,1];
3. f(z) = sin(x) sur [0, 1]; 5. f(z) =14 x/2 sur [0, 1].

Exercice 1.17. Soit (X,d) un espace métrique complet et 7' : X — X telle qu'une
itérée TP est contractante.

1. Montrer que T admet un unique point fixe, obtenu comme limite de z,11 =
T(zp),x0 = a quelque soit a € X.

2. Montrer quil existe une unique fonction f € C([0,1],R) telle que f(0) = 0 et
(@) = f(a?).
Exercice 1.18. On pose F(z,y) = (v + cosz/2 + siny/2,y — siny/2 + cos x/2) de R?

dans R2. Montrer que le systéme F(z,y) = (a,b) admet toujours une solution.

Exercice 1.19. Montrer qu'une bijection continue f : X — Y ou X est compact, est
de réciproque continue.

Exercice 1.20. Montrer qu’un produit de deux espaces métriques compacts (X1, d1), (X2, d2)
est compact, muni de la distance d((x1,z2), (y1,y2)) = max(di(x1,y1), d2(x2,y2)).

Exercice 1.21 (Théoréeme de Dini). Soit X un espace métrique compact et (f,,) : X — R
une suite croissante de fonctions convergeant simplement vers une fonction continue f.

1. Montrer que f,, converge uniformément vers f. (On pourra considérer les quantité
My, = sup,{f(z) = fu(z)}.)

2. On définit la suite de polyndmes (P,) par Py = 0, P11 = P, +3(2? — P2). Montrer
que P, converge uniformément vers la valeur absolue sur [0, 1].

2 Espaces vectoriels normés

Intérét Bon cadre pour généraliser R? puis faire de ’analyse en dimension infinie (es-
paces de fonctions).

2.1 Généralités

Soit E un espace vectoriel réel.
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Définition 2.1 (Norme, espace normé). Une norme est une application ||-|| : E — R4
satisfaisant :

(i) [[Az]l = |Alllz] (homogénéité),
(ii) [z +y|| < |lz||+ ||ly]| (inégalité triangulaire),
(iii) ||z]| =0 <= =z = 0g (séparation).
Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé un espace vectoriel normé (evn).
Remarque 2.2. Si seuls les deux premiers axiomes sont satisfaits, il s’agit alors d’une
semi-norme et on parle d’espace vectoriel semi-normé.
Remarque 2.3. Un espace normé (F, ||-||) est naturellement muni d’une structure d’espace

métrique en posant d(z,y) = ||y —x||. Celle-ci est homogene et invariante par translation.

Proposition 2.4. Si (E,||-||) est un evn, la norme est une application 1-Lipschitzienne
(et donc en particuleir continue) d’aprés l'inégalité triangulaire renversée :

Nyl =Nzl < [ly —=]-

De plus, les applications (A, z) — Az et (z,y) — = +y sont continues de R x E dans E
et de E X E dans E respectivement.

Par abus, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, une méme notation ||-|| sera utilisée pour
toutes les normes. Si T' est une applications linéaire entre deux evn E et F', on définit

1T} = sup |T ()]
<1

L’application linéaire T est continue si et seulement si ||T|| < +oo, d’apres l'exercice
suivant, et ||-|| définit une norme sur l'espace L.(E, F') des applications linéaires continues
de E dans F, appelée norme d’opérateur.

Exercice 2.1. Soit T" une application linéaire de E dans F. Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :

a) ||| := sup,,o H:ﬂgﬂ)” < 00} e) T est bornée sur B¢(0,1).

b) T est Lipschitzienne; f) T est bornée sur une boule B(x,r) ou
c) T est continue; By(z,r).

d) T est continue en 0;

Ezxemple 2.5. Les espaces suivants sont des evn :
1
— RL ) ot [,y ma)lly = (Sicalwil?)
— (P(N,R) ou /P(N, E) avec E evn,

— l’espace des fonctions bornées F(X, E) ou X est quelconque, E est un evn, muni
de la norme uniforme || f|loc = sup,cx||f ()],
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— l'espace C(K, E) des fonctions continues sur un métrique compact K a valeurs dans
un evn F muni de la convergence uniforme,

— les espace LP(R?,R) définis dans un prochain chapitre.

En analyse, on recherche de la compacité pour résoudre des problémes d’existence.
On ne peut pas espérer qu’un evn non trivial soit compact : il n’est méme pas borné.
Peut-on néanmoins espérer que B¢(0,1) le soit? Presque jamais... sauf en dimension
finie, comme nous allons le voir maintenant.

2.2 Espaces vectoriels normés de dimension finie

Il s’agit de généraliser les propriétés de R?, en « oubliant » le produit scalaire canonique
pour l'instant. Dans R?, la norme infinie est définie par ||z|s = max;<;<ql|zi|, et les
boules pour cette norme sont simplement des cubes ; on note Q(z,7) = {y : ||[y—z||cc < 7}
le cube centré en x de c6té 2r. Observons que :

— [—1,1] est compact (d’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass),

— en dimension d > 1, le cube unité Q(0,1) = [~1,1]¢ est compact comme produit
d’espaces compacts,

— tous les cubes Q(x, r) sont aussi compacts comme translatés et dilatations du cube
unité (ces opérations étant continues),

— les bords des cubes 0Q(z,7) = {y : ||z — y||cc = 7} sont par conséquent également
compacts.

On peut déduire les principales propriétés des evn de dimension finie & partir de ces
observations.

Proposition 2.6 (Equivalence des normes). Si E est un evn de dimension finie, toutes
les normes sur E sont équivalentes.

Démonstration. Soit = (ey,...,eq) une base de E et ||| une norme quelconque. Si z
se décompose z = ) x;e; dans cette base, on pose :

ro )

ol = a il

Montrons que |[|-||%, et ||-|| sont équivalentes. Remarquons tout d’abord que application
¢ ¢ (73)1<i<q > ; Tie; réalise une isométrie linéaire entre (RY, ||||s) et (E, ||-||%), de
sorte que les sphéres S._(z,7) et boules fermées Bl (z,r) dans (E, ||-||,) sont compacts
d’apres les obervations faites en préambule. On a pour tout x € E, par propriétés d’une

norme :
]l = |32 wies

ou C =3 ,|le;||. Par conséquent, I'application ||-|| est 1-lipschitzienne donc continue sur
lespace (E, ||-||5)- Donc elle atteint ses bornes sur le compact S’ (0,1), en particulier
son infimum : il existe 2* € S._(0,1) tel que

< D llwiell < D _llesl maxwi| = Clla]r,
i %

nf ﬂHxH = ||z*|| = ¢ > 0.

1
:l|z|lo=
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Par homogénéité des normes, on a donc ||z|| > ¢||z||. pour tout = € E, ce qui conclut,
puisqu’on a montré d’autre part que Z||z|% < [|z|. O

Proposition 2.7 (Compacts en dimension finie). Dans un evn de dimension finie, les
parties compactes sont les parties fermées et bornées.

Démonstration. On a déja vu que dans un espace métrique, une partie compacte est
nécessairement fermée et bornée, il s’agit de voir la réciproque. En gardant les notations
de la preuve précédente, les normes étant équivalentes, il suffit de montrer la proposition
pour 'espace (E, ||-||,), et méme uniquement pour (R?, |-||s) d’aprés I'isométrie linéaire
¢. Prenons alors A une partie fermée et bornée de (R?, ||||oo). Par définition du caractere
borné, A est incluse dans un cube fermé Q(z, ), donc A est compact comme partie fermée
de l'espace compact Q(z, ). O

Proposition 2.8. Un evn de dimension finie est toujours complet.

Démonstration. De la méme maniere qu’a la preuve précédente, il suffit de remarquer
que (R?, ||-||o0) est complet. O

Il s’agit maintenant de montrer que la compacité de la boule unité fermée est spécifique
a la dimension finie. Commengons par un lemme de F. Riesz.

Lemme 2.9 (Lemme de F. Riesz). Soit E un espace vectoriel et F' un sous-espace
vectoriel strict. Pour tout r €]0,1[, il existe u € E'\ F tel que |lul| =1 et d(u, F) > r.

Démonstration. L’idée est de prendre v dans une direction « presque orthogonale » a F'.
Attention, on ne dispose pas de produit scalaire! Dans notre cadre normé plus général,
on peut considérer comme « orthogonal » & une partie A, un vecteur dirigé par = — p,
ol p est un projeté de z sur A, i.e. un point p € argmin, ¢ 4 d(x,y).

Bref, soit x € E \ F. Par définition d’un infimum, puisque d(z, F)/r > d(z, F), il
existe v € F tel que

d(z, F
d(a, F) < o o) < 22T
”
On pose donc u = H Par construction, u = 1, et par ailleurs, si y € F, on a
x—v
Ju= vl = |~y = —rlle = 0+ yllo = ol
u—yl|l=|l———-yl|l=——z—(v+yllz—v
Iz — vll [l — o]
1
> ———d(x,F) car v+yllz—v||€F
|z —
>
D’ou en prenant l'infimum sur y € F : d(u, F) > r. O

Théoréme 2.10 (Théoreme de F. Riesz). Soit E est un evn. Sa boule unité fermée est
compacte si et seulement si E est de dimension finie.
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Démonstration. On a déja vu que si E est de dimension finie, sa boule unité fermée est
compacte. Montrons la réciproque par I'absurde, en supposant que B¢ (0, 1) est compact
et que E n’est pas de dimension finie. Commengons par prendre un point ug de norme
1 puis Fy = Vect{up}. Comme E n’est pas de dimension finie, Fy # E donc d’apres le
lemme de F. Riesz (avec r = 1/2), il existe u; € E\ Fyy de norme 1 tel que d(u1, Fy) > 3,
et on pose F; = Vect{ug, u1}. A nouveau, Fy # E car E n’est pas de dimension finie, et
on continue par récurrence. On construit ainsi une suite de vecteurs unitaires (uy,)neN
et de sous-espaces vectoriels F,, = {xg,...,z,} tels que pour tout n, d(z,4+1, Fn) > % et
en particulier pour tous n # m,

Par conséquent, il est impossible d’extraire de (u,,) une suite qui soit de Cauchy, et donc
qui soit convergente : ceci contredit la compacité de la sphére unité ! O

Remarque 2.11. En réalité, la preuve montre que si E est de dimension infinie, la sphere
unité n’est pas précompacte : les x; (et donc la sphére unité non plus) ne peuvent étre
recouverts par un nombre fini de boules de rayon 1/4.

2.3 Espaces de Banach

Définition 2.12 (Espace de Banach). Un espace normé complet est appelé espace de
Banach.

Exercice 2.2. Les espaces suivants sont-ils des espaces de Banach ? Justifiez.

1. Fp(X,R) muni de la norme infinie; 4. (P(NJR) = {(upn) : Dlup? < oo}
2. C(]0,1],R) muni de la norme infinie; muni de la norme (7.
3. C([0,1],R) muni de la norme L';

Il est possible de caractériser un espace de Banach en regardant la convergence de ses
séries.
Théoréme 2.13 (Caractérisation par convergence absolue). Un evn E est un espace de

Banach si et seulement si toute série absolument convergente est convergente.

Démonstration. Supposons que E est un espace de Banach, et prenons une suite (z, )y
d’éléments de E qui est absolument convergente, au sens ou la série numérique ||z, ||
est convergente. On dénote la somme partielle S, = >"}_j zx. On a

n+p n+p
[Sn+p — Snll = Z | < Z |zl
k=n+1 k=n+1
< >l
k>n+1
n—-+o0o 0’
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de sorte que la suite (S,,), est de Cauchy dans E, donc elle converge.

Réciproquement, supposons que toute suite ACV est CV. Soit (z,,) une suite de Cau-
chy. Il suffit de trouver une sous-suite convergente, alors nécessairement puisque (z)
est de Cauchy, elle sera convergente. Par définition de la complétude, il existe ng tel
que Vp,q > no, ||z, — z4]| < 270 11 existe ensuuite ny > ng tel que Vp,q > nq,
|zp — 4]l < 271 et on continue par récurrence. On construit par la une extractrice
(nk)ken, C’est-a-dire une suite d’entiers strictement croissante, telle que pour tout k,
Vp,q > ng, ||z, — 24|l < 27F, et en particulier ||z, — 25, | < 27*. Remarquons que
(zn, )k converge si et seulement si la série X(y,,,, —@n, ) converge. Or ||z, , | —an, || < 27F
pour tout k, donc la série ||z, , —2n, || est convergente car positive majorée par le terme
général d'une série convergente (série géométrique de raison 1/2). Ainsi X(zy,,, — Zn,)
est absolument convergente, donc convergente par hypothése. Au final la suite extraite
(xn, ) est convergente, d’ou le résultat. O

Exercice 2.3. Montrer que l'espace L'([0,1],R) est un espace de Banach en utilisant
le critere de convergence absolue des espaces de Banach.

Théoréme 2.14 (Prolongement des applications linéaires continues). Si F' est un sous-
espace vectoriel dense de E et T : F' — G une aplication linéaire continue a valeurs dans
un espace de Banach G, alors T admet un unique prolongement continu a E tout entier,
qui en fait une application linéaire continue T telle que |T|| = ||T|.

Démonstration. C’est une conséquence du Théoreme 1.13. ]

Définition 2.15 (Espace dual). Si E est un espace vectoriel normé, I’espace des formes
linéaires continues E' .= L.(F,R), muni de la norme d’opérateur, est appelé le dual de
E.

Remarque 2.16. Puisque R est un espace de Banach, E’ est toujours un espace de Banach
(que E le soit ou non).

Nous ne développerons pas la théorie de la dualité dans un espace de Banach main-
tenant. Nous n’en aurons pas besoin dans les espaces de Hilbert, ou le dual s’identifie
canoniquement, comme on le verra, a I'espace de Hilbert primal (i.e. de départ).

2.4 Espaces de Hilbert

Intérét Généralisation de R? en tant qu’espace euclidien & la dimension infinie.
Dans cette section, K désignera le corps R ou C.

Définition 2.17 (Produit scalaire). Un produit scalaire sur un R-espace vectoriel est
une forme bilinéaire (-,-) qui est

(i) symétrique : (z,y) = (y,x),

(ii) définie : (z,2) =0 = z =0,

(iii) positive : (x,z) > 0.
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Définition 2.18 (Produit hermitien). Un produit hermitien sur un C-espace vectoriel
E est une forme sesquilinéaire (-, -), c’est-a-dire une application linéaire a valeurs dans
C linéaire & gauche et semi-linéaire a droite ' au sens ot (z,y + \y') = (z,9) + Mz, v')
pour tous z,y,y € E, A € C, et qui est de plus
(i) hermitienne : (z,y) = (y, x),
(ii) définie : (z,2) =0 = = =0,
(iii) positive? : (x,z) > 0.
Un produit scalaire munit un espace vectoriel d’une structure assez proche de celle de
I'espace euclidien R%. Un certain nombre d’identités et d’inégalités sont encore vérifiées,
en particulier la fondamentale et trés utile inégalité de Cauchy-Schwartz.

Proposition 2.19 (Inégalités de Cauchy-Schwartz et de Minkowski). Soit E' un espace
vectoriel sur R (resp. C) et (-,-) un produit sclaire (resp. hermitien), en notant ||z| =
V{(x,z), les inégalités suivantes sont satisfaites :

Cauchy-Schwartz) |{x,y)| < ||z , avec éqgalité ssi x et y sont liés,
Y Y Y g Y
(Minkowski) ||x + y|| < ||z|| + |lyl|, avec égalité ssi x et y sont positivement liés, i.e. il existe

A >0 tels que Ax = py.

Démonstration. Soient z,y € E. On écrit que la norme au carré de ||z|ly — ||y||z est
positive et on utilise I'identité remarquable ||u+ v|? = |lu/|? + ||v|* + 2(u, v) sur R, resp.
u+v[|? = ||lul|® + [|v]|* + 2 Re{u,v) sur C :

Mzlly =yl >0 = lzl®lyl* + lyIll® = 2lllly]{z,y) >0

= (llzlllyl)* = (= y)llz ]yl (2.1)
< (z,y) < |[zlllyll, resp. Refz,y) <|lz[[y]-

Remarquons que I'inégalité de Minkowski est équivalente & :

lz +yll < llzll + Iyl <= Nz +yl* < (]l + llyl)?
< (z,y) < [lz[[llyll sur R, resp. Re(z,y) < ||z|/|ly[| sur C,

donc celle-ci est vérifiée. Remarquons d’apres (2.1) qu’on a égalité dans Minkowski ssi
lzlly = |ly||x, cad x et y sont liés.

Pour l'inégalité de Cauchy-Schwartz, il suffit de remarquer qu’il existe A tel que
(Ax,y) = |(z,y)| dans R, resp. Re(Az,y) = |(x,y)| dans C : dans R, prendre A = +1, et
dans C prendre A = e~ ot # est un argument de (x,y). On remplace alors x par Az
dans (2.1) pour trouver 'inégalité de Cauchy-Schwartz, et on a égalité ssi

HAzlly = llylAz]* =0 <= llzlly = Ally|lz,

et donc x et y sont liés. Réciproquement, il est clair que si et y sont liés, on a égalité
dans Cauchy-Schwartz. O

1. Attention, dans certaines définitions, elle est linéaire a droite et semi-linéaire a gauche.
2. Remarquons que le premier point garantit que Vz, (z,z) € R.
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On peut reconstituer le produit scalaire ou hermitien a partir de la norme qu’elle
induit & ’aide des formules polaires.

Proposition 2.20 (Formules polaires). Si E est muni d’un produit scalaire (-,-) de
norme |||, pour tous x,y :

_ et yl® = e -yl

(z,y) 1

et si B est muni d’un produit hermitien :

Soaeqrr iy Al + Ay|?
() = S .

Exercice 2.4. Démontrer les formules polaires : si F' est muni d’un produit scalaire (-, -)
de norme ||-||, pour tous z,y,

_ et yl? = e -yl

(z,y) 1

et si F¥ est muni d’un produit hermitien,

Soaeqrr iy Al + Ayl?
() = S .

Proposition 2.21 (Identité du parallélogramme). Si E est un espace vectoriel muni
d’un produit scalaire ou produit hermitien, alors pour tous u,v € E,

Jull2 +[Jo]?  Jluto|*  |Ju—v]|?
2 2 2
Démonstration. La preuve est laissée en exercice. O

Exercice 2.5. Soit E un espace vectoriel réel (resp. complexe).

1. Si (-,-) est un produit scalaire (resp. hermitien), de norme ||-||, montrer que celle-ci
vérifie I'identité du parallélogramme.

2. Réciproquement, supposons que ||-|| est une norme sur F qui vérifie I'identité du
parallélogramme, montrer que la formule polaire réelle (resp. complexe) définit un
produit scalaire (resp. hermitien).

Définition 2.22 (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert réel (resp. complexe) est un
R-espace vectoriel (resp. C-espace vectoriel) muni d’un produit scalaire (resp. produit
hermitien) (-, -) dont la norme associée ||z|| := y/(x, z) en fait un espace de Banach.

Le produit scalaire et la complétude garantissent une propriété fondamentale des es-
paces de Hilbert : I'existence de projections.

Théoréme 2.23 (Théoréeme de projection). Si H est un espace de Hilbert, C C H est
un convexe fermé et x un point de H, alors il existe un unique minimiseur

p € argmin,co|lp — =,

appelé projeté de x sur C' et noté po(x). C’est l'unique p tel que
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(i) peC,
(i) (x —p,y—p) <0 (Vye H) si H est un Hilbert réel,
Re(x —p,y —p) <0 (Vy € H) si c’est un Hilbert compleze.
Démonstration. Soit (y,) une suite d’éléments de C telle que ||y, — z| == inf,ec|ly —
z|| = d(x,C). Montrons que (y,) est de Cauchy. On applique 'identité du parallélo-
gramme A u =7y, —T et v="y, — T :
2

2
Yq — Yp _ Ypt g 1 2 2
| e 2 = 2 (o = 2P + 1 IP)
3 (yp+yq)€C — |2 1
N e BRI (TR R e
(L — 21 — (2. C)?) + lly, — a2 — d(r.C)?)

2

de sorte que (y,,) est de Cauchy. Comme H est complet, (y,) converge vers un certain p
qui est dans C' car C' est fermé. Par continuité de la norme, on obtient ||z —p| = d(z, C),
donc p € argmin, |z — y||.

Montrons I'unicité de p. Prenons p € argmin, ¢ |l z—yl|, et & nouveau utilisons l'identité
du parallélogramme, avecu=p—zetv=p—x :

A2 2 A2 <12
O<Hp p° _ e =pl* + = M|_‘P+p
- 2 2 2
<12
= d(z,C)? — Hp;p
—
>d(z,C)? car %EC
<0

)
donc on a égalité et p = p.

Passons a la caractérisation du projeté, en commengant par montrer que p = pc(x)
vérifie les propriétés souhaitées. Evidemment, po(x) € C. D’autre part, soit y € C.
Par minimalité ||y — z||> > ||p — z||?, soit en développant (par exemple sur C) ||y||* —
2Re(z,y) > ||p||*> — 2Re(z,p). En remplacant y par y; = p + t(y — p) ot t €]0,1], on
trouve

lyell* = 2t Reda,y — p) > [|p]?
& 2tRe(z,y —p) < |lg:l|” = |IplI*> = 2t Re(p,y — p) + *|ly — p|®
On divise par 2¢ puis en faisant t — 0, on obtient bien Re(x,y — p) < Re(p,y — p). On
procede de la méme maniére sur R. Supposons réciproquement que p € C' est un point
tel que Re(y — p,x — p) < 0 pour tout y € C. En utilisant I'identité remarquable on
obtient
2 2
ly —2)” =[l(y —p) — (= p)l
= llz = pl* + lly — ol = 2Refz — p,y — p)
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ce qui équivalent a

lp — 2| = lly — z|I* = —ly — p|* + 2Re(z — p,y — p)
<040,
d’ot ||p — z||? < |ly — z||? pour tout y € C, ce qui conclue. O

Dans le cas ou C' est un sous-espace vectoriel fermé F', cela permet d’obtenir une
décomposition de H en somme d’espaces orthogonaux.

Définition 2.24 (Orthogonalité). Soit H un espace de Hilbert. On dit que = et y sont
orthogonaux, et on écrit L y si (x,y) = 0. Etant donné un sev F', on définit 'espace
orthogonal & F comme F*+ = {y:z L y}.

Notons que par continuité et linéarité du produit scalaire (resp. sesquilinéarité du
produit hermitien), F- est toujours un sev fermé et que F+ = FL,

Proposition 2.25. Soit H un espace de Hilbert et F' un sev fermé de H. Les applications
pr,ppL sont les projecteurs orthogonaux sur F et F- respectivement (elles sont en
particulier linéaires) et H se décompose en sous-espaces supplémentaires :

1
H=FaF+t
Id:pF +pper.

Démonstration. Soit x € H. Il se décompose en x = p+q ot p = pp(x) et ¢ = x —pp(x).
On sait que (dans C par exemple) Re(x — p,y — p) < 0 pour tout y € F, c’est-a-dire
Ree(q,y) < 0 pour tout y € F car F est un C-ev. A y fixé, on peut trouver 6 tel
que Ree?(q,y) = |{¢g,y)], de sorte que |(g,y)| = 0 pour tout y € F. Par conséquent,

r—pr(z) € F4, de sorte que H = F + F*. Nécessairement H = F GLB Ftcar F et F*
sont orthogonaux, et ainsi pg est la projection linéaire sur F parallelement & F.

En faisant le méme raisonnement avec F- au lieu de F, on a la somme directe H =
Ft ELBFLL et x 8’y décompose z = ppi(z)+ (x—ppi(x)). Or z = (z —pr(z)) +pr(z) et
r—pp(r) € F+ tandis que pp(z) € F C F++, donc par unicité de la décomposition dans
FL+@F on obtient © —pp(r) = pro(v) et pr(x) = —ppo(z). D’olt la décomposition
Id =pr+ppL. O

Remarque 2.26. Remarquons qu’on a a la fois H = F&FL et H = F--@ F1, et comme
F est un sev de F++, alors F = P-4,

3

Récapitulons quelques propriétés sur les orthogonaux, dont les preuves ont déja été
données ou sont immédiates.
Proposition 2.27. Si H est un espace de Hilbert et F' un sev.

— FL est toujours fermé,

— Ft=F+

— FHL=F.

22



Proposition 2.28 (Hyperplans et orthogonalité). Si H est un espace de Hilbert et F
est un hyperplan fermé, i.e. F = {x : f(x) = 0} ot f € E’ est une forme linéaire non
nulle, alors F est une droite F+ = Vectu, u € F-,u # 0.

Démonstration. Soit u € F*, u # 0. En particulier v ¢ F, donc f(u) # 0. Prenons
x € H puis notons ) = f — Au pour A € K. Par linéarité f(xy) = f(x) — Af(u), et donc
il existe A tel que f(z)) =0, i.e. z) € F. Bref

r= x)\ + Au,
~
€F eFt

d’olt z) = pr(x) et Au = pp.(z) de sorte que F- = Impp1 C Vectu, et on a égalité
F+ = Vectu car u € F*, O

Dualité

Etant donné y € H, lapplication j, : H — K,z + (z,y) appartient & H', et ||j,|| <
|ly|| d’apres Cauchy-Schwartz. Sur R (resp. sur C), Papplication j : H — H',y + jy, est
linéaire (resp. semi-linéaire) continue.

Théoréme 2.29 (Théoréme de représentation de Riesz). Si H est un Hilbert réel (resp.
complexe), il s’identifie d son dual, au sens ot j est une isométrie linéaire (resp. semi-
linéaire) bijective.

Démonstration. Plagons-nous dans le cas réel. On remarque que j,(y) = [|y||> > 0 si
y # 0, donc j, est non nulle et j est injective. De plus, c’est une isométrie : d'une part
d’apres Cauchy-Schwartz, ||j,|| < ||y||, et d’autre part j,(y) = ||ly||||ly||, donc ||7,| > [ly|l
et on a inégalité.

Montrons que j est surjective. Soit f une forme linéaire non nulle et F' = {z : f(x) =

0}. On sait que H = F é FL. D’apres la Proposition 2.28, il existe v € F+ non nul tel
que F+ = Vectu, et on peut supposer que f(u) = ||u||?> (quitte & multiplier u par un
scalaire bien choisi). Vérifions que j, = f sur F et sur F*+. Siz € F, f(z) =0 = (x,u).
Siz € F*, il existe A € K tel que z = Au. D'une part, f(z) = A\f(u) = A|ul|?, et d’autre
part {(z,u) = AMu,u) = A|u||?, d’ou f(z) = (x,u). Par conséquent j, et f coincident sur
F et L+, donc sur leur somme H, d’ott le résultat. ]

Bases hilbertiennes

Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). A la notion de base venant de I’algebre
linéaire, adaptée au cas de la dimension finie, on substitue la notion de base hilbertienne,
qui est adaptée a la dimension infinie.

Définition 2.30 (Base hilbertienne). Une famille (e;);e; d’éléments de H est une base
hilbertienne si
(i) (es,ej) = 0 pour tout 7 # (famille orthogonale),

(ii) ||ei]| =1 pour tout ¢ (famille unitaire),
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(ili) H = Vect{e; : i € I} (famille totale).

Proposition 2.31. Tout espace de Hilbert séparable posséde une base hilbertienne dé-
nombrable.

Démonstration. Si 'espace H est de dimension finie, le résultat est évident : il suffit
de prendre une base (algébrique) orthonormée. Si H est de dimension infinie, soit (x,)
une suite dense. Posons F,, = {z1,...,2,}. On peut construire une famille (e;,),en+
orthonormeée telle que pour tout n, (e1,...,e,) est une base de F,,, par le procédé d’or-
thonormalisation de Gram-Schmidt (le méme qu’en algebre linéaire, sans que le procédé
ne s’arréte au bout d’un nombre fini d’itérations, dans notre cas) : ayant construit une

bon (e1,...,e,) de F,, si xp,41 ¢ F,, alors on compléte cette famille (par Gram-Schmidt)
en une bon (ey,...,ep+1) de F41, et on itére. Par construction, {e,}nen est une base
hilbertienne. O

Théoréme 2.32 (Décomposition hilbertienne, inégalités de Bessel). Soit H un espace
de Hilbert et {ey, :n < N}, N € NU{+oo} une famille orthonormée, finie ou non. Pour
tout n < N, on note F,, = Vect{ey,...,e,}, et F'= Vect{e, : n < N}. Alors

(1) la série Y, ey« (T, en)en est convergente dans H et pp(x) = Y 021 (%, en)en,

(it) |pr (@) = Zpxil{z, ).

En particulier ||z||?> > 3,1 1{z, ex)|? (inégalité de Bessel).
Démonstration. On pose S, = >.p_;(x,ex)ex. On a par définition S, € F, et (z —
Sp,ex) = 0 pour tout k < n, donc x — S, € Fi- par linéarité et S,, = pr, (2).

Puisque © = S, + (z — Sp) et Sy L (z — Sp), |z]|? = ||Sul? + ||z — Snll?, et en
particulier ||S,]|? < ||=]|?. En remarquant que ||S,[|? = >-7_;|(x, ex)|? par orthogonalité
des ey, cela implique que la série posiive ¥y |(z,ex)|? est convergente car majorée par
|z||?. En passant & la limite, on a

oo
>z en)? < .
k=1

Montrons que (S,) est de Cauchy. On a

n+p 2

Z (x, ex)ek

k=n+1

1Snp = Snll®

n-+p

= > Nz en)l
k=n+1
n=eo, o

Ainsi (S,) converge vers un certain & € H et ||S,||*> — ||Z]|?. Par ailleurs ||S,||*> =
Yoz, en)? = iz (@, e)]?, dott [|Z]] = Tpy [, ex)]*.
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Reste a montrer que & = pr(x). Par continuité du produit scalaire, on a pour tout i :

(T e) = > (w,ex)en, ei) = (x,e:),

k>1

la derniere égalité venant de 'orthogonalité de la famille. Ainsi (Z — x, e;) = 0 pour tout
i, et comme F = Vect{e, : n < N}, cela veut dire que & — x € F+ d’ot pp(z) =2. O

Corollaire 2.33 (Décomposition hilbertienne, égalité de Parseval). Soit H un espace
de Hilbert et {e, :n < N}, N € NU {400} base orthonormée (finie ou non). Alors

(1) la série Y, cn« (T, en)en est convergente dans H et x =Y 07 (%, epn)en,
(ii) |z)|? = X ,s1l{z, ex)|* (égalité de Parseval)

Exercice 2.6 (Base de Fourier). On note L?(T,C) 'espace des fonctions boréliennes

complexes f définies sur R et 2r-périodiques, telles que f02 ™ f|* < +oc (modulo I'égalité

presque partout), muni du produit hermitien (f,g) = 2™ 5. Montrer que la famille

(€n)n>0 définie par e,(z) = €' est une base hilbertienne de L?(T,C). (On pourra ad-
mettre que l'espace des polynomes trigonométriques est dense dans C([0, 2], C).)

2.5 Exercices

Exercice 2.7. Montrer que 'image d’une application linéaire T' € L.(E, F') k-dissipative,
ie. ||T(x)|| > k||z|| pour tout x € E, sur un Banach E est fermée.
Exercice 2.8. On considere 'espace ¢P(N,R).

1. On considéere le sous-ensemble K = {(uy) : Vn,|uy| < €,} ou (g5,) € £P. Montrer
que K est compact. (On pourra utiliser le critére de complétude et pré-compacité.)

2. On considere une partie K fermée, bornée et équi-intégrable, au sens ou :
Ve > 0,3IN,V(un) € K, > |upP <e.
n>N
Montrer que K est compacte.

3. Donner un exemple de compact K ne satisfaisant pas a).

4. Montrer réciproquement que tout compact K de /P est équi-intégrable.

Exercice 2.9. Soit FE, E’ deux espaces vectoriels normés.

1. Montrer que si F' est un sous-espace vectoriel de E d’intérieur non vide, alors
E=F.

2. Soit T' € L(E, E’). En déduire I’équivalence :
a) T est surjective;
b) T est d’image ouverte;

c) T(E) est d’interieur non vide.
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Exercice 2.10. On note L.(F, F) 'ensemble des applications linéaires continues de E
dans F. Montrer que si F' est un espace de Banach, alors £.(F, F') muni de la norme
d’opérateur est un Banach.

Exercice 2.11. Montrer qu’un espace vectoriel normé E est un espace de Banach si et
seulement si toute série absolument convergente est convergente.

Exercice 2.12 (Intégrale de Riemann des fonctions réglées). Soit E un espace de Ba-
nach. On note & C F([0, 1], E) lespace vectoriel des fonctions en escalier, cad de la
forme f =Y | a;1;, ou les I; sont des intervalles inclus dans [0, 1] et o; € E. On définit

son intégrale par
I f) - Ze(Iz)az

1. Montrer que c’est une application linéaire continue de £ dans FE.
2. En déduire un prolongement & R = &, I'espace des fonctions réglées.
3. Montrer qu’une fonction continue est une fonction réglée.
Exercice 2.13. Sur [0, 1], on considére une suite de subdivisions A, : 0 = z{ < ... <

xR, =1, pointée par & € [xf, 2} ,], dont le pas 0y, = max{z},; — 2]} — 0. On définit
les sommes de Cauchy :
Zf 57, 7,+1 )

Montrer que S,, converge simplement vers I sur ’espace des fonctions réglées (voir I’exer-
cice précédent).

Exercice 2.14. Montrer que si une intégrale est absolument convergente & valeurs dans

un Banach, i.e. [;F||f|| < +oo0, elle est convergente : la limite lim M — +o00 fOM f existe.

Exercice 2.15. Soit E un espace de Banach. On considére T € L.(F) tel que | T < 1.
1. Montrer que Id — T est inversible, d’inverse :{i% T, dont on justifiera I'existence.
2. Montrer qu’il existe S € L.(F) tel que S? =1d +T.

Exercice 2.16. On considére les espaces £}(N,R) et /°(N, R).
1. Montrer que Iapplication B : ¢! x £*° — R, est bien définie par la formule

v) = Z Uy Un
n

et qu’elle est bilinéaire et continue. En déduire que B(-,v) € (¢!) et B(u,-) € (£)
pour tous i, v, et que les applications i1 : £° — (£1), i1 : v+ B(-,0) et in : £} —
(£°)} ino : u — B(u,-) sont continues.

2. Montrer que i1 est une isométrie bijective (« £>° est le dual de ¢! »).

3. Montrer que iy est une isométrie mais n’est pas bijective.

4. On considere joo : @ = B(iL, )¢y, Joo : £* = (co)’. Montrer que jo est une isométrie
bijective (« ¢! est le dual de cg »).
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3 Théorie de la mesure

Intérét Généraliser 'intégrale de Riemann pour obtenir des théorémes d’interversion
limite-intégrale puissants, de bons espaces fonctionnels (complétude des espaces LP),
pouvoir intégrer ou « moyenner » sur tous types d’espaces (y compris de dimension
infinie), donner une base commune a 'analyse et aux probabilités, décrire finement les
sous-ensembles de R? (ou d’autres espaces) en fonction de leur « taille » mesurée selon
différentes mesures (théorie géométrique de la mesure), entre autres...

3.1 Tribus et mesures

On veut définir une mesure sur un ensemble X comme une quantité positive associée a
ses sous-ensembles, et qui vérifie certaines propriétés assez naturelles : un ensemble vide
a mesure nulle, la mesure de deux ou plusieurs morceaux disjoints doit étre la sommme
des mesures de chaque morceau. On a toujours en téte la droite réelle, et la mesure qu’on
a envie d’attribuer & un intervalle [a,b] : sa longueur b — a. Or un résultat important
stipule qu’il n’existe pas de mesure sur toutes les parties de R, qui donne la longueur
aux intervalles et vérifie les propriétés souhaitées! La solution est de ne pas chercher
a mesurer toutes les parties de R, mais seulement une collection plus réduite : la tribu
engendrée par les intervalles, appelée tribu de Borel.

Définition 3.1 (Clans et tribus). Soit X un ensemble.

— Un clan, ou algébre, sur X est une collection de parties C C P(X) telle que
— 0,X e,
— AelC = A°e,
— Ay, ., AN €C = Ui<pan 4An €€,
— A1,..., AN €C = Mi<p<n An €C.

— Une tribu, ou o-algébre, sur X est une collection de parties C C P(X) telle que
— 0, X ec,
— AeC = Acel,
— (An)neny €C = Upen 4n €C,
— (An)nen €C = Npen 4n € C.

Ezemple 3.2. — {0, X} est la tribu grossiére sur X.
— P(X) est la tribu discréte sur X.

— La collection formée des réunions finies d’interveralles disjoints de R est une al-
gebre.

— La collection des parties finies ou co-finies (de complémentaire fini) d’un ensemble
X est une algebre sur X.

— La collection des parties dénombrables® ou co-dénombrables (de complémentaire
dénombrable) d’un ensemble X est une tribu sur X.

3. Par dénombrable, on veut toujours dire fini ou en bijection avec N.
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Définition 3.3 (Clan et tribu engendrée). Une intersection quelconque de clans (resp.
de tribus) est encore un clan (resp. une tribu). Aussi, étant donné X C P(X), on peut
définir le plus petit clan contenant X, noté ¢(X'), et la plus petite tribu contenant X,
notée o(X).

Ezemple 3.4 (Tribu de Borel). Dans un espace métrique (X,d), une tribu aura une
importance particuliere : la tribu de Borel, définie comme la plus petite tribu o(O)
contenant la collection de tous les ouverts O.

Définition 3.5 (Espace mesurable). Un couple (X, 7) formé d’un ensemble X et d’une
tribu 7 sur X est appelé un espace mesurable.

Si C C P(Y) est une collection d’ensembles et f : X — Y, on note f~1(C) = {f~1(A) :
AeC}.
Exercice 3.1. Soit f: X — Y et C C P(X).
1. Montrer que o(f~1(C)) = f~1(c(C)).
2. En déduire qu’une fonction continue entre deux espaces métriques est borélienne.
On notera AU B et | |; A; des réunions d’ensembles disjoints.
Définition 3.6 (Fonction additive et o-additive). Soit X C P(X) contenant ) et f :
X — [0, 400] telle que f(0) = 0. Elle est dite
— additive si (LN, A) = XN, f(A4;) lorsque A; € X pour tout i et | [N, A; € X,
— o-additive si f(LI2, Ai) = X721 f(A;) lorsque A; € X pour tout i et | [[2 A; € X.

Ezemple 3.7. — Sur l'algebre Z des réunions finies d’intervalles (disjoints) la fonction
f définie par
N
1<i<N i=1
ou {(I;) désigne la longueur d l'intervalle I;, est o-additive.
— Sia € X et X est la tribu discrete, f définie par f(A) = 1 si a € A, 0 sinon, est

o-additive.

Définition 3.8 (Mesure, espace mesuré). Une mesure (positive) p sur (X,7) est une
application o-additive p : T — [0,00]. Un tel triplet (X,7,u) est appelé un espace
MESUTE.

Avant de donner une maniere de construire des mesures et de les caractériser, com-
mencons par en donner les propriétés fondamentales.

Proposition 3.9. Soit (X, T, u) un espace mesuré, (Ap)nen une famille d’éléments de
T,A,BeT
(0) si AC B, u(A) < u(B) (monotonie),

(0°) (U, An) <>, u(Ay), (o-sous-additivité),

28



1) siles A, sont croissants, u T A,) = lim u(Ay,) (limite monotone croissante),
n

(1°) siles A, sont décroissants et u(Ag) < oo, (N Ap) = lim p(A,,), (limite monotone
décroissante),

(2) p(liminf, A,) <liminf, u(A4,) (Fatou ensembliste),
(2°) si il existe B € T tel que Ay, C B pour tout n et u(B) < oo, limsup,, u(A4,) <

p(limsup,, Ay,) (Fatou ensembliste renversé).

Démonstration. Prouvons (0). Comme B = AUB\ A, u(B) = p(A) +p(B\ A) > pu(A).
Prouvons (9’) On pose Ay = Ag et A, = Ap \ Upep Ar pour tout n > 1. On a
U, 4n =1, A et

(U An) = (| An) = 3 nlAn) < 3 ulAn).
Prouvons (1). Avec les mémes notations,

N(U An) = :U’(I_I An) = Z:U’(An)

N—oo

N ~
= lim Zu(An)
n=0

= el L A

0<n<N

= lim N( U An)

N—oo 0<n<N

= N A

L’item (1°) s’obtient en appliquant (1) & A, = Ag\ A, et en utilisant le fait que p(Ag \
Ap) = pu(Ap) — n(Ay) et que toutes ces quantités sont finies.

Prouvons (2). Rappelons que liminf, A, = U, Ng>n Ak = U,t By, ou By, = N>y Ak-
En utilisant (1) on obtient - -

/l\
,u(limninf Ap) = ,LL(U B,) = 1i71gn w(By) = limninfu(Bn) < liH%inf,u(An).

n

L’item (2°) s’obtient en appliquant (2) & A, = B\ A, et en utilisant & nouveau le fait
que pu(B\ A,) = u(B) — u(Ay), toutes ces quantités étant finies. O
Définition 3.10. Une mesure sur X est dite

— finie si u(X) < oo,

— o-finie si il existe (X )nen € T tels que pu(X,) < oo (Vn) et u(X \U, Xn) =0

— de probabilité si p(X) = 1.

Lemme 3.11 (Lemme de Borel-Cantelli). Si (X, T, i) est un espace mesuré et (A,) € T
est telle que Y u(Ay,) < 0o, alors p(limsup A,) = 0.
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Exercice 3.2. Démontrer le lemme de Borel-Cantelli.

Remarque 3.12 (Interprétation probabiliste). Soit u une mesure de probabilité. Si la
somme des probabilités des événéments est finie, alors la probabilité qu’une infinité
d’entre eux se réalise simultanément est nulle.

Théoréme 3.13 (Loi du 0—1). Soit (X, T,P) un espace de probabilité* et (Ap)nen une
suite d’événements indépendants. Montrer que l'alternative est alors la suivante :

(i) >, P(Ay) < +o00 et P(limsup, A,) =0,

(ii) 3, P(A) = +oo et P(limsup, A,) = 1.

Exercice 3.3. Démontrer la loi du 0-1.

Définition 3.14 (Fonction mesurable). Une fonction f d’un espace mesurable (X7, 77)
dans un autre espace mesurable (X3, 72) est dite mesurable lorsque

VAc Ty, f1(A)eT.

Remarque 3.15. Remarquons ’analogie avec une caractérisation des fonctions continues
entre deux espaces métriques : I'image réciproque d’un ouvert est un ouvert.

Définition 3.16 (Fonction borélienne). Une fonction entre deux espaces métriques est
dite borélienne si elle est mesurable par rapport aux tribus boréliennes sur les espaces
de départ et d’arrivée.

Théoréme 3.17 (Théoreme d’Egorov). Soit (X, T, ) un espace mesuré tel que pu(X) <
+oo et soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables de (X,T) dans (R, B(R)). Alors
pour tout € > 0, il existe un ensemble mesurable E C T tel que f, converge uniformément
sur E et w/(X \ E) <e.

Exercice 3.4 (Preuve du théoreme d’Egorov). Soit (X, 7, 1) un espace mesuré tel que
(X)) < 400 et soit (fn)nen une suite de fonctions mesurables de (X, 7)) dans (R, B(R))
qui converge presque partout.

1. Montrer que I’ensemble de convergence C' de la suite (fy)nen est mesurable.

2. On suppose que la suite (f,)nen converge p-p.p. vers une fonction mesurable f,
au sens ot u(X \ C) = 0. Pour tout k € N* et tout n € N, soit

1
= {l-f1<:}
n>N

Montrer que C' = ﬂi UR, C% et en déduire que pour tout k, p(X \ U;V ck)=o.
3. On fixe ¢ > 0. En déduire que pour tout k& € N*, il existe N, € N* tel que

1 (X \ C’]]ﬁ,k) < 2%
4. En déduire que, pour tout € > 0, il existe X. € T tel que (f,)nen converge

uniformément vers f sur X, et tel que pu(X \ X;) <e.

5. Donner un contre-exemple lorsque pu(X) = +oo.

4. C’est-a-dire un espace mesuré dont la mesure est de probabilité.
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3.2 Construction et caractérisation de mesures

Dans cette partie, on donne une maniere de construire des mesures par prolongement,
et une une maniere de les caractériser, en commencant par celle-ci.

Définition 3.18 (7-systeéme, A-systeme). — On appelle A-systéme (ou systéme de
Dynkin) une collection C C P(X) stable par réunion dénombrable croissante et
différence emboitée et qui contient X.

— On appelle 7m-systéme une collection C C P(X) stable par intersection finie.
On note A(C) le plus petit®> A-systéme contenant la collection C C P(X).
Théoréme 3.19 (Théoreme 7-\). Si C est un w-systéme alors o(C) = \(C).

Exercice 3.5 (Preuve du théoréme 7-\). Soit C C P(X).
1. Montrer que si C est a la fois un w-systeme et un A-systeme, alors c’est une tribu.
2. On suppose dans cette question que C est un m-systéme. Pour A € P(X), on note
Ca={BeP(X):BnAec )}
(i) Montrer que si A € A(C) alors C4 est un A-systéme et que si A € C alors Cx
contient C.
(ii) En déduire que si A € C, alors A\(C) C Ca.
(iii) En déduire que si A € A(C), alors A\(C) C Ca.
3. Montrer que si C est un 7w-systeme, alors A(C) est une tribu, et en déduire le
théoréme m-A\.

Corollaire 3.20. Si deuz mesures finies p et v sur (X, T) coincident sur un w-systéme
C et que p(X) = v(X), alors elles coincident sur la tribu engendrée o(C).

Démonstration. Laissée en exercice. On pourra considérer C = {A € T : u(A4) = v(A)}
est montrer que c’est un A-systeme. O

Passons au théoreme de prolongement.

Théoréme 3.21 (Théoréme de prolongement de Carathéodory). Toute fonction o-
additive i sur une algébre se prolonge en une mesure sur la tribu engendrée. De plus, si
ii est o-finie alors le prolongement p est unique et u est o-finie.

Remarque 3.22. On admettra ici la preuve, qui utilise la notion de mesure extérieure et
d’ensemble mesurable associé. Disons seulement que 1'unicité (dans le cas o-fini) peut se
déduire du théoreme 7-A, en sachant qu’une algebre est a fortiori un w-systéme.

En conséquence de ce théoréme, on obtient assez facilement ’existence et I'unicité de
la mesure de Lebesgue sur R (ou RY).

5. 11 est bien défini.
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Théoréme 3.23 (Mesure de Lebesgue). Il existe une unique mesure borélienne A sur
R? telle que pour tout pavé P, c¢’est-d-dire un produit d’intervalles P = Hglzl I, X(P)
soit égal au volume du pavé, soit N*(P) = [1L, ¢(I},).

Ebauche de preuve. Donnons l'idée dans R.
— On note S 'ensemblee des intervalles de R.
— L’ensemble A formée des réunions finies de ces intervalles est une algebre.

— On définit p sur A par p(|Jy—1n Ix) = > (1) et on vérifie qu’elle est bien définie
et o-additive.

— Elle est o-finie.

— On cconclut par le théoréeme de prolongement de Carathéodory en notant que A
engendre la tribu des boréliens.

O]

Enfin, le théoreme de Carathéodory permet de faire le produit de plusieurs mesures.
Si (X1,71) et (X2, 7T2) sont deux espaces mesurables, la tribu produit sur X; x X est la
tribu engendrée par les cylindres {A x R: A € Ti} U{R x A: A € T3}, ou de maniere
équivalente par les pavés {41 x Ay : Ay € T1,As € Ta}, et on la note 71 ® Ta.

Théoréme 3.24 (Mesure produit). Si (X1, 71, 1) et (X1,T2,pu2) sont deux espaces
mesurés, il existe une mesure p sur (X; x Xo,T1 @ Ta) telle que pu(A; x Ag) = pui(A41) x
u2(Asg). Si py et po sont o-finies, elle est unique et on la note puy & pso.

Démonstration. Laissée en exercice, en application du théoreme de prolongement de
Carathéodory. O

3.3 Construction de I'intégrale de Lebesgue

Principe Poser [14du := p(A) puis étendre par linéarité et approximations succes-
sives.

Dans le reste de cette section, on considére un espace mesuré (X, 7, u). Lorsqu'une
fonction est & valeurs X = R ou dans X = R := RU{=£oc0}, on dira qu’elle est mesurable
si elle l’est en tant que fonction de (X,7) dans (X, B(X)).

Définition 3.25 (Fonction simple, fonction étagée). Une fonction est dite simple si elle
prend un nombre fini de valeurs. Une fonction f d’un espace mesurable (X,7) dans R
qui est mesurable et simple est appelée une fonction étagée. Les fonctions étagées sont
les fonctions de la forme Ny
f = Z Oéi]-Aiv
i=1

ou 4d; €T etq; € R pour tout i. On peut toujours supposer (et on le fera souvent) que
les A; sont disjoints.

Remarque 3.26. On dira d’une fonction qu’elle est réelle si elle est & valeurs dans R, les
valeurs oo exclues.
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La classe des fonctions étagées est intéressante car une fonction positive (mesurable)
peut toujours s’approcher de fagcon montone par des fonctions étagées.

Proposition 3.27. Si f est une fonction mesurable positive, il existe une suite (f,) de
fonctions étagées positives et réelles qui est croissante au sens ot pour tout x, (fn(2))n
est croissante, et telle que f(x) = lim, f,(x) pour tout x

Démonstration. 11 suffit de poser f,(x) = min{|2" f(z)]27"™,n}. O

Remarque 3.28. — Si f est bornée, la convergence de cette suite est uniforme.
— Si p est o-finie (X = U! X,, ot u(X,,) < 00), on peut supposer que {z : f,(x) # 0}
est de mesure finie; il suffit de considérer la suite f, x 1x,,.
Définition 3.29 (Intégrale de Lebesgue). On définit successivement :

— lintégrale d’une fonction étagée positive f = Zfil a;ly,, avec la convention 0 X
oo = 0 par

N
[ £an=3 a4,
1=1

— lintégrale d’une fonction mesurable positive f par
/fd,u = sup {/gdu :0< g < f, g étagée positive} ,

— l’intégrale d’une fonction mesurable f = fi — f_ ou fy, f— désignent les parties
positives et négatives, par

[fan= [ tedu- [ 1-ap.

deés lors que I'une des intégrale [ fi dup ou [ f— du est finie : on dit que 'intégrale
est définie. Si les deux sont finies, on dit que f est intégrable ou sommable par
rapport & u et on note f € L1 (u).

Remarque 3.30. Pour intégrer sur un sous-ensemble mesurable F, c’est tres facile :

/Efdu::/lEfd,u,.

Ezxemple 3.31. — Lorsque p est la mesure de Lebesgue sur R, si f est une fonction
continue sur un segment, ou plus généralement une fonction réglée, on retrouve
Iintégrale de Riemann.

— Sur (N,P(N)), si p est la mesure de comptage (qui & un ensemble associe son
nombre d’éléments), et v : N — R est une fonction sur N, c’est-a-dire une suite
(up,) on retrouve la somme d’une série numérique :

/U’du:zuna

lorsque u est positive ou intégrable (c’est-a-dire sommable!).
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L’intégrale de Lebesgue jouit des méme propriétés de positivité et linéarité que l'inté-
grale de Riemann.

Proposition 3.32. — Si f est mesurable positive alors [ fdu > 0.

— Si f,g sont mesurables positives (resp. intégrables) et a, B € [0, +o0] (resp. a, B €
R) alors

/(af+ﬁg)dﬂza/fdu+ﬂ/gdu,
— Si f est d’intégrale définie, |[ fdp| < [|f|du.

Exercice 3.6. Soit f une fonction mesurable positive. Montrer que [ fdu < 400 im-
plique que f(x) est fini pour p-presque tout x.

En réalité, pour établir la proposition précédente, on commence par ’établir dans le
cas ou f est étagée positive, puis on passe au cas général a ’aide de la Proposition 3.27
et du théoreme de convergence monotone qui suit.

Théoréme 3.33 (Théoreme de convergence monotone (Beppo-Levi)). Si (f,) est une
suite croissante de fonctions mesurables positives convergeant presque partout vers f,

alors [ est mesurable et
lim/fndu:/fdu.

Il y a trois théoremes de convergence a connaitre absolument sur l'intégrale de Le-
besgue : le théoréeme de convergence monotone, le lemme de Fatou et le théoreme de
convergence dominée. Il nous reste a établir les deux derniers.

Lemme 3.34 (Lemme de Fatou). Si (fy,) est une fonction mesurable positive, alors
/lim inf f,, dp < lim inf/fn du.
n n
Démonstration. Rappelons-nous de la définition de la limite inférieure : liminf, f, =

limfl gn OU gp = infr>, fi. Les gi sont mesurables positives, et d’apres le théoreme de
convergencce montone on a

/limninf fndu = /liﬁngn dy = liéfn/gndd,u = lin%inf/gn d,ug < limninf/fn du.
O

Remarque 3.35 (Fatou renversé). Si il existe g intégrable tel que pour tout n |f,| < g
presque partout, alors

/lim sup fn, dy > lim sup / fn dpe.
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Théoréme 3.36 (Théoréme de convergence dominée). Si (fy,) est une suite de fonctions
mesurables convergeant simplement vers f et g une fonction intégrable telle que pour tout
n, |fn] < g presque partout, alors

tim 1 = fldp =0,
et en particulier
[ fadn == [ g

Démonstration. On a |f — f,| < 2g et on pose g, = 29 — |f — fu| = 0. D’apres le
lemme de Fatou, on sait que [ liminf g, du < liminf [ g, du, c’est-a-dire, en sachant que
lim inf g, = 2g,

/di,ug /29du+liminf </|ffn|dp) :/nguflimsup/\fffn\d,u.

D’ou en simplifiant par [2gdu (qui est fini) : limsup,, [|f — fn|dp < 0, d’ou le résultat.
0

Proposition 3.37 (Continuité d’une intégrale & parameétres). Soit f : X x A — R une
fonction dépendant d’un paramétre A € A, A espace métriqgue. On suppose que

(i) pour presque tout x, f(x,-) est continue,
(ii) pour tout \, f(-,\) est mesurable,

(iii) il existe une fonction g intégrable telle que supycalf(xz, )| < g(z) pour presque
tout x.

Alors A — [y f(z, X)du(x) est (bien définie et) continue sur A.
Proposition 3.38 (Régularité d’une intégrale & parametres). Soit f: X x A — R une
fonction dépendant d’un paramétre A € A, A un intervalle de R. On suppose que

(i) pour presque tout x, f(x,-) est de classe C", n > 1,

(it) pour tout X, Oy (-, \) est mesurable,

(iii) il existe Ao tel que pour tout k < n, 8’;(-, Ao) est intégrable,

(tv) il existe une fonction g intégrable telle que supycp|0Y f(x, N)| < g(z) pour presque

tout x.

Alors F : X — [y f(x, ) dp(x) est (bien définie et) de classe C™ sur A et pour tout k < n

FOW) = [ 05f(@.\) du(a).

Etant donnée une mesure u, on peut définir des mesures & partir d’une densité f.

Exercice 3.7 (Mesures & densité). Etant donnée une fonction mesurable positive f et
une mesure p, montrer que I'application fu définie par

VEET, [ful(B)= /E fdu

est une mesure.
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La linéarité de 'intégrale est a 'origine de la fameuse inégalité de Jensen.

Proposition 3.39 (Inégalité de Jensen). Si u est une mesure de probabilité, f est
intégrable et ¢ est une fonction convexe da valeurs réelles, alors

o([ran) < [ooran

Remarque 3.40. Remarquons que l'intégrale [ ¢of du est définie car (f € L*(u) et f < g)
implique que [ gdu est bien définie. En effet, on a fy < g4 et —g < —f implique que
g- < f-donc [g_- < [ f- < +o0.

Démonstration. Soit a une application affine telle que a < ¢ en tout point. On a alors

o[ £au) = [atr@) an) < [ 6(5() duta).

Ceci est vrai pour toute minorante affine o < ¢, d’ou

oo aine </fd“> < /¢°fdu.

Or on sait qu’en tout point p, une fonction convexe réelle admet une minorante affine
passant par p, de sorte qu'avec p = [ fdpu, il existe o* minorante affine telle que a*(p) =
¢(p). Il vient

o(f ) = ([ ) = gy, o ([ ran) < foe san

O
Terminons par les théorémes de Tonelli et Fubini pour calculer des intégrales multiples.

Théoréme 3.41 (Théoreme de Tonelli). Soit (X1, 71, 1), (Xe, T2, p2) deuzx espaces me-
surés o-finis. On suppose que f est une fonction positive mesurable pour la tribu T1 ® Ta.
Alors les applications x1 — fX2 f(x1, o) dpa(x2) et zo — le f(x1,29)dpg (1) sont
respectives T1- et Ta-mesurables, et

/X1><X2 fdMl@M? - /Xl /X2 f(xl"TQ) dM2($2) dul(xl) = AQ /X1 f($1,$2) d,ul(xl)d,ug(xg).

Théoréme 3.42 (Théoréeme de Fubini). Soit (X1, 71, 11), (X2, T2, p2) deuz espaces me-
surés o-finis. On suppose que f est une fonction mesurable réelle qui est p1 @ po-
intégrable. Alors les applications T1 — sz f(x1, o) dpa(x2) et xo — le fx1, o) dp (1)
sont respectivement définies 1 - et uo- presque partout, respectivement - et pus-intégrables,
et

/Xlxngdm(gm - /X1 /X2 f(z1, 22) dpa(x2) dpa (z1) = /}(2 /X1 f(z1, z2) dp (x1) dpe(x2).
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3.4 Mesures de Borel et de Radon

Sur un espace métrique (ou topologique), on peut définir des mesures compatibles avec
la topologie : les mesures de Borel. Dans de nombreux cas d’espaces métriques, ces me-
sures seront automatiquement réguliéres de sorte que les espaces de fonctions régulieres
jouiront de bonnes propriétés de densité dans les espaces de fonctions intégrables.

Dans cette section, X est un espace métrique, dont la collection des ouverts est notée
O et celle des compacts K.

Définition 3.43 (Régularité d’'une mesure). Une mesure de Borel p sur un espace
métrique X est dite

— extérieurement régquliere si

VB e B(X), wB)=inf{u(0O): BC 0,0 € O},
— intérieurement réguliere si

VB e B(X), w(B)=sup{u(K):KCB,KeK},
— réguliere si elle est extérieurement et intérieurement réguliere.

Définition 3.44 (Espace polonais). Un espace polonais est un espace métrique séparable
et complet °.

Théoréme 3.45. Toute mesure de Borel finie sur un espace polonais est réguliere.

Remarque 3.46. Puisque R? est un espace polonais, tout mesure de Borel finie sur R?
est automatiquement réguliere.

Définition 3.47 (Mesure de Radon). Une mesure p sur X est dite localement finie si
pour tout x € X, il existe un ouvert O contenant x tel que u(O) < oo. Une mesure de
Radon est une mesure localement finie et réguliere.

Remarque 3.48. Dans un espace métrique qui est localement compact, le fait d’étre
localement fini se reformule en p(K) < oo pour tout compact K.

Voici un autre théoreme important de régularité automatique :

Théoréeme 3.49. Toute mesure localement finie sur un espace métrique localement com-
pact séparable est réguliére : c’est une mesure de Radon.

Corollaire 3.50. Puisque la mesure de Lebesque sur RY est localement finie, et que RY
est localement compact, elle est réguliére : c’est une mesure de Radon.

Ces propriétés de régularités seront utiles notamment pour approcher les ensembles
boréliens par des fonctions continues bornées ou continues & support compact et obtenir
des résultats de densité das les espace LP.

Terminons cette section par le Théoreme de Lusin, qui dit qu'une fonction borélienne
est continue en-dehors d’un morceau de mesure arbitrairement petite.

6. La définition la plus courante est en réalité un peu plus générale.
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Théoréme 3.51 (Théoréme de Lusin (version faible)). Soit f : X — Y une fonction
borélienne entre deux espaces métriques et p une mesure finie extérieurement réquliére
sur X. On suppose que Y est séparable. Alors pour tout € > 0, il existe un ensemble
fermé F C X tel que f est continue sur F' et (X \ F') <e.

Exercice 3.8. [Preuve du théoréme de Lusin] Soit f : X — Y une fonction Borélienne
entre deux espaces métriques et p une mesure de Borel finie réguliére sur X, avec Y
séparable. On fixe € > 0.

1. Montrer qu'’il existe une base dénombrable d’ouverts, ¢’est-a-dire une suite (U, )nen
d’ouverts de Y tels que tout ouvert O s’écrive comme une réunion des {U, : U, C
O}.
2. Soit ¢ > 0 et n € N. Montrer qu’il existe deux ensembles fermés F! C f~1(U,,), F2 C
FHUE) tels que (£ (Un) \ FY) < €27 et pu(F1(US) \ F2) < 2.
3. On pose F = N,,(FLUF2). Montrer que u(X \ (FLUFE?)) <27 et que u(X\F) <
2¢.
4. Montrer que f est continue sur E. (On pourra regarder I'image réciproque de
fE %)
Remarque 3.52. Remarquons que si u est intérieurement réguliere a la place de 'étre
extérieurement, on peut de plus avoir F' compact.

3.5 Exercices
Exercice 3.9. Donner des conditions sur un ensemble E pour que les classes suivantes
soient des tribus :
1. {@,{z},E} ou = € E est donné.
{@,{z},{z}, E} otz € E est donné.
La classe des singletons de FE.
La classe des parties finies de E.

La classe des parties dénombrables de E.

AR e

La classe des parties finies ou cofinies de E. On dit qu’une partie A de F est cofinie
si E'\ A est finie.

7. La classe des parties dénombrables ou codénombrables de E. On dit qu’une partie
A de FE est codénombrable si E'\ A est dénombrable.

Comparer les tribus engendrées par les différentes classes de parties décrites ci-dessus.
Exercice 3.10. 1. Montrer que si F est une semi-algebre sur X, I’algebre engendrée
A = a(F) est formée des réunions finies d’éléments de F.

2. Montrer que la tribu engendrée par une semi-algebre est celle engendrée par 1’al-
gebre engendrée.

3. Montrer que la famille F est intervalles de R est une semi-algebre, de méme que
les intervalles semi-ouverts a droite.
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Exercice 3.11. Soient (E,A) et (F,B) deux espaces mesurés, £ C P(FE) et F C P(F)
telsque A=0(€) et B=0o(F) et E € &, F € F. On définit

C:={AxB,A€&, BeF}, G:={AxF, AcE}U{ExDB, Be F}.

1. Montrer que si £ et F sont des semi-algebres alors C est une semi-algebre.

2. Montrer que 0(G) =0(C) = A® B.
Exercice 3.12. On considére 'espace mesuré (R, B(R), A), ou A est la mesure de Le-
besgue.

1. Montrer que A est o-finie.

2. Montrer que A(K) < 400 pour tout ensemble compact (fermé borné) de R.

3. Un ouvert de R de mesure finie est-il forcément borné? Méme question pour un

fermé?

4. Construire un ensemble dense dans R de mesure de Lebegue nulle.

5. Construire un ouvert dense dans R de mesure de Lebegue égale a 3.

Exercice 3.13. Soit (F,.A) un espace mesurable et soient u, v deux mesures finies sur
(E,A). On suppose que, pour tout A € A, on a u(A) =0 = v(A) = 0. Démontrer que,
pour tout £ > 0, il existe n > 0 tel que, VA € A, u(A) < n = v(A) < e. (Ind. On pensera
a utiliser le Lemme de Fatou et le Lemme de Borel-Cantelli).

Exercice 3.14. Dans les cas suivants (o f,, : Rt — R) montrer que la suite ([p+ fndA)nen
converge et déterminer sa limite.

L fule) = 4 fulx) = | cos(a)|/me ",
1 + n2x2 ne=%

2. fo(z) = ne "t 5. fu(z) = n:z:—l—ll[o’l]’

oo V14 n2z?’ 6 _ sin(na")
3. falw) = sin(na) 1, (x), alw) ==

Exercice 3.15. Calculer la limite des suites suivantes :
2
_lzl/n e " n ., 1
/]Re 1/ dx, /]R2COS(;§) 1 1{3|cos(%)|22} dx, ngl%sul(%)'

Exercice 3.16. 1. Montrer que l'application ¢ définie sur R? par o(u,v) = (u® +
v?,2uv) est un C'-difféomorphisme de A = {(u,v) € R%u > v > 0} sur D =
{(z,y) e Rz >y > 0}.

2. En déduire la valeur de [, ) lut — vt|e= () qudy.

Exercice 3.17. Soit (X, B, ) un espace mesuré o-fini.

1. Soit u: X — [0,4o00] une fonction positive et mesurable. Montrer que

+oo
/ udp = / u{r € X :u(z) > t})dt.
X 0
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2. Plus généralement, soit p > 1 et u: X — [0, +00] une fonction positive mesurable.
Montrer que

/ uP dp = 10/+oO P u({x € X s u(z) > t})dt.
X 0

Exercice 3.18. Calculer I'intégrale
I:/ e_y“‘i'y;xd)\g(x,y).
y>x>0 )

[Indication : on pourra considérer le changement de variable v =y — z,v = y/z.]

Exercice 3.19. Calculer le volume de la boule euclidienne de rayon r de R™.

4 Espaces L’

Soit (X, 7T, u) un espace mesuré. Si f est une fonction mesurable réelle, pour tout

p € [1,400[, on définit
1
P
190 = (117 an)"
et pour p = 400, on définit

| fllco = p — esssup|f| = inf{M : |f| < M p.p.}

4.1 Inégalités de Holder et de Minkowski

Proposition 4.1 (Inégalité de Holder). Si f,g sont mesurables et p,q € [1,+o0] sont
deuz exposants conjugués, au sens ot % + % =1, alors

Ifglly <[ fllpllgllq

Remarque 4.2. L’exposant conjugué de 1 est +o00 et réciproquement.

Démonstration. Commengons par le cas p, g €]1,+00|, et supposons sans perte de géné-
ralité que f,g > 0. Si ||f|l, = 0, f est nulle presque partout et fg aussi donc l'inégalité
est évidente. Il en est de méme pour g donc on peut supposer que || f||, > 0 et ||g|/; > O.
Quitte a diviser f par ||f||, et g par ||g|lq, on peut supposer que ||f|, = ||gllq = 1. 1l
s’agit alors de montrer que [ fgdu < 1. On utilise alors I'inégalité de Young ab < %,, + %
pour tout a,b > 0. Pour la démontrer il suffit de fixer par exemple a et de montrer par
une étude des variations de u : x — % + %q —azx que u > 0 sur Ry. Il vient pour tout
z, f(x)g(z) < f(p%)p + @, et en intégrant :

1 1 1 1
/fgduéf/fpdw—/quﬂ:#f:l_
p q P q

Le cas p = 1,q = 400 (ou linverse) est en réalité plus simple, puisque |f(z)g(z)| <
|f(x)|]|g]lcc pour presque tout x, de sorte qu’en intégrant on obtienne

J1£51d < lgloe [1£1d1 = gl 1. 0
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Exercice 4.1. Démontrer 'inégalité de Holder pour p, ¢ €]1, +oo[ en utilisant I'inégalité
de Jensen. Etant données deux fonctions mesurables positive f, g, on pourra, lorsque c’est
9

l99p](X)

Proposition 4.3 (Inégalité de Minkowski). Pour toutes fonctions réelles mesurables
[,9, ona

possible, considérer la mesure v =

1+ gl < [1fllp + [lgllp-

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut considérer f,g > 0, f et g non-(nulles
presque partout). Commengons par remarquer que le cas p = 1 est clair d’apres I'inégalité
triangulaire sur R : |f(z) + g(z)| < |f(z)| + |g(z)| pour tout z. Le cas p = +00 est aussi
facile, puisque |f(z) + g(x)| < ||flloo + |lg]lcc POUr presque tout x, de sorte que par
définition, || + glloc < I1f oo + l19]lc.

Passons au cas intéressant p €|1, +00[. On a

Jroran=[(+g7(F +g)du
= [ 1+ oyt ant [o(f + 97 dn

puis en utilisant 'inégalité de Holder avec (p, q) tels que 1 l =

: (/fpduf (/(f+g)(p 1qd“) (/g”du> (/ f+g)(p—1)qdﬂ)§

or puisque pg =p+gq, (p —1)g = p, ceci donne

-(Jurora) (o) +(fra)’)

1
En divisant par ([(f + ¢g)P? du) et en sachant que 1 — % = }D on trouve :

(/(f+g)pdu);s(/fpdu>;+(/gpdﬂ>’l’. 0

Exercice 4.2. Montrer que si (f,)nen est une suite de fonctions mesurables et p €
[1,+00], alors

>
n=0

o0
< Zan”p
n=0

P
4.2 Généralités
On définit pour tout p € [1, +00],
£7(4) = {f mesurable : | f]}, < -+oo}.

D’apres l'inégalité de Minkowski ||-||, vérifie I'inégalité triangulaire, donc £P(p) est une
semi-norme, mais attention ce n’est pas une norme : || f||, = 0 implique que f est nulle
u-presque partout, mais pas partout !
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Exercice 4.3. Soit f une fonction mesurable positive. Montrer que f est nulle u-presque
partout si et seulement si [ fdu = 0.

Afin d’obtenir un espace normé, on choisit de considérer que deux fonctions égales
presque partout sont identiques. Rigoureusement, on quotiente I’ensemble F des fonc-
tions mesurables par la relation d’équivalence

fRug <= [ = g p-presque partout.

On note F /R, I'ensemble des classes d’équivalences pour cette relation. On vérifie que
la somme, le produit et le produit par un scalaire « passent au quotient » *. De plus, on
vérifie que ||-||, est indépendante du représentant choisi dans une classe d’équivalence et
peut donc étre définie sur le quotient. Ainsi, I'ensemble £P(1)/R, muni des opérations
+ et . est un espace vectoriel, et par définition ||-||, est une norme sur cet espace. On
définit ainsi I'espace vectoriel normé LP(u) :

LP(p) = (LP(10) /R [I-p)-

Remarque 4.4. Méme si théoriquement, il est satisfaisant d’avoir construit un espace
vectoriel normé bien classique, il faudra faire attention & ce qu’on ne manipule plus
vraiment des fonctions mais des classes d’équivalence, bien que I'on note toujours f une
telle classe d’équivalence. En particulier, les valeurs ponctuelles f(z) pour x fixé n’ont
plus nécessairement de sens : par exemple pour la mesure de Lebesgue, un singleton est
de mesure nulle. Ce pourquoi il sera parfois plus commode de recourir & nouveau aux
« vrais » fonctions f € LP.

Complétude
Théoréme 4.5. Pour tout p € [1,400]|, LP(u) est un espace de Banach.

Démonstration. Commengons par le cas p < 400. Soit (f,) une suite de Cauchy dans
LP(p). On construit une sous-suite gy = fn, par récurrence de sorte que

—k
||fnk+1 - fnka < 27

Ainsi > p[|gk+1 — gkllp < +0o0, et donc

> lgk+1 — gkl

k

< Mgkt = grlllp < +oo.
ks
p

Par conséquent la puissance p-ieme de Y ;|gr+1 — gk| est d’intégrale finie, donc cette
fonction est finie presque partout. Ainsi, la série >, (gr+1(z) — gx(x)) est absolument
convergente donc convergente pour presque tout x. On peut alors poser

h=> lgrs1 — gkl;
!

7. Par exemple si fiR, f2 et g1 R,g2, alors fi1 + g1 R, f2 + go.
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et

9= Zk:(gzm — gr) + 9o = lim gy,

qui sont définies presque partout. Puisque h et gy sont dans LP(u), g l'est aussi. Montrons
enfin que g — g dans LP(u). On a

9= gkl =D g1 — 91| <D lgi41 — gl < h € L7,
I>k I>k

donc |g — gx[P — 0 presque partout et |g — gx[P < h? € L', d’ot 'on conclut par le
théoreme de convergence dominée que [|g — gx|P dpu — 0, soit ||g — gx|l, — 0. On a donc
montré que (f,) est une suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente : elle est
donc convergente.

Passons au cas p = +00. Soit (fy,) une suite de Cauchy dans L*°. Prenons des repré-
sentants dans £°°, notés de la maniére par abus. Ainsi

. 1
Vk e N aElNkavpaq > Nk7 pr - quOO < %7

donc pour tous p,q > Ny, il existe S}, ; de mesure nulle tel que |f,(z) — fy(z)| < % pour
tout z € X \ Sp 4. On pose
S= U U Sp,qv

k>0p,q> Nk

qui est de mesure nulle comme réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle. On a

)

Vk>0,Vp,q = Np,Vo € X\ S, |fp(z) = folz)| <

| =

donc pour tout x € X \ S, (fn(z))n est une suite de Cauchy dans R donc elle est
convergente vers un certain f(z) € R et f est mesurable. En faisant tendre p — oo dans
la précédente inégalité on obtient Vo € X\ S, |f(z) — fq(z)| < £, et donc puisque S est
de mesure nulle,

1

ce qui veut dire que f, — f dans L>®(u). O

Densité et séparabilité

On suppose dans cette section que X est un espace métrique localement compact et
séparable, par exemple R?, et que y est une mesure localement finie (c’est-a-dire ici,
finie sur les compacts), par exemple la mesure de Lebesgue. Remarquons que sous ces
hypotheses, p est o-finie.

Commengcons par un premier résultat de densité de fonctions étagées concentrées sur
un ensemble de mesure finie.
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Proposition 4.6. Si f € LP(u) il existe une suite (f,) de fonctions étagées telles que
LP(p)
p({fn # 0}) < o0 et f —"> f.

Démonstration. Voir exercice 4.4. O

Exercice 4.4. On décompose fen f = fi — f_.

(i) Justifier I'existence de deux suites croissantes (a,,), (b,) de fonctions étagées telles
que p({an # 0}), p({bn # 0}) < oo et an T f4,bn T f-.

(ii) Montrer que a,, — f+ et b, — f— dans LP(u) et conclure.

Lemme 4.7. S§i K est un compact inclus dans un ouvert U, il existe une fonction ¢
continue a support compact telle que

1 < ¢ < 1.
Démonstration. Voir exercice 4.5 O

Exercice 4.5. Soit X un espace métrique localement compact, une partie compacte K
et un ouvert U tels que K C U.

(i) Montrer qu’il existe un compact K’ et un ouvert U’ tels que K CU C K C U.

(ii) A Paide de la question précédente, construire une fonction ¢ continue qui vaut 1
sur K et 0 sur U¢. On pourra utiliser les fonctions distance & un ensemble.

(iii) Conclure.

Théoréme 4.8. L’espace C.(X) des fonctions continues a support compact® est dense
dans LP(u) pour p €1, +o0l.

Démonstration. Commencons par approcher les Boréliens de mesure finie par des fonc-
tions continues a support compact. Soit B un borélien de mesure finie et € > 0. Puisque
1 est une mesure de Radon, il existe un compact K et un ouvert U tels que K C B C U
et (U \ K) < e. D’apres le Lemme 4.7, il existe une fonction ¢ € C.(X) telle que
1K < ¢ < 1y, de sorte que ¢ et 1p sont tous deux compris entre 1x et 1y. Par
conséquent

Jir=1aldu < [t - e du = [ Lpedi=p@\K) <<

Soit maintenant f € LP(u). On sait d’apres la Proposition 4.6 qu'il existe une fonction
f étagée telle que p({f # 0}) < oo et ||f — f|l, < e. La fonction f s’écrit

N
f:Za’i]-Bia al#o

=1

8. C’est-a-dire nulle en-dehors d’une partie compact.
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D’apres ce qu’on vient de voir, pour tout 4, il existe g; € C.(X) telle que || 1, — gill, <
e/(Nla;|). On pose alors
9=">_ 0
i

et on vérifie

N
1f = gllp <D _lall1s, - mMSEWMN”_
l

i=1
pour obtenir enfin || f — g||, < 2e. O
Remarque 4.9. — La densité des fonctions étagées dans LP est vraie sans hypothese
sur X.
— La densité des fonctions étagées de concentration p-finie est vrai des lors que p est
o-finie.

— Lorsque X est un espace polonais et p est finie, on peut démontrer qu’on a densité
des fonctions continues bornées Cp(X) au lieu de C.(X).

Théoréme 4.10 (Séparabilité des LP). Pour tout p € [1,+o0o[, l'espace LP (1) est sépa-
rable.

Démonstration. On sait que tout borélien de mesure de finie peut s’approcher par un
ouvert pris dans une base dénombrable (O),),cn. La collection

= {Z anlo, :an € Q}
finie

est dénombrable et dense, d’ou la séparabilité. ]

4.3 Convolution

Intérét Régularisation de fonctions, bon comportement avec la transformée de Fourier.
On se place & présent dans R%. Si f et g sont dans C.(RY), on peut définir

frg@) = [ f@gla—)dy (=% (@),

il s’agit en en quelque sorte d’'une « moyenne » de f autour de x, pondérée par g. On
I’appelle la convolée de f et g. On veut maintenant définir la convolée de deux fonctions
qui ne sont pas nécessairement continues & support compact mais dans des espaces LP(u).

Théoréme 4.11. Supposons que p,q,r € [1,+00] sont trois exposants tels que

1 1 1
,_|_,:1+,
p r

et f € LP(n),g € Li(u). Alors pour presque tout x, y v+ f(y)g(x —y) est dans L'(u)
donc f * g est bien définie presque partout, et fxg € L"(u). Plus précisément :

1S % gllr < [ £1lpllgllq-
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Remarque 4.12. Ainsi, la convolée de deux fonctions L' est une fonction L', ce qui fait
de L' une algebre. Elle n’est pas unitaire : définie dans un cadre plus général, 1’élément
neutre pour la convolution est la mesure de Dirac dg, or ce n’est une fonction.

Preuve du cas ¢ = 1. Dans ce cas, r = p. Commengons déja par le cas p = 1. D’apres le
théoréme de Tonelli,

Lo @ =l e X @y) = [ 11w [ lot@—y)ldedy
= [ rwldy [ lo@)ldz < 4.
R R

Or cette méme intégrale est aussi égale par Tonelli & [pa [palf(y)g(z — y)|dy dz, donc
Jralf(y)g(z — y)| dy est finie pour presque tout z, i.e. y — f(y)g(z —y) est dans L (u)
et f x g est bien définie. Enfin

If *glh = dy‘dx
]Rd
< [ [ 11wt - y)ldyda
R4 JRd
< 400,

donc fxg € L'(u).
Passons au cas p quelconque. Pour cela, montrons que [ ([|f(z —y)g(y)|dy)? dz <
+00. On va appliquer I'inégalité de Holder en réécrivant le produit comme suit :

£ = wg)| = (@ - )lls)7) (19w )

Sl 1
oup—l—p, 1. On a

([ir@=walar) = ([ (£ = wllsw)l )  [190) 1’) )
< /If(x ~y)Plg(y)l dy (/\g(y)!dy) "

et en intégrant en = et appliquant le théoréeme de Tonelli & la premiere intégrale :

/(/\fx— dy) @< [ [I5=)Plot ydydx</\g ydy)

= ||f||§|!g|!1||g||f

+5=1 »
LA 11519l

s

(1=~

1
p
< +00.

En conséquence, f % g est bien défini, et de plus en prenant la puissance 1/p-ieme, ceci
montre que |[fxglli < || fllpllgll1- O
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Convolution et probabilités

Proposition 4.13. Si X, Y sont deuz variables aléatoires réelles indépendantes sur un
espace de probabilité (X,€,P), de lois a densité fi1, faL*(R) respectivement, alors la loi
de Z = X +Y a pour densité fi * fa.

Exercice 4.6. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes réelles. Calculer la
loi de X + Y dans les cas suivants :
(i) X et Y ont loi uniforme sur [—1,1].
(ii) X et Y ont respectivement une loi de densité v, x et v\ ol
)\a
I'(a)

o
Ya (2) = e M Mg, (2), T(a) ::/ e " da.
0

On pourra vérifier et utiliser le fait que fR+ Yar = 1.

On peut définir de maniére générale la convolée de mesures finies (donc de lois de
variables aléatoires réelles quelconques), comme le montre 1’exercice suivant.

Exercice 4.7. Soient et v sont deux mesures de Borel finies sur R%. On pose

o(A) := /d ) onegyead(pp @ v)(z,y), pour tout borélien A C RY.
Re xR

(i) Montrer que o est une mesure positive sur R%, on note j * v.
(ii) Remarquer que p * v est une mesure finie et que p* v = v * p.

(iii) Montrer que si p = fA% v = g\%, ou f, g > sont intégrables, p* v = (f  g) A%

Retour a la convolution dans L?

Exercice 4.8 (Convolution dans LP, cas général). Soit p, ¢, € [1,+00] tels que %—Fé =
1+ 1

1. On pose p', ¢ tels que zl? + I% =1= % + %. Vérifier que
1 1 1
— -t =1
qg

2. Démontrer I'inégalité de Hoélder pour 3 fonctions fi, fa, f3 :

[f1f2fslle < ([ fally I f2llq Nl 3]

3. Pour r < +00, démontrer que [ ([|f(z —y)g(y)|dy)" dz < (|| fllpllgll)"- On pourra
appliquer I'inégalité de Holder en décomposant f(x — -)g(-) = f1f2fs pour 3 fonc-
tions bien choisies.

4. Casr = 400 : démontrer que fxg(x) est bien défini pour tout x, et que || fxgllco <

£ llpllgllq-
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Remarque 4.14. Remarquons que dans le cas ou les exposants p, g sont conjugués, r =
400 et la convolée a un sens ponctuel.

Si f est une fonction sur R? et h € R?, on définit I'opérateur de translation 7, f =
x ~ (z — h). Remarquons que |7,f| = ||f|| pour tous f,h. Si A C RY, on note || f||p.a
ou || f|[r(a) la quantité [|f1a,.

Proposition 4.15 (Continuité de 'opérateur de translation). — Version globale : si
feLP(RY),p < +oo, alors ||f — mnflp 120,
— Version locale : si f € LY, _(R?) alors pour tout compact K C R, || f—71, f||p.ic A0,

0.

Preuve du cas global. Soit f € LP(RY) et € > 0. On sait par densité des fonctions conti-
nues & support compact qu’il existe g € C.(R?) telle que ||f — g||, < e. Par conséquent
7 f — Thgllp < € et

I f = fllp < 70t = 7gllp + llg = fllp + 1709 = gllp < 2 + lTng — gllp-

Or on sait que g est continue & support compact K donc uniformément continue d’apres
le théoreme de Heine. Notons wy(8) = Sup, ,.|z—y|<sl9(y) —g(z)| le module de continuité
de g. On a

HThg_ng:/K]g(x—i—h)—g(a:)|pda: ot K = K + B(0,1)

< MK )wg([I])
h—0
— 0,

car g est uniformément continue. Ainsi ||7,9 — g/, < € lorsque h est assez petit et donc
|7nf — fllp < 3e, ce qui conclut. O

Exercice 4.9. Démontrer la version locale de la continuité de I’opérateur de translation.

Commencgons par un exercice simple de régularité d’une convolée par une fonction
continue.

Exercice 4.10 (Convolée par une fonction continue). 1. Montrer que si f € L'(R?)
et g € Cp(R?) est uniformément continue, alors f o g est uniformément continue.

2. Montrer qusi f € L{ (RY) et g € C.(R?), alors f o g est continue.

loc

En réalité, I'opération de convolution elle-méme a un effet régularisant, méme si les
fonctions ne sont pas réguliéres, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 4.16 (Convolée pour des exposants conjugués). — Version globale : Si
feLlP(u)etge Lp/(u) alors f x g est définie en tout point, fxg € Cy(R?) et est
uniformément continue, et || f x glloo < || fllpllgllp-

— Version locale : Si f € LT, (RY) et g € LP'(RY) alors f * g est définie en tout point
et fxg € C(RY).
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Remarque 4.17. En pariculier la convolée d'une fonction Li (R?) et g € C.(R?) est
continue.

Preuve dans le cas global. L'un des exposants p ou p’ est fini, par exemple p. On a déja
vu par 'inégalité de Holder que [|f(z —v)g(y)|dy < || fllpllgll,y de sorte que f x g est
bien définie et pour tout z, |f x g(x)| < || fllpllg]/,r- Prenons maintenant deux points u et
v

()~ Frg()] < | [ (=) = £~ 1)glo) dy
< Nl =) = £0 =),
= lgllp [ f = Tu—v fllp

u—v—0
—— 0,
par continuité de I'opérateur de translation. O

Exercice 4.11. Démontrer la version locale de la continuité de la convolée dans le cas
de deux exposants conjugués.

Lorsque f est continue, le support de f est définie comme spt f = {f # 0} : il s’agit
du plus petit fermé en-dehors duquel la fonction est nulle.

Exercice 4.12 (Support d'une fonction). Si f est une fonction borélienne sur R, mon-
trer qu’il existe un plus petit ensemble fermé en-dehors duquel f s’annule Lebesgue-
presque partout.

Ainsi, si f est seulement borélienne, on définit le support de f, noté spt f, comme le
plus petit ensemble fermé en-dehors duquel f s’annule Lebesgue-presque partout.

Proposition 4.18. Si f, g sont deuzx fonctions mesurables, spt f x g C spt f Usptg.

Exercice 4.13 (Support d’une convolée). Montrer que le support de la convolée de
deux fonctions boréliennes f, g est inclus dans spt f 4+ spt g, et que l'inclusion peut étre
stricte.

Définition 4.19 (Approximation de I'unité). Une suite (p,) € L'(R?) est une approxi-
mation de I'unité si

— P20,

— Jpn— 1,

— Ve>0, [poeyeprn—0.
Exercice 4.14. Soit p une fonction positive sur RY telle que [ p = 1. Soit (&,,) une suite

)
de réels strictement positive tendant vers 0 et posons pour tout n, p,(x) = &, %p(x/s).
Montrer que (p,,) est une approximation de l'unité.

Proposition 4.20 (Approximation de 'unité). Soit (p,) une approzimation de l'unité.
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— Si f € LP(RY),p € [1,00], alors f * py, 2t

— Si f € Cy(R?) alors f x pn converge uniformément sur tout compact vers f.

Démonstration. On suppose dans un premier temps que [ p, = 1 pour tout n. On a

F@) = (@) = [(F@) = F@ = 9)paly) dy.

et donc
[15= 1502 = [| [G@ 1 = )onte) as|
U [ 1@ - s - plPonty) dyda
T2 Lt~ £l () dy

dx

et pour § > 0 fixé

= Lro Il — )+ 2111 L o) 0

)

0 n—oo

0

ce qui permet de conclure : prendre d’abord  petit pour que la premiere intégrale soit
plus petite que € > 0 arbitrairement fixé, puis faire tendre n — oo.

Si maintenant m,, = [ p, n’est pas identiquement égal & 1, on applique le résultat
précédent a p,/my, qui est d’intégrale 1, et on remarque que

1 1
19500 = £ pnfminll < (1= ) U % pall < (1= ) Ufllonll =

n n

ce qui conclut.
Passons au second point, en supposant & nouveau que [ p, = 1. Soit f € Cp(R?). Soit
K un compact de R% et ¢ > 0. Pour 0 < § <1, on a

@) = Fxpn@I < [ @)= f@ = ploa(v)dy

By (0,6)

s i@ = f = plely) dy
RN\B;(0,6)

< s f@ - f@l2fle [, e
z,y€eK+Bf(0,1) RI\B(0,0)
lz—yll<d

le premier terme étant plus petit que € lorsque § est assez petit, puisque f est uniformé-
ment sur le compact K + Bf(0,1). Ensuite, le second terme est plus petit que € lorsque
n est assez grand. On obtient donc

sup|f(xz) — f* pn(x)| < 2e.
rzeK

Comme pour le premier point, le cas [ p, # 1 se déduit aisément. O
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Exercice 4.15. Soit f une fonction continue sur R% est (p,) une approximation de
lunité.
1. Montrer que si f est bornée et uniformément continue, alors f x p, — p uniformé-
ment sur RY.

2. Montrer que si (diamspt p,) est borné alors f x p, — f uniformément sur tout
compact.

3. Montrer que si diamspt p, — 0 et f est uniformément continue, alors f % p, — f
uniformément sur tout compact.
Définition 4.21 (Famille/Suite régularisante). Une famille (p.). € L*(R?) est une suite
régularisante lorsque € — 0 si
— Pe Z 07
B fpé‘ - ]-7
— diam(spt pe) < ¢

On dit qu’elle est radiale si p:(x) = p-(||z]|) pour une certaine fonction p.

1
Ezemple 4.22 (Une suite régularisante standard). On pose p(z) = el=I’ b |z <1 et
p(x) = 0si||z]| > 1, puis pe(z) = e~ 9p(z/¢). C’est une suite régularisante radiale.

Remarque 4.23. Une suite régularisante est en particulier une approximation de 'unité,
mais elle jouit de meilleures propriétés encore.

Proposition 4.24 (Dérivation d’une convolée).  — Version globale : si f € L'(R%)
et p € Cf, c’est-a-dire bornée de dérivée bornée, alors fxp € CH(RY) et Oy, (fxp) =

[ x Oy p-
— Version locale : si f € L (R?) et p € CL(RY), alors fxp € CRY) et Oy, (f xp) =

[ x Oy p.

Preuve dans le cas d = 1. On sait déja d’apres Proposition 4.16 que f % p et f % p’ sont
continues, mais on va ’obtenir ici par le théoréeme de dérivation sous l'intégrale.
Traitons la version globale. On a

fxp(x /h z,y)dy ouh(x,y) = f(y)p(z —y).

La fonction h(zx,-) est intégrable puisque f est borné est p est intégrable. De plus, elle
est C! en la premiere variable et d,h(z,y) = f(y)p'(x — y), de sorte que

[0zh(z, )] < [F ) [loo-

On a donc un chapeau intégrable pour la dérivée, qui est indépendante du parametre x.
Aisi, par le théoréme de dérivation sous I'intégrale, f x p est de classe C! sur R et

(f*p)( /f (z—y)dy = (f*p')(z).
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Exercice 4.16. Montrer que si f € Li _(RY) et p € CL(RY), alors fx p € CHR?) et

loc

O, (fxp) = f % Oy,p pour tout k =1,...,d.
Corollaire 4.25. L’espace C°(R?) est dense dans LP(R?) pour tout 1 < p < oc.

Démonstration. Puisque C.(R?) est dense dans LP(R?), il suffit de considérer une fonction
f continue a support compact et montrer qu’on peut 'approcher en norme LP par une
suite de fonctions de classe C*°. Prenons une suite régularisante (p.) et considérons
f* pe. En itérant Proposition 4.24, on obtient que f x p. est de classe C*°, et spt fx p. C

spt f + B¢(0,¢), donc f est a support compact. Par Proposition 4.20, on obtient que
LP

frxpe—f. O
e—0

Jusqu’a présent, dans cette section nous nous sommes concentrés sur R? tout entier .
On peut néanmoins se servir des convolutions pour régulariser des fonctions sur un ouvert
Q en faisant au préalable une découpe lisse de notre fonction (« cut-off » en anglais).

Lemme 4.26 (Existence d'une découpe lisse). Soit K un compact et U un ouvert tels
que K C U. Il existe ¢ : RY — [0, 1] telle que ¢ € C(R?), sptp C U et ¢p(x) = 1 pour
tout v € K.

Démonstration. On pose ¢ = d(K,U€). On définit K. = {z : d(z,K) < e/4} et U. =
{z : d(z,K) < 5}. D’aprés Lemme 4.7, il existe une fonction ¢ € C.(R?) telle que
1. <9 < 1y,. On pose alors ¢ = ¥ x p./4. On sait que

spt ¢ C spte) + By(e/4) C U+ By(e/4) C{x : d(z, K) < 3e/4} C U.

Siz € K, on a par ailleurs

P(z) = V(Y)peja(z —y)dy

/yEx+Bf (e/4)

= /pa/4(x—y) dy
car x + By(e/4) C K + By(e/4) C K. et ¢ =1 sur K,
=1

O]

Théoréme 4.27. Si Q est un ouvert de RY, C(2) est dense dans LP(Q) pour tout
1<p<+o0.

Démonstration. Soit f € LP(2). On étend f & tout R? en posant f(z) = f(x) sur Q et
f(z) =0siz ¢ Q. Pour tout n € N*, il existe un compact K,, C Q2 tel que A4 (Q\ K,,) < 1
par régularité intérieure. D’apres le lemme précédent, il existe x,, € C2°(2) tel que x,, = 1
sur K,. On pose alors

fn(x) = (f_*pn)Xn'

9. Il nous faut un groupe pour la convolution
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||f - anILQ < ”f - anHp,Q + Han - f_*anan,Q
<|f = fik.llpo+ If = f*pnllppra
— 0,

en utilisant le théoreme de convergence dominée pour le premier terme, et Proposi-
tion 4.20 pour le second. O

4.4 Transformée de Fourier
On se placera sur R dans les démonstrations pour simplifier.

Définition 4.28 (Transformée de Fourier dans L'). Si f € L'(R?), on définit sa trans-
formée de Fourier par

veeR!, fO=FfO= [ e f(a)dn

Remargue 4.29. Elle est bien définie pour tout & car [pa|e?™ ¢ f(z)|dz = [pa|f(z)|dz <
00.

Théoréme 4.30 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Si f € LY (RY), alors f appartient d
Uespace Co(R?) des fonctions continues qui tendent vers 0 lorsque ||€|| — 400, et

I Flloe < I1£111-

Preuve dans le cas d = 1. La continuité de f vient de la continuité d’une intégrale a
paramétre. L'intégrande g(x, &) = e f(z) est majorée en module par | f(x)|, intégrable
indépendante du parameétre, et g est continue, ce qui conclut.

Par I'inégalité triangulaire, pour tout &, |f(€)| < folf(x)|dz = ||f]/1, donc ||f]lee <
| fll1 et F est un opérateur linéaire continu de L'(R?) dans Cy(R?). Or les fonctions
continues & support compact sont denses dans L' et I’espace Co(Rd) est fermé dans
Cp(R%), donc il suffit de montrer que la transformée de Fourier d’une fonction continue &
support compact est dans Co(Rd). Supposons donc que f est continue a support compact,
et placons nous dans R pour simplifier. Par intégration par parties sur un intervalle
[ R, R] en-dehors duquel f est nulle, on obtient

. o= 2ime R R o-2iné
flo) = | Sig @) R+ [, el @)
R 67227r§
= O+/R 217?{ x)dz
donc
et |£(€)] —= 0 lorsque €] — +o00. Dot le résultat. O

93



Dans R%, un multi-indice o un vecteur o = (a1, ...,aq) & valeurs dans N, soit o €
N¢. Sa longueur est définie par |a| = 3 a4, et par 9%f on désigne la dérivée parielle

a1 Qa2 e’ N : 14 _ :
031032 ... 0z f. En premiére lecture, on pourra considérer d = 1, et « est simplement

un entier, 9% f = (@),

Définition 4.31 (Espace de Schwartz). On définit I’espace de Schwartz S(R?), ou des
fonctions a décroissance rapide, comme I’ensemble des fonctions f € C>®°(RY) telles que
pour tout £ € N et tout multi-indice o € N,

sup ||z]|“|0° f ()| < +oo.
rcRd
Remarque 4.32. L'espace S(R?) est dense dans LP(RY) pour tout p € [1, 00| puisque
Ce(RY) C S(RY).
Exercice 4.17. Soit f € S(R?).
1. En supposant que d = 1, montrer que X f =z — xf(z) € S(R) et f' € S(R).
2. En supposant que d = 1, montrer que pour tout o € N et tout p € [1,400],
fl@) e LP(RY).
3. Généraliser a la dimension d quelconque.

Proposition 4.33 (Petit formulaire de Fourier). On note ey = x +» 2™ o f =
fG=X) et haf = f(-/\) pour X € R et f = f(—-). Alors pour tout f,g € S(R?),

(a) exf = 7],

(b) nf = e-rf.

(c) Ji/*\gf fa,

A

() f=1,
(e) f=F,

(f) Paf = Ay f,
(9) f'=2inXf,
(h) —2irXf = f', avec f € Cl(RY).
Démonstration. En exercice. O

Remarque 4.34. Toutes ces propriétés restent vraies dans L' par densité de I'espace de
Schwartz.

Théoréme 4.35. S(RY) est stable par la transformation de Fourier.

Preuve pour d = 1. En sachant que (2i7X)Pf*) ¢ S(R), en appliquant successivement
(g) et (h) de Proposition 4.33, on a

(—2ix X )P f]0) = (2in X )F(~2in X)Pf = (2in X )Ff©),

or on sait que la transformée d’une fonction intégrable (donc de Schwartz aussi) and
dans C°(R%), et donc (2irX)FfP) € Cy(RY) C Cyp(RY), ce qui implique que f est (de
classe C* et) a décroissance rapide. O
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. 7 . . . _ 2
Exercice 4.18 (Transformée de Fourier d’une Gaussienne). Soit Gy(z) = vV Ae 2l
une Gaussienne centrée. On se place en dimension 1.

1. Montrer que Gy € S(R) et que [ G\ = 1.
2. Montrer que G satisfait 'EDO 3/ = —2\rxy.
3. En déduire que (/?\A/ = —%’rxé\)\

7\'3’)2

4. En déduire que @ =e 1.
5. En déduire que C/J\A = G).
Proposition 4.36. La famille de gaussiennes normalisées Gy vérifie :

1. (G\)x € S(RY) est une approzimation de l'unité lorsque A — 0.
2. Hé\,\Hoo <1 et Gy 11 simplement.

3. Gy = Gy.
Proposition 4.37. Pour tout f,g € S(RY), [ fi= [ fg.
Démonstration. C’est une simple application du théoréme de Fubini. ]

Théoréme 4.38 (Théoréme d’inversion). Pour tout f € S(RY), FFf = f = FFf, de
sorte que F = f +— f(—-) est l'inverse de la transformation de Fourier.

Démonstration. Soit f,g € S(R?). On a
[ 7= [FF(a= [FF@ = [ 177

Prenons alors ¢ = Gy. Ona § = g = Gy et Gy = G,, de sorte que ff]—"(f)G)\ =[Gy,
ce qui s’écrit encore :

FF(f)*GA(0) = fxG(0).

On sait que S(R) C Cy et donc, puisque G est une approximation de 1'unité, que pour
tout ¢ € S(R), ¢ x Gy — ¢ sur tout compact lorsque A — 0, et donc en particulier en
faisant tendre A vers 0 on obtient

FF(£)(0) = £(0).
En remplacant f par 7, f on vérifie par le formulaire donné plus haut que ceci se réécrit
f(=x) = f(x), d’on le résultat. O
Corollaire 4.39. Si f € L'(R) et fe LY (RY) alors FFf = f presque partout.

Théoréme 4.40 (Théoreme de Plancherel). Pour tout f € S, on a [3|f> = [alfI?.
En particulier, la transformation de Fourier sur S(R) se prolonge de maniére unique en
une isométrie linéaire Fra sur L?(R) tout entier. De plus si f € L'(R) N L?(R), alors
Fr2f = Ff preque partout.
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Démonstration. On a

J1e = [ii= [ 1f=[17Fs =[5 = |12
et on conclut par le théoreme de prolongement des applications linéaires continues sur
un sous-espace dense. O

4.5 Exercices

Exercice 4.19. Pour quelle(s) valeur(s) de p les fonction suivantes définies de (R, B(R))
dans (R, B(R)) sont-elles dans ’espace LP?

1. z+— 1g (x) 3. ey MAANEY, L ()
2.z 2l (z) 4. x— 3, ﬁl[n,nﬂ[(x)
Exercice 4.20. Soit « € R et soient f, et g, les fonctions définies par
1 1 1
fa (55) = xial[fl;l] (x)7 Ja (1’) = xial[l;Jroo[ (x) et ]’La(l’) = xia'

1. A quelle condition sur « et p, f, € LP?
2. Méme question pour ge.
3. Et pour h,?

4. Montrer que si p < ¢, il n’y a pas d’inclusion entre LP(R)et L4(R).

Exercice 4.21 (Inégalités de Holder et de Minkowski). Soit (X, A, 1) un espace mesuré
et p, q €]0, 1] deux exposants conjugués : %4—% = 1. Consideére deux fonctions mesurables

19

1. Démontrer [’inégalité de Holder

[1sgldn< (| rf\pdu)’i (/ rchm)é

en utilisant I'inégalité de Jensen.
Indication : considérer la mesure pg ou ¢ = |f|P/ [|f|Pdp (lorsqu’elle est bien
définie) et la fonction h = |g|/| fIP~ 1 1.

2. Démontrer I'inégalité de Young ab < %p + % pour a,b > 0 et en déduire une autre
preuve de l'inégalité de Holder.
Indication : considérer d’abord le cas ou [ |f|Pdu = [ |g|9dp = 1.

3. Démontrer l’inégalité de Minkowsk:

(Jissra)} < () + (o)

en utilisant l'inégalité de Holder.
Indication : se ramener au cas f,g > 0 et écrire (f+g)P = f(f+g)P " +g(f+g)P~ .

Exercice 4.22. Calculer f lorsque
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1. f:=1; 3. f(x):= %e*)‘|’”‘,/\>0;
2. fi=144,a>0; 4. f(x):= m,)\>0;

Exercice 4.23. Soit f (v) = (1 —[z]) 1|15 (7).
1. Montrer que f (x) = 1[;1 1 =1 (z) et calculer [°0 e f (x)dux.
22 272
> e_itx%dm.

2. En déduire que f (x) = %f

]*¥ 1

5 Calcul différentiel

5.1 Généralités
Dans cette section, F et F' sont deux evn (par exemple Rd), U un ouvert de F/, xg € U.

Définition 5.1 (Différentielle). Soit f: U C E — F. Si il existe une application linéaire
L € L.(E,F) telle que au voisinage de x :

f(zo 4+ h) = f(xo) + L(h) + o([[h]]),
alors on dit que f est différentiable'’ en xy. L’application linéaire L est alors unique et
on la note dF'(z).
Remarque 5.2. Attention, si lim;_. 40 w (c’est la dérivée dans la direction

u) existe pour tout u, f n’est pas forcément différentiable. Par exemple

73

fay) = mrg SO0
0 sinon.

On peut vérifier que la dérivation dans la direction u = (a, b) est ¢(u) = %, or celle-ci
n’est pas linéaire : f ne peut étre différentiable.

Définition 5.3 (Différentielle seconde). Si f est différentiable sur un voisinage w de xg
etdf :w C FE — L.(FE,F) est différentiable en zg, alors f est dite deux fois différentiable
en xp, et on note

d?f(zg):ExE — F
(hok) = [d(df)(zo)(R)](K),

la différentielle seconde en xg. C’est une application bilinéaire de £ x F dans F'.

Théoréme 5.4 (Théoréme de Schwarz). Si f est deux fois différentiable en o, d*f (o)
est bilinéaire symétrique.

Proposition 5.5 (Formule de Taylor). Si f est deuz fois dérivable en a,

fla+h) = f(a) +df(a)(h) + %dzf(a)(h, h) + o(||1]]?).

10. Il s’agit de la différentiabilité au sens de Fréchet.
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5.2 Cas réel

On se place dans el cas = R™ F = R™. On considére une fonction f : R" — R™

filxze, ..., zy)
o) = fa(zq, .y Tp)
fm(x1, ... zp)
Dérivées partielles On définit
g;; (x) = thgCif(;vl, e T, b Ty, ) = %g% flat te;-L) — f(x)’
lorsqu’elle existe.
Proposition 5.6. — Si f est différentiable en x alors toutes les dérivées partielles

existent et g—i(a:) =d,f(e;).
— Si toutes les dérivées partielle existent et sont continues sur un voisinage de x,
alors f y est de classe C'.

Remarque 5.7. On définit de la méme maniere les dérivées partielles secondes

of _ 9 (9f
Bxiaacj N 6952 a’L'j
et on a une propriété analogue : si f est deux fois différentiables, les dérivées partielles

secondent existent et valent d% f(e;, e;) ; si toutes les déérivées partielles secondes existent
et sont continues sur un voisinage de x alors f y est de classe C2.

Différentielle d’'une composée Si df(z) et dg(f(x) existent, alors

d(g o f)(x) = dg(f(x)) o df (x).
En coordonnées, si z = (x;) et f(z) =y = (y;) cela s’écrit

dgof) ~ 9y of;
“om j aT/j(f(')axji‘

Gradient Si f: U CR" — R (attention, a valeurs réelles)

o (x)
Vi) = : € R".

()

OTn

Et la différentielle s’exprime df (x)(h) = V f(z) - h.
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Matrice jacobienne Si f:U CR" — R™,

TH(@) = (3;;@) & Myn(R),

et df (z)(h) = Jf(z)h ou h est vu comme un vecteur colonne.

Matrice hessienne Si f: U CR" —» R,

2
V(@) = Hf(x) = ( . g) & My(R),
1,J

et d®f(h,k) = V2fh - k. Le théoréme de Schwarz garantit que V2f est une matrice
symétrique.

Proposition 5.8 (Formule de Taylor (réel)). Si f : U C RY — R est deus fois dérivable
en x, alors au voisinage de 0

Fla+h) = () + V5@) - ho+ SV @ b+ o [h]?)

ou encore

0
Pl h) = f(@) + Y b o () 4+ 3 Y0P Fawdahih; + of 1))
i v ,J

5.3 Un peu d’optimissation

Soit f: U CR* = R.

Extrema et points critiques On dit que
— f admet en 2* un minimum
— global si f(z) > f(z*) pour tout z € U,
— local si f(x) > f(z*) pour tout z dans un voisinage w C U de z*,
— global strict si f(z) > f(z*) pour tout x € U \ {z*},

— local strict si f(z) > f(z*) pour tout x € w\ {#*} ot w C U est un voisinage
de z*,

— f admet en z* un maximum local/global (strict) si —f admet en ce point un
minimum local/global (strict),

— f admet un extremum local/global (strict) si f admet un minimum ou un maximum
local/global (strict),

— xp est un point critique de f si f est différentiable en z¢ et V f(xg) = 0.

Proposition 5.9. Soit f: U CR"” — R.
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— Si f admet un extremum local en xg en lequel elle est différentiable, c¢’est un point
critique.

— Si f est deuz fois différentiable en xo et xo est un minimum local, la matrice V2 f
est positive (V2fh-h > 0 pour toute h, cad ses valeurs propres sont positives).

— SiVf(xg) =0 et V2f est définie positive, xo est un minimum local strict.
Exercice 5.1. Etudier les points critiques et minima de f : R2 — R ot f (x,y) vaut
(i) 2* +y*,
(i) z%+ 33,
(i) 22 -y + ¥,
(iv) 22 —2zy.

5.4 Inversion locale et fonctions implicites

Théoréme 5.10 (Théoréeme d’inversion locale). Soit f : Q — R de classe C* sur Q
ouvert de R? et xg € Q,yo = f(x0). On suppose que df (zo) est inversible. Alors il existe

deuz voisinages ouverts U C Q, V. C R? de xy et yo respectivement, tels que f est un
Cl-difféomorphisme de U sur V.

Remarque 5.11. En particulier il existe g : V' — U de classe C! telle que
{er,er {er,yEV
<~ .

y=f(x) z=9g(y)
Démonstration. Posons f(z) = df (x0)"*(f(x)), de sorte que f vérifie les mémes hypo-
theses avec de plus df(xg) = Id.

Pour y € R?, essayons de résoudre
y=Ff(2) = 2z fla)+y=u
—_———
=Fy(x)

On veut trouver un point fixe de F),. Utilisons pour cela le théoréme du point fixe de
Picard. On a B -
dFy(r) =1d —df(z) = |dFy(2)|| = [1d = df (z)],

or en x = x¢, df (xo) = Id, et par continuité de df, pour ¢ assez petit,
- 1 1
v € By(ro,c) = [1d—df(a)l| < 5 = IRy < ().
Démontrons la stabilité de Fy :
1Fy(x) — zol| = [lo — f(z) — z0 + vl
= |z — f(z) — (o — f(wo)) +y — f(=o)]|

< sup  [[Id —df(@)| |z — ol +lly — f(wo)]
x€By(z0,€) T
<3 )

<e silly—wol <

IR
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Ainsi pour tout y € B(y0,e/2) on est dans les hypotheses du théoreme du point fixe de
Picard :

(i) Fy : Bf(Io,é‘) — Bf(l‘o,&),

(ii) F, est 3-contractante.

Par conséquent, il existe un unique x € By(xo,¢) tel que Fy(x) = z, ie. y = f(x).
On le note g(y). De plus, remarquons que si y € B(xg,e/2) et * € By(xg,e) alors
Fy(x) € B(xo,¢) donc g(y) = Fy(9(y)) € B(zo,¢). Par conséquent, f réalise une bijection
de U = f~Y(B(yo,£/2))NB(x, ) dans V = B(yo,£/2). Quitte a réduire € préalablement,
on peut supposser que df (x) est inversible sur B(xg,¢) car df est continue et 1’ensemble
des applications linéaires inversibles est un ouvert de £(R™). Donc f est une bijection
de classe C* dont la différentielle est inversible : ¢’est un C*-difféomorphisme. O

Corollaire 5.12 (Théoréme d’inversion globale). Soit f : @ — R? de classe C* sur Q
ouwvert de R%. On suppose que df (z) est inversible pour tout x € ) et que f est injective
sur Q. Alors f(U) est un ouvert et f est un Ck-difféomorphisme de Q sur son image.

Théoréme 5.13 (Théoréme des fonctions implicites). Soit F' : Q C R™ x RY — R?,
(z,y) — F(x,y) de classe C* sur un ouvert Q > (z0,y0). On suppose que dyF(zo,yo) est
inversible. Alors il existe des voisinages ouverts U et V de xzq et yo respectivement, et
une fonction f: U — V de classe C* tels que

{xEU,yGV {:rEU
F(z,y) =l y=fz)’

ot Ly = F(x0, ).

Démonstration. L’'idée est d’utiliser le théoreme d’inversion locale, par lequel on veut
pouvoir récupérer y a partir de x et de la valeur F(z,y). On pose alors

f(@,y) = (x, F(z,y)).

On calcule sa différentieelle, par blocs :

1d 0
df (z,y) = (dxF(x, y) dyF(z, y)> '

Ainsi det df (z,y) = det(Id) x detd,F'(z,y) = 1 x (# 0) # 0 par hypothese, et df est
donc inversible en (zo,yo). D’apres le théoreme d’inversion locale, il existe U > (o, o),

V> (0, o) ouvers de R™ x R? tels que f soit un C*-difféomorphisme de U sur V, dont
on note (Id, G) la fonction réciproque f~!. On a donc

{(:E,y) eU,(z,0) eV — {(x,y) eU, (z,b) eV

by = F(z,y) y = G(z,4y) = g(x). (51)

Notons que

{(z,y) €U : (x,00) eV} =UnN((x+ (z,6)) HV)xRY) = Q
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de sorte que 2 est un ouvert contenant (z,yo). Il contient forcément un pavé B(xg, ) X
B(yo,€) et en posant V = B(yo,¢), U = B(xo,¢) N g~ (B:(y)), (5.1) donne

{(a:,y)GUXV {(x,y)eUxV {er
<~ <~ .
F(x,y) = 4oy y=g(x)

d

— Définition de la différentielle et différentielle seconde. Formule de Taylor. Dans R?
(ou l’espace euclidien), notion de gradient, application hessienne. Sur R?, matrices
jacobiennes et hessiennes. Dérivées et différentielles partielles.

— Application de classe C*. Critére pour étre C'. Notion de C*-difféomorphisme,
critere.
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