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1 Analyse dans les espaces métriques
But Parler de convergence et de continuité (notions topologiques), de manière quanti-
fiée et séquentielle (cadre métrique).

1.1 Généralités
Définition 1.1 (Distance et espace métrique). Une distance sur un ensemble X est une
fonction d : X ×X → R+ telle que pour tous x, y, z ∈ X,
(i) d(x, y) = 0 ⇐⇒ x = y (séparation),
(ii) d(x, y) = d(y, x) (symétrie),
(iii) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) (inégalité triangulaire).
Un ensemble muni d’une distance, c’est-à-dire un couple (X, d), est appelé un espace
métrique.

Remarque 1.2 (Inégalité triangulaire renversée). Une distance vérifie automatiquement
une inégalité triangulaire renversée :

|d(x, y1)− d(x, y2)| ≤ d(y1, y2)

pour tous x, y1, y2.

Exercice 1.1. Si (X, d) est un espace métrique, démontrer l’inégalité triangulaire ren-
versée |d(x, y1)− d(x, y2)| ≤ d(y1, y2) pour tous x, y1, y2.

Les espaces métriques sont un bon cadre pour commencer à faire de l’analyse :
convergence, limite, continuité, notions topologiques se manipulent de façon intuitive
et agréable.

Vocabulaire

Dans un espace métrique (X, d) on peut parler de :
Boule ouverte B(x, r) = {y ∈ X : d(x, y) < r} pour tout x ∈ X, r ≥ 0.
Boule fermée Bf (x, r) = {y ∈ X : d(x, y) ≤ r} pour tout x ∈ X, r ≥ 0.
Ensemble ouvert O est ouvert si pour tout x ∈ O, il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊆ O.

Exercice 1.2. Soit (X, d) un espace métrique.
1. Montrer que si R > 0 et y ∈ B(x,R), alors il existe 0 < r < R tel que B(y, r) ⊆
B(x,R). En déduire qu’une boule ouverte est ouverte.

2. Montrer qu’un ensemble O est ouvert si et seulement si c’est une réunion de boules
ouvertes.

3. Montrer que l’intersection d’un nombre fini de boules ouvertes est ouverte.

Ensemble fermé F est fermé si son complémentaire X \ F est ouvert.
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Intérieur x est intérieur à A ⊆ X si il existe r > 0 tel que B(x, r) ⊆ A. L’ensemble des
points intérieurs à A, noté

◦
A, est l’intérieur de A. C’est un ouvert (le démontrer !).

Adhérence (ou fermeture) x est un point adhérent à A ⊆ X si pour tout r > 0,
B(x, r) ∩A 6= ∅. On note Ā l’adhérence de A, c’est-à-dire l’ensemble de ses points
adhérents. C’est un fermé (le démontrer !).

Densité Une partie A ⊆ X est dense dans X si Ā = X.
Séparabilité L’espace (X, d) est séparable s’il admet une partie dénombrable dense.

Frontière La frontière de A ⊆ X est ∂A = Ā \
◦
A.

Remarque 1.3. Attention, dans l’espace euclidien (Rd, ‖·‖2), on a

(i) B(x, r) = Bf (x, r)

(ii)
◦

Bf (x, r) = B(x, r)
(iii) ∂B(x, r) = S(x, r) := {y : d(x, y) = r},
mais ces propriétés ne sont pas vraies en général dans un espace métrique quelconque.

Exercice 1.3. Si (X, d) est un espace métrique, a-t-on toujours B(x, r) = Bf (x, r) ?
◦

Bf (x, r) = B(x, r) ? ∂B(x, r) = S(x, r) ?

Application continue f : (X, d)→ (X ′, d′) est continue en x0 si

∀ε > 0,∃δ > 0,∀x ∈ X, d(x, x0) < δ =⇒ d′(f(x0), f(x)) < ε.

Elle est dite continue si elle est continue en tout point.
Application uniformément continue f : (X, d)→ (X ′, d′) est uniformément continue si

∀ε > 0,∃δ > 0,∀x, y ∈ X, d(x, y) < δ =⇒ d′(f(x), f(y)) < ε.

Application Lipschitzienne f : (X, d)→ (X ′, d′) est K-lipschitzienne où K ≥ 0 si

∀x, y ∈ X, d(f(y), f(x)) ≤ Kd(x, y).

Lorsque f est Lipschitzienne, on note Lip(f) la plus petite constante K telle que
f soit K-Lipschitzienne.

Exercice 1.4. Donner un exemple de fonction continue mais non uniformément conti-
nue, ainsi qu’un exemple de fonction uniformément continue qui n’est pas Lipschitzienne.

Suite convergente xn
n→∞−−−→ x dans X si ∀ε > 0,∃N, ∀n ≥ N, d(x, xn) ≤ ε.

Valeur d’adhérence ` est valeur d’adhérence d’une suite (xn) si

∀ε > 0,∀N, ∃n ≥ N, d(xn, `) < ε.
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Limite en un point Soit f : (X, d) → (X ′, d′), x0 ∈ X, ` ∈ X ′ et A ⊆ X. On dit que f
admet ` pour limite lorsque x tend vers x0 selon A, noté limx→x0,x∈A f(x) = ` si

∀ε > 0,∃r > 0,∀x ∈ A, d(x, x0) < r =⇒ d′(f(x), `) < ε.

Lorsque A n’est pas précisé, on considère que A = X.

Exercice 1.5. Soit (xn) une suite dans un espace métrique (X, d). Les assertions sui-
vantes sont équivalentes :
(i) ` est valeur d’adhérence de (xn),
(ii) ` ∈

⋂
n {xp : p ≥ n},

(iii) il existe une sous-suite (xφ(n)) telle que lim xφ(n) = `.

Caractérisations séquentielles

Dans un espace métrique, la plupart de ces définitions admettent des caractérisations
séquentielles (en terme de suites).

Proposition 1.4 (Caractérisations séquentielles). Dans un espace métrique (X, d) :
— un point x ∈ X est adhérent à A ⊆ X si et seulement s’il existe une suite (xn) ∈ A

telle que xn → x,
— une partie A ⊆ X est fermée si et seulement pour toute suite (xn) ∈ A convergeant

vers une limite `, nécessairement ` ∈ A,
— limxn→x?,xn∈A f(x) = ` si et seulement si pour toute suite (xn) ∈ A tendant vers

x?, limn f(xn) = `,
— f est continue en x? si et seulement pour toute suite (xn) tendant vers x?, lim f(xn) =

f(x?),
— f est uniformément continue si et seulement si pour toutes suites (xn), (yn) telles

que limn d(xn, yn) = 0, on a limn d
′(f(xn), f(yn)) = 0.

1.2 Complétude
Intérêt Assurer l’existence de limite sans la connaître a priori. Obtenir des théorèmes
d’existence en analyse, de solutions d’équations différentielles notamment, par exemple
par le théorème du point fixe de Picard. Également, comme on le verra, la complétude
est un « morceau » de compacité.

Définition 1.5 (Suite de Cauchy, espace complet). Soit (X, d) un espace métrique. Une
suite (xn) ∈ X est de Cauchy si

∀ε > 0,∃N ∈ N, ∀p, q ≥ N, d(xp, xq) ≤ ε.

Si toute suite de Cauchy dans (X, d) est convergente, on dit que l’espace métrique (X, d)
est complet.
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Exemple 1.6. Les espaces suivantes sont complets :
— R muni de la distance absolue d(x, y) = |y − x|,
— les espaces vectoriels normés de dimension finie (par exemple Rd), comme on le

verra,
— l’espace C([0, 1],R) des fonctions continues sur [0, 1] muni de la distance uniforme

d(f, g) = supx|f(x)− g(x)|,
— l’espace `p(N,R) := {u = (un)n∈N ∈ RN :

∑
n|un|p < +∞} muni de la distance

dp(u, v) = (
∑
n|un − vn|p)

1
p .

Exercice 1.6. Soit E un ensemble et (X, d) un espace métrique. On note Y l’espace
des fonctions de E dans X. Construire une distance δ sur Y qui métrise la convergence
uniforme, i.e. telle que fn → f uniformément si et seulement si δ(fn, f)→ 0.

Exemple 1.7. Les espaces suivants ne sont pas complets :
— Q muni de la distance absolue : par exemple (1 + 1

n)n tend vers e dans R et e n’est
pas rationnel,

— X =]0, 1[ : par exemple xn = 1 − 1
n converge dans R vers 1 donc est de Cauchy

dans R donc dans ]0, 1[, mais 1 6∈ X donc xn ne converge pas dans X, par unicité
de la limite éventuelle dans X,

— l’espace R[X] des polynômes réels muni de la distance d(f, g) = ‖f − g‖ induite
par n’importe quelle norme ‖·‖ (on le verra plus loin),

— C([0, 1],R) muni de la distance L1 : d1(f, g) =
∫ 1

0 |f − g|.

Proposition 1.8. Soit (un) une suite dans un espace métrique (X, d). On a

(un) converge =⇒ (un) est de Cauchy =⇒ (un) est bornée.

Évidemment, en général les sens réciproques sont faux.
Remarque 1.9. La notion de suite de Cauchy, et donc de complétude, est une notion
métrique (ou plus généralement uniforme), et non purement topologique : il nous faut
une distance pour pouvoir la définir.

Quelques théorèmes importants dans les espaces complets

Théorème 1.10 (Théorème des fermés emboîtés). Soit (Fn) une suite de parties fermées
non vides d’un espace métrique complet (X, d) tels que
(i) Fq ⊆ Fp pour tout q ≥ p,
(ii) diamFn → 0.

Dans ce cas, l’intersection
⋂↓
n∈N Fn est réduite à un singleton.

Remarque 1.11. Cette propriété caractérise la complétude.
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Démonstration. Choisissons pour chaque n un point xn ∈ Fn. Montrons que la suite (xn)
est de Cauchy. Soit ε > 0. Il existe un rang N tel que diamFn ≤ ε pour tout n ≥ N . Si
p, q ≥ N , Fp ⊆ FN et Fq ⊆ FN donc xp et xq sont dans FN , d’où d(xp, xq) ≤ diamFN ≤ ε.
Par conséquent, l’espace étant complet, (xn) tend vers une limte x?. Étant donné n ∈ N,
xp ∈ Fn pour tout p ≥ n, or Fn est fermé donc x? = lim xp ∈ Fn. Ceci étant vrai pour
tout n, x? ∈

⋂
n Fn.

Enfin, diam
⋂
n Fn ≤ diamFp pour tout p donc diam

⋂
n Fn = 0, de sorte que

⋂
n Fn

contient au plus un point (sinon, deux point sont à distance strictement postive, donc le
diamètre est aussi strictement positif). Au final⋂

n

Fn = x?.

Exercice 1.7 (Théorème de Baire). Il s’agit de montrer que toute intersection dénom-
brables d’ouverts denses dans un espace métrique complet est encore dense. Soit donc
(X, d) un espace complet et (On)n∈N une suite d’ouverts denses.

1. Soit x0 ∈ X, r0 > 0. Montrer qu’il existe x1 ∈ X, 0 < r1 ≤ 1
2 tels que Bf (x1, r1) ⊆

B(x0, r0) ∩O0.
2. Construire des suites (xn)n, (rn)n telles que Bf (xn+1, rn+1) ⊆ B(xn, rn) ∩ On et

0 < rn ≤ 2−n.
3. En déduire l’existence d’un élément x? ∈ B(x, r0) ∩

⋂
nOn.

4. Conclure.
5. Application : Montrer que (R[X], ‖·‖) n’est jamais complet, peu importe la norme.

Remarque 1.12. Ce théorème permet de démontrer le théorème de Banach-Steinhaus
dans le cadre des espaces vectoriels normés, source de beaucoup de contre-exemples en
analyse (sur l’approximation des applications continues par des polynômes ou polynômes
trigonométriques notamment).

Théorème 1.13 (Prolongement des appplications uniformément continues). Soit f :
A ⊆ (X, d) → (X ′, d′) définie sur une partie dense A de X„ à valeurs dans un espace
complet X ′. Si f est uniformément continue sur A, alors elle admet un unique prolon-
gement continu sur tout X, et ce prolongement est uniformément continu.

Démonstration. Soit x ∈ X et (xn) ∈ A une suite tendant vers x (une telle suite existe
par caractérisation séquentielle d’un point adhérent). Puisque (xn) est convergente, elle
est de Cauchy. Comme f est uniformément continue, la suite (f(xn)) est également de
Cauchy. En effet, soit ε > 0. Prenons δ > 0 tel que pour tout x, y, d(x, y) < δ =⇒
d′(f(x), f(y)) < ε, qui existe par définition de la continuité uniforme. Puisque (xn) est
de Cauchy, il existe un rang N tel que pour tous p, q ≥ N , on ait d(xp, xq) < δ, de sorte
que d(f(xp), f(xq)) < ε pour tous p, q ≥ N .
L’espace (X ′, d′) étant complet, la suite (f(xn)) converge vers une limite `, qui dépend

a priori de la suite (xn). Montrons qu’elle n’en dépend en fait pas. Si (yn) est une autre
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suite tendant vers x, le même raisonnement conduit à ce que (f(yn)) converge vers une
limite `′. Mais par l’inégalité triangulaire d(xn, yn) ≤ d(xn, x) + d(yn, x?) → 0 et donc
par caractérisation séquentielle de la continuité uniforme, lim d(f(xn), f(yn)) = 0. Or
par l’inégalité triangulaire renversée, la fonction distance est continue, donc

lim
n
d(f(xn), f(yn)) = d(`, `′),

d’où ` = `′ par l’axiome de séparation de la distance. On a ainsi montré que pour tout
x ∈ X, il existe `x ∈ X ′ tel que

∀(xn) ∈ AN, lim
n
xn = x =⇒ lim

n
f(xn) = `x.

On pose alors pour tout x ∈ X, f̄(x) = `x. Par construction, si x ∈ A alors f(x) = f̄(x)
(prendre la suite constante égale à x), de sorte que f̄ prolonge f .

Montrons que f̄ est uniformément continue. Soit ε > 0. Prenons δ > 0 tel que pour
tout x, y ∈ A, d(x, y) < δ =⇒ d′(f(x), f(y)) < ε. Soit alors x, y ∈ X tels que
d(x, y) < δ/2. Par définition de f̄ , il existe des suites (xn), (yn) d’éléments de A tendant
respectivement vers x, y et tels que lim f(xn) = f̄(x), lim f(yn) = f̄(y). Pour n assez
grand, d(xn, yn) < δ, de sorte que d′(f(xn), f(yn)) < ε. En passant à la limite dans cette
inégalité on obtient d′(f̄(x), f̄(y)) ≤ ε, d’où le résultat.

L’unicité d’un prolongement continu se déduit immédiatement de la continuité d’un
prolongement et de la densité de A.

Exercice 1.8 (« Prolongement de la limite »). Soit (fn) une suite de fonctions de (X, d)
dans (X ′, d′) où (X ′, d′) est complet. On suppose que cette suite est uniformément équi-
continue, au sens où :

∀ε > 0,∃δ > 0, ∀n, ∀x,∈ X, d(x, y) < δ =⇒ d′(f(xn), f(yn)) < ε.

Montrer que si (fn) converge simplement sur une partie dense A ⊆ X, alors elle converge
simplement sur tout X, et que la limite f est uniformément continue.

Théorème 1.14 (Théorème du point fixe de Picard). Soit f : (X, d)→ (X, d) où (X, d)
est complet. On suppose que f est k-contractante :

∀x, y, d(f(x), f(y)) ≤ kd(y, x), où k ∈ [0, 1[.

Alors
— f admet un unique point fixe x?,

— la suite (xn) définie par
∣∣∣∣∣x0 ∈ X
xn+1 = f(xn)

converge à vitesse linéaire vers x?. Plus

précisément :
d(xn, x?) ≤ kn min

{
d(x1, x0)

1− k , d(x?, x0)
}
.
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Démonstration. Par récurrence immédiate

d(xn+1, xn) = d(f(xn), f(xn−1)
≤ kd(xn, xn−1)
. . .

≤ knd(x1, x0).

Pour tout n, p ≥ 0, on a donc

d(xn, xn+p) ≤ d(xn, xn+1) + d(xn+1, xn+2) . . .+ d(xn+p−1, xn+p)

≤

n+p−1∑
i=n

ki

 d(x1, x0)

≤

∑
i≥n

ki

 d(x1, x0)

= kn

1− kd(x1, x0).

Par conséquence, xn est de Cauchy, donc elle est convergente vers une certaine limite `
par complétude de (X, d). Par continuité de f , en passant à la limite dans la relation
xn+1 = f(xn) on trouve ` = f(`) et ` est un point fixe de f . Si `′ est un autre point fixe,
on a

d(`, `′) = d(f(`), f(`′)) ≤ kd(`, `′),

or k < 1 donc nécessairement ` = `′. La fonction f admet donc un unique point fixe
qu’on note x?. En passant à la limite p→∞ dans l’inégalité d(xn, xn+p) ≤ kn

1−kd(x1, x0)
on obtient d(xn, x?) ≤ kn

1−kd(x1, x0). Enfin, remarquons que

d(xn, x?) = d(fn(x0)fn(x?)) ≤ knd(x0, x
?)),

ce qui conclut.

Remarque 1.15. Il existe nombre de variantes du théorème de point fixe de Picard.
Dans certaines, f dépend en plus d’un paramètre supplémentaire λ, et sous certaines
hypothèses le point fixe x?λ est régulier par rapport au paramètre.

1.3 Compacité
Intérêt Trouver des sous-suites convergentes, obtenir des théorèmes d’existence (équa-
tions aux dérivées partielles d’origine variationnelle par exemple).

Généralités

Dans cette partie (X, d) désigne un espace métrique quelconque. Un recouvrement
d’une partie A ⊆ X est une famille de parties (Ci)i∈I de X telles que A ⊆

⋃
iCi.
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Définition 1.16 (Compacité, précompacité, compacité relative). — (X, d) est com-
pact si de tout recouvrement d’ouverts, on peut en extraire un recouvrement fini
(c’est la propriété de Borel-Lebesgue).

— (X, d) est précompact si pour tout ε > 0, X peut-être recouvert par un nombre fini
de boules ouvertes de rayon ε.

— Une partie A ⊆ X est relativement compact si Ā est compact.

Remarque 1.17. La compacité (resp. précompacité) est une notion intrinsèque, relative à
un espace métrique (X, d) tout entier. On dit qu’une partie A ⊆ X est compacte (resp.
précompacte) si l’espace métrique induit (A, d) est compact.

Proposition 1.18. Soit (X, d) un espace métrique et A ⊆ X.
— X compact =⇒ X précompact =⇒ X borné.
— A précompact =⇒ Ā précompact.
— A compact =⇒ A fermé.
— X compact et A ⊆ X =⇒ (A est compact si et seulement si A est fermé).
— X précompact et A ⊆ X =⇒ A précompact.

Proposition 1.19 (Compacts emboîtés). Si (Kn)n∈N est une suite décroissante de par-
ties compacts non vides de (X, d), alors

⋂
nKn est non vide.

Démonstration. Supposons par l’absurde que
⋂
nKn = ∅. En passant au complémentaire,

cela signifie que X =
⋃
nK

c
n, mais les Kc

n sont ouverts, donc par la propriété de Borel-
Lebesgue (définition de la compacité), on peut en extraire un sous recouvrement fini
(Kc

ni)i≤N , N ∈ N, i.e. X =
⋃
i≤N K

c
ni . Or les ensembles Kn sont ordonnés, de sorte que⋃

i≤N K
c
ni = Kc

n? où n? = maxi ni, et donc Kn? = ∅, ce qui est exclu.

Théorème 1.20 (Caractérisations de la compacité). Les assertions suivantes sont équi-
valentes :
(i) X est compact (propriété de Borel-Lebesgue),
(ii) X vérifie la propriété de Bolzano-Weierstrass : de toute suite on peut extraire une

sous-suite convergente,
(iii) X est précompact et complet.

Démonstration. Commençons par (i) =⇒ (ii). Soit (un) une suite de X. L’ensemble
des valeurs d’adhérence de (un) est

A =
⋂
N

{up : p ≥ N}

qui est l’intersection d’une suite décroissante de compacts emboîtés non vides, donc
A 6= ∅. Ainsi, (un) a une valeur d’adhérence `, donc il existe une suite extraire (uφ(n))
telle que lim uφ(n) = `.
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Montrons que (ii) =⇒ (iii) et commençons par la précompacité. Soit ε > 0. Par
l’absurde, supposons que X ne puisse être recouvert par des boules de rayon ε. On peut
donc construire par récurrence une suite (un) de la façon suivante :

u0 ∈ X
u1 t.q. d(u0, u1) ≥ ε
u2 t.q. min{d(u0, u2), d(u1, u2)} ≥ ε
. . .

un+1 t.q. min
i≤n

d(ui, un+1) ≥ ε

. . .

On ne peut en extraire de sous-suite convergente, car aucune sous-suite n’est de Cauchy :
absurde.

Passons maintenant à la complétude. Soit (un) une suite de Cauchy. Elle admet par
la propriété de Bolzano-Weierstrass une valeur d’adhérence ` :

∀ε > 0,∀N > 0, ∃n? ≥ N, d(un? , `) < ε.

Soit ε > 0. La suite étant de Cauchy, il existe un rang N à partir duquel les éléments
de la suite sont à distance au plus ε. Soit alors un n? comme ci-dessus. On a pour tout
n ≥ N :

d(un, `) ≤ d(un, un?) + d(un? , `) ≤ 2ε.

Par définition de la limite, un → ` et X est complet.
Montrons que (iii) =⇒ (i). Soit (Ui)i∈I un recouvrement d’ouverts de X. On dit

qu’une partie A ⊆ X est finiment recouverte (f.r.) si elle est recouverte par un nombre
fini de Ui. Par l’absurde, supposons que X n’est pas f.r. Prenons ε0 = 20. X est recouvert
par un nombre fini de boules B(x0

j , ε0), j ∈ J0. Elles ne peuvent pas être toutes f.r., sans
quoi X le serait aussi. Ainsi une boule B0 = B(x0

j0 , ε0) n’est pas fr. Cette boule est
encore précompacte. Donc en posant ε1 = 2−1, B0 peut être recouverte par un nombre
fini de boules B(x1

j , ε1), j ∈ J1. À nouveau, elles ne peuvent être toutes f.r. On itère ainsi
le processus, par récurrence. On construit ainsi une suite de boules Bi = B(xiji , 2

−i), et
en notant yi = xiji on a d(yi+1, yi) ≤ 2−i. Ainsi

d(yn, yn+p) ≤ d(yn, yn+1) + . . . d(yn+p−1, yn+p) ≤
∑
i≥n

2−i = 2−n+1.

Par conséquent, la suite (yn) est de Cauchy. Par complétude de X, il existe une sous-
suite (yφ(n))n convergeant vers un point x?. Puisque (Ui) est un recouvrement de X, il
existe i? tel que x? ∈ Ui? . Comme Ui? est un ouvert et que εn → 0, pour n assez grand
on a Bφ(n) = B(yφ(n), εφ(n)) ⊆ Ui? et donc Bφ(n) est fr : c’est exclu.

Proposition 1.21. Sur un espace métrique compact, une suite (xn) est convergente si
et seulement elle admet une unique valeur d’adhérence.

10



Exercice 1.9. Montrer qu’un produit de deux espaces métriques compacts (X1, d1), (X2, d2)
est compact, muni de la distance d((x1, x2), (y1, y2)) = max(d1(x1, y1), d2(x2, y2)).

Exemple 1.22. Les espaces suivants sont compacts :
— les fermés bornés en dimension finie (on le verra),
— les produits d’espaces compacts,
— F := {f : [0, 1] → R t.q. Lip(f) ≤ 1, f(0) = 0}, d’après le Théorème d’Ascoli.

C’est une partie d’un espace de dimension infinie !

Théorèmes à connaître

Théorème 1.23 (Théorème de Heine). Si f est continue sur un espace métrique com-
pact, alors elle est uniformément continue.

Démonstration. Par l’absurde, si f n’était pas uniformément continue, il existerait ε > 0
tel que pour tout n ∈ N?, il existe xn, yn ∈ X tels que d(xn, yn) < 1

n et d′(f(xn), f(yn)) ≥
ε. Par compacité, il existe une sous-suite xφ(n) → `, et comme d(xφ(n), yφ(n))→ 0, (yφ(n))
tend également vers `. Par continuité de f , lim f(xφ(n)) = lim f(yφ(n)) = f(`), et en
passsant à la limite dans d′(f(xφ(n)), f(yφ(n))) ≥ ε on obtient 0 = d′(`, `) ≥ ε > 0 ce qui
est absurde.

Théorème 1.24. L’image d’un compact par une application continue est continue.

Démonstration. On va utiliser la propriété de Borel-Lebesgue. Soit (Ui)i un recouvre-
ment de f(K). On a

f(K) ⊆
⋃
i

Ui =⇒ K ⊆ f−1(f(K)) ⊆
⋃
i

f−1(Ui),

mais l’image réciproque d’un ouvert est un ouvert, et K est compact, donc il existe un
nombre finie d’indices i0, . . . , in tels que

K ⊆
⋃
k≤n

f−1(Uik) =⇒ f(K) ⊆
⋃
k≤n

f(f−1(Uik)) ⊆
⋃
k≤n

Uik .

On a donc extrait des Ui un recouvrement fini de f(K), donc f(K) est compact.

Corollaire 1.25. Une fonction continue sur un compact à valeurs réelles atteint ses
bornes.

Exercice 1.10 (Théorème de Dini). SoitX un espace métrique compact et (fn) : X → R
une suite croissante de fonctions continues convergeant simplement vers une fonction
continue f .

1. Montrer que la suite définie par Mn := supx{f(x)− fn(x)} est convergente.
2. Montrer que pour tout ∀n, ∃xn ∈ X,∀k ≤ n,Mn ≤ f(x)− fk(x).
3. En déduire qu’il existe x? tel que limMn ≤ f(x?) − fk(x?) pour tout k puis que
fn converge uniformément vers f .
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4. Application : On définit la suite de polynômes (Pn) par P0 = 0, Pn+1 = Pn +
1
2(x2−P 2

n). Montrer que Pn converge uniformément vers la fonction valeur absolue
sur [−1, 1].

Théorème 1.26 (Théorème d’Ascoli). Soit fn : (X, d) → (X ′, d′) de (X, d) métrique
compact vers (X ′, d′) métrique complet une suite de fonctions qui est
(A) uniformément équi-continue :

∀ε > 0,∃δ > 0, ∀n ∈ N, ∀x, y ∈ X, d(x, y) < δ =⇒ d′(fn(x), fn(y)) < ε,

(B) simplement relativement compact :

∀x ∈ X, (fn(x))n∈N est relativement compact.

Alors, il existe une sous-suite (fnk)k qui converge uniformément vers une fonction f ,
qui est encore uniformément continue.

Remarque 1.27. Il existe des variantes au théorème d’Ascoli. On peut par exemple se pas-
ser de l’hypothèse de complétude de l’espace d’arrivée (en se plaçant dans le complété),
et même de l’hypothèse métrique sur l’espace de départ (X est uniquement un espace
topologique compact). Une autre variante suppose que la famille est simplement pré-
compacte (plutôt que relativement compacte) et conclut à la précompacité de la famille
de fonctions dans l’espace des fonctions continues muni de la distance uniforme.

1.4 Exercices
Exercice 1.11 (Normalité des espaces métriques). Soient A et B deux fermés disjoints
d’un espace métrique (X, d). Montrer qu’il existe une fonction continue f : X → [0, 1]
telle que f vaille 1 sur A et 0 sur B. Montrer que si A est bornée, on peut trouver une
telle fonction qui soit de support bornée, i.e. telle que {f > 0} est borné.

Exercice 1.12. Soit f : A → R une fonction L-lipschitzienne sur un sous-ensemble A
d’un espace métrique (X, d). On définit pour tout x ∈ X

f̄(x) = inf
y∈A

f(y) + Ld(x, y).

Montrer que f̄ est un prolongement L-lipschitzien de f à tout X.

Exercice 1.13. On considère R̄ := R ∪ {−∞,+∞}. Munir R̄ d’une distance métrisant
la convergence à laquelle on s’attend.

Exercice 1.14. Soit an ≤ bn avec an croissante et bn décroissante, bn−an → 0. Montrer
que ces deux suites convergent vers une même limite. Montrer la convergence de la
méthode de la dichotomie.

Exercice 1.15. Soit f :]a, b]→ R dérivable.
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1. Montrer que si f ′ est bornée au voisinage de a, alors f se prolonge par continuité
en a.

2. Montrer que si de plus f ′ admet une limite en a, ce prolongement est dérivable en
a.

Exercice 1.16. Les fonctions suivantes sont-elles contractantes ? Admettent-t-elle un
point fixe ?

1. f(x) = cos(x/3) + 1/(2 + x2) sur R ;
2. f(x) = x/2 sur ]0, 1] ;
3. f(x) = sin(x) sur [0, 1] ;

4. f(x) =
√

1 + x2 ;

5. f(x) = 1 + x/2 sur [0, 1].

Exercice 1.17. Soit (X, d) un espace métrique complet et T : X → X telle qu’une
itérée T p est contractante.

1. Montrer que T admet un unique point fixe, obtenu comme limite de xn+1 =
T (xn), x0 = a quelque soit a ∈ X.

2. Montrer qu’il existe une unique fonction f ∈ C1([0, 1],R) telle que f(0) = 0 et
f ′(x) = f(x2).

Exercice 1.18. On pose F (x, y) = (x + cosx/2 + sin y/2, y − sin y/2 + cosx/2) de R2

dans R2. Montrer que le système F (x, y) = (a, b) admet toujours une solution.

Exercice 1.19. Montrer qu’une bijection continue f : X → Y où X est compact, est
de réciproque continue.

Exercice 1.20. Montrer qu’un produit de deux espaces métriques compacts (X1, d1), (X2, d2)
est compact, muni de la distance d((x1, x2), (y1, y2)) = max(d1(x1, y1), d2(x2, y2)).

Exercice 1.21 (Théorème de Dini). SoitX un espace métrique compact et (fn) : X → R
une suite croissante de fonctions convergeant simplement vers une fonction continue f .

1. Montrer que fn converge uniformément vers f . (On pourra considérer les quantité
Mn := supx{f(x)− fn(x)}.)

2. On définit la suite de polynômes (Pn) par P0 = 0, Pn+1 = Pn+ 1
2(x2−P 2

n). Montrer
que Pn converge uniformément vers la valeur absolue sur [0, 1].

2 Espaces vectoriels normés
Intérêt Bon cadre pour généraliser Rd puis faire de l’analyse en dimension infinie (es-
paces de fonctions).

2.1 Généralités
Soit E un espace vectoriel réel.
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Définition 2.1 (Norme, espace normé). Une norme est une application ‖·‖ : E → R+
satisfaisant :
(i) ‖λx‖ = |λ|‖x‖ (homogénéité),
(ii) ‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ (inégalité triangulaire),
(iii) ‖x‖ = 0 ⇐⇒ x = 0E (séparation).
Un espace vectoriel muni d’une norme est appelé un espace vectoriel normé (evn).

Remarque 2.2. Si seuls les deux premiers axiomes sont satisfaits, il s’agit alors d’une
semi-norme et on parle d’espace vectoriel semi-normé.
Remarque 2.3. Un espace normé (E, ‖·‖) est naturellement muni d’une structure d’espace
métrique en posant d(x, y) = ‖y−x‖. Celle-ci est homogène et invariante par translation.

Proposition 2.4. Si (E, ‖·‖) est un evn, la norme est une application 1-Lipschitzienne
(et donc en particuleir continue) d’après l’inégalité triangulaire renversée :

|‖y‖ − ‖x‖| ≤ ‖y − x‖.

De plus, les applications (λ, x) 7→ λx et (x, y) 7→ x+ y sont continues de R×E dans E
et de E × E dans E respectivement.

Par abus, lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, une même notation ‖·‖ sera utilisée pour
toutes les normes. Si T est une applications linéaire entre deux evn E et F , on définit

‖T‖ := sup
‖x‖≤1

‖T (x)‖.

L’application linéaire T est continue si et seulement si ‖T‖ < +∞, d’après l’exercice
suivant, et ‖·‖ définit une norme sur l’espace Lc(E,F ) des applications linéaires continues
de E dans F , appelée norme d’opérateur.

Exercice 2.1. Soit T une application linéaire de E dans F . Montrer que les assertions
suivantes sont équivalentes :

a) ‖T‖ := supx 6=0
‖T (x)‖
‖x‖ <∞ ;

b) T est Lipschitzienne ;
c) T est continue ;
d) T est continue en 0 ;

e) T est bornée sur Bf (0, 1).
f) T est bornée sur une boule B(x, r) ou
Bf (x, r).

Exemple 2.5. Les espaces suivants sont des evn :

— (Rd, ‖·‖p) où ‖(x1, . . . , xd)‖p =
(∑

i≤d|xi|p
) 1
p ,

— `p(N,R) où `p(N, E) avec E evn,
— l’espace des fonctions bornées Fb(X,E) où X est quelconque, E est un evn, muni

de la norme uniforme ‖f‖∞ = supx∈X‖f(x)‖,
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— l’espace C(K,E) des fonctions continues sur un métrique compact K à valeurs dans
un evn E muni de la convergence uniforme,

— les espace Lp(Rd,R) définis dans un prochain chapitre.
En analyse, on recherche de la compacité pour résoudre des problèmes d’existence.

On ne peut pas espérer qu’un evn non trivial soit compact : il n’est même pas borné.
Peut-on néanmoins espérer que Bf (0, 1) le soit ? Presque jamais... sauf en dimension
finie, comme nous allons le voir maintenant.

2.2 Espaces vectoriels normés de dimension finie
Il s’agit de généraliser les propriétés de Rd, en « oubliant » le produit scalaire canonique

pour l’instant. Dans Rd, la norme infinie est définie par ‖x‖∞ = max1≤i≤d|xi|, et les
boules pour cette norme sont simplement des cubes ; on noteQ(x, r) = {y : ‖y−x‖∞ ≤ r}
le cube centré en x de côté 2r. Observons que :

— [−1, 1] est compact (d’après le théorème de Bolzano-Weierstrass),
— en dimension d ≥ 1, le cube unité Q(0, 1) = [−1, 1]d est compact comme produit

d’espaces compacts,
— tous les cubes Q(x, r) sont aussi compacts comme translatés et dilatations du cube

unité (ces opérations étant continues),
— les bords des cubes ∂Q(x, r) = {y : ‖x− y‖∞ = r} sont par conséquent également

compacts.
On peut déduire les principales propriétés des evn de dimension finie à partir de ces

observations.

Proposition 2.6 (Équivalence des normes). Si E est un evn de dimension finie, toutes
les normes sur E sont équivalentes.

Démonstration. Soit β = (e1, . . . , ed) une base de E et ‖·‖ une norme quelconque. Si x
se décompose x =

∑
xiei dans cette base, on pose :

‖x‖′∞ := max
1≤i≤d

|xi|.

Montrons que ‖·‖′∞ et ‖·‖ sont équivalentes. Remarquons tout d’abord que l’application
φ : (xi)1≤i≤d 7→

∑
i xiei réalise une isométrie linéaire entre (Rd, ‖·‖∞) et (E, ‖·‖′∞), de

sorte que les sphères S′∞(x, r) et boules fermées B′∞(x, r) dans (E, ‖·‖′∞) sont compacts
d’après les obervations faites en préambule. On a pour tout x ∈ E, par propriétés d’une
norme :

‖x‖ =
∥∥∥∑xiei

∥∥∥ ≤∑
i

‖xiei‖ ≤
∑
i

‖ei‖max
i
|xi| = C‖x‖′∞,

où C :=
∑
i‖ei‖. Par conséquent, l’application ‖·‖ est 1-lipschitzienne donc continue sur

l’espace (E, ‖·‖′∞). Donc elle atteint ses bornes sur le compact S′∞(0, 1), en particulier
son infimum : il existe x? ∈ S′∞(0, 1) tel que

inf
x:‖x‖′∞=1

‖x‖ = ‖x?‖ =: c > 0.
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Par homogénéité des normes, on a donc ‖x‖ ≥ c‖x‖′∞ pour tout x ∈ E, ce qui conclut,
puisqu’on a montré d’autre part que 1

C ‖x‖
′
∞ ≤ ‖x‖.

Proposition 2.7 (Compacts en dimension finie). Dans un evn de dimension finie, les
parties compactes sont les parties fermées et bornées.

Démonstration. On a déjà vu que dans un espace métrique, une partie compacte est
nécessairement fermée et bornée, il s’agit de voir la réciproque. En gardant les notations
de la preuve précédente, les normes étant équivalentes, il suffit de montrer la proposition
pour l’espace (E, ‖·‖′∞), et même uniquement pour (Rd, ‖·‖∞) d’après l’isométrie linéaire
φ. Prenons alors A une partie fermée et bornée de (Rd, ‖·‖∞). Par définition du caractère
borné, A est incluse dans un cube ferméQ(x, r), donc A est compact comme partie fermée
de l’espace compact Q(x, r).

Proposition 2.8. Un evn de dimension finie est toujours complet.

Démonstration. De la même manière qu’à la preuve précédente, il suffit de remarquer
que (Rd, ‖·‖∞) est complet.

Il s’agit maintenant de montrer que la compacité de la boule unité fermée est spécifique
à la dimension finie. Commençons par un lemme de F. Riesz.

Lemme 2.9 (Lemme de F. Riesz). Soit E un espace vectoriel et F un sous-espace
vectoriel strict. Pour tout r ∈]0, 1[, il existe u ∈ E \ F tel que ‖u‖ = 1 et d(u, F ) ≥ r.

Démonstration. L’idée est de prendre u dans une direction « presque orthogonale » à F .
Attention, on ne dispose pas de produit scalaire ! Dans notre cadre normé plus général,
on peut considérer comme « orthogonal » à une partie A, un vecteur dirigé par x − p,
où p est un projeté de x sur A, i.e. un point p ∈ argminy∈A d(x, y).

Bref, soit x ∈ E \ F . Par définition d’un infimum, puisque d(x, F )/r > d(x, F ), il
existe v ∈ F tel que

d(x, F ) ≤ ‖x− v‖ ≤ d(x, F )
r

.

On pose donc u = x− v
‖x− v‖

. Par construction, u = 1, et par ailleurs, si y ∈ F , on a

‖u− y‖ =
∥∥∥∥ x− v
‖x− v‖

− y
∥∥∥∥ = 1
‖x− v‖

‖x− (v + y‖x− v‖)‖

≥ 1
‖x− v‖

d(x, F ) car v + y‖x− v‖ ∈ F

≥ r.

D’où en prenant l’infimum sur y ∈ F : d(u, F ) ≥ r.

Théorème 2.10 (Théorème de F. Riesz). Soit E est un evn. Sa boule unité fermée est
compacte si et seulement si E est de dimension finie.
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Démonstration. On a déjà vu que si E est de dimension finie, sa boule unité fermée est
compacte. Montrons la réciproque par l’absurde, en supposant que Bf (0, 1) est compact
et que E n’est pas de dimension finie. Commençons par prendre un point u0 de norme
1 puis F0 = Vect{u0}. Comme E n’est pas de dimension finie, F0 6= E donc d’après le
lemme de F. Riesz (avec r = 1/2), il existe u1 ∈ E \F0 de norme 1 tel que d(u1, F0) ≥ 1

2 ,
et on pose F1 = Vect{u0, u1}. À nouveau, F1 6= E car E n’est pas de dimension finie, et
on continue par récurrence. On construit ainsi une suite de vecteurs unitaires (un)n∈N
et de sous-espaces vectoriels Fn = {x0, . . . , xn} tels que pour tout n, d(xn+1, Fn) ≥ 1

2 et
en particulier pour tous n 6= m,

‖un − um‖ ≥
1
2 .

Par conséquent, il est impossible d’extraire de (un) une suite qui soit de Cauchy, et donc
qui soit convergente : ceci contredit la compacité de la sphère unité !

Remarque 2.11. En réalité, la preuve montre que si E est de dimension infinie, la sphère
unité n’est pas précompacte : les xi (et donc la sphère unité non plus) ne peuvent être
recouverts par un nombre fini de boules de rayon 1/4.

2.3 Espaces de Banach
Définition 2.12 (Espace de Banach). Un espace normé complet est appelé espace de
Banach.

Exercice 2.2. Les espaces suivants sont-ils des espaces de Banach ? Justifiez.

1. Fb(X,R) muni de la norme infinie ;
2. C([0, 1],R) muni de la norme infinie ;
3. C([0, 1],R) muni de la norme L1 ;

4. `p(N,R) := {(un) :
∑
|un|p < ∞}

muni de la norme `p.

Il est possible de caractériser un espace de Banach en regardant la convergence de ses
séries.

Théorème 2.13 (Caractérisation par convergence absolue). Un evn E est un espace de
Banach si et seulement si toute série absolument convergente est convergente.

Démonstration. Supposons que E est un espace de Banach, et prenons une suite (xn)n
d’éléments de E qui est absolument convergente, au sens où la série numérique Σ‖xn‖
est convergente. On dénote la somme partielle Sn =

∑n
k=0 xk. On a

‖Sn+p − Sn‖ =

∥∥∥∥∥∥
n+p∑

k=n+1
xk

∥∥∥∥∥∥ ≤
n+p∑

k=n+1
‖xk‖

≤
∑

k≥n+1
‖xk‖

n→+∞−−−−−→ 0,
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de sorte que la suite (Sn)n est de Cauchy dans E, donc elle converge.
Réciproquement, supposons que toute suite ACV est CV. Soit (xn) une suite de Cau-

chy. Il suffit de trouver une sous-suite convergente, alors nécessairement puisque (xn)
est de Cauchy, elle sera convergente. Par définition de la complétude, il existe n0 tel
que ∀p, q ≥ n0, ‖xp − xq‖ ≤ 2−0. Il existe ensuuite n1 > n0 tel que ∀p, q ≥ n1,
‖xp − xq‖ ≤ 2−1 et on continue par récurrence. On construit par là une extractrice
(nk)k∈N, c’est-à-dire une suite d’entiers strictement croissante, telle que pour tout k,
∀p, q ≥ nk, ‖xp − xq‖ ≤ 2−k, et en particulier ‖xnk+1 − xnk‖ ≤ 2−k. Remarquons que
(xnk)k converge si et seulement si la série Σ(xnk+1−xnk) converge. Or ‖xnk+1−xnk‖ ≤ 2−k
pour tout k, donc la série Σ‖xnk+1−xnk‖ est convergente car positive majorée par le terme
général d’une série convergente (série géométrique de raison 1/2). Ainsi Σ(xnk+1 − xnk)
est absolument convergente, donc convergente par hypothèse. Au final la suite extraite
(xnk) est convergente, d’où le résultat.

Exercice 2.3. Montrer que l’espace L1([0, 1],R) est un espace de Banach en utilisant
le critère de convergence absolue des espaces de Banach.

Théorème 2.14 (Prolongement des applications linéaires continues). Si F est un sous-
espace vectoriel dense de E et T : F → G une aplication linéaire continue à valeurs dans
un espace de Banach G, alors T admet un unique prolongement continu à E tout entier,
qui en fait une application linéaire continue T̄ telle que ‖T̄‖ = ‖T‖.

Démonstration. C’est une conséquence du Théorème 1.13.

Définition 2.15 (Espace dual). Si E est un espace vectoriel normé, l’espace des formes
linéaires continues E′ := Lc(E,R), muni de la norme d’opérateur, est appelé le dual de
E.

Remarque 2.16. Puisque R est un espace de Banach, E′ est toujours un espace de Banach
(que E le soit ou non).
Nous ne développerons pas la théorie de la dualité dans un espace de Banach main-

tenant. Nous n’en aurons pas besoin dans les espaces de Hilbert, où le dual s’identifie
canoniquement, comme on le verra, à l’espace de Hilbert primal (i.e. de départ).

2.4 Espaces de Hilbert
Intérêt Généralisation de Rd en tant qu’espace euclidien à la dimension infinie.

Dans cette section, K désignera le corps R ou C.

Définition 2.17 (Produit scalaire). Un produit scalaire sur un R-espace vectoriel est
une forme bilinéaire 〈·, ·〉 qui est
(i) symétrique : 〈x, y〉 = 〈y, x〉,
(ii) définie : 〈x, x〉 = 0 =⇒ x = 0,
(iii) positive : 〈x, x〉 ≥ 0.
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Définition 2.18 (Produit hermitien). Un produit hermitien sur un C-espace vectoriel
E est une forme sesquilinéaire 〈·, ·〉, c’est-à-dire une application linéaire à valeurs dans
C linéaire à gauche et semi-linéaire à droite 1 au sens où 〈x, y + λy′〉 = 〈x, y〉 + λ̄〈x, y′〉
pour tous x, y, y′ ∈ E, λ ∈ C, et qui est de plus
(i) hermitienne : 〈x, y〉 = 〈y, x〉,
(ii) définie : 〈x, x〉 = 0 =⇒ x = 0,
(iii) positive 2 : 〈x, x〉 ≥ 0.

Un produit scalaire munit un espace vectoriel d’une structure assez proche de celle de
l’espace euclidien Rd. Un certain nombre d’identités et d’inégalités sont encore vérifiées,
en particulier la fondamentale et très utile inégalité de Cauchy-Schwartz.

Proposition 2.19 (Inégalités de Cauchy-Schwartz et de Minkowski). Soit E un espace
vectoriel sur R (resp. C) et 〈·, ·〉 un produit sclaire (resp. hermitien), en notant ‖x‖ =√
〈x, x〉, les inégalités suivantes sont satisfaites :

(Cauchy-Schwartz) |〈x, y〉| ≤ ‖x‖‖y‖, avec égalité ssi x et y sont liés,
(Minkowski) ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖, avec égalité ssi x et y sont positivement liés, i.e. il existe

λ, µ ≥ 0 tels que λx = µy.

Démonstration. Soient x, y ∈ E. On écrit que la norme au carré de ‖x‖y − ‖y‖x est
positive et on utilise l’identité remarquable ‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2〈u, v〉 sur R, resp.
‖u+ v‖2 = ‖u‖2 + ‖v‖2 + 2 Re〈u, v〉 sur C :

‖‖x‖y − ‖y‖x‖2 ≥ 0 ⇐⇒ ‖x‖2‖y‖2 + ‖y‖2‖x‖2 − 2‖x‖‖y‖〈x, y〉 ≥ 0
⇐⇒ (‖x‖‖y‖)2 ≥ 〈x, y〉‖x‖‖y‖
⇐⇒ 〈x, y〉 ≤ ‖x‖‖y‖, resp. Re〈x, y〉 ≤ ‖x‖‖y‖.

(2.1)

Remarquons que l’inégalité de Minkowski est équivalente à :

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ ⇐⇒ ‖x+ y‖2 ≤ (‖x‖+ ‖y‖)2

⇐⇒ 〈x, y〉 ≤ ‖x‖‖y‖ sur R, resp. Re〈x, y〉 ≤ ‖x‖‖y‖ sur C,

donc celle-ci est vérifiée. Remarquons d’après (2.1) qu’on a égalité dans Minkowski ssi
‖x‖y = ‖y‖x, càd x et y sont liés.

Pour l’inégalité de Cauchy-Schwartz, il suffit de remarquer qu’il existe λ tel que
〈λx, y〉 = |〈x, y〉| dans R, resp. Re〈λx, y〉 = |〈x, y〉| dans C : dans R, prendre λ = ±1, et
dans C prendre λ = e−iθ où θ est un argument de 〈x, y〉. On remplace alors x par λx
dans (2.1) pour trouver l’inégalité de Cauchy-Schwartz, et on a égalité ssi

‖‖λx‖y − ‖y‖λx‖2 = 0 ⇐⇒ ‖x‖y = λ‖y‖x,

et donc x et y sont liés. Réciproquement, il est clair que si x et y sont liés, on a égalité
dans Cauchy-Schwartz.

1. Attention, dans certaines définitions, elle est linéaire à droite et semi-linéaire à gauche.
2. Remarquons que le premier point garantit que ∀x, 〈x, x〉 ∈ R.
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On peut reconstituer le produit scalaire ou hermitien à partir de la norme qu’elle
induit à l’aide des formules polaires.

Proposition 2.20 (Formules polaires). Si E est muni d’un produit scalaire 〈·, ·〉 de
norme ‖·‖, pour tous x, y :

〈x, y〉 = ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

4
et si E est muni d’un produit hermitien :

〈x, y〉 =
∑
λ∈{±1,±i} λ‖x+ λy‖2

8 .

Exercice 2.4. Démontrer les formules polaires : si E est muni d’un produit scalaire 〈·, ·〉
de norme ‖·‖, pour tous x, y,

〈x, y〉 = ‖x+ y‖2 − ‖x− y‖2

4
et si E est muni d’un produit hermitien,

〈x, y〉 =
∑
λ∈{±1,±i} λ‖x+ λy‖2

8 .

Proposition 2.21 (Identité du parallélogramme). Si E est un espace vectoriel muni
d’un produit scalaire ou produit hermitien, alors pour tous u, v ∈ E,

‖u‖2 + ‖v‖2

2 =
∥∥∥∥u+ v

2

∥∥∥∥2
+
∥∥∥∥u− v2

∥∥∥∥2
.

Démonstration. La preuve est laissée en exercice.

Exercice 2.5. Soit E un espace vectoriel réel (resp. complexe).
1. Si 〈·, ·〉 est un produit scalaire (resp. hermitien), de norme ‖·‖, montrer que celle-ci

vérifie l’identité du parallélogramme.
2. Réciproquement, supposons que ‖·‖ est une norme sur E qui vérifie l’identité du

parallélogramme, montrer que la formule polaire réelle (resp. complexe) définit un
produit scalaire (resp. hermitien).

Définition 2.22 (Espace de Hilbert). Un espace de Hilbert réel (resp. complexe) est un
R-espace vectoriel (resp. C-espace vectoriel) muni d’un produit scalaire (resp. produit
hermitien) 〈·, ·〉 dont la norme associée ‖x‖ :=

√
〈x, x〉 en fait un espace de Banach.

Le produit scalaire et la complétude garantissent une propriété fondamentale des es-
paces de Hilbert : l’existence de projections.

Théorème 2.23 (Théorème de projection). Si H est un espace de Hilbert, C ⊆ H est
un convexe fermé et x un point de H, alors il existe un unique minimiseur

p ∈ argminp∈C‖p− x‖,

appelé projeté de x sur C et noté pC(x). C’est l’unique p tel que
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(i) p ∈ C,
(ii) 〈x− p, y − p〉 ≤ 0 (∀y ∈ H) si H est un Hilbert réel,

Re〈x− p, y − p〉 ≤ 0 (∀y ∈ H) si c’est un Hilbert complexe.
Démonstration. Soit (yn) une suite d’éléments de C telle que ‖yn−x‖

n→∞−−−→ infy∈C‖y−
x‖ .= d(x,C). Montrons que (yn) est de Cauchy. On applique l’identité du parallélo-
gramme à u = yp − x et v = yq − x :∥∥∥∥yq − yp2

∥∥∥∥2
+
∥∥∥∥x− yp + yq

2

∥∥∥∥2
= 1

2
(
‖yq − x‖2 + ‖yp − x‖2

)
1
2 (yp+yq)∈C=⇒

∥∥∥∥yq − yp2

∥∥∥∥2
+ d(x,C)2 ≤ 1

2
(
‖yq − x‖2 + ‖yp − x‖2

)
=⇒ 1

4‖yq − yp‖
2 ≤ (‖yq − x‖2 − d(x,C)2) + ‖yp − x‖2 − d(x,C)2)

2
p,q→+∞−−−−−→ 0,

de sorte que (yn) est de Cauchy. Comme H est complet, (yn) converge vers un certain p
qui est dans C car C est fermé. Par continuité de la norme, on obtient ‖x−p‖ = d(x,C),
donc p ∈ argminy∈C‖x− y‖.
Montrons l’unicité de p. Prenons p̃ ∈ argminy∈C‖x−y‖, et à nouveau utilisons l’identité

du parallélogramme, avec u = p− x et v = p̃− x :

0 ≤
∥∥∥∥p− p̃2

∥∥∥∥2
= ‖x− p‖

2 + ‖x− p̃‖2

2 −
∥∥∥∥p+ p̃

2

∥∥∥∥2

= d(x,C)2 −
∥∥∥∥p+ p̃

2

∥∥∥∥2

︸ ︷︷ ︸
≥d(x,C)2 car p+p̃

2 ∈C

≤ 0,

donc on a égalité et p = p̃.
Passons à la caractérisation du projeté, en commençant par montrer que p = pC(x)

vérifie les propriétés souhaitées. Évidemment, pC(x) ∈ C. D’autre part, soit y ∈ C.
Par minimalité ‖y − x‖2 ≥ ‖p − x‖2, soit en développant (par exemple sur C) ‖y‖2 −
2 Re〈x, y〉 ≥ ‖p‖2 − 2 Re〈x, p〉. En remplaçant y par yt = p + t(y − p) où t ∈]0, 1], on
trouve

‖yt‖2 − 2tRe〈x, y − p〉 ≥ ‖p‖2

⇐⇒ 2tRe〈x, y − p〉 ≤ ‖yt‖2 − ‖p‖2 = 2tRe〈p, y − p〉+ t2‖y − p‖2

On divise par 2t puis en faisant t → 0, on obtient bien Re〈x, y − p〉 ≤ Re〈p, y − p〉. On
procède de la même manière sur R. Supposons réciproquement que p ∈ C est un point
tel que Re〈y − p, x − p〉 ≤ 0 pour tout y ∈ C. En utilisant l’identité remarquable on
obtient

‖y − x‖2 = ‖(y − p)− (x− p)‖2

= ‖x− p‖2 + ‖y − p‖2 − 2 Re〈x− p, y − p〉
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ce qui équivalent à
‖p− x‖2 − ‖y − x‖2 = −‖y − p‖2 + 2 Re〈x− p, y − p〉

≤ 0 + 0,

d’où ‖p− x‖2 ≤ ‖y − x‖2 pour tout y ∈ C, ce qui conclue.

Dans le cas où C est un sous-espace vectoriel fermé F , cela permet d’obtenir une
décomposition de H en somme d’espaces orthogonaux.

Définition 2.24 (Orthogonalité). Soit H un espace de Hilbert. On dit que x et y sont
orthogonaux, et on écrit x ⊥ y si 〈x, y〉 = 0. Étant donné un sev F , on définit l’espace
orthogonal à F comme F⊥ = {y : x ⊥ y}.

Notons que par continuité et linéarité du produit scalaire (resp. sesquilinéarité du
produit hermitien), F⊥ est toujours un sev fermé et que F̄⊥ = F⊥.

Proposition 2.25. Soit H un espace de Hilbert et F un sev fermé de H. Les applications
pF , pF⊥ sont les projecteurs orthogonaux sur F et F⊥ respectivement (elles sont en
particulier linéaires) et H se décompose en sous-espaces supplémentaires :

H = F
⊥
⊕ F⊥

Id = pF + pF⊥ .

Démonstration. Soit x ∈ H. Il se décompose en x = p+q où p = pF (x) et q = x−pF (x).
On sait que (dans C par exemple) Re〈x − p, y − p〉 ≤ 0 pour tout y ∈ F , c’est-à-dire
Re eiθ〈q, y〉 ≤ 0 pour tout y ∈ F car F est un C-ev. À y fixé, on peut trouver θ tel
que Re eiθ〈q, y〉 = |〈q, y〉|, de sorte que |〈q, y〉| = 0 pour tout y ∈ F . Par conséquent,
x− pF (x) ∈ F⊥, de sorte que H = F + F⊥. Nécessairement H = F

⊥
⊕ F⊥ car F et F⊥

sont orthogonaux, et ainsi pF est la projection linéaire sur F parallèlement à F⊥.
En faisant le même raisonnement avec F⊥ au lieu de F , on a la somme directe H =

F⊥
⊥
⊕F⊥⊥ et x s’y décompose x = pF⊥(x)+(x−pF⊥(x)). Or x = (x−pF (x))+pF (x) et

x−pF (x) ∈ F⊥ tandis que pF (x) ∈ F ⊆ F⊥⊥, donc par unicité de la décomposition dans
F⊥⊕F⊥⊥, on obtient x−pF (x) = pF⊥(x) et pF (x) = x−pF⊥(x). D’où la décomposition
Id = pF + pF⊥ .

Remarque 2.26. Remarquons qu’on a à la fois H = F ⊕F⊥ et H = F⊥⊥⊕F⊥, et comme
F est un sev de F⊥⊥, alors F = F⊥⊥.
Récapitulons quelques propriétés sur les orthogonaux, dont les preuves ont déjà été

données ou sont immédiates.

Proposition 2.27. Si H est un espace de Hilbert et F un sev.
— F⊥ est toujours fermé,
— F⊥ = F̄⊥,
— F⊥⊥ = F̄ .
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Proposition 2.28 (Hyperplans et orthogonalité). Si H est un espace de Hilbert et F
est un hyperplan fermé, i.e. F = {x : f(x) = 0} où f ∈ E′ est une forme linéaire non
nulle, alors F⊥ est une droite F⊥ = Vectu, u ∈ F⊥, u 6= 0.

Démonstration. Soit u ∈ F⊥, u 6= 0. En particulier u /∈ F , donc f(u) 6= 0. Prenons
x ∈ H puis notons xλ = f −λu pour λ ∈ K. Par linéarité f(xλ) = f(x)−λf(u), et donc
il existe λ tel que f(xλ) = 0, i.e. xλ ∈ F . Bref

x = xλ︸︷︷︸
∈F

+ λu︸︷︷︸
∈F⊥

,

d’où xλ = pF (x) et λu = pF⊥(x) de sorte que F⊥ = ImpF⊥ ⊆ Vectu, et on a égalité
F⊥ = Vectu car u ∈ F⊥.

Dualité

Étant donné y ∈ H, l’application jy : H → K,x 7→ 〈x, y〉 appartient à H ′, et ‖jy‖ ≤
‖y‖ d’après Cauchy-Schwartz. Sur R (resp. sur C), l’application j : H → H ′, y 7→ jy est
linéaire (resp. semi-linéaire) continue.

Théorème 2.29 (Théorème de représentation de Riesz). Si H est un Hilbert réel (resp.
complexe), il s’identifie à son dual, au sens où j est une isométrie linéaire (resp. semi-
linéaire) bijective.

Démonstration. Plaçons-nous dans le cas réel. On remarque que jy(y) = ‖y‖2 > 0 si
y 6= 0, donc jy est non nulle et j est injective. De plus, c’est une isométrie : d’une part
d’après Cauchy-Schwartz, ‖jy‖ ≤ ‖y‖, et d’autre part jy(y) = ‖y‖‖y‖, donc ‖jy‖ ≥ ‖y‖
et on a inégalité.
Montrons que j est surjective. Soit f une forme linéaire non nulle et F = {x : f(x) =

0}. On sait que H = F
⊥
⊕ F⊥. D’après la Proposition 2.28, il existe u ∈ F⊥ non nul tel

que F⊥ = Vectu, et on peut supposer que f(u) = ‖u‖2 (quitte à multiplier u par un
scalaire bien choisi). Vérifions que ju = f sur F et sur F⊥. Si x ∈ F , f(x) = 0 = 〈x, u〉.
Si x ∈ F⊥, il existe λ ∈ K tel que x = λu. D’une part, f(x) = λf(u) = λ‖u‖2, et d’autre
part 〈x, u〉 = λ〈u, u〉 = λ‖u‖2, d’où f(x) = 〈x, u〉. Par conséquent ju et f coïncident sur
F et F⊥, donc sur leur somme H, d’où le résultat.

Bases hilbertiennes

Soit H un espace de Hilbert (réel ou complexe). À la notion de base venant de l’algèbre
linéaire, adaptée au cas de la dimension finie, on substitue la notion de base hilbertienne,
qui est adaptée à la dimension infinie.

Définition 2.30 (Base hilbertienne). Une famille (ei)i∈I d’éléments de H est une base
hilbertienne si
(i) 〈ei, ej〉 = 0 pour tout i 6= (famille orthogonale),
(ii) ‖ei‖ = 1 pour tout i (famille unitaire),
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(iii) H = Vect{ei : i ∈ I} (famille totale).

Proposition 2.31. Tout espace de Hilbert séparable possède une base hilbertienne dé-
nombrable.

Démonstration. Si l’espace H est de dimension finie, le résultat est évident : il suffit
de prendre une base (algébrique) orthonormée. Si H est de dimension infinie, soit (xn)
une suite dense. Posons Fn = {x1, . . . , xn}. On peut construire une famille (en)n∈N?
orthonormée telle que pour tout n, (e1, . . . , en) est une base de Fn, par le procédé d’or-
thonormalisation de Gram-Schmidt (le même qu’en algèbre linéaire, sans que le procédé
ne s’arrête au bout d’un nombre fini d’itérations, dans notre cas) : ayant construit une
bon (e1, . . . , en) de Fn, si xn+1 /∈ Fn, alors on complète cette famille (par Gram-Schmidt)
en une bon (e1, . . . , en+1) de Fn+1, et on itère. Par construction, {en}n∈N est une base
hilbertienne.

Théorème 2.32 (Décomposition hilbertienne, inégalités de Bessel). Soit H un espace
de Hilbert et {en : n < N}, N ∈ N∪ {+∞} une famille orthonormée, finie ou non. Pour
tout n < N , on note Fn = Vect{e1, . . . , en}, et F = Vect{en : n < N}. Alors
(i) la série

∑
n∈N?〈x, en〉en est convergente dans H et pF (x) =

∑∞
n=1〈x, en〉en,

(ii) ‖pF (x)‖2 =
∑
n≥1|〈x, ek〉|2.

En particulier ‖x‖2 ≥
∑
n≥1|〈x, ek〉|2 (inégalité de Bessel).

Démonstration. On pose Sn =
∑n
k=1〈x, ek〉ek. On a par définition Sn ∈ Fn et 〈x −

Sn, ek〉 = 0 pour tout k ≤ n, donc x− Sn ∈ F⊥n par linéarité et Sn = pFn(x).
Puisque x = Sn + (x − Sn) et Sn ⊥ (x − Sn), ‖x‖2 = ‖Sn‖2 + ‖x − Sn‖2, et en

particulier ‖Sn‖2 ≤ ‖x‖2. En remarquant que ‖Sn‖2 =
∑n
k=1|〈x, ek〉|2 par orthogonalité

des ek, cela implique que la série posiive Σk|〈x, ek〉|2 est convergente car majorée par
‖x‖2. En passant à la limite, on a

∞∑
k=1
|〈x, ek〉|2 ≤ ‖x‖2.

Montrons que (Sn) est de Cauchy. On a

‖Sn+p − Sn‖2 =

∥∥∥∥∥∥
n+p∑

k=n+1
〈x, ek〉ek

∥∥∥∥∥∥
2

=
n+p∑

k=n+1
|〈x, ek〉|2

n→+∞−−−−−→ 0.

Ainsi (Sn) converge vers un certain x̃ ∈ H et ‖Sn‖2 → ‖x̃‖2. Par ailleurs ‖Sn‖2 =∑n
k=1|〈x, ek〉|2 →

∑
k≥1|〈x, ek〉|2, d’où ‖x̃‖ =

∑
k≥1|〈x, ek〉|2.
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Reste à montrer que x̃ = pF (x). Par continuité du produit scalaire, on a pour tout i :

〈x̃, ei〉 =
∑
k≥1
〈x, ek〉〈ek, ei〉 = 〈x, ei〉,

la dernière égalité venant de l’orthogonalité de la famille. Ainsi 〈x̃−x, ei〉 = 0 pour tout
i, et comme F = Vect{en : n < N}, cela veut dire que x̃− x ∈ F⊥ d’où pF (x) = x̃.

Corollaire 2.33 (Décomposition hilbertienne, égalité de Parseval). Soit H un espace
de Hilbert et {en : n < N}, N ∈ N ∪ {+∞} base orthonormée (finie ou non). Alors
(i) la série

∑
n∈N?〈x, en〉en est convergente dans H et x =

∑∞
n=1〈x, en〉en,

(ii) ‖x‖2 =
∑
n≥1|〈x, ek〉|2 (égalité de Parseval)

Exercice 2.6 (Base de Fourier). On note L2(T,C) l’espace des fonctions boréliennes
complexes f définies sur R et 2π-périodiques, telles que

∫ 2π
0 |f |2 < +∞ (modulo l’égalité

presque partout), muni du produit hermitien 〈f, g〉 =
∫ 2π

0 fḡ. Montrer que la famille
(en)n≥0 définie par en(x) = eix est une base hilbertienne de L2(T,C). (On pourra ad-
mettre que l’espace des polynômes trigonométriques est dense dans C([0, 2π],C).)

2.5 Exercices
Exercice 2.7. Montrer que l’image d’une application linéaire T ∈ Lc(E,F ) k-dissipative,
i.e. ‖T (x)‖ ≥ k‖x‖ pour tout x ∈ E, sur un Banach E est fermée.

Exercice 2.8. On considère l’espace `p(N,R).
1. On considère le sous-ensemble K = {(un) : ∀n, |un| ≤ εn} où (εn) ∈ `p. Montrer

que K est compact. (On pourra utiliser le critère de complétude et pré-compacité.)
2. On considère une partie K fermée, bornée et équi-intégrable, au sens où :

∀ε > 0, ∃N, ∀(un) ∈ K,
∑
n≥N
|un|p ≤ ε.

Montrer que K est compacte.
3. Donner un exemple de compact K ne satisfaisant pas a).
4. Montrer réciproquement que tout compact K de `p est équi-intégrable.

Exercice 2.9. Soit E,E′ deux espaces vectoriels normés.
1. Montrer que si F est un sous-espace vectoriel de E d’intérieur non vide, alors
E = F .

2. Soit T ∈ L(E,E′). En déduire l’équivalence :
a) T est surjective ;
b) T est d’image ouverte ;
c) T (E) est d’interieur non vide.
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Exercice 2.10. On note Lc(E,F ) l’ensemble des applications linéaires continues de E
dans F . Montrer que si F est un espace de Banach, alors Lc(E,F ) muni de la norme
d’opérateur est un Banach.

Exercice 2.11. Montrer qu’un espace vectoriel normé E est un espace de Banach si et
seulement si toute série absolument convergente est convergente.

Exercice 2.12 (Intégrale de Riemann des fonctions réglées). Soit E un espace de Ba-
nach. On note E ⊆ Fb([0, 1], E) l’espace vectoriel des fonctions en escalier, càd de la
forme f =

∑n
i=1 αi1Ii où les Ii sont des intervalles inclus dans [0, 1] et αi ∈ E. On définit

son intégrale par
I(f) =

∑
i

`(Ii)αi.

1. Montrer que c’est une application linéaire continue de E dans E.
2. En déduire un prolongement à R = Ē , l’espace des fonctions réglées.
3. Montrer qu’une fonction continue est une fonction réglée.

Exercice 2.13. Sur [0, 1], on considère une suite de subdivisions ∆n : 0 = xn0 < . . . <
xnNn = 1, pointée par ξni ∈ [xni , xni+1], dont le pas σn = max{xni+1 − xni } → 0. On définit
les sommes de Cauchy :

Sn(f) =
∑
i

f(ξni )(xni+1 − xni ).

Montrer que Sn converge simplement vers I sur l’espace des fonctions réglées (voir l’exer-
cice précédent).

Exercice 2.14. Montrer que si une intégrale est absolument convergente à valeurs dans
un Banach, i.e.

∫+∞
0 ‖f‖ < +∞, elle est convergente : la limite limM → +∞

∫M
0 f existe.

Exercice 2.15. Soit E un espace de Banach. On considère T ∈ Lc(E) tel que ‖T‖ < 1.
1. Montrer que Id−T est inversible, d’inverse

∑+∞
n=0 T

n, dont on justifiera l’existence.
2. Montrer qu’il existe S ∈ Lc(E) tel que S2 = Id + T .

Exercice 2.16. On considère les espaces `1(N,R) et `∞(N,R).
1. Montrer que l’application B : `1 × `∞ → R, est bien définie par la formule

B(u, v) =
∑
n

unvn

et qu’elle est bilinéaire et continue. En déduire que B(·, v̄) ∈ (`1)′ et B(ū, ·) ∈ (`∞)′
pour tous ū, v̄, et que les applications i1 : `∞ → (`1)′, i1 : v̄ 7→ B(·, v̄) et i∞ : `1 →
(`∞)′, i∞ : ū 7→ B(ū, ·) sont continues.

2. Montrer que i1 est une isométrie bijective (« `∞ est le dual de `1 »).
3. Montrer que i∞ est une isométrie mais n’est pas bijective.
4. On considère j∞ : ū 7→ B(ū, ·)|c0 , j∞ : `1 → (c0)′. Montrer que j∞ est une isométrie

bijective (« `1 est le dual de c0 »).
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3 Théorie de la mesure
Intérêt Généraliser l’intégrale de Riemann pour obtenir des théorèmes d’interversion
limite-intégrale puissants, de bons espaces fonctionnels (complétude des espaces Lp),
pouvoir intégrer ou « moyenner » sur tous types d’espaces (y compris de dimension
infinie), donner une base commune à l’analyse et aux probabilités, décrire finement les
sous-ensembles de Rd (ou d’autres espaces) en fonction de leur « taille » mesurée selon
différentes mesures (théorie géométrique de la mesure), entre autres...

3.1 Tribus et mesures
On veut définir une mesure sur un ensemble X comme une quantité positive associée à

ses sous-ensembles, et qui vérifie certaines propriétés assez naturelles : un ensemble vide
a mesure nulle, la mesure de deux ou plusieurs morceaux disjoints doit être la sommme
des mesures de chaque morceau. On a toujours en tête la droite réelle, et la mesure qu’on
a envie d’attribuer à un intervalle [a, b] : sa longueur b − a. Or un résultat important
stipule qu’il n’existe pas de mesure sur toutes les parties de R, qui donne la longueur
aux intervalles et vérifie les propriétés souhaitées ! La solution est de ne pas chercher
à mesurer toutes les parties de R, mais seulement une collection plus réduite : la tribu
engendrée par les intervalles, appelée tribu de Borel.

Définition 3.1 (Clans et tribus). Soit X un ensemble.
— Un clan, ou algèbre, sur X est une collection de parties C ⊆ P(X) telle que

— ∅, X ∈ C,
— A ∈ C =⇒ Ac ∈ C,
— A1, . . . , AN ∈ C =⇒

⋃
1≤n≤N An ∈ C,

— A1, . . . , AN ∈ C =⇒
⋂

1≤n≤N An ∈ C.
— Une tribu, ou σ-algèbre, sur X est une collection de parties C ⊆ P(X) telle que

— ∅, X ∈ C,
— A ∈ C =⇒ Ac ∈ C,
— (An)n∈N ∈ C =⇒

⋃
n∈NAn ∈ C,

— (An)n∈N ∈ C =⇒
⋂
n∈NAn ∈ C.

Exemple 3.2. — {∅, X} est la tribu grossière sur X.
— P(X) est la tribu discrète sur X.
— La collection formée des réunions finies d’interveralles disjoints de R est une al-

gèbre.
— La collection des parties finies ou co-finies (de complémentaire fini) d’un ensemble

X est une algèbre sur X.
— La collection des parties dénombrables 3 ou co-dénombrables (de complémentaire

dénombrable) d’un ensemble X est une tribu sur X.
3. Par dénombrable, on veut toujours dire fini ou en bijection avec N.
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Définition 3.3 (Clan et tribu engendrée). Une intersection quelconque de clans (resp.
de tribus) est encore un clan (resp. une tribu). Aussi, étant donné X ⊆ P(X), on peut
définir le plus petit clan contenant X , noté φ(X ), et la plus petite tribu contenant X ,
notée σ(X ).

Exemple 3.4 (Tribu de Borel). Dans un espace métrique (X, d), une tribu aura une
importance particulière : la tribu de Borel, définie comme la plus petite tribu σ(O)
contenant la collection de tous les ouverts O.

Définition 3.5 (Espace mesurable). Un couple (X, T ) formé d’un ensemble X et d’une
tribu T sur X est appelé un espace mesurable.

Si C ⊆ P(Y ) est une collection d’ensembles et f : X → Y , on note f−1(C) = {f−1(A) :
A ∈ C}.

Exercice 3.1. Soit f : X → Y et C ⊆ P(X).
1. Montrer que σ(f−1(C)) = f−1(σ(C)).
2. En déduire qu’une fonction continue entre deux espaces métriques est borélienne.

On notera A tB et
⊔
iAi des réunions d’ensembles disjoints.

Définition 3.6 (Fonction additive et σ-additive). Soit X ⊆ P(X) contenant ∅ et f :
X → [0,+∞] telle que f(∅) = 0. Elle est dite
— additive si f(

⊔N
i=1Ai) =

∑N
i=1 f(Ai) lorsque Ai ∈ X pour tout i et

⊔N
i=1Ai ∈ X ,

— σ-additive si f(
⊔∞
i=1Ai) =

∑∞
i=1 f(Ai) lorsque Ai ∈ X pour tout i et

⊔∞
i=1Ai ∈ X .

Exemple 3.7. — Sur l’algèbre I des réunions finies d’intervalles (disjoints) la fonction
f définie par

f
( ⊔

1≤i≤N
Ii
)

:=
N∑
i=1

`(Ii),

où `(Ii) désigne la longueur d l’intervalle Ii, est σ-additive.
— Si a ∈ X et X est la tribu discrète, f définie par f(A) = 1 si a ∈ A, 0 sinon, est

σ-additive.

Définition 3.8 (Mesure, espace mesuré). Une mesure (positive) µ sur (X, T ) est une
application σ-additive µ : T → [0,∞]. Un tel triplet (X, T , µ) est appelé un espace
mesuré.

Avant de donner une manière de construire des mesures et de les caractériser, com-
mençons par en donner les propriétés fondamentales.

Proposition 3.9. Soit (X, T , µ) un espace mesuré, (An)n∈N une famille d’éléments de
T , A,B ∈ T
(0) si A ⊆ B, µ(A) ≤ µ(B) (monotonie),
(0’) µ(

⋃
nAn) ≤

∑
n µ(An), (σ-sous-additivité),

28



(1) si les An sont croissants, µ(
⋃↑
nAn) = limµ(An) (limite monotone croissante),

(1’) si les An sont décroissants et µ(A0) <∞, µ(
⋂↓
nAn) = limµ(An), (limite monotone

décroissante),
(2) µ(lim infnAn) ≤ lim infn µ(An) (Fatou ensembliste),
(2’) si il existe B ∈ T tel que An ⊆ B pour tout n et µ(B) < ∞, lim supn µ(An) ≤

µ(lim supnAn) (Fatou ensembliste renversé).

Démonstration. Prouvons (0). Comme B = AtB \A, µ(B) = µ(A) +µ(B \A) ≥ µ(A).
Prouvons (0’). On pose Ã0 = A0 et Ãn = An \

⋃
k<nAk pour tout n ≥ 1. On a⋃

nAn =
⊔
n Ãn et

µ(
⋃
n

An) = µ(
⊔
n

Ãn) =
∑
n

µ(Ãn) ≤
∑
n

µ(An).

Prouvons (1). Avec les mêmes notations,

µ(
⋃
n

An) = µ(
⊔
n

Ãn) =
∑
n

µ(Ãn)

= lim
N→∞

N∑
n=0

µ(Ãn)

= lim
N→∞

µ(
⊔

0≤n≤N
Ãn)

= lim
N→∞

µ(
⋃

0≤n≤N
An)

= lim
N→∞

µ(AN ).

L’item (1’) s’obtient en appliquant (1) à Ãn = A0 \An et en utilisant le fait que µ(A0 \
An) = µ(A0)− µ(An) et que toutes ces quantités sont finies.

Prouvons (2). Rappelons que lim infnAn =
⋃
n

⋂
k≥nAk =

⋃↑
nBn où Bn =

⋂
k≥nAk.

En utilisant (1) on obtient

µ(lim inf
n

An) = µ(
↑⋃
n

Bn) = lim
n
µ(Bn) = lim inf

n
µ(Bn) ≤ lim inf

n
µ(An).

L’item (2’) s’obtient en appliquant (2) à Ãn = B \ An et en utilisant à nouveau le fait
que µ(B \An) = µ(B)− µ(An), toutes ces quantités étant finies.

Définition 3.10. Une mesure sur X est dite
— finie si µ(X) <∞,
— σ-finie si il existe (Xn)n∈N ∈ T tels que µ(Xn) <∞ (∀n) et µ(X \

⋃
nXn) = 0

— de probabilité si µ(X) = 1.

Lemme 3.11 (Lemme de Borel-Cantelli). Si (X, T , µ) est un espace mesuré et (An) ∈ T
est telle que

∑
µ(An) <∞, alors µ(lim supAn) = 0.

29



Exercice 3.2. Démontrer le lemme de Borel-Cantelli.

Remarque 3.12 (Interprétation probabiliste). Soit µ une mesure de probabilité. Si la
somme des probabilités des événéments est finie, alors la probabilité qu’une infinité
d’entre eux se réalise simultanément est nulle.

Théorème 3.13 (Loi du 0−1). Soit (X, T ,P) un espace de probabilité 4 et (An)n∈N une
suite d’événements indépendants. Montrer que l’alternative est alors la suivante :
(i)

∑
n P(An) < +∞ et P(lim supnAn) = 0,

(ii)
∑
n P(An) = +∞ et P(lim supnAn) = 1.

Exercice 3.3. Démontrer la loi du 0-1.

Définition 3.14 (Fonction mesurable). Une fonction f d’un espace mesurable (X1, T1)
dans un autre espace mesurable (X2, T2) est dite mesurable lorsque

∀A ∈ T2, f−1(A) ∈ T1.

Remarque 3.15. Remarquons l’analogie avec une caractérisation des fonctions continues
entre deux espaces métriques : l’image réciproque d’un ouvert est un ouvert.

Définition 3.16 (Fonction borélienne). Une fonction entre deux espaces métriques est
dite borélienne si elle est mesurable par rapport aux tribus boréliennes sur les espaces
de départ et d’arrivée.

Théorème 3.17 (Théorème d’Egorov). Soit (X, T , µ) un espace mesuré tel que µ(X) <
+∞ et soit (fn)n∈N une suite de fonctions mesurables de (X, T ) dans (R,B(R)). Alors
pour tout ε > 0, il existe un ensemble mesurable E ⊆ T tel que fn converge uniformément
sur E et µ(X \ E) ≤ ε.

Exercice 3.4 (Preuve du théorème d’Egorov). Soit (X, T , µ) un espace mesuré tel que
µ(X) < +∞ et soit (fn)n∈N une suite de fonctions mesurables de (X, T ) dans (R,B(R))
qui converge presque partout.

1. Montrer que l’ensemble de convergence C de la suite (fn)n∈N est mesurable.
2. On suppose que la suite (fn)n∈N converge µ-p.p. vers une fonction mesurable f ,

au sens où µ(X \ C) = 0. Pour tout k ∈ N∗ et tout n ∈ N, soit

CkN =
⋂
n≥N

{
|fn − f | ≤

1
k

}
.

Montrer que C =
⋂↓
k

⋃↑
N C

k
N et en déduire que pour tout k, µ(X \

⋃↑
N C

k
N ) = 0.

3. On fixe ε > 0. En déduire que pour tout k ∈ N∗, il existe Nk ∈ N∗ tel que
µ
(
X \ CkNk

)
≤ ε

2k .
4. En déduire que, pour tout ε > 0, il existe Xε ∈ T tel que (fn)n∈N converge

uniformément vers f sur Xε et tel que µ(X \Xε) < ε.
5. Donner un contre-exemple lorsque µ(X) = +∞.
4. C’est-à-dire un espace mesuré dont la mesure est de probabilité.
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3.2 Construction et caractérisation de mesures
Dans cette partie, on donne une manière de construire des mesures par prolongement,

et une une manière de les caractériser, en commençant par celle-ci.

Définition 3.18 (π-système, λ-système). — On appelle λ-système (ou système de
Dynkin) une collection C ⊆ P(X) stable par réunion dénombrable croissante et
différence emboîtée et qui contient X.

— On appelle π-système une collection C ⊆ P(X) stable par intersection finie.

On note λ(C) le plus petit 5 λ-système contenant la collection C ⊆ P(X).

Théorème 3.19 (Théorème π-λ). Si C est un π-système alors σ(C) = λ(C).

Exercice 3.5 (Preuve du théorème π-λ). Soit C ⊆ P(X).
1. Montrer que si C est à la fois un π-système et un λ-système, alors c’est une tribu.
2. On suppose dans cette question que C est un π-système. Pour A ∈ P(X), on note
CA = {B ∈ P(X) : B ∩A ∈ λ(C)}.
(i) Montrer que si A ∈ λ(C) alors CA est un λ-système et que si A ∈ C alors CA

contient C.
(ii) En déduire que si A ∈ C, alors λ(C) ⊆ CA.
(iii) En déduire que si A ∈ λ(C), alors λ(C) ⊆ CA.

3. Montrer que si C est un π-système, alors λ(C) est une tribu, et en déduire le
théorème π-λ.

Corollaire 3.20. Si deux mesures finies µ et ν sur (X, T ) coïncident sur un π-système
C et que µ(X) = ν(X), alors elles coïncident sur la tribu engendrée σ(C).

Démonstration. Laissée en exercice. On pourra considérer C = {A ∈ T : µ(A) = ν(A)}
est montrer que c’est un λ-système.

Passons au théorème de prolongement.

Théorème 3.21 (Théorème de prolongement de Carathéodory). Toute fonction σ-
additive µ̃ sur une algèbre se prolonge en une mesure sur la tribu engendrée. De plus, si
µ̃ est σ-finie alors le prolongement µ est unique et µ est σ-finie.

Remarque 3.22. On admettra ici la preuve, qui utilise la notion de mesure extérieure et
d’ensemble mesurable associé. Disons seulement que l’unicité (dans le cas σ-fini) peut se
déduire du théorème π-λ, en sachant qu’une algèbre est a fortiori un π-système.
En conséquence de ce théorème, on obtient assez facilement l’existence et l’unicité de

la mesure de Lebesgue sur R (ou Rd).

5. Il est bien défini.
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Théorème 3.23 (Mesure de Lebesgue). Il existe une unique mesure borélienne λd sur
Rd telle que pour tout pavé P , c’est-à-dire un produit d’intervalles P =

∏d
i=1 Ik, λd(P )

soit égal au volume du pavé, soit λd(P ) =
∏d
i=1 `(Ik).

Ébauche de preuve. Donnons l’idée dans R.
— On note S l’ensemblee des intervalles de R.
— L’ensemble A formée des réunions finies de ces intervalles est une algèbre.
— On définit µ sur A par µ(

⊔
k=1n Ik) =

∑
`(Ik) et on vérifie qu’elle est bien définie

et σ-additive.
— Elle est σ-finie.
— On cconclut par le théorème de prolongement de Carathéodory en notant que A

engendre la tribu des boréliens.

Enfin, le théorème de Carathéodory permet de faire le produit de plusieurs mesures.
Si (X1, T1) et (X2, T2) sont deux espaces mesurables, la tribu produit sur X1×X2 est la
tribu engendrée par les cylindres {A × R : A ∈ T1} ∪ {R × A : A ∈ T2}, ou de manière
équivalente par les pavés {A1 ×A2 : A1 ∈ T1, A2 ∈ T2}, et on la note T1 ⊗ T2.

Théorème 3.24 (Mesure produit). Si (X1, T1, µ1) et (X1, T2, µ2) sont deux espaces
mesurés, il existe une mesure µ sur (X1×X2, T1⊗T2) telle que µ(A1×A2) = µ1(A1)×
µ2(A2). Si µ1 et µ2 sont σ-finies, elle est unique et on la note µ1 ⊗ µ2.

Démonstration. Laissée en exercice, en application du théorème de prolongement de
Carathéodory.

3.3 Construction de l’intégrale de Lebesgue
Principe Poser

∫
1Adµ := µ(A) puis étendre par linéarité et approximations succes-

sives.
Dans le reste de cette section, on considère un espace mesuré (X, T , µ). Lorsqu’une

fonction est à valeurs X = R ou dans X = R̄ := R∪{±∞}, on dira qu’elle est mesurable
si elle l’est en tant que fonction de (X, T ) dans (X,B(X)).

Définition 3.25 (Fonction simple, fonction étagée). Une fonction est dite simple si elle
prend un nombre fini de valeurs. Une fonction f d’un espace mesurable (X, T ) dans R̄
qui est mesurable et simple est appelée une fonction étagée. Les fonctions étagées sont
les fonctions de la forme

f =
N∑
i=1

αi1Ai ,

où Ai ∈ T et αi ∈ R̄ pour tout i. On peut toujours supposer (et on le fera souvent) que
les Ai sont disjoints.

Remarque 3.26. On dira d’une fonction qu’elle est réelle si elle est à valeurs dans R, les
valeurs ±∞ exclues.
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La classe des fonctions étagées est intéressante car une fonction positive (mesurable)
peut toujours s’approcher de façon montone par des fonctions étagées.

Proposition 3.27. Si f est une fonction mesurable positive, il existe une suite (fn) de
fonctions étagées positives et réelles qui est croissante au sens où pour tout x, (fn(x))n
est croissante, et telle que f(x) = limn fn(x) pour tout x

Démonstration. Il suffit de poser fn(x) = min{b2nf(x)c2−n, n}.

Remarque 3.28. — Si f est bornée, la convergence de cette suite est uniforme.
— Si µ est σ-finie (X =

⋃↑
nXn où µ(Xn) <∞), on peut supposer que {x : fn(x) 6= 0}

est de mesure finie ; il suffit de considérer la suite fn × 1Xn .

Définition 3.29 (Intégrale de Lebesgue). On définit successivement :
— l’intégrale d’une fonction étagée positive f =

∑N
i=1 αi1Ai , avec la convention 0 ×

∞ = 0 par ∫
f dµ :=

N∑
i=1

αiµ(Ai),

— l’intégrale d’une fonction mesurable positive f par∫
f dµ := sup

{∫
g dµ : 0 ≤ g ≤ f, g étagée positive

}
,

— l’intégrale d’une fonction mesurable f = f+ − f− où f+, f− désignent les parties
positives et négatives, par∫

f dµ :=
∫
f+ dµ−

∫
f− dµ,

dès lors que l’une des intégrale
∫
f+ dµ ou

∫
f− dµ est finie : on dit que l’intégrale

est définie. Si les deux sont finies, on dit que f est intégrable ou sommable par
rapport à µ et on note f ∈ L1(µ).

Remarque 3.30. Pour intégrer sur un sous-ensemble mesurable E, c’est très facile :∫
E
f dµ :=

∫
1Ef dµ.

Exemple 3.31. — Lorsque µ est la mesure de Lebesgue sur R, si f est une fonction
continue sur un segment, ou plus généralement une fonction réglée, on retrouve
l’intégrale de Riemann.

— Sur (N,P(N)), si µ est la mesure de comptage (qui à un ensemble associe son
nombre d’éléments), et u : N → R̄ est une fonction sur N, c’est-à-dire une suite
(un) on retrouve la somme d’une série numérique :∫

udµ =
∑
n

un,

lorsque u est positive ou intégrable (c’est-à-dire sommable !).
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L’intégrale de Lebesgue jouit des même propriétés de positivité et linéarité que l’inté-
grale de Riemann.

Proposition 3.32. — Si f est mesurable positive alors
∫
f dµ ≥ 0.

— Si f, g sont mesurables positives (resp. intégrables) et α, β ∈ [0,+∞] (resp. α, β ∈
R) alors ∫

(αf + βg) dµ = α

∫
f dµ+ β

∫
g dµ,

— Si f est d’intégrale définie, |
∫
f dµ| ≤

∫
|f | dµ.

Exercice 3.6. Soit f une fonction mesurable positive. Montrer que
∫
f dµ < +∞ im-

plique que f(x) est fini pour µ-presque tout x.

En réalité, pour établir la proposition précédente, on commence par l’établir dans le
cas où f est étagée positive, puis on passe au cas général à l’aide de la Proposition 3.27
et du théorème de convergence monotone qui suit.

Théorème 3.33 (Théorème de convergence monotone (Beppo-Levi)). Si (fn) est une
suite croissante de fonctions mesurables positives convergeant presque partout vers f ,
alors f est mesurable et

lim
∫
fn dµ =

∫
f dµ.

Il y a trois théorèmes de convergence à connaître absolument sur l’intégrale de Le-
besgue : le théorème de convergence monotone, le lemme de Fatou et le théorème de
convergence dominée. Il nous reste à établir les deux derniers.

Lemme 3.34 (Lemme de Fatou). Si (fn) est une fonction mesurable positive, alors∫
lim inf

n
fn dµ ≤ lim inf

n

∫
fn dµ.

Démonstration. Rappelons-nous de la définition de la limite inférieure : lim infn fn =
lim↑n gn où gn = infk≥n fk. Les gk sont mesurables positives, et d’après le théorème de
convergencce montone on a∫

lim inf
n

fn dµ =
∫

lim
n
gn dµ = lim

n

∫
gnddµ = lim inf

n

∫
gn dµ

gn≤fn
≤ lim inf

n

∫
fn dµ.

Remarque 3.35 (Fatou renversé). Si il existe g intégrable tel que pour tout n |fn| ≤ g
presque partout, alors ∫

lim sup fn dµ ≥ lim sup
n

∫
fn dµ.
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Théorème 3.36 (Théorème de convergence dominée). Si (fn) est une suite de fonctions
mesurables convergeant simplement vers f et g une fonction intégrable telle que pour tout
n, |fn| ≤ g presque partout, alors

lim
n

∫
|fn − f |dµ = 0,

et en particulier ∫
fn dµ n→∞−−−→

∫
f dµ.

Démonstration. On a |f − fn| ≤ 2g et on pose gn = 2g − |f − fn| ≥ 0. D’après le
lemme de Fatou, on sait que

∫
lim inf gn dµ ≤ lim inf

∫
gn dµ, c’est-à-dire, en sachant que

lim inf gn = 2g,∫
2g dµ ≤

∫
2g dµ+ lim inf

(
−
∫
|f − fn|dµ

)
=
∫

2g dµ− lim sup
n

∫
|f − fn| dµ.

D’où en simplifiant par
∫

2g dµ (qui est fini) : lim supn
∫
|f − fn|dµ ≤ 0, d’où le résultat.

Proposition 3.37 (Continuité d’une intégrale à paramètres). Soit f : X × Λ→ R̄ une
fonction dépendant d’un paramètre λ ∈ Λ, Λ espace métrique. On suppose que
(i) pour presque tout x, f(x, ·) est continue,
(ii) pour tout λ, f(·, λ) est mesurable,
(iii) il existe une fonction g intégrable telle que supλ∈Λ|f(x, λ)| ≤ g(x) pour presque

tout x.
Alors λ 7→

∫
X f(x, λ) dµ(x) est (bien définie et) continue sur Λ.

Proposition 3.38 (Régularité d’une intégrale à paramètres). Soit f : X × Λ→ R̄ une
fonction dépendant d’un paramètre λ ∈ Λ, Λ un intervalle de R. On suppose que
(i) pour presque tout x, f(x, ·) est de classe Cn, n ≥ 1,
(ii) pour tout λ, ∂nλ (·, λ) est mesurable,
(iii) il existe λ0 tel que pour tout k < n, ∂kλ(·, λ0) est intégrable,
(iv) il existe une fonction g intégrable telle que supλ∈Λ|∂nλf(x, λ)| ≤ g(x) pour presque

tout x.
Alors F : λ 7→

∫
X f(x, λ) dµ(x) est (bien définie et) de classe Cn sur Λ et pour tout k ≤ n

F (k)(λ) =
∫
X
∂kλf(x, λ) dµ(x).

Étant donnée une mesure µ, on peut définir des mesures à partir d’une densité f .

Exercice 3.7 (Mesures à densité). Étant donnée une fonction mesurable positive f et
une mesure µ, montrer que l’application fµ définie par

∀E ∈ T , [fµ](E) :=
∫
E
f dµ

est une mesure.
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La linéarité de l’intégrale est à l’origine de la fameuse inégalité de Jensen.

Proposition 3.39 (Inégalité de Jensen). Si µ est une mesure de probabilité, f est
intégrable et φ est une fonction convexe à valeurs réelles, alors

φ

(∫
f dµ

)
≤
∫
φ ◦ f dµ.

Remarque 3.40. Remarquons que l’intégrale
∫
φ◦f dµ est définie car (f ∈ L1(µ) et f ≤ g)

implique que
∫
g dµ est bien définie. En effet, on a f+ ≤ g+ et −g ≤ −f implique que

g− ≤ f− donc
∫
g− ≤

∫
f− < +∞.

Démonstration. Soit a une application affine telle que α ≤ φ en tout point. On a alors

α

(∫
f dµ

)
=
∫
α(f(x)) dµ(x) ≤

∫
φ(f(x)) dµ(x).

Ceci est vrai pour toute minorante affine α ≤ φ, d’où

sup
α≤φ,α affine

α

(∫
fdµ

)
≤
∫
φ ◦ f dµ.

Or on sait qu’en tout point p, une fonction convexe réelle admet une minorante affine
passant par p, de sorte qu’avec p =

∫
fdµ, il existe α? minorante affine telle que α?(p) =

φ(p). Il vient

φ

(∫
fdµ

)
= α?

(∫
fdµ

)
= sup

α≤φ,α affine
α

(∫
fdµ

)
≤
∫
φ ◦ f dµ.

Terminons par les théorèmes de Tonelli et Fubini pour calculer des intégrales multiples.

Théorème 3.41 (Théorème de Tonelli). Soit (X1, T1, µ1), (X2, T2, µ2) deux espaces me-
surés σ-finis. On suppose que f est une fonction positive mesurable pour la tribu T1⊗T2.
Alors les applications x1 7→

∫
X2
f(x1, x2) dµ2(x2) et x2 7→

∫
X1
f(x1, x2) dµ1(x1) sont

respectives T1- et T2-mesurables, et∫
X1×X2

f dµ1⊗µ2 =
∫
X1

∫
X2
f(x1, x2) dµ2(x2) dµ1(x1) =

∫
X2

∫
X1
f(x1, x2) dµ1(x1) dµ2(x2).

Théorème 3.42 (Théorème de Fubini). Soit (X1, T1, µ1), (X2, T2, µ2) deux espaces me-
surés σ-finis. On suppose que f est une fonction mesurable réelle qui est µ1 ⊗ µ2-
intégrable. Alors les applications x1 7→

∫
X2
f(x1, x2) dµ2(x2) et x2 7→

∫
X1
f(x1, x2) dµ1(x1)

sont respectivement définies µ1- et µ2- presque partout, respectivement µ1- et µ2-intégrables,
et∫
X1×X2

f dµ1⊗µ2 =
∫
X1

∫
X2
f(x1, x2) dµ2(x2) dµ1(x1) =

∫
X2

∫
X1
f(x1, x2) dµ1(x1) dµ2(x2).

36



3.4 Mesures de Borel et de Radon
Sur un espace métrique (ou topologique), on peut définir des mesures compatibles avec

la topologie : les mesures de Borel. Dans de nombreux cas d’espaces métriques, ces me-
sures seront automatiquement régulières de sorte que les espaces de fonctions régulières
jouiront de bonnes propriétés de densité dans les espaces de fonctions intégrables.
Dans cette section, X est un espace métrique, dont la collection des ouverts est notée
O et celle des compacts K.

Définition 3.43 (Régularité d’une mesure). Une mesure de Borel µ sur un espace
métrique X est dite
— extérieurement régulière si

∀B ∈ B(X), µ(B) = inf{µ(O) : B ⊆ O,O ∈ O},

— intérieurement régulière si

∀B ∈ B(X), µ(B) = sup{µ(K) : K ⊆ B,K ∈ K},

— régulière si elle est extérieurement et intérieurement régulière.

Définition 3.44 (Espace polonais). Un espace polonais est un espace métrique séparable
et complet 6.

Théorème 3.45. Toute mesure de Borel finie sur un espace polonais est régulière.

Remarque 3.46. Puisque Rd est un espace polonais, tout mesure de Borel finie sur Rd
est automatiquement régulière.

Définition 3.47 (Mesure de Radon). Une mesure µ sur X est dite localement finie si
pour tout x ∈ X, il existe un ouvert O contenant x tel que µ(O) < ∞. Une mesure de
Radon est une mesure localement finie et régulière.

Remarque 3.48. Dans un espace métrique qui est localement compact, le fait d’être
localement fini se reformule en µ(K) <∞ pour tout compact K.

Voici un autre théorème important de régularité automatique :

Théorème 3.49. Toute mesure localement finie sur un espace métrique localement com-
pact séparable est régulière : c’est une mesure de Radon.

Corollaire 3.50. Puisque la mesure de Lebesgue sur Rd est localement finie, et que Rd
est localement compact, elle est régulière : c’est une mesure de Radon.

Ces propriétés de régularités seront utiles notamment pour approcher les ensembles
boréliens par des fonctions continues bornées ou continues à support compact et obtenir
des résultats de densité das les espace Lp.

Terminons cette section par le Théorème de Lusin, qui dit qu’une fonction borélienne
est continue en-dehors d’un morceau de mesure arbitrairement petite.

6. La définition la plus courante est en réalité un peu plus générale.
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Théorème 3.51 (Théorème de Lusin (version faible)). Soit f : X → Y une fonction
borélienne entre deux espaces métriques et µ une mesure finie extérieurement régulière
sur X. On suppose que Y est séparable. Alors pour tout ε > 0, il existe un ensemble
fermé F ⊆ X tel que f est continue sur F et µ(X \ F ) ≤ ε.

Exercice 3.8. [Preuve du théorème de Lusin] Soit f : X → Y une fonction Borélienne
entre deux espaces métriques et µ une mesure de Borel finie régulière sur X, avec Y
séparable. On fixe ε > 0.

1. Montrer qu’il existe une base dénombrable d’ouverts, c’est-à-dire une suite (Un)n∈N
d’ouverts de Y tels que tout ouvert O s’écrive comme une réunion des {Un : Un ⊆
O}.

2. Soit ε > 0 et n ∈ N. Montrer qu’il existe deux ensembles fermés F 1
n ⊆ f−1(Un), F 2

n ⊆
f−1(U cn) tels que µ(f−1(Un) \ F 1

n) ≤ ε2−n et µ(f−1(U cn) \ F 2
n) ≤ ε2−n.

3. On pose F =
⋂
n(F 1

n∪F 2
n). Montrer que µ(X \(F 1

n∪F 2
n)) ≤ ε2−n et que µ(X \F ) ≤

2ε.
4. Montrer que f est continue sur E. (On pourra regarder l’image réciproque de
f−1
|F (U cn).)

Remarque 3.52. Remarquons que si µ est intérieurement régulière à la place de l’être
extérieurement, on peut de plus avoir F compact.

3.5 Exercices
Exercice 3.9. Donner des conditions sur un ensemble E pour que les classes suivantes
soient des tribus :

1. {∅, {x}, E} où x ∈ E est donné.
2. {∅, {x}, {x}c, E} où x ∈ E est donné.
3. La classe des singletons de E.
4. La classe des parties finies de E.
5. La classe des parties dénombrables de E.
6. La classe des parties finies ou cofinies de E. On dit qu’une partie A de E est cofinie

si E \A est finie.
7. La classe des parties dénombrables ou codénombrables de E. On dit qu’une partie
A de E est codénombrable si E \A est dénombrable.

Comparer les tribus engendrées par les différentes classes de parties décrites ci-dessus.

Exercice 3.10. 1. Montrer que si F est une semi-algèbre sur X, l’algèbre engendrée
A = α(F) est formée des réunions finies d’éléments de F .

2. Montrer que la tribu engendrée par une semi-algèbre est celle engendrée par l’al-
gèbre engendrée.

3. Montrer que la famille F est intervalles de R est une semi-algèbre, de même que
les intervalles semi-ouverts à droite.
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Exercice 3.11. Soient (E,A) et (F,B) deux espaces mesurés, E ⊂ P(E) et F ⊂ P(F )
tels que A = σ(E) et B = σ(F) et E ∈ E , F ∈ F . On définit

C := {A×B, A ∈ E , B ∈ F}, G := {A× F, A ∈ E} ∪ {E ×B, B ∈ F}.

1. Montrer que si E et F sont des semi-algèbres alors C est une semi-algèbre.
2. Montrer que σ(G) = σ(C) = A⊗ B.

Exercice 3.12. On considère l’espace mesuré (R,B(R), λ), où λ est la mesure de Le-
besgue.

1. Montrer que λ est σ-finie.
2. Montrer que λ(K) < +∞ pour tout ensemble compact (fermé borné) de R.
3. Un ouvert de R de mesure finie est-il forcément borné ? Même question pour un

fermé ?
4. Construire un ensemble dense dans R de mesure de Lebegue nulle.
5. Construire un ouvert dense dans R de mesure de Lebegue égale à 3.

Exercice 3.13. Soit (E,A) un espace mesurable et soient µ, ν deux mesures finies sur
(E,A). On suppose que, pour tout A ∈ A, on a µ(A) = 0⇒ ν(A) = 0. Démontrer que,
pour tout ε > 0, il existe η > 0 tel que, ∀A ∈ A, µ(A) < η ⇒ ν(A) < ε. (Ind. On pensera
à utiliser le Lemme de Fatou et le Lemme de Borel-Cantelli).

Exercice 3.14. Dans les cas suivants (où fn : R+ → R) montrer que la suite (
∫
R+ fndλ)n∈N

converge et déterminer sa limite.

1. fn(x) = ne−x√
1 + n2x2

,

2. fn(x) = ne−nx√
1 + n2x2

,

3. fn(x) = sin(nx)1[0,n](x),

4. fn(x) = | cos(x)|1/ne−x,

5. fn(x) = ne−x

nx+ 11[0,1],

6. fn(x) = sin(nxn)
nxn+ 1

2
.

Exercice 3.15. Calculer la limite des suites suivantes :∫
R
e−|x|/ndx,

∫
R

e−x
2

2 cos(xn)− 1 1{3| cos( x
n

)|≥2} dx,
∑
m≥1

n

m
sin( 1

nm
).

Exercice 3.16. 1. Montrer que l’application ϕ définie sur R2 par ϕ(u, v) = (u2 +
v2, 2uv) est un C1-difféomorphisme de ∆ = {(u, v) ∈ R2;u > v > 0} sur D =
{(x, y) ∈ R2;x > y > 0}.

2. En déduire la valeur de
∫

(R+)2 |u4 − v4|e−(u+v)2
dudv.

Exercice 3.17. Soit (X,B, µ) un espace mesuré σ-fini.
1. Soit u : X → [0,+∞[ une fonction positive et mesurable. Montrer que∫

X
u dµ =

∫ +∞

0
µ({x ∈ X : u(x) ≥ t})dt.

39



2. Plus généralement, soit p ≥ 1 et u : X → [0,+∞] une fonction positive mesurable.
Montrer que ∫

X
up dµ = p

∫ +∞

0
tp−1µ({x ∈ X : u(x) ≥ t})dt.

Exercice 3.18. Calculer l’intégrale

I =
∫
y>x>0

e−y+x
√
y − x
y2 dλ2(x, y).

[Indication : on pourra considérer le changement de variable u = y − x, v = y/x.]

Exercice 3.19. Calculer le volume de la boule euclidienne de rayon r de Rn.

4 Espaces Lp

Soit (X, T , µ) un espace mesuré. Si f est une fonction mesurable réelle, pour tout
p ∈ [1,+∞[, on définit

‖f‖p :=
(∫
|f |p dµ

) 1
p

,

et pour p = +∞, on définit

‖f‖∞ := µ− ess sup|f | := inf{M : |f | ≤M p.p.}

4.1 Inégalités de Hölder et de Minkowski
Proposition 4.1 (Inégalité de Hölder). Si f, g sont mesurables et p, q ∈ [1,+∞] sont
deux exposants conjugués, au sens où 1

p + 1
q = 1, alors

‖fg‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖q

Remarque 4.2. L’exposant conjugué de 1 est +∞ et réciproquement.

Démonstration. Commençons par le cas p, q ∈]1,+∞[, et supposons sans perte de géné-
ralité que f, g ≥ 0. Si ‖f‖p = 0, f est nulle presque partout et fg aussi donc l’inégalité
est évidente. Il en est de même pour g donc on peut supposer que ‖f‖p > 0 et ‖g‖q > 0.
Quitte à diviser f par ‖f‖p et g par ‖g‖q, on peut supposer que ‖f‖p = ‖g‖q = 1. Il
s’agit alors de montrer que

∫
fg dµ ≤ 1. On utilise alors l’inégalité de Young ab ≤ ap

p + bq

q
pour tout a, b > 0. Pour la démontrer il suffit de fixer par exemple a et de montrer par
une étude des variations de u : x 7→ ap

p + xq

q − ax que u ≥ 0 sur R+. Il vient pour tout
x, f(x)g(x) ≤ f(x)p

p + g(x)q
q , et en intégrant :∫

fg dµ ≤ 1
p

∫
fp dµ+ 1

q

∫
gq dµ = 1

p
+ 1
q

= 1.

Le cas p = 1, q = +∞ (ou l’inverse) est en réalité plus simple, puisque |f(x)g(x)| ≤
|f(x)|‖g‖∞ pour presque tout x, de sorte qu’en intégrant on obtienne∫

|fg|dµ ≤ ‖g‖∞
∫
|f |dµ = ‖g‖∞‖f‖1.
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Exercice 4.1. Démontrer l’inégalité de Hölder pour p, q ∈]1,+∞[ en utilisant l’inégalité
de Jensen. Étant données deux fonctions mesurables positive f, g, on pourra, lorsque c’est
possible, considérer la mesure ν = gqµ

[gqµ](X) .

Proposition 4.3 (Inégalité de Minkowski). Pour toutes fonctions réelles mesurables
f, g, on a

‖f + g‖p ≤ ‖f‖p + ‖g‖p.

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut considérer f, g ≥ 0, f et g non-(nulles
presque partout). Commençons par remarquer que le cas p = 1 est clair d’après l’inégalité
triangulaire sur R : |f(x) + g(x)| ≤ |f(x)|+ |g(x)| pour tout x. Le cas p = +∞ est aussi
facile, puisque |f(x) + g(x)| ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞ pour presque tout x, de sorte que par
définition, ‖f + g‖∞ ≤ ‖f‖∞ + ‖g‖∞.

Passons au cas intéressant p ∈]1,+∞[. On a∫
(f + g)p dµ =

∫
(f + g)p−1(f + g) dµ

=
∫
f(f + g)p−1 dµ+

∫
g(f + g)p−1 dµ

puis en utilisant l’inégalité de Hölder avec (p, q) tels que 1
p + 1

q = 1

≤
(∫

fp dµ
) 1
p
(∫

(f + g)(p−1)q dµ
) 1
q

+
(∫

gp dµ
) 1
p
(∫

(f + g)(p−1)q dµ
) 1
q

or puisque pq = p+ q, (p− 1)q = p, ceci donne

=
(∫

(f + g)p dµ
) 1
q

((∫
fp dµ

) 1
p

+
(∫

gp dµ
) 1
p

)
.

En divisant par (
∫

(f + g)p dµ)
1
q et en sachant que 1− 1

q = 1
p on trouve :

(∫
(f + g)p dµ

) 1
p

≤
(∫

fp dµ
) 1
p

+
(∫

gp dµ
) 1
p

.

Exercice 4.2. Montrer que si (fn)n∈N est une suite de fonctions mesurables et p ∈
[1,+∞], alors ∥∥∥∥∥

∞∑
n=0

fn

∥∥∥∥∥
p

≤
∞∑
n=0
‖fn‖p.

4.2 Généralités
On définit pour tout p ∈ [1,+∞],

Lp(µ) = {f mesurable : ‖f‖p < +∞}.

D’après l’inégalité de Minkowski ‖·‖p vérifie l’inégalité triangulaire, donc Lp(µ) est une
semi-norme, mais attention ce n’est pas une norme : ‖f‖p = 0 implique que f est nulle
µ-presque partout, mais pas partout !

41



Exercice 4.3. Soit f une fonction mesurable positive. Montrer que f est nulle µ-presque
partout si et seulement si

∫
f dµ = 0.

Afin d’obtenir un espace normé, on choisit de considérer que deux fonctions égales
presque partout sont identiques. Rigoureusement, on quotiente l’ensemble F des fonc-
tions mesurables par la relation d’équivalence

fRµg ⇐⇒ f = g µ-presque partout.

On note F/Rµ l’ensemble des classes d’équivalences pour cette relation. On vérifie que
la somme, le produit et le produit par un scalaire « passent au quotient » 7. De plus, on
vérifie que ‖·‖p est indépendante du représentant choisi dans une classe d’équivalence et
peut donc être définie sur le quotient. Ainsi, l’ensemble Lp(µ)/Rµ muni des opérations
+ et . est un espace vectoriel, et par définition ‖·‖p est une norme sur cet espace. On
définit ainsi l’espace vectoriel normé Lp(µ) :

Lp(µ) = (Lp(µ)/Rµ, ‖·‖p).

Remarque 4.4. Même si théoriquement, il est satisfaisant d’avoir construit un espace
vectoriel normé bien classique, il faudra faire attention à ce qu’on ne manipule plus
vraiment des fonctions mais des classes d’équivalence, bien que l’on note toujours f une
telle classe d’équivalence. En particulier, les valeurs ponctuelles f(x) pour x fixé n’ont
plus nécessairement de sens : par exemple pour la mesure de Lebesgue, un singleton est
de mesure nulle. Ce pourquoi il sera parfois plus commode de recourir à nouveau aux
« vrais » fonctions f ∈ Lp.

Complétude

Théorème 4.5. Pour tout p ∈ [1,+∞], Lp(µ) est un espace de Banach.

Démonstration. Commençons par le cas p < +∞. Soit (fn) une suite de Cauchy dans
Lp(µ). On construit une sous-suite gk = fnk par récurrence de sorte que

‖fnk+1 − fnk‖p ≤ 2−k.

Ainsi
∑
k‖gk+1 − gk‖p < +∞, et donc∥∥∥∥∥∑

k

|gk+1 − gk|
∥∥∥∥∥
p

≤
∑
k

‖|gk+1 − gk|‖p < +∞.

Par conséquent la puissance p-ième de
∑
k|gk+1 − gk| est d’intégrale finie, donc cette

fonction est finie presque partout. Ainsi, la série
∑
k(gk+1(x) − gk(x)) est absolument

convergente donc convergente pour presque tout x. On peut alors poser

h :=
∑
k

|gk+1 − gk|,

7. Par exemple si f1Rµf2 et g1Rµg2, alors f1 + g1Rµf2 + g2.

42



et
g :=

∑
k

(gk+1 − gk) + g0 = lim
n
gn,

qui sont définies presque partout. Puisque h et g0 sont dans Lp(µ), g l’est aussi. Montrons
enfin que gk → g dans Lp(µ). On a

|g − gk| =

∣∣∣∣∣∣
∑
l>k

gl+1 − gl

∣∣∣∣∣∣ ≤
∑
l>k

|gl+1 − gl| ≤ h ∈ Lp,

donc |g − gk|p → 0 presque partout et |g − gk|p ≤ hp ∈ L1, d’où l’on conclut par le
théorème de convergence dominée que

∫
|g− gk|p dµ→ 0, soit ‖g− gk‖p → 0. On a donc

montré que (fn) est une suite de Cauchy admettant une sous-suite convergente : elle est
donc convergente.

Passons au cas p = +∞. Soit (fn) une suite de Cauchy dans L∞. Prenons des repré-
sentants dans L∞, notés de la manière par abus. Ainsi

∀k ∈ N?,∃Nk,∀p, q ≥ Nk, ‖fp − fq‖∞ ≤
1
k
,

donc pour tous p, q ≥ Nk, il existe Sp,q de mesure nulle tel que |fp(x)− fq(x)| ≤ 1
k pour

tout x ∈ X \ Sp,q. On pose
S =

⋃
k>0

⋃
p,q≥Nk

Sp,q,

qui est de mesure nulle comme réunion dénombrable d’ensembles de mesure nulle. On a

∀k > 0, ∀p, q ≥ Nk,∀x ∈ X \ S, |fp(x)− fq(x)| ≤ 1
k
,

donc pour tout x ∈ X \ S, (fn(x))n est une suite de Cauchy dans R donc elle est
convergente vers un certain f(x) ∈ R et f est mesurable. En faisant tendre p→∞ dans
la précédente inégalité on obtient ∀x ∈ X \ S, |f(x)− fq(x)| ≤ 1

k , et donc puisque S est
de mesure nulle,

∀k > 0, ∀q ≥ Nk, ‖f − fq‖∞ ≤
1
k
,

ce qui veut dire que fn → f dans L∞(µ).

Densité et séparabilité

On suppose dans cette section que X est un espace métrique localement compact et
séparable, par exemple Rd, et que µ est une mesure localement finie (c’est-à-dire ici,
finie sur les compacts), par exemple la mesure de Lebesgue. Remarquons que sous ces
hypothèses, µ est σ-finie.
Commençons par un premier résultat de densité de fonctions étagées concentrées sur

un ensemble de mesure finie.
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Proposition 4.6. Si f ∈ Lp(µ) il existe une suite (fn) de fonctions étagées telles que
µ({fn 6= 0}) <∞ et fn

Lp(µ)−−−→ f .

Démonstration. Voir l’exercice 4.4.

Exercice 4.4. On décompose f en f = f+ − f−.
(i) Justifier l’existence de deux suites croissantes (an), (bn) de fonctions étagées telles

que µ({an 6= 0}), µ({bn 6= 0}) <∞ et an ↑ f+, bn ↑ f−.
(ii) Montrer que an → f+ et bn → f− dans Lp(µ) et conclure.

Lemme 4.7. Si K est un compact inclus dans un ouvert U , il existe une fonction φ
continue à support compact telle que

1K ≤ φ ≤ 1U .

Démonstration. Voir l’exercice 4.5

Exercice 4.5. Soit X un espace métrique localement compact, une partie compacte K
et un ouvert U tels que K ⊆ U .
(i) Montrer qu’il existe un compact K ′ et un ouvert U ′ tels que K ⊆ Ũ ⊆ K̃ ⊆ U .
(ii) À l’aide de la question précédente, construire une fonction φ continue qui vaut 1

sur K et 0 sur Ũ c. On pourra utiliser les fonctions distance à un ensemble.
(iii) Conclure.

Théorème 4.8. L’espace Cc(X) des fonctions continues à support compact 8 est dense
dans Lp(µ) pour p ∈]1,+∞[.

Démonstration. Commençons par approcher les Boréliens de mesure finie par des fonc-
tions continues à support compact. Soit B un borélien de mesure finie et ε > 0. Puisque
µ est une mesure de Radon, il existe un compact K et un ouvert U tels que K ⊆ B ⊆ U
et µ(U \ K) ≤ ε. D’après le Lemme 4.7, il existe une fonction φ ∈ Cc(X) telle que
1K ≤ φ ≤ 1U , de sorte que φ et 1B sont tous deux compris entre 1K et 1U . Par
conséquent ∫

|f − 1B|p dµ ≤
∫
|1U − 1K |p dµ =

∫
1U\K dµ = µ(U \K) ≤ ε.

Soit maintenant f ∈ Lp(µ). On sait d’après la Proposition 4.6 qu’il existe une fonction
f̃ étagée telle que µ({f̃ 6= 0}) <∞ et ‖f̃ − f‖p ≤ ε. La fonction f̃ s’écrit

f̃ =
N∑
i=1

αi1Bi , αi 6= 0.

8. C’est-à-dire nulle en-dehors d’une partie compact.
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D’après ce qu’on vient de voir, pour tout i, il existe gi ∈ Cc(X) telle que ‖1Bi − gi‖p ≤
ε/(N |αi|). On pose alors

g =
∑
i

gi,

et on vérifie

‖f̃ − g‖p ≤
N∑
i=1
|αi|‖1Bi − gi‖p ≤

N∑
i=1
|αi|

ε

N |αi|
≤ ε,

pour obtenir enfin ‖f − g‖p ≤ 2ε.

Remarque 4.9. — La densité des fonctions étagées dans Lp est vraie sans hypothèse
sur X.

— La densité des fonctions étagées de concentration µ-finie est vrai dès lors que µ est
σ-finie.

— Lorsque X est un espace polonais et µ est finie, on peut démontrer qu’on a densité
des fonctions continues bornées Cb(X) au lieu de Cc(X).

Théorème 4.10 (Séparabilité des Lp). Pour tout p ∈ [1,+∞[, l’espace Lp(µ) est sépa-
rable.

Démonstration. On sait que tout borélien de mesure de finie peut s’approcher par un
ouvert pris dans une base dénombrable (On)n∈N. La collection

F =
{∑
finie

αn1On : αn ∈ Q
}

est dénombrable et dense, d’où la séparabilité.

4.3 Convolution
Intérêt Régularisation de fonctions, bon comportement avec la transformée de Fourier.
On se place à présent dans Rd. Si f et g sont dans Cc(Rd), on peut définir

f ? g(x) =
∫
Rd
f(y)g(x− y) dy (= g ? f(x)),

il s’agit en en quelque sorte d’une « moyenne » de f autour de x, pondérée par g. On
l’appelle la convolée de f et g. On veut maintenant définir la convolée de deux fonctions
qui ne sont pas nécessairement continues à support compact mais dans des espaces Lp(µ).

Théorème 4.11. Supposons que p, q, r ∈ [1,+∞] sont trois exposants tels que

1
p

+ 1
q

= 1 + 1
r

et f ∈ Lp(µ), g ∈ Lq(µ). Alors pour presque tout x, y 7→ f(y)g(x − y) est dans L1(µ)
donc f ? g est bien définie presque partout, et f ? g ∈ Lr(µ). Plus précisément :

‖f ? g‖r ≤ ‖f‖p‖g‖q.
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Remarque 4.12. Ainsi, la convolée de deux fonctions L1 est une fonction L1, ce qui fait
de L1 une algèbre. Elle n’est pas unitaire : définie dans un cadre plus général, l’élément
neutre pour la convolution est la mesure de Dirac δ0, or ce n’est une fonction.

Preuve du cas q = 1. Dans ce cas, r = p. Commençons déjà par le cas p = 1. D’après le
théorème de Tonelli,∫

Rd×Rd
|f(y)g(x− y)|d(λd ⊗ λd)(x, y) =

∫
Rd
|f(y)|

∫
Rd
|g(x− y)|dx dy

z=x−y=
∫
Rd
|f(y)| dy

∫
Rd
|g(z)| dz < +∞.

Or cette même intégrale est aussi égale par Tonelli à
∫
Rd
∫
Rd |f(y)g(x − y)| dy dx, donc∫

Rd |f(y)g(x− y)|dy est finie pour presque tout x, i.e. y 7→ f(y)g(x− y) est dans L1(µ)
et f ? g est bien définie. Enfin

‖f ? g‖1 =
∫
Rd

∣∣∣∣∫
Rd
f(y)g(x− y) dy

∣∣∣∣ dx
≤
∫
Rd

∫
Rd
|f(y)g(x− y)| dy dx

< +∞,

donc f ? g ∈ L1(µ).
Passons au cas p quelconque. Pour cela, montrons que

∫
(
∫
|f(x− y)g(y)| dy)p dx <

+∞. On va appliquer l’inégalité de Hölder en réécrivant le produit comme suit :

|f(x− y)g(y)| =
(
|f(x− y)||g(y)|

1
p

)(
|g(y)|

1
p′

)
où 1

p + 1
p′ = 1. On a(∫

|f(x− y)g(y)|dy
)p

=
(∫ (

|f(x− y)||g(y)|
1
p dy

)(∫
|g(y)|

1
p′

)
dy
)p

≤
∫
|f(x− y)|p|g(y)| dy

(∫
|g(y)|dy

) p
p′
,

et en intégrant en x et appliquant le théorème de Tonelli à la première intégrale :∫ (∫
|f(x− y)g(y)|dy

)p
dx ≤

∫ ∫
|f(x− y)|p|g(y)|dy dx

(∫
|g(y)|dy

) p
p′

= ‖f‖pp‖g‖1‖g‖
p
p′
1

1
p

+ 1
p′=1
= ‖f‖pp‖g‖

p
1

< +∞.

En conséquence, f ? g est bien défini, et de plus en prenant la puissance 1/p-ième, ceci
montre que ‖f ? g‖1 ≤ ‖f‖p‖g‖1.
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Convolution et probabilités

Proposition 4.13. Si X,Y sont deux variables aléatoires réelles indépendantes sur un
espace de probabilité (X,Ω,P), de lois à densité f1, f2L

1(R) respectivement, alors la loi
de Z = X + Y a pour densité f1 ? f2.

Exercice 4.6. Soient X,Y deux variables aléatoires indépendantes réelles. Calculer la
loi de X + Y dans les cas suivants :
(i) X et Y ont loi uniforme sur [−1, 1].
(ii) X et Y ont respectivement une loi de densité γa,λ et γb,λ où

γa,λ (x) = λa

Γ (a)e
−λxxa−11R+(x), Γ(a) :=

∫ ∞
0

e−x xa−1 dx.

On pourra vérifier et utiliser le fait que
∫
R+
γa,λ = 1.

On peut définir de manière générale la convolée de mesures finies (donc de lois de
variables aléatoires réelles quelconques), comme le montre l’exercice suivant.

Exercice 4.7. Soient µ et ν sont deux mesures de Borel finies sur Rd. On pose

σ(A) :=
∫
Rd×Rd

onex+y∈Ad(µ⊗ ν)(x, y), pour tout borélien A ⊆ Rd.

(i) Montrer que σ est une mesure positive sur Rd, on note µ ∗ ν.
(ii) Remarquer que µ ∗ ν est une mesure finie et que µ ∗ ν = ν ∗ µ.
(iii) Montrer que si µ = fλd, ν = gλd, où f, g ≥ sont intégrables, µ ? ν = (f ? g)λd.

Retour à la convolution dans Lp

Exercice 4.8 (Convolution dans Lp, cas général). Soit p, q, r ∈ [1,+∞] tels que 1
p + 1

q =
1 + 1

r .
1. On pose p′, q′ tels que 1

p + 1
p′ = 1 = 1

q + 1
q′ . Vérifier que

1
p′

+ 1
q′

+ 1
r

= 1.

2. Démontrer l’inégalité de Hölder pour 3 fonctions f1, f2, f3 :

‖f1f2f3‖1 ≤ ‖f1‖p′‖f2‖q′‖f3‖r.

3. Pour r < +∞, démontrer que
∫

(
∫
|f(x− y)g(y)|dy)r dx ≤ (‖f‖p‖g‖q)r. On pourra

appliquer l’inégalité de Hölder en décomposant f(x− ·)g(·) = f1f2f3 pour 3 fonc-
tions bien choisies.

4. Cas r = +∞ : démontrer que f ?g(x) est bien défini pour tout x, et que ‖f ?g‖∞ ≤
‖f‖p‖g‖q.
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Remarque 4.14. Remarquons que dans le cas où les exposants p, q sont conjugués, r =
+∞ et la convolée a un sens ponctuel.
Si f est une fonction sur Rd et h ∈ Rd, on définit l’opérateur de translation τhf =

x 7→ (x − h). Remarquons que ‖τhf‖ = ‖f‖ pour tous f, h. Si A ⊆ Rd, on note ‖f‖p,A
ou ‖f‖Lp(A) la quantité ‖f1A‖p.

Proposition 4.15 (Continuité de l’opérateur de translation). — Version globale : si
f ∈ Lp(Rd), p < +∞, alors ‖f − τhf‖p

h→0−−−→ 0.

— Version locale : si f ∈ Lploc(Rd) alors pour tout compact K ⊆ Rd, ‖f−τhf‖p,K
h→0−−−→

0.

Preuve du cas global. Soit f ∈ Lp(Rd) et ε > 0. On sait par densité des fonctions conti-
nues à support compact qu’il existe g ∈ Cc(Rd) telle que ‖f − g‖p ≤ ε. Par conséquent
‖τhf − τhg‖p ≤ ε et

‖τhf − f‖p ≤ ‖τhf − τhg‖p + ‖g − f‖p + ‖τhg − g‖p ≤ 2ε+ ‖τhg − g‖p.

Or on sait que g est continue à support compact K donc uniformément continue d’après
le théorème de Heine. Notons ωg(δ) := supx,y:‖x−y‖≤δ|g(y)−g(x)| le module de continuité
de g. On a

‖τhg − g‖p =
∫
K̃
|g(x+ h)− g(x)|p dx où K̃ = K +Bf (0, 1)

≤ λd(K̃)ωg(‖h‖)
h→0−−−→ 0,

car g est uniformément continue. Ainsi ‖τhg − g‖p ≤ ε lorsque h est assez petit et donc
‖τhf − f‖p ≤ 3ε, ce qui conclut.

Exercice 4.9. Démontrer la version locale de la continuité de l’opérateur de translation.

Commençons par un exercice simple de régularité d’une convolée par une fonction
continue.

Exercice 4.10 (Convolée par une fonction continue). 1. Montrer que si f ∈ L1(Rd)
et g ∈ Cb(Rd) est uniformément continue, alors f ◦ g est uniformément continue.

2. Montrer qu si f ∈ L1
loc(Rd) et g ∈ Cc(Rd), alors f ◦ g est continue.

En réalité, l’opération de convolution elle-même a un effet régularisant, même si les
fonctions ne sont pas régulières, comme le montre le résultat suivant.

Proposition 4.16 (Convolée pour des exposants conjugués). — Version globale : Si
f ∈ Lp(µ) et g ∈ Lp′(µ) alors f ? g est définie en tout point, f ? g ∈ Cb(Rd) et est
uniformément continue, et ‖f ? g‖∞ ≤ ‖f‖p‖g‖p′.

— Version locale : Si f ∈ Lploc(Rd) et g ∈ Lp′c (Rd) alors f ? g est définie en tout point
et f ? g ∈ C(Rd).
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Remarque 4.17. En pariculier la convolée d’une fonction L1
loc(Rd) et g ∈ Cc(Rd) est

continue.

Preuve dans le cas global. L’un des exposants p ou p′ est fini, par exemple p. On a déjà
vu par l’inégalité de Hölder que

∫
|f(x − y)g(y)|dy ≤ ‖f‖p‖g‖p′ de sorte que f ? g est

bien définie et pour tout x, |f ? g(x)| ≤ ‖f‖p‖g‖p′ . Prenons maintenant deux points u et
v :

|f ? g(u)− f ? g(v)| ≤
∣∣∣∣∫ (f(u− y)− f(v − y))g(y) dy

∣∣∣∣
≤ ‖g‖p′‖f(u− ·)− f(v − ·)‖p
= ‖g‖p′‖f − τu−vf‖p
u−v→0−−−−−→ 0,

par continuité de l’opérateur de translation.

Exercice 4.11. Démontrer la version locale de la continuité de la convolée dans le cas
de deux exposants conjugués.

Lorsque f est continue, le support de f est définie comme spt f = {f 6= 0} : il s’agit
du plus petit fermé en-dehors duquel la fonction est nulle.

Exercice 4.12 (Support d’une fonction). Si f est une fonction borélienne sur Rd, mon-
trer qu’il existe un plus petit ensemble fermé en-dehors duquel f s’annule Lebesgue-
presque partout.

Ainsi, si f est seulement borélienne, on définit le support de f , noté spt f , comme le
plus petit ensemble fermé en-dehors duquel f s’annule Lebesgue-presque partout.

Proposition 4.18. Si f, g sont deux fonctions mesurables, spt f ? g ⊆ spt f ∪ spt g.

Exercice 4.13 (Support d’une convolée). Montrer que le support de la convolée de
deux fonctions boréliennes f, g est inclus dans spt f + spt g, et que l’inclusion peut être
stricte.

Définition 4.19 (Approximation de l’unité). Une suite (ρn) ∈ L1(Rd) est une approxi-
mation de l’unité si

— ρn ≥ 0,
—

∫
ρn → 1,

— ∀ε > 0,
∫
B(0,ε)c ρn → 0.

Exercice 4.14. Soit ρ une fonction positive sur Rd telle que
∫
ρ = 1. Soit (δn) une suite

de réels strictement positive tendant vers 0 et posons pour tout n, ρn(x) = δ−dn ρ(x/δ).
Montrer que (ρn) est une approximation de l’unité.

Proposition 4.20 (Approximation de l’unité). Soit (ρn) une approximation de l’unité.
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— Si f ∈ Lp(Rd), p ∈ [1,∞[, alors f ? ρn
Lp−→ f .

— Si f ∈ Cb(Rd) alors f ? ρn converge uniformément sur tout compact vers f .

Démonstration. On suppose dans un premier temps que
∫
ρn = 1 pour tout n. On a

f(x)− (f ? ρn)(x) =
∫

(f(x)− f(x− y))ρn(y) dy,

et donc∫
|f − f ? ρn|p =

∫ ∣∣∣∣∫ (f(x)f(x− y))ρn(y) dy
∣∣∣∣p dx

Jensen
≤

∫ ∫
|f(x)− f(x− y)|pρn(y) dy dx

Tonelli=
∫
‖τyf − f‖ppρn(y) dy

et pour δ > 0 fixé

=
∫
B(0,δ)

‖τyf − f‖pp︸ ︷︷ ︸
ε→0−−−→0

ρn(y) dy + 2p−1‖f‖pp
∫
B(0,δ)c

ρn(y) dy︸ ︷︷ ︸
n→∞−−−→0

,

ce qui permet de conclure : prendre d’abord δ petit pour que la première intégrale soit
plus petite que ε > 0 arbitrairement fixé, puis faire tendre n→∞.
Si maintenant mn :=

∫
ρn n’est pas identiquement égal à 1, on applique le résultat

précédent à ρn/mn, qui est d’intégrale 1, et on remarque que

‖f ? ρn − f ? ρn/mn‖p ≤
(

1− 1
mn

)
‖f ? ρn‖p ≤

(
1− 1

mn

)
‖f‖p‖ρn‖1 → 0,

ce qui conclut.
Passons au second point, en supposant à nouveau que

∫
ρn = 1. Soit f ∈ Cb(Rd). Soit

K un compact de Rd et ε > 0. Pour 0 < δ ≤ 1, on a

|f(x)− f ? ρn(x)| ≤
∫
Bf (0,δ)

|f(x)− f(x− y)|ρn(y) dy

+
∫
Rd\Bf (0,δ)

|f(x)− f(x− y)|ρn(y) dy

≤ sup
x,y∈K+Bf (0,1)
‖x−y‖≤δ

|f(x)− f(y)|+ 2‖f‖∞
∫
Rd\Bf (0,δ)

ρn,

le premier terme étant plus petit que ε lorsque δ est assez petit, puisque f est uniformé-
ment sur le compact K +Bf (0, 1). Ensuite, le second terme est plus petit que ε lorsque
n est assez grand. On obtient donc

sup
x∈K
|f(x)− f ? ρn(x)| ≤ 2ε.

Comme pour le premier point, le cas
∫
ρn 6= 1 se déduit aisément.
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Exercice 4.15. Soit f une fonction continue sur Rd est (ρn) une approximation de
l’unité.

1. Montrer que si f est bornée et uniformément continue, alors f ? ρn → ρ uniformé-
ment sur Rd.

2. Montrer que si (diam spt ρn) est borné alors f ? ρn → f uniformément sur tout
compact.

3. Montrer que si diam spt ρn → 0 et f est uniformément continue, alors f ? ρn → f
uniformément sur tout compact.

Définition 4.21 (Famille/Suite régularisante). Une famille (ρε)ε ∈ L1(Rd) est une suite
régularisante lorsque ε→ 0 si

— ρε ≥ 0,
—

∫
ρε = 1,

— diam(spt ρε) ≤ ε,
— ρε ∈ C∞c (Rd).

On dit qu’elle est radiale si ρε(x) = ρ̄ε(‖x‖) pour une certaine fonction ρ̄ε.

Exemple 4.22 (Une suite régularisante standard). On pose ρ(x) = e
1
‖x‖2

−1 si ‖x‖ < 1 et
ρ(x) = 0 si ‖x‖ ≥ 1, puis ρε(x) = ε−dρ(x/ε). C’est une suite régularisante radiale.
Remarque 4.23. Une suite régularisante est en particulier une approximation de l’unité,
mais elle jouit de meilleures propriétés encore.

Proposition 4.24 (Dérivation d’une convolée). — Version globale : si f ∈ L1(Rd)
et ρ ∈ C1

b , c’est-à-dire bornée de dérivée bornée, alors f ?ρ ∈ C1(Rd) et ∂xk(f ?ρ) =
f ? ∂xkρ.

— Version locale : si f ∈ L1
loc(Rd) et ρ ∈ C1

c (Rd), alors f ? ρ ∈ C(Rd) et ∂xk(f ? ρ) =
f ? ∂xkρ.

Preuve dans le cas d = 1. On sait déjà d’après Proposition 4.16 que f ? ρ et f ? ρ′ sont
continues, mais on va l’obtenir ici par le théorème de dérivation sous l’intégrale.
Traitons la version globale. On a

f ? ρ(x) =
∫
R
h(x, y) dy oùh(x, y) = f(y)ρ(x− y).

La fonction h(x, ·) est intégrable puisque f est borné est ρ est intégrable. De plus, elle
est C1 en la première variable et ∂xh(x, y) = f(y)ρ′(x− y), de sorte que

|∂xh(x, y)| ≤ |f(y)|‖ρ′‖∞.

On a donc un chapeau intégrable pour la dérivée, qui est indépendante du paramètre x.
Aisi, par le théorème de dérivation sous l’intégrale, f ? ρ est de classe C1 sur R et

(f ? ρ)′(x) =
∫
R
f(y)ρ′(x− y) dy = (f ? ρ′)(x).
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Exercice 4.16. Montrer que si f ∈ L1
loc(Rd) et ρ ∈ C1

c (Rd), alors f ? ρ ∈ C1(Rd) et
∂xk(f ? ρ) = f ? ∂xkρ pour tout k = 1, . . . , d.

Corollaire 4.25. L’espace C∞c (Rd) est dense dans Lp(Rd) pour tout 1 ≤ p <∞.

Démonstration. Puisque Cc(Rd) est dense dans Lp(Rd), il suffit de considérer une fonction
f continue à support compact et montrer qu’on peut l’approcher en norme Lp par une
suite de fonctions de classe C∞. Prenons une suite régularisante (ρε) et considérons
f ? ρε. En itérant Proposition 4.24, on obtient que f ? ρε est de classe C∞, et spt f ? ρε ⊆
spt f +Bf (0, ε), donc f est à support compact. Par Proposition 4.20, on obtient que
f ? ρε

Lp−−−→
ε→0

f .

Jusqu’à présent, dans cette section nous nous sommes concentrés sur Rd tout entier 9.
On peut néanmoins se servir des convolutions pour régulariser des fonctions sur un ouvert
Ω en faisant au préalable une découpe lisse de notre fonction (« cut-off » en anglais).

Lemme 4.26 (Existence d’une découpe lisse). Soit K un compact et U un ouvert tels
que K ⊆ U . Il existe φ : Rd → [0, 1] telle que φ ∈ C∞c (Rd), sptφ ⊆ U et φ(x) = 1 pour
tout x ∈ K.

Démonstration. On pose ε = d(K,U c). On définit Kε = {x : d(x,K) ≤ ε/4} et Uε =
{x : d(x,K) < ε

2}. D’après Lemme 4.7, il existe une fonction ψ ∈ Cc(Rd) telle que
1Kε ≤ ψ ≤ 1Uε . On pose alors φ = ψ ? ρε/4. On sait que

sptφ ⊆ sptψ +Bf (ε/4) ⊆ Uε +Bf (ε/4) ⊆ {x : d(x,K) < 3ε/4} ⊆ U.

Si x ∈ K, on a par ailleurs

φ(x) =
∫
y∈x+Bf (ε/4)

ψ(y)ρε/4(x− y) dy

=
∫
ρε/4(x− y) dy

car x+Bf (ε/4) ⊆ K +Bf (ε/4) ⊆ Kε et ψ = 1 sur Kε,
= 1.

Théorème 4.27. Si Ω est un ouvert de Rd, C∞c (Ω) est dense dans Lp(Ω) pour tout
1 ≤ p < +∞.

Démonstration. Soit f ∈ Lp(Ω). On étend f à tout Rd en posant f̄(x) = f(x) sur Ω et
f̄(x) = 0 si x /∈ Ω. Pour tout n ∈ N?, il existe un compact Kn ⊆ Ω tel que λd(Ω\Kn) ≤ 1

n
par régularité intérieure. D’après le lemme précédent, il existe χn ∈ C∞c (Ω) tel que χn = 1
sur Kn. On pose alors

fn(x) = (f̄ ? ρn)χn.

9. Il nous faut un groupe pour la convolution
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On a

‖f − fn‖p,Ω ≤ ‖f − fχn‖p,Ω + ‖fχn − f̄ ? ρnχn‖p,Ω
≤ ‖f − f1Kn‖p,Ω + ‖f̄ − f̄ ? ρn‖p,Rd
→ 0,

en utilisant le théorème de convergence dominée pour le premier terme, et Proposi-
tion 4.20 pour le second.

4.4 Transformée de Fourier
On se placera sur R dans les démonstrations pour simplifier.

Définition 4.28 (Transformée de Fourier dans L1). Si f ∈ L1(Rd), on définit sa trans-
formée de Fourier par

∀ξ ∈ Rd, f̂(ξ) = Ff(ξ) =
∫
Rd
e−2iπx·ξf(x) dx.

Remarque 4.29. Elle est bien définie pour tout ξ car
∫
Rd |e2iπx·ξf(x)|dx =

∫
Rd |f(x)| dx <

∞.

Théorème 4.30 (Lemme de Riemann-Lebesgue). Si f ∈ L1(Rd), alors f̂ appartient à
l’espace C0(Rd) des fonctions continues qui tendent vers 0 lorsque ‖ξ‖ → +∞, et

‖f̂‖∞ ≤ ‖f‖1.

Preuve dans le cas d = 1. La continuité de f̂ vient de la continuité d’une intégrale à
paramètre. L’intégrande g(x, ξ) = e2iπxξf(x) est majorée en module par |f(x)|, intégrable
indépendante du paramètre, et g est continue, ce qui conclut.
Par l’inégalité triangulaire, pour tout ξ, |f̂(ξ)| ≤

∫
R|f(x)| dx = ‖f‖1, donc ‖f̂‖∞ ≤

‖f‖1 et F est un opérateur linéaire continu de L1(Rd) dans Cb(Rd). Or les fonctions
continues à support compact sont denses dans L1 et l’espace C0(Rd) est fermé dans
Cb(Rd), donc il suffit de montrer que la transformée de Fourier d’une fonction continue à
support compact est dans C0(Rd). Supposons donc que f est continue à support compact,
et plaçons nous dans R pour simplifier. Par intégration par parties sur un intervalle
[−R,R] en-dehors duquel f est nulle, on obtient

f̂(ξ) =
[
e−2iπξ

−2iπξ f(x)
]R
−R

+
∫ R

−R

e−2iπξ

−2iπξ f
′(x) dx

= 0 +
∫ R

−R

e−2iπξ

−2iπξ f(x) dx

donc
|f̂(ξ)| ≤ 1

2π|ξ|‖f
′‖1,

et |f̂(ξ)| → 0 lorsque |ξ| → +∞. D’où le résultat.
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Dans Rd, un multi-indice α un vecteur α = (α1, . . . , αd) à valeurs dans N, soit α ∈
Nd. Sa longueur est définie par |α| =

∑
αi, et par ∂αf on désigne la dérivée parielle

∂α1
x1 ∂

α2
x2 . . . ∂

αd
xd
f . En première lecture, on pourra considérer d = 1, et α est simplement

un entier, ∂αf = f (α).

Définition 4.31 (Espace de Schwartz). On définit l’espace de Schwartz S(Rd), ou des
fonctions à décroissance rapide, comme l’ensemble des fonctions f ∈ C∞(Rd) telles que
pour tout ` ∈ N et tout multi-indice α ∈ Nd,

sup
x∈Rd
‖x‖`|∂αf(x)| < +∞.

Remarque 4.32. L’espace S(Rd) est dense dans Lp(Rd) pour tout p ∈ [1,∞[ puisque
C∞c (Rd) ⊆ S(Rd).

Exercice 4.17. Soit f ∈ S(Rd).
1. En supposant que d = 1, montrer que Xf = x 7→ xf(x) ∈ S(R) et f ′ ∈ S(R).
2. En supposant que d = 1, montrer que pour tout α ∈ N et tout p ∈ [1,+∞],
f (α) ∈ Lp(Rd).

3. Généraliser à la dimension d quelconque.

Proposition 4.33 (Petit formulaire de Fourier). On note eλ = x 7→ e2iπλ·x, τλf =
f(· − λ) et hλf = f(·/λ) pour λ ∈ Rd et f̆ = f(−·). Alors pour tout f, g ∈ S(Rd),
(a) êλf = τλf̂ ,
(b) τ̂λf = e−λf̂ ,
(c) f̂ ? g = f̂ ĝ,

(d) ˆ̆
f = ˘̂

f ,

(e) ˆ̄f =
¯̂̆
f ,

(f) ĥλf = λh 1
λ
f̂ ,

(g) f̂ ′ = 2iπXf̂ ,
(h) ̂−2iπXf = f̂ ′, avec f̂ ∈ C1(Rd).

Démonstration. En exercice.

Remarque 4.34. Toutes ces propriétés restent vraies dans L1 par densité de l’espace de
Schwartz.

Théorème 4.35. S(Rd) est stable par la transformation de Fourier.

Preuve pour d = 1. En sachant que (2iπX)pf (k) ∈ S(R), en appliquant successivement
(g) et (h) de Proposition 4.33, on a

̂[(−2iπX)pf ](k) = (2iπX)k ̂(−2iπX)pf = (2iπX)kf̂ (p),

or on sait que la transformée d’une fonction intégrable (donc de Schwartz aussi) and
dans C0(Rd), et donc (2iπX)kf̂ (p) ∈ C0(Rd) ⊆ Cb(Rd), ce qui implique que f̂ est (de
classe C∞ et) à décroissance rapide.
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Exercice 4.18 (Transformée de Fourier d’une Gaussienne). Soit Gλ(x) =
√
λe−λπ|x|

2

une Gaussienne centrée. On se place en dimension 1.
1. Montrer que Gλ ∈ S(R) et que

∫
RGλ = 1.

2. Montrer que Gλ satisfait l’EDO y′ = −2λπxy.
3. En déduire que Ĝλ

′ = −2π
λ xĜλ.

4. En déduire que Ĝλ = e−
πx2
λ .

5. En déduire que ̂̂Gλ = Gλ.

Proposition 4.36. La famille de gaussiennes normalisées Gλ vérifie :
1. (Gλ)λ ∈ S(Rd) est une approximation de l’unité lorsque λ→ 0.
2. ‖Ĝλ‖∞ ≤ 1 et Ĝλ ↑ 1 simplement.

3. ̂̂Gλ = Gλ.

Proposition 4.37. Pour tout f, g ∈ S(Rd),
∫
fĝ =

∫
f̂g.

Démonstration. C’est une simple application du théorème de Fubini.

Théorème 4.38 (Théorème d’inversion). Pour tout f ∈ S(Rd), F̆Ff = f = FF̆f , de
sorte que F̆ = f 7→ f̂(−·) est l’inverse de la transformation de Fourier.

Démonstration. Soit f, g ∈ S(Rd). On a∫
F̆F(f)g =

∫
FF(f)ğ =

∫
F(f)F(ğ) =

∫
fFF ğ.

Prenons alors g = Gλ. On a ğ = g = Gλ et ˆ̂
Gλ = Gλ, de sorte que

∫
F̆F(f)Gλ =

∫
fGλ,

ce qui s’écrit encore :
F̆F(f) ? Gλ(0) = f ? Gλ(0).

On sait que S(R) ⊆ C0 et donc, puisque Gλ est une approximation de l’unité, que pour
tout φ ∈ S(R), φ ? Gλ → φ sur tout compact lorsque λ → 0, et donc en particulier en
faisant tendre λ vers 0 on obtient

F̆F(f)(0) = f(0).

En remplaçant f par τ−xf on vérifie par le formulaire donné plus haut que ceci se réécrit
ˆ̂
f(−x) = f(x), d’où le résultat.

Corollaire 4.39. Si f ∈ L1(R) et f̂ ∈ L1(Rd) alors F̆Ff = f presque partout.

Théorème 4.40 (Théorème de Plancherel). Pour tout f ∈ S, on a
∫
R|f |2 =

∫
R|f̂ |2.

En particulier, la transformation de Fourier sur S(R) se prolonge de manière unique en
une isométrie linéaire FL2 sur L2(R) tout entier. De plus si f ∈ L1(R) ∩ L2(R), alors
FL2f = Ff preque partout.
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Démonstration. On a∫
|f̂ |2 =

∫
f̂

¯̂
f =

∫
f

ˆ̂̄
f =

∫
fF̆Ff =

∫
ff̄ =

∫
|f |2,

et on conclut par le théorème de prolongement des applications linéaires continues sur
un sous-espace dense.

4.5 Exercices
Exercice 4.19. Pour quelle(s) valeur(s) de p les fonction suivantes définies de (R, B(R))
dans (R, B(R)) sont-elles dans l’espace Lp ?

1. x 7→ 1Q (x)

2. x 7→ x1[0,1] (x)

3. x 7→ arctanx
x 1]0,+∞](x)

4. x 7→
∑
n

1√
n

1[n,n+1[(x)

Exercice 4.20. Soit α ∈ R et soient fα et gα les fonctions définies par

fa (x) = 1
xα

1[−1;1] (x) , gα (x) = 1
xα

1[1;+∞[ (x) et hα(x) = 1
xα
.

1. A quelle condition sur α et p, fα ∈ Lp ?
2. Même question pour gα.
3. Et pour hα ?
4. Montrer que si p < q, il n’y a pas d’inclusion entre Lp(R)et Lq(R).

Exercice 4.21 (Inégalités de Hölder et de Minkowski). Soit (X,A, µ) un espace mesuré
et p, q ∈]0, 1[ deux exposants conjugués : 1

p + 1
q = 1. Considère deux fonctions mesurables

f, g.
1. Démontrer l’inégalité de Hölder∫

|fg|dµ ≤
(∫
|f |pdµ

) 1
p
(∫
|f |qdµ

) 1
q

en utilisant l’inégalité de Jensen.
Indication : considérer la mesure µφ où φ = |f |p/

∫
|f |pdµ (lorsqu’elle est bien

définie) et la fonction h = |g|/|f |p−11f 6=0.
2. Démontrer l’inégalité de Young ab ≤ ap

p + bq

q pour a, b ≥ 0 et en déduire une autre
preuve de l’inégalité de Hölder.
Indication : considérer d’abord le cas où

∫
|f |pdµ =

∫
|g|qdµ = 1.

3. Démontrer l’inégalité de Minkowski(∫
|f + g|pdµ

) 1
p

≤
(∫
|f |pdµ

) 1
p

+
(∫
|g|pdµ

) 1
p

en utilisant l’inégalité de Hölder.
Indication : se ramener au cas f, g ≥ 0 et écrire (f+g)p = f(f+g)p−1+g(f+g)p−1.

Exercice 4.22. Calculer f̂ lorsque
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1. f := 1 ;

2. f := 1[−a,a], a > 0 ;

3. f(x) := λ
2 e
−λ|x|, λ > 0 ;

4. f(x) := λ
π(x2+λ2) , λ > 0 ;

Exercice 4.23. Soit f (x) = (1− |x|) 1[−1,1] (x) .
1. Montrer que f (x) = 1[−1

2 , 1
2 ] ∗ 1[−1

2 , 1
2 ] (x) et calculer

∫∞
−∞ e

itxf (x) dx.

2. En déduire que f (x) = 1
π

∫∞
−∞ e

−itx 1−cos t
t2 dx.

5 Calcul différentiel
5.1 Généralités
Dans cette section, E et F sont deux evn (par exemple Rd), U un ouvert de E, x0 ∈ U .

Définition 5.1 (Différentielle). Soit f : U ⊆ E → F . Si il existe une application linéaire
L ∈ Lc(E,F ) telle que au voisinage de x0 :

f(x0 + h) = f(x0) + L(h) + o(‖h‖),

alors on dit que f est différentiable 10 en x0. L’application linéaire L est alors unique et
on la note dF (x0).

Remarque 5.2. Attention, si limt→0,t 6=0
f(x0+tu)−f(x0)

t (c’est la dérivée dans la direction
u) existe pour tout u, f n’est pas forcément différentiable. Par exemple

f(x, y) =


x3

x2 + y2 si (x, y) 6= 0

0 sinon.

On peut vérifier que la dérivation dans la direction u = (a, b) est φ(u) = a3

a2+b2 , or celle-ci
n’est pas linéaire : f ne peut être différentiable.

Définition 5.3 (Différentielle seconde). Si f est différentiable sur un voisinage ω de x0
et df : ω ⊆ E → Lc(E,F ) est différentiable en x0, alors f est dite deux fois différentiable
en x0, et on note

d2f(x0) : E × E → F

(h, k) 7→ [d(df)(x0)(h)](k),
la différentielle seconde en x0. C’est une application bilinéaire de E × E dans F .

Théorème 5.4 (Théorème de Schwarz). Si f est deux fois différentiable en x0, d2f(x0)
est bilinéaire symétrique.

Proposition 5.5 (Formule de Taylor). Si f est deux fois dérivable en a,

f(a+ h) = f(a) + df(a)(h) + 1
2d

2f(a)(h, h) + o(‖h‖2).

10. Il s’agit de la différentiabilité au sens de Fréchet.
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5.2 Cas réel
On se place dans el cas E = Rn, F = Rm. On considère une fonction f : Rn → Rm

f(x1, . . . , xn) =


f1(x1, . . . , xn)
f2(x1, . . . , xn)

...
fm(x1, . . . , xn)


Dérivées partielles On définit

∂f

∂xi
(x) = d

dt |t=xi
f(x1, . . . , xi−1, t, xi+1, . . .) = lim

h→0

f(x+ tei)− f(x)
h

,

lorsqu’elle existe.

Proposition 5.6. — Si f est différentiable en x alors toutes les dérivées partielles
existent et ∂f

∂xi
(x) = dxf(ei).

— Si toutes les dérivées partielle existent et sont continues sur un voisinage de x,
alors f y est de classe C1.

Remarque 5.7. On définit de la même manière les dérivées partielles secondes

∂2f

∂xi∂xj
= ∂

∂xi

(
∂f

∂xj

)

et on a une propriété analogue : si f est deux fois différentiables, les dérivées partielles
secondent existent et valent d2

Xf(ei, ej) ; si toutes les déérivées partielles secondes existent
et sont continues sur un voisinage de x alors f y est de classe C2.

Différentielle d’une composée Si df(x) et dg(f(x) existent, alors

d(g ◦ f)(x) = dg(f(x)) ◦ df(x).

En coordonnées, si x = (xi) et f(x) = y = (yj) cela s’écrit

∂(g ◦ f)
∂xi

=
∑
j

∂g

∂yj
(f(·)∂fj

∂xi
.

Gradient Si f : U ⊆ Rn → R (attention, à valeurs réelles)

∇f(x) =


∂f
∂x1

(x)
...

∂f
∂xn

(x)

 ∈ Rn.

Et la différentielle s’exprime df(x)(h) = ∇f(x) · h.
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Matrice jacobienne Si f : U ⊆ Rn → Rm,

Jf(x) =
(
∂fj
∂xi

(x)
)
i,j
∈Mm,n(R),

et df(x)(h) = Jf(x)h où h est vu comme un vecteur colonne.

Matrice hessienne Si f : U ⊆ Rn → R,

∇2f(x) = Hf(x) =
(

∂2f

∂xi∂xj

)
i,j

∈Mn(R),

et d2f(h, k) = ∇2fh · k. Le théorème de Schwarz garantit que ∇2f est une matrice
symétrique.

Proposition 5.8 (Formule de Taylor (réel)). Si f : U ⊆ Rd → R est deux fois dérivable
en x, alors au voisinage de 0

f(x+ h) = f(x) +∇f(x) · h+ 1
2∇

2f(x)h · h+ o(‖h‖2),

ou encore

f(x+ h) = f(x) +
∑
i

hi
∂f

∂xi
(x) + 1

2
∑
i,j

∂2f∂xi∂xjhihj + o(‖h‖2).

5.3 Un peu d’optimissation
Soit f : U ⊆ Rd → R.

Extrema et points critiques On dit que
— f admet en x? un minimum

— global si f(x) ≥ f(x?) pour tout x ∈ U ,
— local si f(x) ≥ f(x?) pour tout x dans un voisinage ω ⊆ U de x?,
— global strict si f(x) > f(x?) pour tout x ∈ U \ {x?},
— local strict si f(x) > f(x?) pour tout x ∈ ω \ {x?} où ω ⊆ U est un voisinage

de x?,
— f admet en x? un maximum local/global (strict) si −f admet en ce point un

minimum local/global (strict),
— f admet un extremum local/global (strict) si f admet un minimum ou un maximum

local/global (strict),
— x0 est un point critique de f si f est différentiable en x0 et ∇f(x0) = 0.

Proposition 5.9. Soit f : U ⊆ Rn → R.
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— Si f admet un extremum local en x0 en lequel elle est différentiable, c’est un point
critique.

— Si f est deux fois différentiable en x0 et x0 est un minimum local, la matrice ∇2f
est positive (∇2fh · h ≥ 0 pour toute h, càd ses valeurs propres sont positives).

— Si ∇f(x0) = 0 et ∇2f est définie positive, x0 est un minimum local strict.
Exercice 5.1. Étudier les points critiques et minima de f : R2 → R où f(x, y) vaut
(i) x2 + y4,
(ii) x2 + y3,
(iii) x2 − y2 + y4

4 ,
(iv) x2 − 2xy.

5.4 Inversion locale et fonctions implicites
Théorème 5.10 (Théorème d’inversion locale). Soit f : Ω → Rd de classe Ck sur Ω
ouvert de Rd et x0 ∈ Ω, y0 = f(x0). On suppose que df(x0) est inversible. Alors il existe
deux voisinages ouverts U ⊆ Ω, V ⊆ Rd de x0 et y0 respectivement, tels que f est un
C1-difféomorphisme de U sur V .
Remarque 5.11. En particulier il existe g : V → U de classe C1 telle que{

x ∈ U, y ∈ V
y = f(x)

⇐⇒
{
x ∈ U, y ∈ V
x = g(y)

.

Démonstration. Posons f̄(x) = df(x0)−1(f(x)), de sorte que f̄ vérifie les mêmes hypo-
thèses avec de plus df̄(x0) = Id.
Pour y ∈ Rd, essayons de résoudre

y = f̄(x) ⇐⇒ x− f̄(x) + y︸ ︷︷ ︸
=:Fy(x)

= x.

On veut trouver un point fixe de Fy. Utilisons pour cela le théorème du point fixe de
Picard. On a

dFy(x) = Id− df̄(x) =⇒ ‖dFy(x)‖ = ‖Id− df̄(x)‖,
or en x = x0, df̄(x0) = Id, et par continuité de df̄ , pour ε assez petit,

x ∈ Bf (x0, ε) =⇒ ‖Id− df̄(x)‖ ≤ 1
2 =⇒ ‖dFy‖ ≤

1
2(∀y).

Démontrons la stabilité de Fy :

‖Fy(x)− x0‖ = ‖x− f̄(x)− x0 + y‖
= ‖x− f̄(x)− (x0 − f̄(x0)) + y − f̄(x0)‖
≤ sup

x∈Bf (x0,ε)
‖Id− df̄(x)‖︸ ︷︷ ︸
≤ 1

2

‖x− x0‖︸ ︷︷ ︸
≤ε

+‖y − f̄(x0)‖

≤ ε si ‖y − y0‖ ≤
ε

2 .
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Ainsi pour tout y ∈ Bf (y0, ε/2) on est dans les hypothèses du théorème du point fixe de
Picard :
(i) Fy : Bf (x0, ε)→ Bf (x0, ε),
(ii) Fy est 1

2 -contractante.
Par conséquent, il existe un unique x ∈ Bf (x0, ε) tel que Fy(x) = x, i.e. y = f(x).

On le note g(y). De plus, remarquons que si y ∈ B(x0, ε/2) et x ∈ Bf (x0, ε) alors
Fy(x) ∈ B(x0, ε) donc g(y) = Fy(g(y)) ∈ B(x0, ε). Par conséquent, f réalise une bijection
de U = f−1(B(y0, ε/2))∩B(x0, ε) dans V = B(y0, ε/2). Quitte à réduire ε préalablement,
on peut supposser que df(x) est inversible sur B(x0, ε) car df est continue et l’ensemble
des applications linéaires inversibles est un ouvert de L(Rn). Donc f est une bijection
de classe Ck dont la différentielle est inversible : c’est un Ck-difféomorphisme.

Corollaire 5.12 (Théorème d’inversion globale). Soit f : Ω → Rd de classe Ck sur Ω
ouvert de Rd. On suppose que df(x) est inversible pour tout x ∈ Ω et que f est injective
sur Ω. Alors f(U) est un ouvert et f est un Ck-difféomorphisme de Ω sur son image.

Théorème 5.13 (Théorème des fonctions implicites). Soit F : Ω ⊆ Rn × Rd → Rd,
(x, y) 7→ F (x, y) de classe Ck sur un ouvert Ω 3 (x0, y0). On suppose que dyF (x0, y0) est
inversible. Alors il existe des voisinages ouverts U et V de x0 et y0 respectivement, et
une fonction f : U → V de classe Ck tels que{

x ∈ u, y ∈ V
F (x, y) = `0

⇐⇒
{
x ∈ U
y = f(x)

,

où `0 := F (x0, y0).

Démonstration. L’idée est d’utiliser le théorème d’inversion locale, par lequel on veut
pouvoir récupérer y à partir de x et de la valeur F (x, y). On pose alors

f(x, y) := (x, F (x, y)).

On calcule sa différentieelle, par blocs :

df(x, y) =
(

Id 0
dxF (x, y) dyF (x, y)

)
.

Ainsi det df(x, y) = det(Id) × det dyF (x, y) = 1 × (6= 0) 6= 0 par hypothèse, et df est
donc inversible en (x0, y0). D’après le théorème d’inversion locale, il existe Ũ 3 (x0, y0),
Ṽ 3 (x0, `0) ouvers de Rn × Rd tels que f soit un Ck-difféomorphisme de Ũ sur Ṽ , dont
on note (Id, G) la fonction réciproque f−1. On a donc{

(x, y) ∈ Ũ , (x, `) ∈ Ṽ
`0 = F (x, y)

⇐⇒
{

(x, y) ∈ Ũ , (x, `0) ∈ Ṽ
y = G(x, `0) =: g(x).

(5.1)

Notons que

{(x, y) ∈ Ũ : (x, `0) ∈ Ṽ } = Ũ ∩ ((x 7→ (x, `0))−1(Ṽ )× Rd) =: Ω
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de sorte que Ω est un ouvert contenant (x0, y0). Il contient forcément un pavé B(x0, ε)×
B(y0, ε) et en posant V = B(y0, ε), U = B(x0, ε) ∩ g−1(Bε(y0)), (5.1) donne{

(x, y) ∈ U × V
F (x, y) = `0

⇐⇒
{

(x, y) ∈ U × V
y = g(x)

⇐⇒
{
x ∈ U
y = g(x)

.

— Définition de la différentielle et différentielle seconde. Formule de Taylor. Dans Rd
(ou l’espace euclidien), notion de gradient, application hessienne. Sur Rd, matrices
jacobiennes et hessiennes. Dérivées et différentielles partielles.

— Application de classe Ck. Critère pour être C1. Notion de Ck-difféomorphisme,
critère.
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