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Analyse de données

Preuve des résultats du cours sur l’AFC

1 Égalité des inerties du nuage des profils lignes et du nuage
des profils colonnes

La divergence du χ2 entre deux vecteurs T = (T1, ..., Tp) et O = (O1, ..., Op) s’écrit

dχ2(O, T ) =

p∑
i=1

(Ti −Oi)2

Ti
,

si Ti 6= 0 pour tout i (+∞ sinon).
Remarque.Après re-numérotation, les deux vecteurs T = (nfi·f·j)1≤i≤I,1≤j≤J etO = (xij)1≤i≤I,1≤j≤J

peuvent désigner les effectifs théoriques et observés d’un tableau de contingence de taille I × J
(et donc ici p = IJ). Dans ce cas-là, nous retrouvons bien la statistique du χ2 du tableau :

dχ2(O, T ) =

p∑
i=1

(Ti −Oi)2

Ti
=

I∑
i=1

J∑
j=1

(nfi·f·j − xij)2

nfi·f·j
= χ2.

Proposition 1. Nous notons, pour i = 1, ..., I, pri = (fi1/fi·, ..., fiJ/fi·) le profil de la ligne i
et, pour j = 1, ..., J , prj = (f1j/f·j , ..., fIj/f·j) le profil de la colonne j. Soient

II =
I∑
i=1

fi·dχ2(pri, GI) et IJ =

J∑
j=1

f·jdχ2(prj , GJ),

les inerties des nuages de points NI et NJ pour la distance du χ2 en attribuant à la ligne i le
poids fi· et à la colonne j le poids f·j. Nous avons

II = IJ =
χ2

n
.

Démonstration. Nous avons

dχ2(pri, GI) =

J∑
j=1

(f·j − fij
fi·

)2

f·j
=

J∑
j=1

(fi·f·j − fij)2

f2i·f·j
=

J∑
j=1

(nfi·f·j − nfij)2

n2f2i·f·j

=
1

n

1

fi·

J∑
j=1

(nfi·f·j − xij)2

nfi·f·j
.

D’où,

II =
I∑
i=1

fi·
1

n

1

fi·

J∑
j=1

(nfi·f·j − xij)2

nfi·f·j
=

1

n

I∑
i=1

J∑
j=1

(nfi·f·j − xij)2

nfi·f·j
=
χ2

n
.

La démonstration de IJ = χ2/n se fait exactement de la même manière, en intervertissant les
rôles de i et j.
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Figure 1 – Illustration du cas extrême λk = 1. À gauche : représentation des projections des
profils, à droite : aspect du tableau croisé

2 Propriété barycentrique et valeurs propres
Dans cette section, nous admettons la propriété barycentrique vue en cours (avec les notations

du cours) :

ski =
1√
λk

J∑
j=1

fij
fi·
tkj et tkj =

1√
λk

I∑
i=1

fij
f·j
ski pour tous

i = 1, ..., I,
j = 1, ..., J
k = 1, ...,min{I − 1, J − 1}.

(1)

Proposition 2. L’équation (1) implique que
1. λk ≤ 1 pour tout k = 1, ...,min{I − 1, J − 1}.
2. Si λk = 1, alors il existe q ≥ 2, I1, ..., Iq une partition de {1, ..., I} (c’est-à-dire que

Ij ∩ I` = ∅ si j 6= ` et I1 ∪ ... ∪ Iq = {1, ..., I}) et J1, ..., Jq une partition de {1, ..., J} tels
que, pour tout ` = 1, ..., q :
(a) pour tous i1, i2 ∈ I`, ski1 = ski2 , j1, j2 ∈ J`, t

k
j1

= tkj2 ,

(b) pour tous i ∈ I`, j ∈ J`, ski = tkj ,
(c) pour tout i ∈ I`, j ∈ J`′ , fij = 0 si `′ 6= `.

Le point 2. de la proposition ci-dessous correspond au cas extrême où certaines modalités de
V1 s’allient exclusivement avec certaines modalités de V2, c’est-à-dire que les individus qui ont
la modalité i avec i ∈ I` ont nécessairement pour V2 une modalité j faisant partie de J`. Si V1
et V2 correspondent à des réponses dans un questionnaire, cela veut dire que tous les individus
qui ont une réponse à la première question dans I1 par exemple, ne donnent jamais de réponse
qui ne soit pas dans J1. Ce cas extrême, représenté dans la figure 1, arrive très rarement , mais
plus la valeur propre d’un axe de l’AFC est proche de 1, plus on est proche d’un cas de liaison
exclusive entre groupes de modalités.

Démonstration. 1. Supposons par l’absurde qu’il existe k ∈ {1, ...,min{I − 1, J − 1}} pour
lequel λk > 1. Cela implique que 1/

√
λk < 1 et, pour tout i = 1, ..., I, j = 1, ..., J ,

ski <

J∑
j=1

fij
fi·
tkj ,
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d’où

max
i=1,...,I

{ski } < max
i=1,...,I


J∑
j=1

fij
fi·
tkj

 ≤ max
i=1,...,I


J∑
j=1

fij
fi·

max
j=1,...,J

{tkj }


≤ max

j=1,...,J
{tkj } max

i=1,...,I


J∑
j=1

fij
fi·︸ ︷︷ ︸

=1

 ,

et
max
i=1,...,I

{ski } < max
j=1,...,J

{tkj }.

Hors, λk > 1 implique aussi que

tkj <

I∑
i=1

fij
f·j
ski ,

et, par le même raisonnement :

max
j=1,...,J

{tkj } < max
i=1,...,I

{ski },

ce qui est absurde.
2. Quitte à changer l’ordre des lignes et des colonnes dans le tableau, nous pouvons supposer

que
sk1 ≥ sk2 ≥ ... ≥ skI et tk1 ≥ tk2 ≥ ... ≥ tkJ .

Nous notons I1 = {i, ski = sk1}, I2 = {i, ski = skmax{I1}+1},... et J1 = {j, tkj = tk1}, J2 =

{j, skj = skmax{J1}+1},..., ce qui nous donne bien une partition I1, ..., Iq de {1, ..., I} et une
partition J1, ..., Jq de {1, ...J} vérifiant le point (a). Notons que nécessairement, nous avons
au moins 2 groupes (i.e. q ≥ 2). Supposons par l’absurde que ce ne soit pas le cas, alors
toutes les coordonnées des profils colonnes et des profils lignes sont égales (donc égales
à leur barycentre), ce qui implique que l’inertie projetée sur l’axe est nulle (ce qui est
contradictoire avec λk = 1). Montrons maintenant par récurrence ` = 1, ...q, la propriété
(b) et
(c′) pour tout `′ 6= `, pour tout i ∈ I`, j ∈ J`′ , fij = 0,
(c′′) pour tout `′ 6= `, pour tout i ∈ I`′ , j ∈ J`, fij = 0,
qui implique (c).
Cas ` = 1 La propriété barycentrique (1) implique dans le cas λk = 1 que

sk1 =

J∑
j=1

f1j
f1·

tkj ≥
J∑
j=1

f1j
f1·

tk1 = tk1

et

tk1 =

I∑
i=1

fi1
f·1

ski ≥
I∑
i=1

fi1
f·1

sk1 = sk1 ,
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cela implique (b) pour ` = 1 et également, par définition de J1,

tk1 =

J∑
j=1

f1j
f1·

tkj =
∑
j∈J1

f1j
f1·

tkj +
∑
j /∈J1

f1j
f1·

tkj =
∑
j∈J1

f1j
f1·

tk1 +
∑
j /∈J1

f1j
f1·

tkj .

Supposons qu’il existe j /∈ J1 tel que f1j 6= 0 alors on aurait

tk1 <
∑
j∈J1

f1j
f1·

tk1 +
∑
j /∈J1

f1j
f1·

tk1 ≤ tk1

qui est absurde. Nous avons donc montré le point (c′). Pour (c′′), le raisonnement est
similaire à partir de

sk1 =

I∑
i=1

fi1
f·1

ski .

Cas ` ≥ 2 Supposons (b), (c′) et (c′′) vraies pour tout `′ = 1, ..., `−1, alors, nous pouvons
réécrire l’équation (1) pour i ∈ I` et j ∈ J` de la façon suivante :

ski =
J∑

j=max{J`−1}

fij
fi·
tkj et tkj =

I∑
i=max{I`−1}

fij
f·j
ski ,

car fij = 0 si i ∈ I` et j ∈ J1 ∪ ... ∪ J`−1 (par (c′)) ou si j ∈ J` et i ∈ I1 ∪ ... ∪ I`−1
(par (c′′)).
Le même raisonnement que pour le cas ` = 1 nous donne donc ski = tkj et fij = 0 si
i ∈ I` et j /∈ J` ou si i /∈ I` et j ∈ J` ce qui termine la preuve.
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