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Partie I :

Schémas conservatifs pour la formulation
co-rotationnelle.

En collaboration avec B. Wohlmuth et A. Weiss.
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Cadre

Équation d’évolution d’un solide élastique :∫
Ω
ρϕ̈ · η+

∫
Ω

∂

∂F W (E(d)) : ε(η) =
∫

Ω
f · η+

∫
∂Ω

g · η =: Fext(η)

avec :
η ∈ [H1(Ω)]2,

F := ∇d,

W (E(d)) := λ
2 tr
(

E(d)
)2

+ µtr
(

E(d)2
)

,

E(d) := 1
2 (∇d +t ∇d +t ∇d · ∇d).
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Cadre

Équation d’évolution d’un solide élastique :∫
Ω
ρϕ̈ · η+

∫
Ω

∂

∂F W (E(d)) : ε(η) =
∫

Ω
f · η+

∫
∂Ω

g · η =: Fext(η)

avec :
η ∈ [H1(Ω)]2,
F := ∇d,

W (E(d)) := λ
2 tr
(
E(d)

)2
+ µtr

(
E(d)2

)
- énergie emmagasinée

(modèle de St-Venant/Kirchhoff),

E(d) := 1
2 (∇d +t ∇d +t ∇d · ∇d).
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Cadre

Équation d’évolution d’un solide élastique :∫
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Cadre

Équation d’évolution d’un solide élastique :∫
Ω
ρϕ̈ · η+

∫
Ω

∂

∂F W (E(d)) : ε(η) =
∫

Ω
f · η+

∫
∂Ω

g · η =: Fext(η)

avec :
η ∈ [H1(Ω)]2,
F := ∇d,

W (E(d)) := λ
2 tr
(

E(d)
)2

+ µtr
(

E(d)2
)

,

E(d) := 1
2 (∇d +t ∇d +t ∇d · ∇d).

Accélérer la résolution = Linéariser par rapport à d ?
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Cadre

∫
Ω
ρϕ̈ · η+

∫
Ω

∂

∂F W (E(d)) : ε(η) =
∫

Ω
f · η+

∫
∂Ω

g · η =: Fext(η)

ϕ(x, t) = x + d(x, t)

⇓

ϕ(x, t) = T (t) +Rθ(t)(x + u(x, t)).

variables T et θ : mouvement solide,
variable u : déformation élastique résiduelle.
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Cadre

∫
Ω
ρϕ̈ · η+

∫
Ω

∂

∂F W (E(d)) : ε(η) =
∫

Ω
f · η+

∫
∂Ω

g · η =: Fext(η)

ϕ(x, t) = x + d(x, t)

⇓

ϕ(x, t) = T (t) +Rθ(t)(x + u(x, t)).

Intérêt :
E(d) = E(u),

et on peut linéariser par rapport à u !
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Cadre

Plusieurs triplets (T , θ, u) possibles... On choisit :∫
Ω

u2 → min .

Conditions d’optimalité :

u ∈ X =

{∫
Ω

u = 0,
∫

Ω
u ·Πx = 0

}
.

⇒ Existence et unicité de la solution.

Grandmont, Maday, Metier, J. Elasticity 87, 1, 29-72, 2007.
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Cadre

Équation d’évolution d’un solide élastique :∫
Ω
ρϕ̈ · η+

∫
Ω

∂

∂F W (E(d)) : ε(η) =
∫

Ω
f · η+

∫
∂Ω

g · η =: Fext(η)

⇓
∫

Ω
ρ

(
..u + 2

.
θΠ

.u +
..
θΠ(x + u)−

.
θ
2
(x + u)

)
· v +

∫
Ω

Σ(u) : ε(v) = F̃ext
θ (v).
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Discrétisation

But du travail : trouver une discrétisation qui conserve l’énergie pour∫
Ω
ρ

(
..u + 2

.
θΠ

.u +
..
θΠ(x + u)−

.
θ
2
(x + u)

)
· v +

∫
Ω

Σ(u) : ε(v) = F̃ext
θ (v).
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Discrétisation

But du travail : trouver une discrétisation qui conserve l’énergie pour∫
Ω
ρ

(
..u + 2

.
θΠ

.u +
..
θΠ(x + u)−

.
θ
2
(x + u)

)
· v +

∫
Ω

Σ(u) : ε(v) = F̃ext
θ (v).

Recette :
Introduire une variable pivot = la vitesse relative.

s(t, x) =t R(θ(t))(ϕ̇(t, x)−T (t)) = u̇(t, x) + θ̇Π
(
x + u(t, x)

)
.

Utiliser un schéma de type point milieu à deux niveaux : pour u
et pour s.

.
(ab)n+1/2 =

.an+1/2bn+1/2 + an+1/2
.
bn+1/2

Mais où est l’équation sur θ ?!
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Discrétisation

∫
Ω
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Recette :
Introduire une variable pivot = la vitesse relative.

s(t, x) =t R(θ(t))(ϕ̇(t, x)−T (t)) = u̇(t, x) + θ̇Π
(
x + u(t, x)

)
.

Utiliser un schéma de type point milieu à deux niveaux : pour u
et pour s.

.
(ab)n+1/2 =

.an+1/2bn+1/2 + an+1/2
.
bn+1/2

Mais où est l’équation sur θ ?!

Julien Salomon Habilitation, 18 novembre 2010.



Discrétisation

∫
Ω
ρ
( .sn+1/2 +

.
θn+1/2Π(x + sn+1/2)

)
· v +

∫
Ω

Σ(un+1/2) : ε(v) = F̃ext
θn+1/2

(v).
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Discrétisation
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Ω
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Discrétisation

∫
Ω
ρ
( .sn+1/2 +

.
θn+1/2Π(x + sn+1/2)

)
· v +

∫
Ω

Σ(un+1/2) : ε(v) = F̃ext
θn+1/2

(v),

1
∆t

∫
Ω
ρ(sn+1.Π(x +un+1)− sn .Π(x +un)) = F̃ext

θn+1/2
·Π(x +un+1/2).

Recette :
Introduire une variable pivot = la vitesse relative.

s(t, x) =t R(θ(t))(ϕ̇(t, x)−T (t)) = u̇(t, x) + θ̇Π
(
x + u(t, x)

)
.

Utiliser un schéma de type point milieu à deux niveaux : pour u
et pour s.

.
(ab)n+1/2 =

.an+1/2bn+1/2 + an+1/2
.
bn+1/2

Mais où est l’équation sur θ ?! ⇒ Conservation du moment.
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Discrétisation

Finalement, avec :

En =
1
2M(Ṫn)

2 +
1
2

∫
Ω
ρs2n +

1
2

∫
Ω
σ(un) : ε(un),

Théorème:
Les suites définies par le schéma vérifient:

En+1 −En = ∆tF̃ext
θn+1/2

·ϕn+1/2.
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Discrétisation

Achtung !!! Il reste un problème : l’espace

X =

{∫
Ω

u = 0,
∫

Ω
u ·Πx = 0

}
n’est pas bien adapté aux éléments finis....
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Discrétisation

Achtung !!! Il reste un problème : l’espace

X =

{∫
Ω

u = 0,
∫

Ω
u ·Πx = 0

}
n’est pas bien adapté aux éléments finis....
⇒ On ajoute un multiplicateur de Lagrange α au moment de
discrétiser en espace:(

Aθn+1/2 M Πx
(M Πx)> 0

)(
un+1/2
αn+1/2

)
=

(
F̃ext
θn+1/2
0

)
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Discrétisation

Théorème: Etant donné Emax > 0, Fmax > 0 et ν > 0, supposons
qu’à l’étape n de l’algorithme En ≤ Emax, ‖fn+1/2‖ ≤ Fmax et

ν ≤
∫

Ω
ρx.(x + un+1/2),

alors il existe ∆t∗ dépendant de Emax, Fmax, ν tel que, étant donnés
Tn , Ṫn , un , sn , θn , F̃θn+1/2 , le schéma admet une solution
(Tn+1, θn+1, un+1).
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Quelques exemples

θ = 20

ρ

E=500
ν=0.2

=1.0

∆t = 0.001
Conditions
initiales :
u0 = 0, θ̇ = 20.

Corotationnel Nonlin. Lin.
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Quelques exemples

Avec contact :
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Quelques exemples

Avec contact et friction :
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Quelques exemples

Avec contact, friction et en 3D :.
θ0 = 5, v0 = (10,−10)>
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Partie II :

Trois algorithmes pour le transport optimal.
En collaboration avec G. Carlier, J. Delon, A. Sobolevskĭı.
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Les algorithmes

En dimension 1:
Coût convexe (condition de Monge) sur le cercle : algorithme par
coupure.
Coût concave : indicateurs d’appariements locaux.

En dimension d:
Un problème de transport sans cible.
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Les algorithmes

En dimension 1:
Coût convexe (condition de Monge) sur le cercle :
algorithme par coupure.

Théorème : La fonction

C[F0,F1](θ) =

∫ 1

0
c(F−1

0 (v), (Fθ
1 )
−1(v)) dv.

est convexe, et son minimum correspond au point de
césure donnant lieu transport optimal sur le cercle.

Coût concave : indicateurs d’appariements locaux.

En dimension d:
Un problème de transport sans cible.
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Les algorithmes

En dimension 1:
Coût convexe (condition de Monge) sur le cercle : algorithme par
coupure.
Coût concave : indicateurs d’appariements locaux.

• • •× × × ≤ • • •× × ×

⇓
• • •× × ×

En dimension d:
Un problème de transport sans cible.
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Cadre

On considère le problème de transport sans état cible :

inf
v

E(v),

avec

E(v) :=
∫ 1

0

∫
Rd

1
2‖v(t, x)‖2ρ(t, x)dxdt +

∫
Rd

V (x)ρ(1, x)dx

et sous la contrainte (Equation de Fokker-Planck)

∂tρ− ε2∆ρ+ div(ρv) = 0 sur (0, 1)×Rd , ρ(0, .) = ρ0.

Pas d’état cible, mais un potentiel à minimiser.
Prise en compte de la diffusion.
Seule variable v, pas de convexité explicite.
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Discrétisation : fonctionnelle E∆t,∆x(v)

Dicrétisation de la fonctionnelle.

E∆t,∆x(v) := ∆t.∆x
N−1∑
i=0

M−1∑
j=1

1
2qj(vi)ρi

j + ∆x
M−1∑
j=1

Vjρ
N
j

Sous forme compacte:

E∆t,∆x(v) := ∆t
N−1∑
i=0

1
2 〈ρ

i , q(vi)〉+ 〈ρN , V 〉

avec :

qj(vi) =
(vi

j−1/2)
2 + (vi

j+1/2)
2

2 .
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Discrétisation : équation de Fokker-Planck

Problème : pendant l’optimisation, la positivité de ρ doit être
garantie !
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Discrétisation : équation de Fokker-Planck

Problème : pendant l’optimisation, la positivité de ρ doit être
garantie !
⇒ "up-winding" pour la partie hyperbolique de la dynamique.

∂tρ = ε2∆ρ− div(ρv)

⇓

ρi+1
j − ρi

j
∆t = ε2

1
∆x2 (ρ

i
j+1 − 2ρi

j + ρi
j−1)

− 1
∆x (ρ

i
j+1/2vi

j+1/2 − ρ
i
j−1/2vi

j−1/2),

avec

ρi
j+1/2 =

{
ρi

j+1 si vi
j+1/2 < 0

ρi
j si vi

j+1/2 ≥ 0.
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Discrétisation : équation de Fokker-Planck

Problème : pendant l’optimisation, la positivité de ρ doit être
garantie !
⇒ "up-winding" pour la partie hyperbolique de la dynamique.

∂tρ = ε2∆ρ− div(ρv)

⇓

ρi+1 =
(
A + B(vi)

)
ρi ,

sous forme compacte.
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Optimisation

Pour optimiser, on construit un schéma monotone. On a:

E∆t,∆x(v′)−E∆t,∆x(v) = ∆t.∆x
N−1∑
i=0

M−2∑
j=1

∆i
j(v′, v),

où :

∆i
j(v′, v) =

ρ′ij + ρ′ij+1
2 ·

(v′ij+1/2)
2 − (vi

j+1/2)
2

2

+
ρ′ij+1/2v′ij+1/2 − ρ̃′

i
j+1/2vi

j+1/2
∆x ·

φi+1
j+1 − φ

i+1
j

∆x ,

avec φ l’adjoint discret :

φN = V ,

φi =
(
A∗ + B∗(vi)

)
φi+1 +

∆t
2 q(vi).
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Quelques exemples

Avec deux puits.
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Quelques exemples

Avec obstacles.
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Merci !
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