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Travaux

@ Optimisation
e Controle optimal
e Transport optimal
@ Analyse numérique

e Parallélisation en temps
e Formulation co-rotationnelle
o Accélération par pré-calcul
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e Partie I :

Schémas conservatifs pour la formulation
co-rotationnelle.
En collaboration avec B. Wohlmuth et A. Weiss.
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Equation d’évolution d’un solide élastique :

/ngb-n—f—/ﬂaiFW(E(d)):6(7])=/Qf'77+/609'n=5Fm(77)

avec :
® ne[H (O
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Cadre

Equation d’évolution d’un solide élastique :

0
/stb-n+ 55 W(E(d)) : e /f n+/8 g-n=:F"(n)
avec :

® ne[H (O
@ F:=Vd - gradient de la déformation,
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Cadre

Equation d’évolution d’un solide élastique :

/ngz-n+/na%W(E(d)):a(n):/nf-wr/mg-n:: Fe™(n)

avec :
@ ne[H (),
@ F:=vVd,

o W(E(d)) := %tr(E(d))2 + ptr (E(d)?) - énergie emmagasinée
(modele de St-Venant/Kirchhoff),
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Cadre

Equation d’évolution d’un solide élastique :

/pso n+/ ;;W(E(d)):8(77)=/0f-n+/mg~n== F(n)

avec :
° neH'(Q),
@ F:=Vd,

@ W(E(d)) ==

(@)’ s ().
o E(d):= %( Vd+!Vd+!'Vd-Vd) - tenseur des contraintes.
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Cadre

Equation d’évolution d’un solide élastique :

Lopen+ [ owwy:con=[ 1+ [ gn=ri

avec :
® ne[H'(Q)?
@ F:=Vd,

0 W(E(d)) = gtr(E(d))2 +ptr (B(d)?),
@ E(d):=Li(Vd+'Vd+'Vd-Vad).

Accélérer la résolution = Linéariser par rapport a d 7

Julien Salomon Habilitation, 18 novembre 2010.



Cadre
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Cadre

/ngzs-m/ﬂa‘;W(E(d)):s(n)—/Qf-n+/mg-n—: Fe(n)

o(z,t) =z + d(z,t)

4

p(z,t) = T(t) + Rypy(z + u(w, t)).

e variables T et () : mouvement solide,

e variable v : déformation élastique résiduelle.
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Cadre

/ngb.nJr/QaiFW(E(d)):s(n):/Qf-n+/mg~n=:F”t(n)

o(z,t) =z + d(z,t)
J

e, t) = T(t) + Ry (@ + u(z, 1)).

Intérét :
E(d) = E(u),

et on peut linéariser par rapport a u !
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Cadre

Plusieurs triplets (7,6, u) possibles... On choisit :

/ u? — min.
Q
Conditions d’optimalité :

uEX:{/u:O, u~1_[x:0}.
Q Q

= Existence et unicité de la solution.

Grandmont, Maday, Metier, J. Elasticity 87, 1, 29-72, 2007.
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Cadre

Equation d’évolution d’un solide élastique :

/ngé-n—f—/ﬂaaFW(E(d)):s(n)Z/Qf'ﬁ‘f'/an'??::Fezt(??)
Y

/Qp<a+2ém+én(x+u)92(z+u)) ~v+/02(u)  e(v) = Fet(v).
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But du travail : trouver une discrétisation qui conserve 1’énergie pour

/Op (d—|—29Hu—|—éH(x+ u) — 92(24— u)) -v—|—/02(u) ce(v) = Ff™(v).
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Discrétisation

But du travail : trouver une discrétisation qui conserve 1’énergie pour
. .. ) -~
/ p (%), + 20ITu + 0TL(z + u) — 0 (z + u)) -v—f—/ 2(u) : e(v) = FF%(v).
Q Q

Recette :

@ Introduire une variable pivot = la vitesse relative.

s(t,z) =" R(0(1))(@(t,2) — T(t)) = (t, =) + 0IL(z + u(t,z)).
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Discrétisation

/Qp (ﬁs—l—él_[(x—i- 5)) -v+/ S(u) :e(v) = FF*(v).

Q

Recette :

@ Introduire une variable pivot = la vitesse relative.

s(t,z) =" R(0(1))(@(t,2) — T(t)) = (t, z) + OIL(z + u(t,z)).
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Discrétisation

/Qp ([s—i— X1 (z + 5)) -v+/ S(u) :e(v) = FF*(v).

Q

Recette :

@ Introduire une variable pivot = la vitesse relative.
s(t,z) =" R(O())(@(t,x) — T(t)) = u(t,z) + O (2 + u(t, z)).

o Utiliser un schéma de type point milieu & deux niveaux : pour u
et pour s.

(ab)n+1/2 = Apy1/20n41/2 + Ang1/20n41/2
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Discrétisation

/ P (Snﬂ/z + O 12Tz + 5n+1/2)) ‘U+/ Z(upt1/2) 1 e(v) = ﬁfﬁw(v)-
0 O

Recette :

o Introduire une variable pivot = la vitesse relative.
s(t,z) =" R(0(1))(@(t,z) — T(t)) = (t, =) + OIL(z + u(t, z)).

o Utiliser un schéma de type point milieu & deux niveaux : pour u
et pour s.

(ab), 112 = ang1/20n11/2 + ny1/2bni1/2
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Discrétisation

/ P (Snﬂ/z + O 12Tz + 5n+1/2)) ‘U+/ Z(upt1/2) 1 e(v) = ﬁfﬁw(v)-
0 O

Recette :

o Introduire une variable pivot = la vitesse relative.
s(t,z) =" R(0(1))(@(t,z) — T(t)) = (t, =) + OIL(z + u(t, z)).

o Utiliser un schéma de type point milieu & deux niveaux : pour u
et pour s.

(ab), 112 = ang1/20n11/2 + ny1/2bni1/2

o Mais ou est ’équation sur ¢ 7!
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Discrétisation

/ P (Snﬂ/z + Oy 2Tz + 5n+1/2)) 'U+/ Z(unt1/2) re(v) = ﬁfﬁw(v)v
o 0

1 ~
At q P(snt1 11z + upgr) — sn I1(z 4+ un)) = F(f:il/z TNz + g1 /2)-
Recette :

@ Introduire une variable pivot = la vitesse relative.
s(t,z) =" R(0(1))(@(t,2) — T(t)) = (t,z) + OIL(z + u(t, z)).
o Utiliser un schéma de type point milieu & deux niveaux : pour u
et pour s.
(@), 112 = ant1/20n11/2 + ni1/2bn11/2

e Mais ou est I’équation sur ¢ ?! = Conservation du moment.
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Discrétisation

Finalement, avec :

1 . 1 1
En = 5./\/{(Tn)2 + 5/ ps2 + 5/ o(up) :e(up),
Q Q

Théoréme:
Les suites définies par le schéma vérifient:

Ent1—En = AtF;:frl/z “Pnt1/2:
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Achtung !!! Tl reste un probléme : ’espace

X:{/Qu:o, /Qu-nxzo}

n’est pas bien adapté aux éléments finis....
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Discrétisation

Achtung !!! II reste un probléme : I'espace

X:{/Qu:0, /Qu.nxzo}

n’est pas bien adapté aux éléments finis....
= On ajoute un multiplicateur de Lagrange o au moment de
discrétiser en espace:

<A9n+1/2 MHI) <un+1/2> _ F;ﬁlm
(MTIz)T 0 Qnt1/2 0
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Discrétisation

Théoréme: Etant donné Eax > 0, Fiuax > 0 et v > 0, supposons
qu'a I'étape n de l'algorithme &, < Emax, ||fnr1/2]] < Fmax €t

o< [ pote e

alors il existe At* dépendant de Emax, Fmax, V tel que, étant donnés
Th, Ty tin, Sp,On, Fp le schéma admet une solution

(Tntt,0nt1, tny1).

n+1/2?
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Quelques exemples

e At=0.001

o Conditions

initiales :

ug = 0,0 = 20.

corotational linear
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Quelques exemples

Avec contact :

Julien Salomon
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Quelques exemples

Avec contact et friction :

Julien Salomon
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Quelques exemples

Avec contact, friction et en 3D :
90 = 5, v = (10,

—-10)"

coefficient 0.25 coefficient 0.5 coefficient 0.75
\ —angular speed —angular speed

4 4 —rotation angle 4 —rotation angle

2 2 2
—angular speed
—rotation angle o o

0 0.5 1 0 0.5 1 0 0.5 1
time time time

translation of mass center

y-coordinate

4 2 8

0 2 4
x-coordinate
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e Partie II :

Trois algorithmes pour le transport optimal.

En collaboration avec G. Carlier, J. Delon, A. Sobolevskii.
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Les algorithmes

e En dimension 1:

o Colit convexe (condition de Monge) sur le cercle : algorithme par
coupure.
o Coflit concave : indicateurs d’appariements locaux.

e En dimension d:

e Un probleme de transport sans cible.
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Les algorithmes

e En dimension 1:

e Coiit convexe (condition de Monge) sur le cercle :
algorithme par coupure.

Théoréme : La fonction

1
Cli.r (0) = /0 o(Fy (), (F0) " () do.

est convexe, et son minimum correspond au point de
césure donnant lieu transport optimal sur le cercle.

e Coitt concave : indicateurs d’appariements locaux.
o En dimension d:

e Un probleme de transport sans cible.
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Les algorithmes

e En dimension 1:

o Cofit convexe (condition de Monge) sur le cercle : algorithme par
coupure.
e Coiit concave : indicateurs d’appariements locaux.

-Q S-mm
e

. & o

e En dimension d:

e Un probleme de transport sans cible.
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Cadre

On considere le probléme de transport sans état cible :

1r1)1fE(U),

avec

/ / o(t, z)||p(t, :c)dxdt—l—/IRd V(z)p(l,z)dx

et sous la contrainte (Equation de Fokker-Planck)

ip — e Ap + div(pv) = 0 sur (0,1) x R%, p(0,.) = po.
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Cadre

On considere le probléme de transport sans état cible :
inf £ (v),
avec
L
E(v) := / / “lw(t, 2)|)?p(t, z)dzdt +/ V(z)p(l,z)dx
0 Jre 2 R
et sous la contrainte (Equation de Fokker-Planck)

ip — e Ap + div(pv) = 0 sur (0,1) x R%, p(0,.) = po.

o Pas d’état cible, mais un potentiel a minimiser.
@ Prise en compte de la diffusion.

@ Seule variable v, pas de convexité explicite.
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Discrétisation : fonctionnelle Ex; . (v)

Dicrétisation de la fonctionnelle.

—1M-1, M-1
EAt’Ax(’U) = AtAiU Z 5 Z)p] + Az Z I/]p]
i=0 j=1 j=1
Sous forme compacte:
ples y
E : Z N v
At Az ZZ:O 2 <p ) >

avec :

i 2 ; 2
o <”;>1/2> +(v;+1/2)
gj(v') = 5 :
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Discrétisation : équation de Fo_

Probléme : pendant 'optimisation, la positivité de p doit étre
garantie !
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Discrétisation : équation de Fokker-Planck

Probléeme : pendant I'optimisation, la positivité de p doit étre
garantie !
= "up-winding" pour la partie hyperbolique de la dynamique.

dip = e2Ap — div(pv)

+1_ i

e RS DN

“Ar T A2 5 (i1 — 205 + pi_1)
1

Az g Pi1/2tie1s2 = Pjm12v-1/2);
avec

P Pigr S Uiigyp <O
e Pi S Viyyp 20
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Discrétisation : équation de Fokker-Planck

Probléme : pendant l'optimisation, la positivité de p doit étre
garantie !
= "up-winding" pour la partie hyperbolique de la dynamique.

dip = e2Ap — div(pv)

4

p = (A+B(")p",

sous forme compacte.
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Optimisation

Pour optimiser, on construit un schéma monotone. On a:

Entag(V') —

Ent az(

N—1M-2

AtAxZ ZA v , )

=0 j=1

A+ _ (v 1/2)* = (v]1/5)°

Al v) =

2 10 =
+pjz+1/2”jz+1/2_p +1/2V5 41 /9 ¢]+1
Az Ax ’

2

2
¢1+1

avec ¢ 'adjoint discret :

¢N
d)i

v,

(A*+B*( ))¢1+1

Julien Salomon

At

— a(v).
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Avec deux puits.




Avec obstacles.




Merci !
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