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Introduction

Objectifs du cours

Le but principal de ce cours est de mieux comprendre les techniques, méthodes et outils mathématiques
utilisés dans ce qu’on appelle habituellement le traitement numérique du signal.
Ce faisant, il doit permettre de mieux comprendre les différents problémes scientifiques rencontrés et plus
généralement de familiariser le lecteur & un domaine qui occupe de nos jours une place importante dans la
plupart des objets techniques de la vie courante.
Mise a part le cours d’intégration de L1 et I’analyse de Fourier, peu de pré-requis sont nécessaires pour ’aborder.
Dans chaque chapitre, sauf quelques rares exceptions, on reste centré autour d’une étape de la transmission d’un
signal numérique. Pour autant, les outils qui y sont présentés ont souvent une portée qui dépasse le simple cadre
du traitement numérique du signal, si bien que le cours a aussi vocation & ouverture scientifique et culturelle.

Chaine de transmission numérique

Prenons ’exemple de la transmission d’une conversation téléphonique, et voyons quelles sont les différentes
procédures que subit le signal entre son émission et sa réception.

Conversion analogique-numérique

Lorsque l'on parle dans le microphone d’un téléphone, les vibrations acoustiques sont transformées en
une tension oscillante par l'intermédiaire d’'une membrane et d’un électro-aimant qui convertit ainsi le signal
mécanique en signal électrique. C’est & ce moment qu’intervient la conversion analogique-numérique, c’est-a-
dire le passage du continu au discret, de 'analogique au numérique, de R — R & Z — Z en quelque sorte. Le
continu -R- se trouve dans deux caractéristiques du signal électrique : le temps d’une part et les valeurs prises
par la tension. Pour obtenir un signal complétement numérique, la tension est donc discrétisée en temps et en
valeur. Concrétement, cela revient & prendre une série de photos instantanées des valeurs de la tension, puis de
projeter les valeurs obtenus sur une grille fixe. Dans le vocabulaire du traitement numérique du signal, ces deux
étapes sont respectivement appelées échantillonnage et quantification. IL’ensemble de ces deux étapes constitue
la conversion analogique-numérique, souvent notée C.A.N.

Codage et compression

Revenons a notre exemple de conversation téléphonique. Les normes suivies dans les télécommunications
sont fixées au niveau international par I'.U.T, I'union internationale de télécommunications, c’est-a-dire un
important (en taille et en influence) groupement d’ingénieurs et d’experts des télécommunication. Dans notre
exemple, le signal analogique (la tension issue de la conversion signal mécanique/ signal électrique) est échan-
tillonné & 8kHz et quantifié sur 8 bits. Cela signifie que 1’on reléve la valeur de la tension 8000 fois par seconde,
et que la valeur obtenue est remplacée par une valeur choisie sur une grille en comportant 256 = 2%. Si I'on
voulait transmettre telle quelle la liste de 0 et de 1 obtenue aprés ces deux étapes, il faudrait donc disposer
d’un canal de transmission de débit 64kBits par seconde.

Au début des années 50, on pensait que ce débit était trés peu compressible et qu’il fallait concevoir des dispo-
sitifs de transmission supportant de tels débits. A I'heure actuelle, on transmet correctement une conversation



téléphonique a I'aide d’un canal de débit de 4kBits par seconde. Comment a-t-on fait pour réduire autant (plus
de 10 fois!) le volume d’informations & transmettre? On a fait appel a des techniques de compression. [’en-
semble de ces méthodes, appelées codage source développées a partir des années 50, peut étre divisé en deux
grandes catégories : la compression avec et la compression sans perte. Un représentant célébre de la premiére
catégorie est le format mp3, et un représentant célébre de la seconde catégorie est le logiciel zip. Toujours dans
I’exemple de la conversation téléphonique, ces deux techniques sont utilisées pour obtenir le débit de 4kBits
par seconde. Ce débit prend en compte un autre traitement qu’a subi le signal & transmettre, le codage canal
qui, au contraire de la compression, ajoute des redondances pour permettre de corriger les erreurs éventuelles
qui vont intervenir lors de la transmission. Signalons que c’est également ce type de techniques qui permet de
lire correctement des CD ou des DVD rayés.

Modulation et transmission dans le canal

Le signal codé peut alors étre envoyé dans le canal de transmission qui peut étre selon le téléphone
utilisé, un cable en cuivre (cas courant du téléphone fixe), une fibre optique, 'atmosphére (cas du téléphone
portable), 'espace (cas des communications par satellite)... Le but est alors d’adapter les symboles numériques,
i.e. la séquence de 0 et de 1, au canal de transmission choisi. Concrétement, si I’on souhaite transmettre 1 bit
en At seconde, il s’agit de construire un signal analogique qui garde une caractéristique constante pendant At
seconde. Toute cette étape est généralement désignée sous le terme de modulation. Dans le canal, le signal codé
subit des altérations de nature trés variées, que le codage canal va pouvoir corriger.

Réception et décodage

A la réception en sortie de canal, interviennent séquentiellement les opérations inverses de celles présen-
tées ci-dessus. On effectue donc une démodulation, un décodage canal, un décodage source et finalement une
conversion numérique-analogique.

L’ensemble de cette chaine de transmission est reproduite dans la figure 1.

} I I I
:> Echantillonage |i> Quantification :> Codage source |i> Codage canal > Modulation

J

Canal
de
transmission

| | |
<:| Conversion numerique-analogique <:| Decodage source <:| Decodage canal <:| Demodulation

Chapitres 3& 5 7 Chapitre 3

F1G. 1 — La chaine de transmission du signal et chapitres correspondants



Plan du cours

Le plan du cours est basé sur les différentes étapes de la chaine de transmission qui vient d’étre décrite. Les
chapitres 1 et 2 portent sur les conditions d’échantillonage et les techniques de quantification. Des techniques
de codage source sans perte de codage canal sont présentées au chapitre 3. Les chapitres suivant permettent
d’introduire la compression avec perte. Celle-ci repose presque systématiquement sur la décomposition du si-
gnal. Dans le cadre de ce cours, cette décomposition s’effectue suivant les composantes de Fourier du signal &
transmettre. On commence donc par introduire la transformation de Fourier discréte ainsi qu'un algorithme
trés efficace permettant son calcul, la transformée de Fourier rapide, encore appelée FFT au chapitre 4. On
aborde ensuite la notion de filtre numérique, outil indispensable & la décomposition d’un signal numérique au
chapitre 5. La conception d’un filtre numérique est traitée au chapitre 6. Enfin, on présente le cadre général
ainsi que les conditions d’une compression avec perte efficace au chapitre 7.

On parlera indifféremment de fonction ou de signal.

Le signe := signifie que I’égalité indiquée constitue une définition.
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Chapitre 1

Formule de Shannon-Nyquist et
échantillonnage

Dans ce chapitre, nous établissons un théoréme qui permet, & partir de relevés discrets d’un signal, de le
reconstruire entiérement. Ceci se fait bien entendu au prix de quelques hypothéses de régularité sur le signal.
Avant d’énoncer et de démontrer le théoréme en question, nous faisons quelques rappels sur la théorie de la
Transformation de Fourier'.

1.1 Transformées de Fourier des fonctions L!

La transformée de Fourier désigne généralement une application qui agit sur des fonctions définies sur R",
avec n > 0. Pour autant, on peut définir les transformations dans des cadres beaucoup plus larges?. Nous
verrons dans la suite de nombreux exemples de généralisation. Nous commengons par les fonctions de L' (R).

1.1.1 Deéfinitions et notations

Introduisons tout d’abord quelques notations. On note :

V_ ) rm .
L : {f.R C,/}R|f|<+oo}

Pour ce qui nous concerne, nous désignerons par signal stable une fonction de L!.

Etant donnée une partie A de R, on note 14 sa fonction indicatrice, c’est-a-dire la fonction de R dans R qui
vaut 1 sur la partie A et 0 ailleurs.

Une fonction est dite @ support borné si elle est nulle en dehors d’'une partie bornée de R.

Venons-en & la définition qui nous intéresse.

Définition 1. Soit s € L'. La transformée de Fourier de s, notée 3 est définie sur R par la formule :

s(v) :z/Rs(t)e*%””tdt.

Voici quelques exemples, dont les calculs peuvent étre refaits a titre d’exercice et qui seront trés utiles pour
la suite.

1. Pour T' > 0, la transformée de Fourier d’une fonction fenétre, encore appelée signal rectangulaire, est
donnée par :
— ) sin(mvT)
rectr(t) := Wi_r/2,1/2)(t) — rectr(v) := Tsinc(mvT) = TiT.
e

! Joseph Fourier (21 mars 1768, Auxerre - 16 mai 1830, Paris) est un mathématicien et physicien francais, connu pour ses travaux
sur la décomposition de fonctions périodiques en séries trigonométriques convergentes appelées séries de Fourier.
2En fait, les opérations algébriques nécessaires a sa définition sont celles d’un groupe.

11



12 CHAPITRE 1. FORMULE DE SHANNON-NYQUIST ET ECHANTILLONNAGE

2. Transformées de Fourier de Gaussiennes :

et par changement de variable :

1.1.2 Convolution

Une loi de composition est généralement associée & la transformée de Fourier, ¢’est le produit de convolution®.

Définition 2. Soit a,b deux fonctions de L. On définit le produit de convolution ou convolée * de a et b par
la formule :

ax*b:= /Ra(t — u)b(u)du.

Cette définition a bien un sens, en effet, d’aprés le théoréme de Tonelli, on a :

[ [t = wlivcwpiaue = ([ 1a1) ([ 101).

/ alt - w)|b(u)ldu < +0o  pp.
R

et donc :

par conséquent ¢ — [, a(t — u)b(u)du est définie presque partout.
On vérifie aisément que cette loi de composition est commutative et associative. Le lien avec la transformée de
Fourier est donné par le lemme suivant.

Lemme 1. Soit a,b deux fonctions de L'. On a :

— ~
~

axb=nab.

Autrement dit, la transformée de Fourier change le produit de convolution en simple produit.

Démonstration. La fonction a % b étant intégrable, d’aprés le théoréme de Fubini nous avons :

// a(t—u)b(u)due”””tdt _ /b(u)/a(t_u)efﬁﬂ'u(tfu)dt 872i7rudu
RJR R R

= ab.

1.1.3 Le lemme de Riemann-Lebesgue

Dans les démonstrations que nous verrons dans la suite, nous ferons souvent appel & des passages a la limite
sous le signe intégral. Nous aurons en particulier besoin du résultat suivant, généralement, appelé Lemme de
Riemann-Lebesgue.

Lemme 2. (Lemme de Riemann-Lebesque) La transformée de Fourier d’un signal stable vérifie :

lim [s(v)| =0.

|v|—+o0

Démonstration. On procéde en trois étapes.

3qui elle aussi peut étre généralisée a des cadres plus larges que celui des fonctions de L!(R).
4 Attention, ici le vocabulaire diverge entre physiciens et mathématiciens. En mathématiques, on parle de convolée de deux
fonctions, alors que les physiciens emploient le terme convoluée.
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1. Pour un signal rectangulaire, nous avons vu a la section 1.1.1 qu’il existe un K > 0 tel que :

N K
s(v) < —.
S0l < o

Le résultat est donc vrai dans ce cas.

2. Ce résultat s’étend aux combinaisons linéaires finies de signaux rectangulaires, c’est-a-dire aux fonctions
étagées.

3. Soit maintenant un signal stable s et un réel v. Par densité des fonctions étagées dans L', nous savons
qu’il existe une suite de fonctions étagées (s, )nen vérifiant :

lim/|sn—s|:O.
" JR

5(v) =sn(v)] < /RIS(t) — sn(t)|dt.

Puisque d’apreés les étapes précédentes :

D’autre part, nous avons :

K,
EN G
v

nous obtenons :

=
S
IA

) + / 15(8) — sn(B)|dt

K.
m+/R|s(t)—sn(t)|dt,

qui peut étre rendu arbitrairement petit, sous réserve que |v| soit suffisamment grand.

1.1.4 La formule d’inversion

Les résultats précédents nous indiquent que la transformée de Fourier d’un signal stable tend vers 0. On
peut également montrer qu’elle est uniformément continue et bornée. Par contre, elle ne constitue pas un signal
stable. En effet, pour T" > 0, nous avons :

T . T . .2 T T
/ |sm(t)|dt > / sin®(t) gt — / ldt B / cos(2t).
Lt Lt Lt Y

T T . 2
/ cos(2t) + ldt _ / cos*(t) ar,
1 2t 1

T T T
/ |sm(t)|dt > / 1 _/ cos(2t) ar,

ce dernier terme intégral étant convergent, la transformée de Fourier des signaux rectangulaires n’est pas dans
L'. 11 faut donc le supposer, c’est-a-dire I’ajouter en hypothése pour obtenir le résultat suivant.

D’autre part :

et donc

Théoréme 1. (Formule d’inversion de la transformée de Fourier) Soit s un signal stable, tel que sa transformée
de Fourier s soit également stable. Alors, pour presque tout t :

s(t) = /Rg(l/)e%””tdu.

Démonstration. On procéde de nouveau en trois étapes.
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1. Par un calcul simple, sans probléme de convergence, on montre le résultat pour les fonctions f, , définies
par :

foz,a(t) = e_at2+at'

2. On considére ensuite la fonction h, définie par :

dont la transformée de Fourier est : Y s

E(V) _ 67271' o v

Etant donné un signal stable s, la formule d’inversion est vraie pour s x h,. En effet :
on a successivement :

sxhe(t) = /Rs(u)hg(t—u)du

2
/ () e S5
R oV 2w

R
de plus :
S ) = [ [ s(whela) o s (e didu
R JR av2’a?
o —2mivt
= /RS(U)hU(U)/]Rf%ﬂ7;_‘é(t)e dt du,
— donc :

—
)

(1/)/;; (V)e*™tdy = /

ce qui constitue la conclusion recherchée.

3. Enfin, nous avons :

lim EU(V) = lim 2™ ™" = 1.

o—0 o—0

lim §(V)E;(1/)e2””td1/:/?(V)e%m’tdl/.
o—0 Jp R

Il reste donc & montrer :
lim s x hy, =
o—0

dans L'. Pour ce faire, notons que :

Jtsste == [1 [ (st =) = st wtuja.

Donc, en posant ¢(u) = [; |s(t — u) — s(t)|dt, nous obtenons :

R
/|s*h —s|</¢ du—/¢ouh1 (u)du = .

On conclut, avec le raisonnement par densité suivant :
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1.2

Si s est & support compact et continue, alors par uniforme-continuité, pour toute suite u,, tendant vers
0
lim |s(t —up) —s(t)] =0.

n—-+o0o

Donc, puisque ¢ est intégrable, on obtient par convergence dominée :
lim I, = 0.

Si s est seulement supposé stable, alors il existe une suite de fonctions s, & support compact convergent
vers s dans L'. On obtient alors le résultat cherché par I’intermédiaire de cette approximation.

O

1

Séries de Fourier des signaux L,

On s’intéresse maintenant aux séries de Fourier. Celles-ci peuvent étre vues comme des transformées de
Fourier particuliéres : il s’agit en effet de transformées de Fourier de fonctions périodiques, qui par conséquent

ne sont pas L'. Dans la suite, L

1.2.1

1
loc

L}, = {s/VA compact CR, Na.s € L'}.

désigne I'espace des signaux localement stable, i.e. :

Définitions, coefficients de Fourier

On rappelle le cadre fonctionnel considéré.

Définition 3. Soit T'> 0. Un signal s est dit T-périodique si :

Un signal s T-périodique est dit de plus localement stable si s € L

VteR,s(t+T) = s(t).

1
loc*

Et dans le cas des fonctions périodiques, la transformée de Fourier est définie sur un ensemble discret, c’est
la suite des coefficients de Fourier.

Définition 4. La transformée de Fourier (5,), ., d’un signal localement stable T-périodique s est définie par
la formule :

Sp 1= l/Ts(t)e_%”';"’dt
=) .

Etant donné n € Z, 5, est appelé n-iéme coefficient de Fourier du signal s.

1.2.2 Convolution

Puisque le produit de convolution est une opération essentiellement algébrique, elle s’applique au cadre
précédemment défini. On peut méme convoler des fonctions périodiques et des fonctions L', comme I'explique
le résultat suivant.

Lemme 3. Soit s un signal localement stable T -périodique et h un signal stable. Alors la fonction g définie par
la formule :

g(t) == /}Rh(t —u)s(u)du

est T-périodique, définie presque partout et localement stable.
De plus son n-ieme coefficient de Fourier est donné par la formule :

G = Bz )30

Cette derniére formule est & mettre en relation avec le fait que la transformée de Fourier change un produit
de convolution en produit.
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Démonstration. Par changement de variable, on a :

T~
/Rh(t —u)s(u)du = /0 hr(t — u)s(u)du,

ot Uon a noté hy(u) = > nez h(u+nT). Comme :

T
/ |hr(u)|du < / |h(w)|du < oo,
0 R
ona [, |ET(t —u)||s(u)|du < 400 presque partout, et g est définie presque partout. De plus :

g(t+T):/Rh(t+T—u)s(u)du:/Rh(t—u)s(u)du,

et donc g est T-périodique. On vérifie aisément que g est localement stable. Enfin :

1 T 0
G = = t)e?mTtdt
g T/o g(t)e

1 T T~ g
= —/ / hr(t — u)s(u)e* ™ Ttdudt
T Jo Jo

]. T T g g} g

- hr(t — 27 2 (t—u) 7217r7ud dt
T/o /0 O
ﬁ(—;)gn.

O

La formule que nous venons d’obtenir sur les coefficients peut sembler sophistiquée, mais elle nous sera utile
par la suite.

1.2.3 Le Noyau de Poisson et son application a la formule d’inversion

Dans cette section nous établissons la formule de Poisson, qui est une des briques élémentaires de la preuve
du Théoréme de Shannon®-Nyquist® qui constitue notre but ultime pour cette partie.
Noyau de Poisson

On introduit tout d’abord le noyau de Poisson et quelques-unes de ses propriétés.

Définition 5. Etant donné un réel v appartenant a ]—1,1[ et T > 0, on appelle noyau de Poisson la fonction
définie sur R et a valeur dans C définie par la formule :

Pr(t) = E 7,,\n|62i71’%t.
ne”Z
Certaines propriétés de ce noyau sont indiquées dans la proposition suivante.
Proposition 1. La fonction P, vérifie :
— n| 2im &t n|—2im &t _ 1—r?
1. Pr(t)—znez’rl ‘e T +ZnEZT‘ |e TV - ] =/ —=—"

‘177’62“‘-% |2 '

5Claude Elwood Shannon (30 avril 1916 Gaylord, Michigan - 24 février 2001) est un ingénieur électricien et mathématicien
américain. Tl est I’'un des péres, si ce n’est le pére fondateur, de la théorie de 'information.

6Harry Nyquist (7 février 1889 Nilsby, Suéde- 4 avril 1976, Harlingen, Texas) a été un important contributeur a la théorie de
I’information et a Pautomatique. Ses travaux théoriques sur la détermination de la bande passante nécessaire a la transmission
d’information, publiés dans I'article "Certain factors affecting telegraph speed" posent les bases des recherches de Claude Shannon.
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2. Pour tout réel t, on a :

T
3. % fj% P.(t)dt = 1.
4. Pour toute >0, on a :

1 / 1—7r2
— P.(t)dt < __ 0.
T Ji_rjom)2)—[-ce] 1 —re™ T2 r—1
Les propriétés 2, 3, 4 correspondent a ce que ’on appelle une identité approchée. On a déja rencontré cette
notion, sans le signaler, avec la fonction h, de la preuve du théoréme 1. Les identités approchées permettent
de régulariser les fonctions par convolution et d’utiliser ensuite des formules du type :

1 (T
i 7+ [ e(OP (0 = 2(0), (1.1)
r—17T 0

lorsque I'on souhaite revenir a la fonction initiale. C’est ce raisonnement que nous allons maintenant effectuer
avec le noyau de Poisson pour obtenir une formule d’inversion.

Théoréme 2. Soit s un signal T-périodique localement stable, tel que
> |8l < 4o
ne’

Alors, pour presque tout t € R,
s(t) =) 5,e® T
nez

Autrement dit, si )
connus.

nez |3n| < 400, la fonction s est connue dés lors que ses coefficients de Fourier sont

Remarque 1. Si on suppose en outre que s est continue, alors la formule d’inversion devient vraie pour tout
teR.

Démonstration. On commence par appliquer le résultat du Lemme 3 :

. oy 1 [T
Z SarIMleimdt — — / s(u) P (t — u)du,
0

T
neZ

puisque toutes les intégrales considérées sont convergentes. De plus :

) T 1 T B
hm/o |T/o s(u) Po(t — u)du — s(t)]dt = 0,

r—1

d’apres (1.1) et le théoréme de convergence dominée. Par conséquent la suite de fonctions ¢,.(t) := >, ., Spr-Inle2im it
(indexée par r) converge dans L}, vers s. D’autre part, puisque >, ., |$,| < +00, la fonction ¢, (t) tend vers
Y nez $,€%™#t ponctuellement. On utilise alors le résultat du cours d’intégration suivant :

"Si une suite de fonction f, converge vers f dans LP et vers g presque partout, alors f = g presque par-
tout”

pour conclure que pour presque tout t € R :

s(t) =) 8™ r

neEZ

Au passage, on en déduit le résultat suivant.

Corollaire 1. 2 signaux T -périodiques stable ayant les mémes coefficients de Fourier sont égaux presque partout.
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Formule de Poisson faible
La formule que nous allons établir est une version faible du résultat suivant :

Pour tout s € L',
n
Ty s(nT) =) 5(=)-
nez ne”z

Théoréme 3. Soit s un signal stable et T > 0. La série ) _, s(t +nT) converge presque partout vers une
fonction ¢ T-périodique, localement intégrable et dont le n-iéme coefficient de Fourier est donné par la formule :
n
O = 3)

Ce théoréme établit donc un lien entre séries de Fourier et transformée de Fourier. Formellement, il nous
dit que ¢ est T-périodique et que sa série de Fourier formelle sy est :

$7(t) = o SR .
nez
Remarque 2. Si on arrive @ montrer ¢(0) = s¢(0), alors on aura la formule de Poisson.
Ce résultat faible nous suffira pour établir le théoréme de Shannon-Nyquist dans la section suivante.
Démonstration. Notons tout d’abord que ¢ est bien définie, puisque :

/ > |s(t +nT)|dt Z/ s(t +nT)|dt

nez ne”Z

(n+1)T
Z/ s(t)lat

ne”Z nT

- /B@W<+m, (1.2)
R
et que donc ), |s(t +nT)| < +oco presque partout.

On montre aisément que ¢ est T-périodique. La formule (1.2) montre en outre que ¢ est localement intégrable.
On peut donc calculer son coefficient de Fourier. On obtient :

~ 1 [T o,
Y
= —/ < t+nT)> e 2Tt
nez

1 T
- = t+nT) —2im % (t+nT) dt
r nEZ
T
— % S 72z7rT t)dt
1.,n
= 7o7)

Pour aller un peu plus loin vers la version forte, on peut énoncer le résultat suivant.
Proposition 2. Soit s un signal stable tel que ), [5(F)| < +oo. Alors :
1 oy —2irny
Zs(t—FnT):TZs(T)e T
ne’ nez

Ce résultat est en fait une simple application de la formule d’inversion obtenue au théoréme 2.
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1.3 Reconstruction des signaux périodiques

Dans cette derniére section nous allons répondre aux deux questions suivantes :

1. Etant donné un signal continu, quels critéres doivent-étre appliqués pour en extraire une suite discréte
représentative ?

2. Comment reconstruire un signal continu a partir d’un échantillon discret de valeurs ?

Les réponses a ces deux questions sont en partie données par le théoréme de Shannon-Nyquist, lui-méme obtenu
a partir de la formule de Poisson vue & la section précédente.

1.3.1 Le théoréme de Shannon-Nyquist
Avant d’énoncer le théoréme, on montre deux résultats préliminaires.

Lemme 4. Soit s, un signal stable et continu, de transformée de Fourier s stable et un réel B > 0. Supposons
que :

n
n . 1.
3 Is(5)] < 400 (13)
ne’
Alors :
Y 8w +2jB) = 1 3 s(o)e 2
, 2B 2B ’
JEZ neZ
pour presque tout v € R.
Démonstration. D’aprés la formule de Poisson faible, la fonction ¢(v) = 37, 3(v + 2jB) est localement

intégrable et son n-iéme coefficient de Fourier vaut :

- ny

1 .
On = E/Rg(u)e””ﬁdu.

Mais puisque s est stable, on peut appliquer la formule d’inversion du théoréme 1. Dans notre cas, celle-ci

s’écrit :
n

1 M _oinnw
— e TSy = s(—— ).
2B/RS(ZB)Q v=s(=35)
En combinant les deux formules, nous obtenons donc formellement :

1 Y
o) = 55 D s(g5)e 2.

neE”Z

Mais I’hypothése (1.3), permet 'utilisation du théoréme d’inversion 2 et donc justifie rigoureusement cette
derniére formule. O

Le lemme suivant donne un résultat technique.

Lemme 5. Soit s un signal vérifiant les hypothéses du lemme 4 et h un signal de la forme :

h(t) = / T(v)e* ™! dy, (1.4)
R
ou T est stable. Alors, le signal :
~ 1 n n
510 = 35 2. 5(G)ht ~ 55) (15)

admet la représentation :

s(t) = /}R <Z s(v + 2jB)> T (v)e* ™t dv.

neEZ
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Démonstration. Notons tout d’abord que s est borné et continu, en tant que somme d’une série normalement
convergente.
En remplacant h par sa valeur dans (1.5), on obtient :

= 1 n 2imw(t— )
s(t) = 5B neZs(2B)/RT(V)e 28/ dy

]. n 2imtvn :
T35 T 2l7r1/td )
/]anez optlaple T Y

On utilisé la théoréme de Fubini, ce qui est justifié, car :

/}RZIS(%)I-IT(V)Idv= <Z|5(%)|> : (/R |T(z/)|du) < +oo0.

nez ne”Z
Donc :
56 = [ g™ a,
R

avec :
]. n __2imvn
2B

g(v) = Z ﬁs(@)e

ou encore, d’apreés le théoréme précédent :

T(v),

ce qui conduit au résultat annonceé. O

On peut alors énoncer le fameux théoréme de Shannon-Nyquist.

Théoréme 4. (de Shannon-Nyquist) Soit s, un signal stable et continu dont la transformée de Fourier §
s’annule en dehors d’un intervalle [— B, B]. Supposons également que (1.3) soit vérifiée. Alors,

s(t) = Z s(%)sine((QBt - n)w) (1.6)
nez

Question : quel est I'intérét immédiat de cette formule ?

Démonstration. Dans le théoréme précédent, spécifions T par la formule :
T:=1_p g
de telle sorte que :
. sin(nmv2B)
h(t) = 2Bsinc(2B =2B————~.
(t) sinc(2B7v) — 9B

Alors :

> 5w +2jB) | T(v) =3()T(v) = 5(v),
JEL
d’aprés le choix de T et I'’hypothése faite sur le support de 5. On applique alors le théoréme précédent, ce qui

donne :
n

() = [ S0 = 22 S skl - 55,
nez

puis, par le théoréme d’inversion 1, on obtient :

/ 5(v)e* ™Ay = s(t),
R

ce qui achéve la démonstration. O
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La fonction T joue donc finalement le role d’une troncature, puisqu’elle tronque artificiellement le support
de la fonction considérée.

1.3.2 Phénomeéne de recouvrement de spectre

Le théoréme de Shannon-Nyquist nous indique comment choisir une fréquence d’échantillonnage lorsqu’on
a des informations sur le support de la transformée de Fourier du signal” considérée. Si le support en question
est inclus dans l'intervalle [— B, B], alors, une fréquence d’échantillonnage correcte est, f. = %, parfois appelée
fréquence de Nyquist. Mais que se passe-t-il lorsqu’on sous-échantillonne, c’est-a-dire, lorsque I'’hypothése faite
sur le support n’est plus valide ?
Supposons donc que I'affirmation supp(s) C [-B, B] soit fausse. Aprés multiplication de 5 par 1l_p p), c’est-a-

dire convolution par h(t) = 2Bsinc(27 Bt), on se raméne au cadre précédent et on a :

=Y s(%)sinc((QBt —n)m).

nes
Quelle est la transformée de Fourier de ce signal 7

Proposition 3. Soit s un signal stable et continu tel que la condition (1.3) soit satisfaite. Alors le signal :

HOESY s(%)sinc(@BT —n)),

neZ

admet la représentation :

s(t) :/Rs(l/)e%””tdu,

avec !

s(w) = | Y 8w +2iB) | _p,p(v). (1.7)
jEz

La démonstration de ce résultat s’obtient en reprenant ligne a ligne celle du théoréme 4.
En conséquence, on voit que les supports des fonctions dans la somme (1.7) vont se recouvrir sur les bords de
lintervalle [—B, B], ce qui altérera le spectre du signal reconstruit et par conséquent, le signal lui-méme. Ce
phénomeéne est appelé recouvrement du spectre ou encore, en anglais, aliasing.
La conclusion pratique que 1’on peut tirer de cette proposition est que, lorsque 'on souhaite discrétiser® un
signal, il faut tout d’abord en tronquer le spectre- & I'aide d’un filtre, voir les chapitres 5 et 6 - puis 1’échan-
tillonner & une fréquence au moins égale a celle de Nyquist.
Un exemple simple est celui de la numérisation de signaux sonores. Les fréquences audibles pour un nourrisson
vont de 20Hz a 20kHz. Pour concevoir le format de codage des CD audio, les ingénieurs ont choisi une fréquence
d’échantillonnage de 44kHz, c’est-a-dire & peu prés le double de la fréquence maximale audible, ce qui corres-
pond bien & la fréquence de Nyquist. Les 4kHz supplémentaires correspondent & des corrections d’erreurs qui
seront présentées au chapitre 3. De méme, ’échantillonnage des conversations téléphoniques se fait a la cadence
de 8kHz, qui est plus faible que celle des CD audio, car les spectres considérés sont beaucoup plus étroits et la
qualité du rendu n’est plus un critére prédominant.

1.3.3 Sur-échantillonnage

On peut maintenant se poser la question inverse. Quelles sont les conséquences d’un échantillonnage a
une fréquence trop élevée ? Avant de répondre & cette question, remarquons que dans la formule (1.6) la série
obtenu converge trés lentement, grosso-modo en % Elle n’est donc pas satisfaisante d’'un point de vue pratique.
Supposons que 1’on sur-échantillonne un signal s, c¢’est-a-dire que son spectre vérifie supp(s) C [-W, W], avec
B = (1+ «)W, pour un certain « > 0. Choisissons notre fonction de troncature T de telle sorte que :

Yy e [-W, W], T) =1,

"Tes ingénieurs parlent plutét de spectre d’un signal.
8En utilisant un vocabulaire plus proche de celui des ingénieurs, on dirait “numériser”.
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et
Vv e R—[-B, B, T(v) =0,

alors le théoréme de Shannon-Nyquist s’applique et en en reproduisant la preuve, on obtient :

s(0)= 55 3 5()hlt ~ 35,

ou la fonction h est la transformée inverse de T donnée par la formule (1.4). On met ainsi en évidence un
nouveau degré de liberté : par un choix judicieux de h, i.e. de T, on peut accélérer la vitesse de convergence.
Ceci se fait en particulier en augmentant la régularité de la fonction T'. Une premiére amélioration est par
exemple obtenue dans notre cas en choisissant :

B+v B—v

T(l/) = mﬂ[_B’_W](V) + H]—W,W[(V) + B-W

T, B (v).

1.4 Note bibliographique

Pour plus détails sur ce chapitre, on consultera les parties A et B de la référence [1].



Chapitre 2

Quantification scalaire des signaux
discrets

2.1 Introduction

Aprés avoir échantillonné un signal analogique, on dispose d’un signal discret, c’est-d-dire une suite de
nombres réels. A ce stade, la conversion analogique-numérique (souvent désignée par CAN) n’est pas encore
achevée. Il faut expliquer comment on transforme une suite de nombres réels en une suite de “0” et de “1”. C’est
I’objet de ce chapitre.

On considére donc une source’ émettant un signal discret en temps. La transformation des nombres émis en
suite de nombres binaires consiste en fait en deux opérations : I’encodage et le décodage.
Encoder un signal, c’est appliquer & chacun des termes de la suite qu’il constitue une fonction de la forme :

Q:[-M,M] — {I,}o<n<n
s(t) — I,

1

ou :
I'ensemble {I,, }o<n<n est une famille d’'intervalles disjoints formant une partition de l'intervalle [—M, M]
(N est un entier naturel),
— s(t) est un reéel, représentant la valeur du signal a l'instant ¢, supposé appartenir a I'intervalle [—M, M]
(M est un réel).
L’encodage est donc une opération irréversible car faisant intervenir une fonction non-injective, qui entraine
une perte d’information.
Un exemple courant est la quantification sur 3 bits. Dans ce cas, U'intervalle [—-M, M| est partitionné en N =
23 = 8 intervalles.
Décoder un signal, c’est réaliser 'opération inverse, c’est-a-dire appliquer & chacun des termes d’une suite
d’intervalles une fonction de la forme :

I, —  yn,
ol y, est un réel représentant 'intervalle I,,, par exemple la valeur de son milieu.
Remarque 3. Les valeurs y, sont ensuite elles-méme codées par des entiers binaires.

La figure 2.1 représente un signal avant et aprés quantification.

2.2 Formulation du probléme

Dans cette section on formalise mathématiquement le probléme de la quantification.

LCe terme sera trés largement employé dans la suite et désigne un dispositif émettant des signaux a partir de maintenant
supposés discrets en temps.

23
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0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

F1G. 2.1 — Exemple de quantification d’un signal.

2.2.1 Cadre

On considére donc une source émettant un signal aléatoire S de densité de probabilité fs(z). Pour construire
une quantification, il faut donc définir une famille d’intervalles (i.e. la famille {I,, }o<n<n de I'introduction), donc
de frontiéres, et de valeurs d’assignation (i.e. les valeurs y,, de I'introduction). Pour fixer les idées conservons les
notations de 'introduction et désignons par NV le nombre d’intervalles constituant la partition et donc également
le nombre de valeurs d’assignations. Le nombre de valeurs frontiéres, aussi appelées valeurs de décision, que

I’on note b; est alors N + 1. On pose a priori by = —oo et by = 400 et on signalera dans la suite les cas ou 'on
adopte une autre convention. La fonction de quantification s’écrit :

Q(x) = yn,

pour x €]b,_1,by].

2.2.2 Erreur de distorsion de quantification

On définit alors 'erreur quadratique moyenne de quantification par :
+oo
RBY) = [ - Q)P st

NOQ b
> /b e ) s,

n—=
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ot l'on a noté B = {by}o<n<n €t Y = {yn}t1<n<n. La quantité o, est aussi appelée erreur de distorsion de

quantification. Une formalisation possible de l'erreur de quantification consiste & considérer son effet comme
celui d’un bruit externe affectant le signal S.

Le probléme est alors le suivant, :

Etant donné fg et N le nombre d’intervalles de quantification, trouver les valeurs b,, et y,, solution du probléme

min 0q4(B,Y).

En conclusion, 'erreur de distorsion de quantification dépend a la fois de la partition choisie et du choix du
représentant.

2.2.3 Codage en taille variable

Si on considére un codage des y, en entiers binaires de taille variable /,, la taille moyenne des symboles
apreés codage est :

N
R=>lup(yn), (2.1)

ot l'on a noté p(y,) la probabilité d’apparition aprés codage du symbole correspondant a y,,. Attention, la
valeur R dépend des frontiéres car :

bn
pon) = [ ssla)da,
bn_1
et donc :

N by
R=> i, /b fs(z)dz.
n=1 n—1

On considére donc selon les cas 'une ou 'autre des reformulations du probléme suivantes.

1. Si ’on se donne une contrainte de distorsion de quantification

0, < 0%, (2.2)

ol ¢* est un réel fixé, trouver le nombre NV, les frontiéres B et les représentants Y minimisant le taux R,
défini par (2.1) et satisfaisant (2.2).
2. Si l'on se donne une contrainte sur le taux

R < R*, (2.3)

ol R* est un réel fixé, trouver le nombre IV, les frontiéres B et les représentants Y minimisant la distorsion
quantification et satisfaisant (2.3).

L’une ou l'autre de ces formulations constitue un probléme plus général que celui que nous allons considérer
dans ce chapitre. On se restreint en effet dans la suite & de codage de tailles fixes, si bien que R est constant
par rapport & B et Y. Le probléme du codage en taille variable sera quant & lui traité au chapitre 3.

2.3 Quantification uniforme

La solution de quantification la plus simple est la quantification uniforme. Dans ce cadre, tout les intervalles
ont la méme longueur, que I'on note dans la suite A. On parle dans ce cas de quantification uniforme. On
suppose que ’on adopte une stratégie de codage ot N le nombre d’intervalles est pair, c’est-a-dire que 0 € B.
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2.3.1 Quantification uniforme des sources uniformes

Supposons que pour tout t, s(t) € [—Smaz, Smaz] avec une probabilité uniforme. Dans ce cas, on fixe cette

fois-ci b() = —Smam et bN = Smaw. Alors A = 2S}Gam et
N/2 oA
2n —1 1
2 2
os(B,YY) = 2 / (x — A) dz
! nz_:l (n—1)A 2 2Smaz
A2
SERTE

Afin d’évaluer l'effet de 'augmentation du nombre d’intervalle sur la qualité du codage, on considére alors le
rapport signal/bruit défini par :
2
SNR = 10log;, <J—;> ,
9

oll o, désigne I'écart type du signal S.
Puisque S est une variable aléatoire de loi uniforme & valeurs dans [—Sn.az, Smaz), On a alors :

1 Smaz 293 S2
2 / {EQd{E maxr __ ~max

aj - 2‘*Sif')’L(I.’L‘ B

g

12 3

Smaz

Par conséquent, le rapport signal /bruit vaut :

0.2
SNR = 10log, (—3)
g

q
(25maz)? 12
10log;, < D (QS%)Q>
= 10log;o(N?)
= 20log;((2")
6,02kdB,

ou k représente le nombre de bits utilisés pour le codage binaire des représentants y,,.
La conclusion du calcul précédent est que 'ajout d’un bit de quantification augmente le rapport signal/bruit
d’approximativement 6dB.

2.3.2 Quantification uniforme des sources non-uniformes

Pour introduire ce qui va suivre, considérons 'exemple d’une source émettant dans [—100,100] dont 95%
des valeurs sont dans [—1, 1]. Supposons que P'on ait adopté la stratégie de quantification uniforme de la section
précédente et que le codage soit effectué sur k = 3bits, ce qui revient & considérer 8 intervalles de longueur 25.
On a donc, dans 95% des cas une erreur minimum de 11,5. Cet exemple est représentatif des sources gaussiennes
et montre le défaut de la quantification uniforme telle que présentée dans la section précédente.

Si I’on souhaite rester dans le cadre de la quantification uniforme, une solution consiste & utiliser la fonction de
répartition pour optimiser la taille des intervalles considérés. Concrétement cela revient & considérer 02 comme
une fonction de A et & résoudre :

2
min o, (A).
Explicitons le début du calcul menant & la résolution de ce probléme. On a :

2(D) = 2%_:1/% (x—2n2_1A>2f5(a:)dx

(n—1)A

fe%e] 2
+ 2/(+ (x - 2”2_ 1A> fs(z)da.

T_na

n=1
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On peut alors calculer la dérivée de cette fonction :

po2(n) L na o —1
A = 2 (2n —1) /(n_l)A <x - A) fs(z)dx
+oo 2n — 1
+(N-1) /(gl)A <x - A) fs(z)da.

Pour trouver un extremum de o, il faut donc annuler cette derniére valeur. I’équation en découlant n’est
pas résoluble algébriquement dans le cas général. On la résout donc approximativement par des méthodes
numériques. Il existe aussi des tableaux indiquant, les solutions dans les cas de densités de probabilités classiques.

Remarque 4. Dans ce cas, on peut en fait distinguer deuz types d’erreurs de quantification :

1. L’erreur de surcharge, qui correspond auz erreurs se produisant dans les deuz intervalles extrémes. On
parle également de bruit de saturation.

2. L’erreur granulaire, qui correspond a l'erreur de quantification dans les autres intervalles. On parle alors
de bruit granulaire.

Il arrive que 'on ne dispose que d’information partielles sur la source et sa densité de probabilité fg. Cette
. N 21 . . (Lpp?"(),’[,‘ . P . . .
carence conduit & des erreurs de modélisation. La fonction fq considérée ne coincide pas avec la vraie

fonction fg. Il faut donc en fait prévoir une série de tests sur la source pour estimer ses paramétres.

2.4 Quantification adaptative

Une solution simple aux problémes évoqués dans la section précédente consiste a fonder la stratégie de
codage sur des intervalles de longueurs variables. On parle dans ce cas de quantification adaptative. Le but est
bien stir d’adapter les paramétres de quantification & la source considérée.

2.4.1 Approches “online” et “offline”

Deux approches sont généralement considérées, ’approche online conduisant & une adaptation de la quan-
tification “rétrograde”, c’est-a-dire effectuée en méme temps que la quantification elle-méme et une adaptation
offline, o1 les paramétres de la quantification sont calculés de maniére “directe”, c¢’est-a-dire en fixant a priori
les paramétres de la quantification.

2.4.2 Quantification adaptative directe

Dans cette approche le signal émis est divisé en blocs temporels et chaque bloc est analysé avant la quantifi-
cation. Les paramétres de la quantification sont calculés en fonction de I’analyse. On a donc, dans ce cas, besoin
d’adjoindre & chaque bloc codé un bloc d’information supplémentaire permettant d’indiquer au décodeur les
paramétres de quantification qui ont finalement été retenus.

Deux problémes apparaissent dans cette approche.

1. Un probléme de synchronisation, car deux types de données sont transmis : le code du signal et les blocs
d’informations.

2. Un probléme de choix de la taille des bloc de codage considérés. Il faut alors trouver un compromis entre
des bloc grands, qui seront alors plus grossiérement décrits par les paramétres de quantifications retenus,
et des blocs petits, qui conduiront & de nombreux blocs d’information.

Donnons maintenant un exemple de procédure d’estimation des paramétres d’un bloc & quantifier.
Etant donné un bloc de taille M, un estime sa variance? au voisinage du temps n par

M—-1

o 1 Z

O'q = M Litn-
=0

211 s’agit en fait de ce qu’on appelle en probabilité la variance empirique.
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Remarque 5. Attention, il faudra aussi quantifier cette valeur dans le bloc d’information, car tout doit étre
in fine sous forme binaire !

On peut alors adopter un modéle gaussien et utiliser, pour la quantification du bloc, la stratégie uniforme
indiquée & la section 2.3.2.

2.4.3 Quantification adaptative rétrograde

Dans cette second approche, I’adaptation se fait & la sortie du quantificateur. Elle ne nécessite pas de bloc
d’information supplémentaire.
La méthode consiste a fixer le modéle, par exemple gaussien, et a adapter au cours du temps la valeur de A en
observant les histogrammes issus de la quantification.

2.5 Quantification non-uniforme

La derniére solution envisagée habituellement consiste & postuler une densité de probabilité, & considérer
ensuite o, comme une fonction des 2N + 1 variables réelles contenues dans les variables Y et B et finalement
a optimiser o, globalement. Un calcul de différentielle conduit alors aux équations d’optimalité :

fbb:’_l xfs(x)dx

Yn = PR n=1,.,N
fbnfl fs (x)dx
by = w n=1,.,N—1

avec bg = —oo et by = +o0.
De méme que ce qu’a la section 2.3.2, ce systéme n’est, dans le cas général, par résoluble algébriquement. Tl
faut donc mettre en oeuvre une méthode numérique pour le résoudre approximativement.

2.6 Note bibliographique

Pour plus de détails sur les différentes techniques de quantification des signaux, on consultera le chapitre 9
de la référence [2].



Chapitre 3

Codage sans perte de I'information

Nous continuons de suivre le cheminement du signal. Aprés avoir été échantillonné puis quantifié, il est
maintenant représenté par une suite de 0 et de 1. Nous allons voir comment on peut préparer sa transmission
dans de bonnes conditions. Plus précisément, deux raffinements trés utiles vont étre présentés dans ce chapitre :
tout d’abord ce qui est parfois appelé le codage source, i.e. une méthode de compression du signal, comme le
fait par exemple le programme zip, ensuite, ce qui est parfois appelé le codage canal, i.e. 'ajout judicieux de
bits de correction qui vont permettre de corriger les erreurs éventuelles qui vont affecter le signal au cours de
sa transmission.

3.1 Codage source et compression sans perte

On appelle donc codage source ’ensemble des techniques permettant de compresser avec ou sans perte
d’information un signal numérique. Ceci revient en fait & coder de maniére astucieuse les symboles émis par
une source de maniére a réduire le nombre total de bits utilisés.

Dans cette section on démontre le théoréme fondamental du codage source, qui indique une limite théorique de
compression sans perte et on présente un algorithme, da & Huffman', permettant d’approcher arbitrairement
cette limite.

3.1.1 Deéfinitions

On commence par poser deux définitions.

Définition 6. On appelle source de symboles m-aire tout dispositif émettant des mots construits par concaté-
nations de symboles pris dans un alphabet de taille m.

Par exemple en informatique, 'alphabet est constitué de deux symboles 0 et 1. Le francais utilise quant &
lui un peu plus de 26 symboles (car on peut ajouter aux 26 lettres de l’alphabet latin les caractéres accentués et
les signes de ponctuation). On appelle source sans mémoire une source pour laquelle la probabilité d’émission
d’un symbole ne dépend pas des symboles précédemment émis.

Définition 7. On appelle extension d’ordre k d’une source S la source Sy dont 'alphabet est obtenu par
concaténation de k symboles consécutif de la source S.

Evidemment, le débit de la source Sy est k fois moins élevé que celui de la source initiale S. De plus, si S est
une source de symboles m-aire, I'alphabet de la source Sy, sera de taille au plus mF, cette valeur étant atteinte
si S est sans mémoire.

"David Albert Huffman (9 aofit 1925 - 7 octobre 1999, Ohio),chercheur américain pionnier dans le domaine de 'informatique.
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3.1.2 Entropie et mesure de la quantité d’information

Pour pouvoir compresser efficacement les symboles émis par une source, il est utile de savoir mesurer
la quantité d’information apportée par les symboles qu’elle produit. Intuitivement, un symbole qui apparait
rarement, par exemple le “w” dans les textes en francais, apporte plus d’information qu’un symbole trés fréquent,
par exemple le “e” toujours dans les textes en francais?.

Quantité d’information par symbole

Etant donné une source S émettant des symboles d’un alphabet A, on commence par calculer la probabilité
d’apparition des symboles de A. Ce calcul peut-étre fait offline, c’est-a-dire a posteriori, en calculant la fréquence
d’apparition de chaque symbole si I'on dispose de I’ensemble du signal émis, ou bien inline, c’est-a-dire a priori,
si I’'on connait certaines propriétés de la source, par exemple si I'on sait que la source émet des mots dans une
certaine langue écrite.

Notons h la quantité d’information -que nous n’avons pas encore définie- apportée par un symbole x € A.
Faisons une liste des propriétés de h attendues.

1. Tout d’abord, on souhaite que la quantité d’information apportée par ’émission d’un symbole z augmente
lorsque la probabilité d’émission de z, notée p(z) dans la suite, diminue. Soit :

h(x) = f(}%x

ou f est un fonction croissante.

2. Si la probabilité d’émission d’'un symbole est 1, alors celui-ci n’apporte aucune information. Soit :
F(1) =o.

3. On souhaite enfin que la quantité d’information apportée par deux messages indépendants soit la somme
des quantités d’information apportées par chacun des messages. Soit :

(o) = G ) = () ¢ ()

Ces différentes propriétés impliquent que la fonction A doit étre choisie de la forme :

h(z) = —logy (p(x))-

Le choix de la base 2 du logarithme sera expliqué plus loin.

Entropie d’une source

On souhaite maintenant définir la quantité moyenne d’information apportée par la source S. Cette quantité
est appelée entropie et est naturellement définie par la formule :

H(S) =) pla)h(z) = =) pilogs(pi),
zEA i=1

ou l'on a noté p; la probabilité d’émission du ¢-éme symbole de I"alphabet.

Maximisation de I’entropie

Notre but est maintenant de recoder les symboles de S de telle sorte que son entropie soit maximisée. Pour
ce faire, on introduit le résultat préliminaire suivant.

[
e

23 I’exception de La disparition de G. Perec, un livre ne contenant pas -dans un but bien précis- la lettre
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Lemme 6. (Inégalité de Gibbs) Soit n nombres p; et q; tels que :

0<p; <1, 0<q <1,
et
n n
Yor=1, Y @<l
i=1 i=1
Alors :

> pitog () <o
i=1 pi

avec égalité si et seulement si
Vi, 0 <1< n, Pi = q;.

Cette inégalité est également appelée inégalité de Jensen® dans d’autres contextes.
En appliquant ce lemme & ’entropie H, on déduit le résultat suivant, :

H(S) < logy(m),

avec égalité dans le cas ou tous les symboles de S sont équiprobables.

3.1.3 Propriétés d’un codage source

Comme précédemment annoncé, on va chercher & construire un nouvel alphabet de codage maximisant
I’entropie, ou, du point de vue de la compression, minimisant la taille moyenne des nouveaux symboles obtenus :

m
= Z niPi,
i=1

ou n; est la taille du nouveau code du i-éme symbole de A.
On ajoute une autre contrainte sur le nouvel alphabet. On souhaite que celui-ci soit auto-ponctué!, c’est-a-dire
que les nouveaux symboles soient émis par simple concaténation. Ceci est formalisé par la définition suivante.

Définition 8. On appelle code irréductible, ou code préfize, ou code auto-ponctué, un ensemble de mots tel
qu’aucun mot ne soit le début d’un autre.

De la sorte, le récepteur d’un message sait toujours comment découper la suite de symboles qu’il recoit, car
il sait identifier les moments ot I’on passe d’un symbole & un autre.
Tous les codes utilisés dans la vie courante ne sont pas irréductibles. Les langues écrites ne le sont pas en
général, le code morse non plus par exemple.

Arbre ¢—aire

Les codes auto-ponctués sont de maniére naturelle associés & la notion d’arbre g-aire, que ’on introduit
maintenant.

Définition 9. On appelle arbre q-aire un arbre dont chaque noeud est soit une feuille, soit posséde q descen-
dants.

Par exemple un arbre binaire est obtenu en considérant I'arbre généalogique des ascendants d’une personne
(et en se fixant une limite dans le temps). La notion d’arbre g-aire est le bon concept pour représenter les codes
auto-ponctués. Le nombre ¢ représente le nombre de caractéres utilisés pour le nouveau codage des symboles
de la source A et les mots sont donnés par ’ensemble des feuilles. Le découpage du message recu se fait donc
par parcours successifs de I'arbre, avec retour & la racine & chaque fois que l'on obtient une feuille. La figure
3.1 montre I'arbre de codage associé au code de 5 symboles présenté dans le tableau ci-dessous.

Les arbres g-aires vérifient en outre une certaine propriété, expliquée dans le lemme suivant.

3Johan Ludwig William Valdemar Jensen, surtout connu comme Johan Jensen, (8 mai 1859, Nakskov, Danemark - 5 mars 1925,
Copenhague, Danemark) était un mathématicien et ingénieur danois. Il est surtout connu pour sa fameuse inégalité de Jensen. En
1915, il démontra également la formule de Jensen en analyse complexe.

40n parle aussi de code préfize.
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S1 00
Sy | 0100
S3 | 0101
Sy | 011
Sy 1

Fig. 3.1 Arbre associé & un code
auto-ponctué.

Lemme 7. (Inégalité de Kraft> et réciproque) Les longueurs (ni)1<i<m des m chemins allant vers les m feuilles

d’un arbre q-aire vérifient :
m

Zq_"i <1 ( inégalité de Kraft)
i=1

Réciproquement, si l’on se donne un entier ¢ et m entiers (n;)1<i<m vérifiant l'inégalité de Kraft, alors on peut
construire un arbre g-aire ayant m feuilles situées a des profondeurs (n;)1<i<m-

Théoréme fondamental du codage source

On dispose maintenant de tous les outils pour énoncer et démontrer le théoréme fondamental du codage
source, qui est également un théoréme de Shannon.

Théoréme 5. Dans le codage d’une source S sans mémoire G l'aide d’un alphabet de taille q, la longueur
moyenne ¢ des mots du code utilisé pour coder un symbole de S vérifie :

et l'on peut approcher cette limite aussi prés que l'on veut, quitte a coder les extensions de S au lieu de S
elle-méme.

Démonstration. On considére m symboles codés par des mots de longueurs (n;)1<i<m. Si ces mots sont obtenus
comme les feuilles d’un arbre g-aire, alors leurs longueurs vérifient :

m

Q:= Zq*’“ <L

i=1

5Cette inégalité fut publiée par T.eon Kraft en 1949. Dans Darticle correspondant Kraft ne considére que les codes auto-
ponctués et attribue I'analyse qu’il présente pour obtenir son résultat a Raymond M. Redheffer. Cette inégalité est aussi parfois
appelée "Théoréme de Kraft-McMillan" aprés que Brockway McMillan I’ait découverte indépendament en 1956. McMillan prouve
le résultat pour une classe plus large de codes et attribue quant a lui la version correspondant aux codes auto-ponctués de Kraft
A des observations de Joseph Leo Doob en 1955.
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D’apreés I'inégalité de Gibbs, on a également :

m q—ni
>omlow (25 <0
i=1 pi
ol p; est la probabilité d’émission du i-éme symbole de S et ¢; = %ﬂi, avec n; la longueur du nouveau code

du i-éme symbole. On en déduit :

m m m
— pilogapi <loga @ x Y pi +1logyq X Y pini.

i=1 i=1 =1

Or:

- =2l pilogypi = H(S),

- Yiapi=1, _

- > pini = ¢, la longueur moyenne d’un mot du nouveau code.
Finalement, on trouve :

H(S) S EIOnga

soit H(S) < £ dans le cas d'un codage binaire. Nous avons donc obtenu la borne théorique de compression
annoncée dans l'introduction de cette section.

Montrons maintenant qu’on peut s’approcher aussi prés que 'on veut de cette borne.

On cherche 4 minimiser . Pour se faire, on peut essayer d’approcher le cas d’égalité dans les inégalités de Kraft
et de Gibbs utilisées, c’est-a-dire & avoir :

qui se traduit pour n; par :
_ logypi
a logs q
Mais cette derniére fraction n’est pas forcément égale a un entier, on choisit donc de définir n; par :

~ logy p << _ logy pi
log, ¢ log; ¢

En conséquence, on a :
m
Zq_ni S va = 17
i=1 i=1
et I'inégalité de Kraft est vérifiée. Il existe donc un arbre g-aire correspondant aux longueurs n;, dont on peut
déduire les mots (de longueurs n;) du nouveau codage. De plus on a :

log, pi
log, g

log, pi
' log, g

<n; < —p;

d’ott 'on déduit par sommation :

H(S - H(S
(5) </t < (5) +1
log, ¢ logs ¢
Pour approcher arbitrairement la limite théorique, une stratégie judicieuse est de considérer non plus la source
S comme source initiale, mais son extension d’ordre k, Si. En répétant le raisonnement précédent, on obtient :

ou /, représente la longueur moyenne des mots du nouveau codage de Sj. Or :

H(Sy) = k.H(S),
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et
0, = k.
On en déduit :
H(S) <7< H(S) n l
log, q logoq K

O

Remarque 6. Evidemment, approcher cette limite a un certain codt ! En effet, la technique de codage considérée
implique G un moment ou 4 un autre la transmission d’un dictionnaire permettant le décodage pour retrouver
les symboles émis initialement. Si l'on code les extensions de S au lieu de S elle-méme, la taille du dictionnaire
va augmenter et ce exponentiellement par rapport a ’extension considérée.

3.1.4 Algorithme de Huffman

Tl nous reste a donner une méthode permettant la mise en pratique du résultat théoréme 5 (qui n’est pas
constructif). C’est I’algorithme de Huffman qui fournit ce résultat a partir d’'une source de m symboles, dont
on connait les probabilités (p;)i1<i<m d’émission. En pratique cet algorithme explique comment construire un
arbre de codage.

Algorithme 1. On effectue successivement les opérations suivantes :
1. Calcul ou évaluation de ’entropie de la source S et prescription d’un objectif de taille moyenne (.
2. Classement des symboles d’une extension par probabilité d’apparition.

3. Regroupement dans la liste de q symboles de probabilités les plus faibles, et création d’un noeud. La
probabilité de ce noeud est définie comme la somme des probabilités de ses q descendants.

4. Affectation des q symboles de l’alphabet de codage d chacune des branches du noeud obtenu a l’étape 3.
5. Itération des étapes 2 et 3, jusqu’a ce que la liste ne contienne qu’un élément.

6. Calcul des longueurs moyennes £}, et £. Si Uobjectif de longueur moyenne n’est pas atteint, on recommence
a l’étape 2 avec une extension d’ordre plus élevé.

Remarque 7. Si m n’est pas multiple de ¢ — 1, on regroupe a la premiére itération de [’étape 3 mon pas q
symboles, mais ¢, ot q est choisi de telle sorte que : m — ¢+ 1 soit un multiple de g — 1.

3.2 Codage canal et correction d’erreur

On considére maintenant uniquement des signaux binaires.
Une fois le signal c’est-a-dire une suite de 0 et de 1 compressé, il va maintenant s’agir de le transmettre.
Le medium utilisé pour la transmission est appelé canal. Evidemment, les canaux peuvent-étre de nature trés
variées. Il peut s’agir d’une onde électro-magnétique envoyée dans une fibre optique, dans ’atmosphére ou dans
dans ’espace dans le cas de la communication par satellite, d’impulsions électriques envoyées dans un réseau,
ou encore d’'une clef USB, d’un disque dur ou d’un disque optique codé sous le format .wav pour les CD ou
sous des formats plus évolués pour les DVD.
Chacun de ces canaux rend intrinséquement possible 'introduction d’erreurs. Il y a concrétement toujours un
risque que le médium transforme un 0 en 1 et réciproquement. Cela peut ne pas avoir d’effet grave si le code
supporte une image ou un son, mais peut étre beaucoup plus lourd de conséquence s’il s’agit du texte d'un
programme exécutable par exemple. Dans ce cas, la transmission échouera si le moindre symbole du programme
est modifié.
Il apparait donc nécessaire de mettre en place une stratégie permettant au moins de détecter, lors de la réception,
les erreurs de transmission, voir de les corriger. De nombreuses méthodes atteignant cet objectif ont été concues
depuis une quarantaine d’années. Elles reposent toutes sur I’ajout de bits de correction, ou bits de controle, c’est-
a-dire qu’elles ont toujours pour effet négatif de grossir la taille du signal & envoyer. Un compromis doit donc
étre trouvé entre qualité de correction et alourdissement du signal.
Dans cette section, on présente des outils permettant de quantifier le facteurs intervenant dans ce compromis
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et une stratégie générale de codage canal ainsi qu'une de ses réalisations concrétes.
Dans la suite on désignera indifferemment de code correcteur, codage canal ou encore code la stratégie de
correction considérée.

3.2.1 Une approche naive

Une idée simple que l'on peut avoir est de répéter un certain nombre de fois chaque symbole & transmettre.
Si on choisit par exemple de doubler le symbole, c’est-a-dire d’appliquer la fonction :

0— 00
1—11,

on pourra facilement détecter une erreur (si les symboles regus ne coincident pas deux & deux). Par contre,
on ne pourra corriger I’erreur correctement, qu’une fois sur deux en moyenne - en choisissant arbitrairement de
remplacer la séquence erronée détectée par un 0, par exemple.

Dans cette démarche, on a ajouté un bit de correction par bit transmis. Si on choisit maintenant d’en ajouter
deux, en adoptant une stratégie de triplement, on constate que la correction sera plus efficace : on remplacera
une séquence erronée, par exemple ’001’, par le signe apparaissant majoritairement® dans le triplet, 0 dans
notre exemple. Cette méthode permet de détecter deux erreurs par bloc de trois bits et d’en corriger une : en
effet, si deux erreurs affectent, lors de la transmission la séquence de trois bits, alors la stratégie choisie donnera
lieu, lors du décodage, & une erreur. Pour aller plus loin, on peut regarder ’exemple d’une canal introduisant
5% d’erreurs, avec lequel on applique la stratégie du triplement. Puisqu’une erreur est corrigée, la probabilité
qu’une séquence de trois bits soit transmise correctement ou avec une seule erreur est de :

p=0,95%43x 0,952 x 0,005 = 0,99275.

Ainsi le taux de succés est passé de 95% a un taux supérieur 99%. Evidemment, ceci a un coit! Il a en effet
fallu tripler la taille du signal & transmettre.
On va voir dans la suite comment optimiser 1’'usage des bits de correction.

3.2.2 Codes linéaires par blocs
Découpage en bloc et structure algébrique des blocs

Un préalable souvent nécessaire a la correction d’erreur est le découpage du signal & transmettre en blocs
de taille fixe, disons k. L’ensemble sur lequel on va travailler est donc B* oit B = {0,1}. En munissant celui-
ci de I’addition composante par composante dans le groupe (Z/2Z,+), ainsi que du corps des scalaires (fini)
(Z/27, +, x), on voit que I'on peut doter B¥ d’une structure d’espace vectoriel (fini).

Principe du codage linéaire et notations

Dans le cadre que I'on vient d’introduire, 'ajout de r bits de correction peut étre vu comme ’application
d’une certaine fonction injective :
g:B* - B",
ou n = k+r. La stratégie de correction est dite linéaire, lorsque g est une application linéaire (entre les espaces
BF et B™). Si on note m un mot de taille k et m’ son image par le codage, on a donc :

m' = Gm,

ol G est la matrice de g de dimensions (m, k) et a coefficients dans Z/2Z.

Puisque n > k, I'image de g est un sous-espace vectoriel de B™. On le note dans la suite C'(k,n). En tant que
sous-espace de dimension k, il est caractérisé par n — k = r équations linéaires traduisant les dépendances entre
les bits des blocs codés. Ces relations peuvent s’écrire sous la forme matricielle :

m’' € C(k,n) & Hm' =0,

ot H est une matrice de dimensions (r,n).

60n parle parfois de stratégie du vote majoritaire.
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Notion de syndrome

Comme stipulé précédemment, la transmission a travers le canal peut donner lieu & une erreur affectant
certains bits du mot. Dans le formalisme précédent, le mot m* recueilli en sortie de canal sera donc de la forme :

m* =m' +e,

ol e est un vecteur de B™ comportant des 1 sur les composantes correspondant a celles affectées et des 0 ailleurs.
On a alors la relation :
Hm" = He,

puisque m € KerH. Le vecteur He est appelé syndrome. Si une erreur s’est produite sur la composante 7 de m/,

alors le syndrome sera égal a la i-éme colonne de H. On appelle généralement matrice de contrdle la matrice
H.

3.2.3 Détection et correction d’erreur

On continue notre formalisation, en s’intéressant maintenant plus précisément a ’ensemble des mots du
code, c’est-a-dire C(k,n).
Distance de Hamming

Dans la formalisation que nous mettons petit & petit en place, il est utile de comparer les mots 2 a 2 puisque
cela permet de décider si un mot regu appartient ou non & C(k,n). La notion suivante permet une comparaison
efficace.

Définition 10. (distance de Hamming7) Soit my et mo de B™. On défini la distance d entre my et my comme
étant le nombre de bits différents entre les deux vecteurs.

On appelle cette distance distance de Hamming. On a par exemple :
d(111,101) = 1.

Une propriété intéressante de cette distance est qu’elle vérifie :

d(ml,mg) = d(m1 —|—m2,03n), (31)
ol :
OBn zt(O, ceey 0)
——
n fois

Autrement dit, pour connaitre la distance entre deux mots, il suffit de les additionner et de compter le nombre
de composantes égales & 1 dans le résultat.

Derriére cette notion de distance, se cache une stratégie de correction : étant donné que les mots du code ne
forment qu’une sous-partie de B™, lorsqu’on regoit en sortie de canal un mot ne figurant pas dans C(k,n), on
le remplace par le mot du code le plus proche.

Décodage par maximum de vraisemblance

On introduit encore quelques notions permettant cette fois-ci de décrire C'(k,n) et de faire le lien avec la
correction d’erreur.

Définition 11. On appelle distance d’un code (de correction linéaire par bloc) la plus petite distance entre deux
mots de C(k,n).

Le lemme suivant donne une méthode simple pour calculer la distance d’un code.

"Richard Wesley Hamming (11 février 1915, Chicago - 7 janvier 1998, Monterey, Californie) est un mathématicien américain
surtout connu pour son algorithme de correction d’erreur, le Code de Hamming. Tl travailla avec Claude Shannon entre 1946 et
1976 aux laboratoires Bell.
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Lemme 8. La distance d’un code est égale au nombre de 1 contenus dans le mot non nul du code qui en
contient le moins.

Démonstration. Ce lemme est une conséquence directe de la formule (3.1). En effet, puisque C(k,n) est un
espace vectoriel, on a :

C(k,n) —{0pn} = {m1 +ma/my # mg, my € C(k,n), may € C(k,n)}.
O

Si la distance d’un code est 1, un mot avec un bit erroné peut également étre un mot du code. On ne pourra
donc pas a coup sir détecter 1 erreur. Si la distance est 2, on détectera & coup sir une erreur, mais on ne
pourra pas la corriger dans tous les cas. En effet, il se peut que le mot entaché d’une erreur soit équidistant de
deux mots distincts du code, ce qui fait qu’on ne pourra choisir qu’arbitrairement et sans garantie le mot du
code qui lui correspondait avant l'erreur. Enfin, si la distance est 3, alors, par un raisonnement analogue, on
pourra détecter 2 erreurs et corriger correctement 1 erreur.

Tout ceci se généralise dans le lemme suivant.

Lemme 9. Pour pouvoir détecter t erreurs, la distance d’un code doit au moins étre égale a t+ 1. Pour pouvoir
corriger t erreurs, la distance d’un code doit au moins étre égale a 2t + 1.

Les figures 3.2 et 3.3 illustrent ce lemme.

Fi1G. 3.2 — Détection d’erreur : les boules de rayon ¢ ne contiennent qu’un mot, par contre les mots qu’elles
contiennent appartiennent & plusieurs boules.

Fia. 3.3 — Correction d’erreur : les boules de rayon ¢ ne contiennent qu’un mot et les mots qu’elles contiennent
n’appartiennent qu’a une boule.
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3.2.4 Codes de Hamming

Pour achever la description de la stratégie de correction, il faut spécifier les matrice G et H. C’est ’objet
de cette section.
Choix des paramétres

On se place dans le cadre simple ot au plus une erreur peut affecter les mots (de longueur n) du code. Tl
y a donc n 4 1 scenari possibles : soit il n’y a pas eu d’erreur pendant la transmission, soit une erreur s’est
produite sur I'un des n bits. Or, d’aprés les dimensions des espaces considérés, 2" syndromes possibles. Si 'on
veut, pouvoir faire correspondre de maniére sire, c’est-a-dire par le biais d’une injection, les vecteurs syndromes
observés et le scénario dont il est la conséquence, il faut nécessairement :

2" >n+ 1.

Puisque ’on souhaite optimiser la taille des mots du code, on va chercher & choisir le n le plus petit possible.
Le meilleur résultat est donc obtenu lorsque :

2" =n+1. (3.2)

D’autre part, on a :
n==k+r. (3.3)

Enfin k£ > 1, car on travaille sur des blocs de longueur non nulle! En cherchant quels sont les k& pour lesquels
(3.2) et (3.3) ont des solutions (k,n) entiéres, on trouve par exemple :

k=1, n=3, r=2,

et ensuite :

k=4, n=7r=3.
Le premier exemple correspond & la stratégie de triplement, décrite a la section 3.2.1. Le second correspond &
un code largement utilisé, souvent appelé C(4,7), ce qui correspond aux notations utilisées dans cette section.

Optimisation du syndrome

Dans cette derniére section, on explicite le code C'(4,7). Pour étre facile a utiliser, il est utile de faire en
sorte que le syndrome représente 1’équivalent binaire de I’emplacement, de I’erreur. Dans ce cas, la matrice H
est donnée par :

0 001111
H=101 10 0 11
101 0101

Par exemple, si une erreur se produit sur le troisiéme bit de m/’, alors :

)
Il
coocoor~oO

et donc :
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ce qui correspond bien & 3 en écriture binaire.
Déterminons maintenant le noyau de H. En notant (¢;)1<;<7 les 7 composantes d'un mot m/, on a :

cat+es+egt+cer = 0
m € Ker H= co+cs+cecg+cer = 0,
cit+es+es+er = 0

que ’on peut par exemple résoudre en :

c1 = c3+cs5+cer
co = c3+cg+cer.
cy = ¢C5+cg+cy

Dans ce cas, les 4 bits a coder sont cs, ¢s5, cg, c7 et les bits de contréle sont ¢y, co, c4.
On peut montrer que pour un canal ayant une probabilité d’erreur de 5%, la probabilité de transmettre correc-

95%. Ce résultat, comparable a la stratégie par triplement, est en fait bien meilleur, car la taille des mots du
code n’a méme pas doublé.

Remarque 8. Notons enfin qu’on peut rendre la probabilité d’erreur aussi faible que I’on veut en appliquant
un code correcteur plusieurs fois de suite.

3.3 Notes bibliographiques

Ce chapitre s’inspire de notes de cours gracieusement fournies par Yvan Pigeonnat. Pour plus d’informations
sur le codage source, on pourra consulter les références [2], [4]. Pour plus d’informations sur les codes correcteurs
(de type Hamming), on pourra également consulter [4], mais bien d’autres documents relatifs a la correction
d’erreur se trouvent facilement sur Internet.
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Chapitre 4

Transformation de Fourier discréte

Ce chapitre est un préliminaire aux chapitres qui suivent. Avant d’aborder les filtres, qui permettent de
travailler et de modifier la transformée de Fourier, en d’autres termes le spectre d'un signal, il est nécessaire
d’indiquer comment calculer effectivement ce spectre. Puisque les signaux auxquels on s’intéresse sont, discrets
(car numeériques), on se concentre ici sur la transformée de Fourier discréte. Son calcul, si il est fait naivement,
peut étre trés cotiteux. Il peut cependant étre accéléré considérablement en utilisant une méthode due & Tuckey!
et Cooley?, le fameux algorithme FFT , dont le nom est ’acronyme correspondant & Fast Fourier Transform.

4.1 La TFD

On commence par rappeler le cadre discret ot l'on se place.

4.1.1 Cadre et problémes
On considére un signal échantillonné, fini :
$ = (80,81, SN—2, SN—1),
obtenu & partir d’un signal continu?, également noté s, par une formule du type :
Sn = s(n.At),
ou At est le pas de ’échantillonnage, relié & la fréquence d’échantillonnage 2B du chapitre 1 par ’équation :

1

At = —.
2B

On ne tient pas compte ici du fait que le signal peut avoir été quantifié, c’est-a-dire que les s,, sont considérés
a priori comme réels.

Définition 12. On appelle Transformée de Fourier Discréte, en abrégé TFD, la suite finie
5= (50,51,--,5N—2,5N-1)

définie par la formule :

N-1
-~ — 27 n
S 1= E spe” Hmh R
n=0

1James Cooley (1926- . ) est un mathématicien americain.

2John Wilder Tukey (16 juin 1915, New Bedford, Massachusetts - 26 juillet 2000, New Brunswick, New Jersey. ) était un
statisticien américain.

3 Autrement dit analogique.
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Comme toute Transformée de Fourier, on voit que la TFD est une application linéaire. Sa matrice est une
matrice pleine, c’est-a-dire ne comportant pas de 0, de type matrice de Vandermonde.
On voit de plus que le pas de temps utilisé n’apparait pas dans la formule. On peut en quelque sorte considérer
que celui-ci est égal a 1. Ceci est en fait naturel : un signal discret est une suite de nombres et seules des
informations supplémentaires sur ce qu’elle représente permettent de connaitre la fréquence qui a été utilisée
pour obtenir I’échantillon.
On va s’intéresser & deux questions dans la suite :

1. Quel est le cott de calcul de la TFD ? et comment ’améliorer ?

2. Quelle est la qualité de 'approximation de la transformée de Fourier du signal analogique initial ?

4.1.2 Propriétés de la TFD et signaux périodiques discrets

Pour simplifier I'exposé, on introduit de nouvelles notations.

. . . 427 .
Soit une suite finie a = (ag, a1, ...,an—2,an—1), et wy = e~ *~ . Alors la suite A = (Ao, A1, ..., AN—2, AN—_1)
définie par

3

N-1
n=0

est la TFD de a.

Théoréme 6. (Formule d’inversion de la TFD) En gardant les notations précédentes, on a :

1 N-1

Evidemment, on retrouve dans la TFD et sa formule d’inversion les analogies habituelles entre les transfor-
mées de Fourier et leurs inverses. Dans le cas présent, on retrouve simplement que I’inverse d’une matrice de
Vandermonde est une matrice de Vandermonde®.

Cette formule reste valable si on considére les extensions périodiques de a et A, définies par les formules :

UntkN = Qny  Amyrn = A

C’est maintenant comme cela que I'on envisagera les choses. Tous les signaux considérés seront vus comme
des signaux discrets périodiques. Par conséquent, 'ordre de sommation peut-étre choisi arbitrairement. En
supposant par exemple que N = 2M + 1, on obtient :

N-1 1 M
J— nm _ —nm
Am = E AnWp Ap = m E AmwN .
n=0 m=—M
Pour simplifier encore, on notera dans la suite ces relations en abrégé par :

(an) — (Am)-
N

Théoréme 7. Si (a,) «— (An) et (bp) <— (Bn), alors :
N N

N-1
() akbn-r) — (ApBm).
k=0 N

Ce théoréme est une variante de ceux que nous avions déja vus au chapitre 1 sur le lien entre séries de
Fourier et convolution.

4proportionnelle 4 une matrice de Vandermonde, pour étre plus précis.
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4.2 L’algorithme FFT

On commence par constater qu'une approche directe n’est pas vraiment efficace.

4.2.1 Implémentation naive
En appliquant la formule (4.1), on est conduit a calculer la somme suivante :

2m m(N—1
A, :ao—|—a1wﬁ+a2wNm—|—...—|—aN_1wN( ),

Si on ne retient que les multiplications et en considérant que la suite (wfvm)k:07___,N_1 a été pré-calculée®, on

est conduit & effectuer N — 1 opérations. Le calcul complet de la suite A nécessite donc (N — 1)? opérations, ce
qui n’est pas satisfaisant du tout®.

4.2.2 L’algorithme de Tuckey et Cooley

Publié en 1965 dans un article devenu depuis célébre, Tuckey et Cooley ont donné une méthode permettant
de réduire considérablement le temps de calcul de la suite A précédente.

Un exemple

On va montrer comment réduire & Nlog, N le nombre de multiplications. On se place dans le cas ou la
taille des suites considérées est paire et on considére

(an) < (Am).
2N

On introduit alors deux suites (by,)n=0.. N—1 €t (¢n)n=0...n—1 définies par b, = ag, et ¢, = az,+1 et on note :

bn ¢ > Bm7 Cp Cm
N N

On remarque alors que :

1. Ay, = By, + w3y Chry, pour m =0, ..., 2N — 1,
2. BN = B, Oy = Cyy et wid™N = —wik,.

On en déduit :

Ay = Bp+winCn m=0,..,N—-1 (4.2)
Apsn = Bp —wiCn m=N,..,2N —1.

On a vu que le calcul de B et C nécessitait (2N — 1)? opérations. Le calcul de A peut alors étre fait & partir
de B et C par N — 1 opérations supplémentaires. De plus, on voit qu’ayant calculé tous les termes (4.2), on
dispose sans calcul supplémentaire de tous les termes (4.3).

Le coiit total est donc :

2(N —1)> 4+ N —1= (N —1)(2N - 3),

au lieu de (2N — 1)2, ce qui fait qu’on a divisé le temps de calcul par, grosso-modo, 2.

5¢’est-a-dire calculée une fois pour toute, en supposant que Pentier N est fixé.
61.’0bjectif de tout créateur d’algorithme est en effet souvent d’obtenir des cotit de calcul de ’ordre de N, ou, a défaut, de
I'ordre de N log(N). C’est par exemple ce qui a motivé I'introduction du fameux algorithme de tri rapide “Quicksort”.
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Cas général

Mais on peut aller encore plus loin! Il suffit pour cela d’appliquer récursivement le raisonnement précédent.
Supposons pour ce faire que N = 2° et notons F(N) le nombre d’opérations nécessaire au calcul de la TFD
d’une suite de taille N, c’est-a-dire d'un signal N-périodique.

Théoréme 8. I existe un algorithme de calcul de TFD vérifiant :
1
F(N) < §N10g2 N.

Démonstration. En appliquant la méthode présentée dans I'exemple, on obtient :
F(2N)=2F(N)+ N —1<2F(N)+N.

Supposons que F(N) < %Nlog2 N, alors

1
2F(N)+ N < N(logy N +1) = §2N10g2(2N),
ce qui achéve la démonstration par récurrence. O

Pour illustrer ce résultat, considérons une suite de N = 1024 termes. Par la méthode naive expliquée en
introduction de cette section, le calcul nécessite (N — 1)? = 1 046 529 opérations. Par l'algorithme FFT de
Tuckey et Cooley, il nécessite moins de %NlogQN = 5120 opérations. Le rapport du temps de calcul entre
les deux méthodes est donc d’a peu prés 200. Autrement dit, ce qui nécessitait presque 7 mois ne requiert
maintenant qu’une journée.

Si la taille de I’échantillon n’est pas une puissance de 2, ce qui n’arrive pas en traitement numérique du signal,
on compléte généralement 1’échantillon par des zéros pour pouvoir appliquer l'algorithme.

4.3 Qualité de 'approximation

On se donne maintenant un pas de temps At¢. Commencons par rappeler la formule de Poisson, version
forte :

X 1 n
R A —2imAty _ I~ Y
Vv € R, Tés(n t)e At%s(u—i— At)

On va voir une deuxiéme application de cette formule.

Théoréme 9. Soit M € N et s un signal de support inclus dans [—MAt, MAt]. On a :

k n k

M
T
At)e 2Tt — S(— + — ),
n;ls(” e = Es(m MCITESYINL

On voudrait que le terme de gauche représente /S\(Wknm)" I’erreur est donc :

n k
2 AT (2M + 1)At)'

nez*
Une fois encore cette erreur est irréductible, comme c’était le cas pour la série infinie obtenue dans la formule de
reconstruction (1.6). On peut cependant la contréler”, en jouant sur le paramétre At pour que 5 soit négligeable

en dehors de [— 3%, 555 -

7de la méme maniére que ’on pouvait sur échantillonner le signal pour mieux le reconstruire
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4.4 Une application au produit de polynémes

Cette derniére section est plus anecdotique, car elle n’entre pas directement dans le cadre du traitement
numérique du signal. Elle permet cependant de voir que l'algorithme FFT a une portée plus large que le simple
calcul de transformée de Fourier discréte.

4.4.1 Notations

Supposons que I'on souhaite calculer le produit de deux polynomes, de coefficients ag, ..., any_1 €t bg, ..., by _1.
Notons cy, ..., cany—2 les coefficients du polynéme produit.

4.4.2 Représentation des polynémes

La représentation des polynomes par leur coefficients a beau étre la plus répandue, elle n’est, pas universelle.
Avant de voir quelles en sont les alternatives, rappelons quelques-unes de ses propriétés.

Représentation par coefficient

Un des intéréts de la représentation par coefficients est que le cott du calcul de la valeur du polynéme en
un point est de l'ordre de NV, en utilisant 1’algorithme de Hérner. Par contre, cette représentation n’est pas du
tout pratique pour effectuer le calcul du produit de deux polyndémes. Il faut en effet calculer N — 1 produits de
convolution, ce qui revient & un cofit de calcul de I'ordre de (N — 1)2.

Représentation par point-valeur

On introduit maintenant une autre représentation des polynémes, moins utilisée que la précédente mais qui
posséde des avantages significatifs pour la multiplication.
On peut également représenter un polynome de degré N — 1 par la donnée de N couples (z,, y,) avec

n#n =z, # T, (4.4)

et ou y, représente la valeur du polynéme au point y,. Cette représentation des polyndémes, appelée représen-

, sous

tation par point-valeur, est bien injective de ’ensemble des polyndmes de degrés N — 1 dans (]R2
réserve que le choix de la suite (z,,)n=0,... nv—1 vérifie (4.4).

On voit tout de suite que multiplier des polynomes représentés en point-valeur consiste simplement en N mul-
tiplications, ce qui représente un gain significatif par rapport & la représentation par coefficients. Par contre
I’évaluation en un point (différent des x,,, sinon, c’est immédiat) est moins performante. On peut par exemple

la faire en appliquant une formule d’interpolation de Lagrange, mais celle-ci nécessite un calcul de 'ordre de
N2,

4.4.3 Utilisation de la FFT

Expliquons maintenant comment réaliser avec un cotit de calcul de I'ordre de N logy N le produit de deux
polyndmes en représentation par coefficients.
L’idée consiste simplement & passer les deux polynémes & multiplier en représentation point-valeur, en choi-
sissant pour suite (z,)n=0,.. n—1 les racines 2N-iéme de I'unité. On voit immédiatement que le calcul de N
point-valeur revient dans ce cas au calcul des TFD des suites ag,...,an—1 et by, ...,by—_1. En utilisant 1’algo-
rithme FFT, ceci peut étre effectué avec un coit de calcul de 'ordre de N logy, N.
Etant maintenant en représentation point-valeur, le polynéme produit dans cette représentation est calculé en
2N opérations. Il reste finalement & revenir en représentation par coefficients, ce qui se fait une nouvelle fois
en appliquant 'algorithme FFT, avec un cotit de l'ordre de N log, N.
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4.5 Notes bibliographiques

Ce chapitre s’inspire de la présentation de la FFT faite dans la référence [1], qui ne contient pas I’application
aux polynomes. On pourra également consulter les chapitres 7 et 8 de la référence [3] pour une autre présentation
de l'algorithme, moins mathématique. Ici encore, de nombreux textes et documents concernant la FFT sont
disponibles sur Internet.



Chapitre 5

Filtres numériques

On aborde dans ce chapitre le dernier grand volet de ce cours, le filtrage des signaux numériques. Une fois le
signal échantillonné et quantifié, il est utile pour de nombreuses applications d’en définir et calculer le contenu
fréquentiel, c’est-a-dire son spectre. L’algorithme de la FFT nous permet de réaliser efficacement cet objectif.
L’étape suivante, a laquelle on s’attaque maintenant, est d’agir sur ce spectre de maniére a en atténuer, amplifier,
sélectionner ou occulter certaines fréquences, ou certaines plages de fréquences. Cet démarche s’appelle le filtrage
et peut étre réalisée, pour ce qui concerne les signaux discrets, par des filtres numériques'. Dans ce chapitre,
on donne les bases permettant de définir un filtre et ses propriétés.

5.1 Filtres linéaires

Un filtre numérique peut-étre vu de plusieurs maniéres, selon le domaine dans lequel on travaille. Certains
le définiront par un circuit électronique, d’autres par un assemblage de portes logiques ... Notre penchant pour
les mathématiques nous conduit plutot a les assimiler & des algorithmes de calculs. Mais on parle en tout cas
de la méme chose.

5.1.1 Deéfinitions
On donne donc une définition mathématique d’un filtre numérique.
Définition 13. Un filtre numérique est une application de (*(Z) — (*(Z).

Dans la pratique, les signaux rencontrés sont finis, si bien que le fait de travailler dans ¢?(Z) plutét que dans
un autre ¢P(Z) n’a pas beaucoup d’importance. Le fait de choisir cet espace plutét qu’un autre vient du fait
que la norme 2 d’un signal (discret ou pas) est souvent égale & son énergie et que d’un point de vue physique,
il est raisonnable de ne considérer que des signaux d’énergie finie.

Un filtre numérique est donc un systéme qui produit un signal discret?, que I’on notera dans la suite y = (y,)nez
a partir d’un signal re¢u en entrée x = (2, )nez. On appelle parfois ezcitation ou entrée du filtre la suite z et
réponse ou sortie du filtre la suite y.

Remarque 9. (IMPORTANTE) Dans toute la suite, on ne considére  sauf mention contraire que des filtres
qui €laborent la réponse en un temps firé n en fonction d’un nombre fini de termes de x ou de y.

Dans la réalité, les dispositifs dont on dispose ne permettent de toute facon que de travailler dans le cadre
fixé par cette remarque.
Donnons un exemple de filtre. La formule :

Yn = Tn-1 (51)

1 existe aussi des filtres analogiques, qui agissent sur des signaux continus en temps. On en trouve dans la nature, par exemple
Poreille humaine, ou plus généralement tout systéme physique répondant & une excitation. Du point de vue de D'activité humaine,
I’essor massif des technologies numériques les place plutot sur la liste des espéces en voie de disparition.

2une suite donc.
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définit un filtre qui effectue un décalage unitaire. On fera souvent appel dans la suite a ce filtre élémentaire, si
bien qu’on fixe d’ores-et-déja sa notation.

Définition 14. On appelle décalage unitaire et on note 7 le filtre défini par la relation (5.1).

Filtres récursifs

Mais la suite y peut étre définie de maniére plus compliquée, par exemple de maniére récurrente, comme

c’est le cas pour :

TS S 52)
Yn = 4yn—1 23371, 23371,—1- .

On parle alors de filtre récursif. Attention, un méme filtre peut avoir une définition récursive et une définition

non récursive. Par exemple :

1
Yn = §yn71 + z,

produit le méme filtre que :
1k
Yn = Z (5) Tn—k-
keN

Par contre, cette derniére formule n’entre pas dans le cadre des filtres non-récursifs que ’on considére dans la
suite de ce cours, puisqu’on s’est placé dans le champs de la remarque 9.

Représentation en schéma-bloc

Tl est trés pratique de représenter les filtres sous forme de schéma-bloc. C’est & la fois trés intuitif, facile a
former & partir de I’équation de définition du filtre et proche de ce qui serait un circuit électronique réalisant,
effectivement le filtre. Les figures 5.1 et 5.2 sont des représentations sous forme de schéma-bloc du filtre décrit
par I’équation (5.2). La notation z~! sera définie dans la suite.

Ty, i Yn
T 1 m m y + +
n § n
+ +
-1
z
27t 27t
1 1 1 1
2 1 4 2
Fi1Ga. 5.1 — Une représentation du filtre défini par Fi1G. 5.2 — Une autre représentation du méme filtre.

(5.2).

Réponse impulsionelle
Dans la suite, on considérera souvent l'image par les filtres de U'entrée impulsion, c’est-a-dire le signal
spécifique :
50 _ 1 si n = 0,
m ] 0 sinon.

Définition 15. (Réponse impulsionelle) On appelle réponse impulsionnelle d’un filtre numérigue ’image par
ce filtre du signal d’entrée 6° = (09),cz -

Dans la suite, la réponse impulsionelle sera notée h = (hy, )nez.
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5.1.2 Propriétés des filtres

On passe maintenant en revue les premiéres propriétés des filtres numériques. Pour simplifier les définitions,
on note F le filtre, considéré comme une fonction.

Définition 16. (Invariance temporelle) Un filtre est dit invariant en temps, si l’image par F de la suite décalée
(Tn—ng )nez, 00 no est un entier relatif fizé, est la suite décalée de y = (yn)nez, c’est-a-dire (Yn—ng)nez-

De maniére équivalente, un filtre est invariant en temps si sa fonction F commute avec la fonction décalage
7. Par exemple la relation :

Yn = NTn,

ne définit pas un filtre invariant en temps. Tous les filtres que nous considérerons a partir de maintenant seront
invariants en temps.

Définition 17. (Linéarité) Un filtre est dit linéaire si la relation de dépendance de y 4 x est linéaire.

Autrement dit, un filtre est dit linéaire si la fonction F est une application linéaire.
Un premier théoréme permet de caractériser simplement les filtres linéaires invariants en temps.

Théoréme 10. Un filtre linéaire invariant en temps est entiérement déterminé par la donnée de sa réponse
impulsionnelle.

Démonstration. Notons h = (hy,)nez la réponse impulsionnelle d’un filtre défini par une fonction F.
On a:

(yn)nEZ = ]:((xn)neN)
= }—((Zxkdg—k)nel\])

kEZ
= Z xk]-'((égfk)neN) (F linéaire)
kez
= Y (T F(0)nen)  (Déf. de7)
kEZ
= Z ka_k}"((ég)neN) (F invariante en temps)
kez
= Zkaik(hn)neN (Déf de (hn)nEZ)
kEZ
= Zxk(hn_k)nEN (Déf. de 1)
kez
= (Z xkhnfk)neN (53)
kEZ
On voit donc que le calcul de y nécessite seulement la connaissance de la suite h = (hy,)nez. O

La formule (5.3) est une formule de convolution. On voit ainsi une relation algébrique trés simple entre
Ientrée et la sortie d’un filtre linéaire, invariant en temps :

y=hxuz,

qui montre que de tels filtres ne font, in fine, que réaliser des produits de convolution.
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Causalité

Dans les exemples que nous avons traités jusqu’a présent, l’indice n des signaux numériques représente le
temps. Dans ce cadre, il est impossible qu’un filtre élabore une réponse en fonction de données du futur. C’est
ce qui motive 'introduction de la définition suivante.

Définition 18. Un filtre est dit causal si, a n fizé, y, ne dépend que des valeurs xy, pour k < n et yi, pour
k<n-—1.

La réponse impulsionnelle i d’un tel filtre est donc nécessairement & support dans N.
On a alors un équivalent du théoréme 10.

Théoréme 11. Un filtre linéaire, invariant en temps et causal vérifie :

Yn = Z hn—kxk = Z hkxn—ka

k<n kEN
ot l'on a noté h = (hy)nen la réponse impulsionelle du filtre.
Tl existe cependant des cas ou il est nécessaire de considérer des filtres non causaux. En traitement d’image

par exemple, ou les signaux — les images donc — sont de dimension 2, les filtres appliquent & chaque pixel de

I'image une fonction de I’ensemble des pixels de I'image considérée. La notion de causalité dans ce cas n’a pas

vraiment de sens®.

Réponse impulsionnelle finie (RIF) et infinie (RII)

Les filtres linéaires invariants en temps et causaux peuvent maintenant étre divisés en deux catégories.
Définition 19. Un filtre linéaire, invariant en temps et causal est dit a réponse impulsionnelle finie (en abrégé
RIF ou FIR) si h = (hp)nez est a support fini. Il est dit a réponse impulsionnelle infinie (en abrégé RII ou

IIR) dans le cas contraire.

Quasiment par définition, les filtres récursifs sont a réponse impulsionnelle infinie.

5.2 Stabilité

On introduit maintenant une notion importante pour la conception des filtres.

5.2.1 Filtres stables

De maniére imagée, on parle de filtre stable si le filtre n’explose pas pour certaines entrées. La plupart des

filtres que l'on considére sont évidemment stables. Les filtres instables donnent cependant parfois lieu a des

phénomeénes de saturation, qui peuvent étre mis & profit dans certaines applications®.

Définition 20. Un filtre est dit stable si il laisse stable le sous-espace (*°(7Z).
Autrement dit, pour toute entrée bornée, la sortie est bornée.

Remarque 10. Cette définition est valable pour tout filtre, méme non-linéaire.

3C’st le cas de le dire.
4Par exemple en électronique, ou I’utilisation des Amplificateurs Opérationnels en régime saturé permet de concevoir des
oscillateurs et donc des horloges.
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5.2.2 Caractérisation

Dans le cas des filtres linéaires, invariants en temps, on a une caractérisation simple de la stabilité.

Lemme 10. Un filtre linéaire, invariant en temps est stable si et seulement si sa réponse impulsionnelle est
une suite de (*(Z).

Démonstration. Condition suffisante : supposons h = (hy,)nez € (1(Z) et x = (2y)nez € £°°(Z). Alors :

Yo = (hx@)n <Y il |zl < llzlloo- D hel = llzflocll]1,

keZ keZ

ce qui montre que y est bornée, donc dans ¢*°(Z).
Condition nécessaire : supposons, pour simplifier, que h soit & valeurs réelles.
Posons z = (signe(h_n))nez. Puisque le systéme est stable, hxx € (>°(Z), or :

(hxx)o = hpw_p = |hxl.

kEZ kEZ

On en déduit le résultat. O

Ce lemme n’est qu'une reformulation du fait que le dual de ¢}(Z) est (°°(Z).

5.3 Filtres linéaires récursifs causaux

On considére maintenant des filtres linéaires récursifs causaux qui, dans le cadre fixé par la remarque 9,
élaborent leur réponse au temps n par une formule du type :

N M
YUn =D GrYn—k + D bkn k. (5.4)
k=1 k=0

L’intérét de tels filtres est qu’ils sont trés faciles & implémenter en pratique.

5.3.1 Transformeée en z

Dans cette partie, on définit un concept important pour I’étude des filtres linéaires récursifs causaux.

Définition 21. FEtant donné un signal x = (Tn)nez, on appelle transformée en z de x, la fonction :

X(z) = Z Tpz "

nez

Traditionnellement, on utilise des lettres majuscules pour noter la transformée en z.

5.3.2 Fonction de transfert

Puisque cette nouvelle transformée s’applique & tout signal numérique, on peut en particulier 'appliquer &
la réponse impulsionnelle. On peut alors établir un lien entre les transformées en z de cette derniére, de ’entrée
et de la sortie.

Lemme 11. Soit x et y lentrée et la sortie du systéme défini par (5.4) et de réponse impulsionnelle h. On a :

Y(2) _ Silobizt
X(z) 1- Zﬁzl apz=k

H(z)=
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Démonstration. Commencons par établir la deuxiéme égalité. On a :

Y(z) = Zynz*"

neEZ
N M
= Z (Z kYn—k)z "+ Z (Z brn—)z "
nez k=1 n€Z k=0
N M
_ Z apzt ( Z yn_sz(nfk)) n Z bz " ( Z xn_sz(nfk))
k=1 neZ k=0 nez

N M
= Y az Y () + Y b EX(2),
k=1 k=0
(5.5)

d’ou le résultat.
La premiére égalité provient quant & elle du fait que la transformée en z, comme le font les différentes trans-
formées de Fourier, transforme le produit de convolution en produit. O

On voit facilement que la fonction de transfert d’un filtre récursif causal est une fraction rationnelle. La
réciproque n’est pas vraie. On peut par exemple voir que le filtre défini par la formule :

Yn = Tn+1

a pour fonction de transfert H(z) = z.

Définition 22. On appelle forme normalisée de la fonction de transfert d’un filtre linéaire récursif causal est
une fraction rationnelle
L (1 —zp2™)
H(Z) = N -1\’
Hk:()(l —prz1)

o les coefficients zi, k = 1..M et px, k = 0...M sont appelés respectivement zéros et poles de la fonction
transfert.

Dans la définition précédente, on suppose bien entendu que la fraction rationnelle est irréductible, c’est-a-dire
qu’aucun facteur n’apparait a la fois au numérateur et au dénominateur.

5.3.3 Stabilité

La fonction de transfert introduite & la section précédente permet de formuler un nouveau critére de stabilité
des filtres linéaires récursifs, causaux.

Lemme 12. Un filtre linéaire, récursif, causal est stable si et seulement si les péles de sa fonction de transfert
(mise sous forme irréductible) sont situés a lintérieur du disque unité.

Démonstration. Par factorisation, on se raméne au cas ot la fonction de transfert s’écrit :

1

Le développement en série entiére par rapport au paramétre z~! de cette fraction vaut :
k_—k
H(z) = Z Ptz .
kEN

Par identification, on voit que H(z) est la transformée en z de la réponse impulsionnelle h définie par h,, = p",
qui appartient a ¢1(Z) si et seulement si |p| < 1. O
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Il existe de nombreux critéres permettant de déterminer rapidement par calcul si les racines d’un polynéme
donné sont situées & 'intérieur ou a 'extérieur du disque unité. On peut citer par exemple :
— le critére de Schur,
— le critére de Routh,
le critére de Jary,
le critére de Nyquist,
le critére d’Evans,
— le critére du revers,
— le critére du contour de Hall.
On n’aborde ici ni les énoncés ni les démonstrations de la validité de ces critéres. Une fois un critére choisi, il
est facile de décider si un filtre est stable ou non.

5.4 Réponse fréquentielle

On va maintenant présenter un lien entre transformée en z et série de Fourier. Ce lien avait déja été entrevu
lorsque ’on avait utiliser un argument de convolution dans la preuve du lemme 11

5.4.1 Définition

La réponse fréquentielle d’un filtre (linéaire, récursif ou non, causal ou non) donne des informations sur la
maniére dont le filtre réagit aux excitations périodiques.

Définition 23. On appelle réponse fréquentielle d’un filtre la fonction :
[0,27] — C
w o H(e™).
Cette fonction est parfois, par abus de notations, simplement notée H(w).

On remarque que H(e™) est la série de Fourier dont les coefficients sont ceux de la réponse impulsionnelle.
La réponse en fréquence est donc la transformée de Fourier de la série (hy,)nez-

5.4.2 Réponse a phase linéaire

Dans les applications, il est utile que la phase du filtre, c’est-a-dire 'argument de la fonction de transfert,
soit une fonction affine de w. Le filtre est alors appelé abusivement filtre a phase linéaire. Expliquons rapidement
pourquoi.

Notons ¢(w) = arg (H(ei“’)) la phase d’un filtre donné (de fonction de transfert H) et considérons deux signaux

t— et et t - 2t L'effet du temps sur le déphasage entre les deux signaux est d’introduire un déphasage
proportionnel & ws — wy. Dans de nombreuses situations, on souhaite qu’un filtre n’affecte pas plus la phase
que ne le ferait le temps, c’est-a-dire que le déphasage entre deux signaux qu’il recoit soit proportionnel a la
différence de leurs phases, ce qui conduit & I’équation :

P(w2) = p(w1) = (w2 — w1),
autrement dit, la fonction de transfert du filtre doit étre de la forme :
H(eiw) _ |H(eiw)|ei(aw+ﬁ).

Dans le chapitre suivant, nous verrons comment obtenir en pratique de tels filtres. Dans le cas ou le filtre n’est
pas & phase linéaire, la déformation qu’il engendre sur le signal d’entrée est appelée distorsion de phase. Ce
défaut ne doit pas étre confondu avec la distorsion harmonique qui intervient lorsque le filtre n’est pas linéaire.

5.5 Notes bibliographiques

Pour une introduction plus compléte des filtres numériques, on pourra consulter les chapitres 2, 3,4, 5 et 9
de la référence [3]. Pour un exposé plus court et en frangais, on pourra se référer a [5].
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Chapitre 6

Conception de filtres numériques

On aborde maintenant un point clef de la derniére partie de ce cours, la conception des filtres. On découpe
la présentation en deux parties : 'une sur les filtres & réponse impulsionnelle finie et I’autre, plus succincte, sur
les filtres & réponse impulsionnelle infinie.

6.1 Remarques préliminaires

Avant de s’attaquer aux algorithme de conception, on présente une méthode d’obtention de filtre & phase
linéaire et on explique comment sont habituellement spécifiées les contraintes sur un filtre.

6.1.1 Probléme de la phase linéaire sur un exemple

On souhaite trouver des conditions suffisantes sur les coefficients d’un filtre pour que sa phase soit linéaire.
En fait, ceci n’est possible exactement que pour les filtres RIF. Avec les filtres RII, on doit seulement se contenter
d’une phase approximativement linéaire, engendrant une faible distorsion de phase.

Obtention d’un filtre RIF non causal 4 phase nulle

Considérons un filtre RIF non causal, de fonction de transfert G, comportant N = 2p + 1 coefficients
(9% )k=—p,...p- La réponse fréquentielle de ce filtre est donnée par :

p p p
G(w) = Z greite — Z gk cos(kw) — i Z g sin(kw).
k=—p k=—p k=—p
On remarque que la phase de ce filtre est nulle si et seulement si :
p
Yw € R, Z gk sin(kw) = 0.
k=—p

Cette condition est réalisée si et seulement si la suite (gx)k=—p,... p est paire (par rapport a k).

Obtention d’un filtre RIF & phase linéaire causal

Le probléme du filtre G de la section précédente est qu’il n’est pas causal, c’est-a-dire non réalisable en
pratique dans de nombreux exemples. Pour le rendre causal, il suffit de le décaler de p pas vers la droite. Ceci
conduit & définir le filtre (hy)k=o,..., v, par la formule :

hk = Gk—p,

ou encore :

H(z) := 27PG(2).

95
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On a alors :

de phase nulle.

ce qui donne bien une phase linéaire!. On voit ici la nécessité d’un filtre & réponse impulsionnelle finie. C’est en
effet parce-qu’il ne comporte qu’un nombre fini de coefficients que 'on peut effectuer le décalage permettant
au filtre de devenir causal.

jus

5, Ce qui convient également®, on aurait trouvé comme

Remarque 11. En décidant d’avoir une phase égale a +
condition que la suite (gr)k=—p,...p S0it impaire.

Classification des filtres RIF causaux a phase linéaire

Le cas o I'entier IV est paire se traite de la méme maniére. En résumé, on distingue habituellement 4 types
de filtres RIF & phase linéaire :

Type N symétrie
I impair | h, = hn_1-n
II pair hn — hN—l—n
111 impair | h, = —hn_1-n
hy

v pair =—hn_1-n
Dans tous les cas, le filtre introduit un retard de % et une relation de symétrie entre les coefficients par
rapport a k = % Le retard dépend donc du nombre de coefficients du filtre. Comme on le verra dans la

suite, pour avoir des filtres précis, il faut avoir beaucoup de coefficients et le prix a payer est donc un retard en
réponse important, di d’une part au temps de calcul et au décalage introduit par le filtre. Les figures 6.1-6.4
donnent des exemples de réponses impulsionnelles des quatre types de filtres.

Fic. 6.1 — Réponse impulsionnelle d’un filtre de FiGg. 6.2 Réponse impulsionnelle d’un filtre de
Type I Type 11

6.1.2 Filtres idéaux et gabarits

On raisonne sur la plage de fréquence |0, f—2"] ou f. est la fréquence d’échantillonnage, ce qui correspond a
la plage de pulsation [0, 7 f.]. Ce qui se cache derriére cette régle est bien entendu le théoréme de Shannon-
Nyquist. On suppose en effet que I'on est dans son cadre d’application, c’est-a-dire que son contenu fréquentiel
est inclus dans [0, %] De plus, puisqu’on se place aprés la phase d’échantillonage, le temps n’apparait plus
explicitement? et ’on peut considérer f. = 1 par commodité.

Dans la pratique, trois filtres sont généralement considérés :

Tdans ce cas, la phase est méme linéaire au sens propre.
2dans ce cas, la phase serait affine.

3il est caché dans le pas de temps entre x,, et x,t1, soit fL et doit étre transmis d’une maniére ou d’une autre au cours de la
B

conversion numérique-analogique.
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Fi1G. 6.3 — Réponse impulsionnelle d’un filtre de .

Type 111
FiGg. 6.4 Réponse impulsionnelle d’un filtre de
Type IV

les filtres passe-haut,

— les filtres passe-bas,

— les filtres passe-bande.
Ces filtres permettent de sélectionner dans un signal respectivement les hautes fréquences, les basses fréquences,
ou bien une bande spécifique de fréquence. On appelle généralement fréquence de coupure toute fréquence
autour de laquelle le filtre change de comportement, c’est-a-dire par exemple une fréquence a partir de laquelle
il commence & occulter les composantes de Fourier. La qualité d’un filtre se mesure bien souvent a ses qualités
de coupure : on souhaite en pratique avoir une rupture nette du comportement, idéalement passer de 1 4 0 au
passage de la fréquence de coupure d’un filtre passe-bas par exemple.
On appelle gabarit 'ensemble des contraintes spécifiées sur le filtre. Le terme de gabarit est parfois employé au
sens de filtre idéal, c’est-a-dire un filtre & réponse en fréquence constante par morceaux.
En continuant de considérer un filtre passe-bas comme exemple, on spécifiera f., la fréquence de coupure, au-
dela de laquelle les fréquences ne devront plus étre transmises, Af la zone de coupure dans laquelle doit étre
effectuée la transition, Ae; et Aes les tolérances accordées respectivement autour de 1 et de 0 dans les deux
zones de lintervalle [0,1/2].
Il faut enfin signaler que 'amplitude de la réponse fréquentielle se mesure parfois en décibels (unité notée dB),
c’est-a-dire :

amplitude(w) = 101logy, |H(w)|* = 201log,, | H (w)].

6.2 Conception de filtres RIF

Etant donné un gabarit, on présente deux méthodes de calcul des coefficients d’un filtre RIF respectant les
caractéristiques spécifiées dans le gabarit.

6.2.1 Meéthode de la fenétre

Cette méthode est connue pour sa simplicité.

Spécifications

On commence par spécifier une réponse fréquentielle idéale H*(w), dont on détermine la transformeée de
Fourier inverse — c’est-a-dire la série de Fourier inverse, puisqu’on est dans le cas périodique — que 1’on note
h* = (h})kez et qui est donnée par les formules :

H*(w) = > hhe™m,
n=7=

1 (" ;
hy = — H*(w)e™"dw.

7 )
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Dans la pratique, H*(w) est souvent de la forme :

M—1

H* (w) = Ty g (w)e ™77, (6.1)

avec 0 < wy < wy < 7, ett M un entier positif. Le terme exponentiel est introduit car on sait par avance que
I’on va tronquer la suite h* & partir du coefficient M — 1.

Troncature

Comme annoncé, et comme c’était le cas dans I'exemple traité a la section 6.1.1, on tronque ensuite la
suite de coefficients (h})rez obtenue au rang M — 1. Ceci revient en fait & multiplier la suite h* par la fenétre
rectangulaire g = (g )rez :

~J 0 n=0,..,M-1
In=13 1 sinon

ce qui correspond & une fonction de transfert définie par la formule :
H(w) = H"(w) * G(w),

ot G est la fonction de transfert du filtre associée a la suite w, et G(w) sa réponse en fréquence.
Dans le cas ou H*(w) est de la forme (6.1), on vérifie aisément que la phase du filtre H* est linéaire. Cette

propriété est bien conservée aprés multiplication (resp. convolution, selon le domaine ot que ’on considére) g
(resp. G), puisque la symétrie des coefficients de h* est conservée.

Améliorations

Malheureusement, le phénomeéne de Gibbs garantit que le filtre H ne pourra pas tendre assymptotiquement
vers H* lorsque cette derniére fonction est de la forme (6.1). Pour palier ce probléme, on choisit souvent des
fenétres plus réguliéres, dont les coefficients sont donnés dans des tableaux de référence. On peut par exemple
citer les fenétres de Hamming, Hanning, Barlett...Celles-ci permettent & H* x W de ressembler plus & H* que
ne le fait la simple fenétre rectangulaire.

6.2.2 Meéthode de approximation optimale de Tchebytchev

Développée plus récemment, la méthode de 1’approximation optimale de Tchebytchev* aborde le probléme
de la conception de filtre sous I'angle de 'optimisation.

Formulation du probléme

On remarque que les réponses fréquentielles obtenues a partir des 4 types de filtres a phase linéaire présentés
a la section 6.1.1 peuvent s’écrire sous la forme :

H(w) = %[ H(w)e""™),

oil on continue de noter abusivement H(w) la fonction H(e™) et ou ¢p(w) = aw + 3, avec 3 = 0 ou § et

a=N-1

2
Au début des années 70, McClellan® et son thésard Parks® observent que |H (w)| peut s’écrire sous la forme :
[H(w)] = Q(e™)P(e™),

ol P est un polyndome ne contenant que des termes en cos(nw) et Q un polynéme de degré au plus 1. Les
différents cas sont résumés dans le tableau suivant :

4Pafnouti Lvovitch Tchebychev (4 mai 1821, Okatovo - 26 novembre 1894, Saint-Pétersbourg) était un mathématicien russe.
Tl est connu pour ses travaux dans le domaine des probabilités et des statistiques. Aprés lui Tiapounov et Markov, ses éléves,
continueront son 0153uvre et cette tradition russe conduit a4 Kolmogorov, fondateur des probabilités contemporaines.

5James H. McClellan est un enseignant chercheur en traitement du signal au Georgia Institute of Technology.

6Thomas W. Parks, professeur a luniversité de Cornell.
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Type |H(w)] P(e™) Q(e™)
N—-1 N-1
I > nlo an cos(nw) D nlo an cos(nw) 1
N N
I > 2y by cos((n — $)w) 5:01 by, cos(nw) | cos(§)
N_1 N3
111 > 021 Cnsin(nw) > nlo Cncos(nw) | sin(w)
% : 1 %71 / (W
v Y1 dpsin((n — 3)w) | D22 d;, cos(nw) | sin(%)
ou les formules des coefficients sont données par :
— Type I: pas de changement,
— Type IT :
1
b6 = 5[)1
N
b, = 2by—0bj_q, k:1,2,...,5—2
b/N 1 - 2bﬁ7
2 2
— Type IIT :
C/Nfg = CN-1
2 2
CIN—:) = CN-3
2 2
N -5
Cr 1_Ck+1 = 2C]<;7 k:273,...,T
1
66 + 5612 - Cl)
Type IV :
d'E71 = 2w
2 2
N
o1 —d, = 2dy, k:2,3,...,5—1
1
dy — §dll = di.

Dans ce cadre, il est possible de reformuler notre le probléme d’approximation. En effet, sachant que @ est
connu puisqu’il est fixé en choisissant le type de filtre que ’on souhaite synthétiser notre inconnue est le
polynoéme P, ou plutot ses coefficients, ce qui fait que ’on se raméne au probléme de la recherche d’un polynéme
de meilleur approximation. Détaillons la démarche.

On se donne donc une réponse fréquentielle H* idéale, ainsi qu’une fonction de pondération W permettant de
donner plus ou moins d’importance & certaines zones du spectre. On définit alors ’erreur d’approximation par
la formule :

E(e™) = W(e)[H* (™) - Q(e™)P(e™)]

= wie)Qer L)

Qe ) .
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cette derniére formule étant correctement définie sur w € [0, 7], sauf éventuellement aux points d’annulation de
w — Q(e™), qui sont de toute maniére connus. Il est commode de réécrire (6.2) sous la forme :

E(e™) = W(e™)[H*(e™) — P(e™)],

| W(e) = W(e)Q(e™),
et :
@ _ H*(eiw)
) = Gy

Le probléme que ’on considére peut dans ce cadre étre défini par :
inf sup |E(e™)]. 6.3
coeff. de P wE[OI,)ﬂ-] | ( )| ( )

Caractérisation de 'optimum

Grace aux travaux de Tchebytchev, on connait une caractérisation de la solution du probléme (6.3). Celle-ci
est résumée dans le théoréme suivant.

Théoréme 12. (Théoréme d’alternance de Tchebytchev) Soit M le degré du polyndéme trigonométrique P.
Supposons qu’il existe au moins M + 2 fréquences distinctes 0 < wy < ... < wpryo < 7, telles que :

1. La fonction E équioscille sur ces points, c’est-a-dire :
E(e™1) = —E(e™?) = B(e™?) = ...,
2. Le mazimum est atteint sur ces points, c’est-a-dire :

Vk = ]-a 7M+ 2, max |E(elw)| = |E(eiw,c)|a

wel0,7]
alors, P est l'unique solution du probléme (6.3).

La preuve de ce théoréme est élémentaire, mais un peu longue et technique. On pourra se reporter au
document disponible en ligne "A simple proof of the alternation theorem", par P.P. Vaidyanathan et Q.N.
Truong pour une démonstration compléte.

Algorithme de Remez

Le théoréme d’alternance 12 donne donc un ensemble de conditions suffisantes d’obtention d’une solution.
Malheureusement, cet ensemble de conditions ne semble pas déboucher sur une méthode constructive. Pour
autant, en 1934, E. Remez’, a proposé un algorithme reposant sur le théoréme d’alternance pour résoudre le
probléme du polynéme de meilleure approximation.

La méthode consiste a trouver M + 2 fréquences 0 < w; < ... < wpr42 < 7w vérifiant :

W (™) [H* (") — P(e"*)] = (~1)"3,

ou d est la borne supérieure de I'erreur. Ceci peut s’écrire sous la forme matricielle suivante :

1
1 cos(w1) . cos (Mwl) —_—
W((]e-zw1) e 73} I/{\*(eiwl)
1 cos(ws ... cos (Muws —_ a1 T (piw2
(w2) o) mom LL] e |
: @ —_
1 M 1 §4 Hx(etms2)
cos(w ... cos(Mw —_
( M+2) ( M+2) W(ein+2)

"Fvgeny Yakovlevich Remez (1896 - 1975) est un mathématicien ukrainien surtout connu pour son algorithme qu’il congut a
I'université de Kiev en 1934.
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ol (an)n=o0,...,m est la suite des coefficients du polynéme P. L’inversion de cette matrice est en pratique délicate.
On préfére donc calculer explicitement la valeur de §, qui s’obtient par la formule :

S0 Al ()
M (=1)"x,
Zn:O W(e"’“’ﬂ )

5= (6.4)

avec :

1
cos(wy ) — cos(wg)

M
An = He:o, l#n

En se basant sur ces calculs, Remez propose un algorithme pour satisfaire assymptotiquement les conditions 1
et 2 du théoréme 12.

Algorithme 2. (Algorithme de Remez)
1. Choisir une estimation initiale de M + 2 fréquences 0 < wy < ... < wpr42 < 7.
2. Calculer 6 par (6.4).

3. Calculer Uinterpolée de Lagrange de degré M prenant la valeur (—1)"6 auz points wy < ... < wp < ... <
WM+1-

4. Sur un ensemble suffisamment dense (contenant par exemple wprio) dans [0,7], chercher les mazima
de interpolée. On choisit alors parmi ces maxima M + 2 fréquences respectant l’alternance (ce qui est
possible, d’aprés le théoréme des valeurs intermédiaires) et on s’arréte lorsque ces mazima sont tous égaux
(en valeur absolue et a une tolérance prédéfinie prés).

Cet algorithme est trés empirique et les preuves théoriques de sa convergence sont assez techniques, si bien
que nous ne la détaillerons pas ici. Il est cependant largement utilisé et est par exemple implémenté dans
Matlab.

De méme, le choix de M & fait lui aussi 'objet de nombreux articles, ou des formules également empiriques
sont données pour fixer a priori ce paramétre.

6.3 Conception de filtres RII

Les méthodes de conceptions de filtres a réponses impulsionnelles infinies reposent sur des idées compléte-
ment différentes des précédentes. Elles se basent toutes sur des filtres analogiques de référence, qu’elles trans-
forment en filtres numériques. On se contente dans cette partie de n’expliquer qu'une des méthodes parmi les
plus courantes, la méthode de la transformation bilinéaire.

6.3.1 Quelques filtres analogiques célébres

En électronique non-numérique (qui est en voie de disparition), les filtres utilisées sont caractérisés par des
équations différentielles que ’on traite en régime permanent, c’est-a-dire qu’on ne considére que les solutions en
temps long de ces équations avec second membre de type e**. Ces équations étant linéaires, on sait que dans
le cas de systémes stables, la solution au bout d’un temps suffisamment long est elle proportionnelle & e**. Le
coefficient de proportionnalité est la fonction de transfert du systéme analogique.

Il existe un certain nombre de fonction de transfert de référence. Par exemple, on appelle filtre de Butterworth
un filtre dont la fonction de transfert vérifie :

1
2N’
1+(Q%)

ou (). et N sont deux paramétres du filtre appelés respectivement fréquence de coupure a -3dB et ordre du
filtre. Ce filtre est un passe-bas.

Tl existe d’autres filtres, également passe-bas, caractérisés de maniére analogue au filtre de Butterworth : filtres
de Tchebytchev, filtre elliptique, filtre de Bessel... Ils se caractérisent par leur qualité d’atténuation dans les
hautes fréquences et par la complexité de leurs mises en oeuvre.

[H@Q) =
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6.3.2 Meéthode de la transformation bilinéaire

Ayant & notre disposition une formule caractérisant un filtre analogique, la méthode de la transformation
bilinéaire propose une démarche simple pour en déduire un filtre numérique.
Exemple

Considérons par un exemple le filtre passe-bas trés simple associé a ’équation différentielle :

d
d—i{ + ay = bzx.
La fonction de transfert de ce filtre est donnée par :

H(Q) = H%v (6.5)

ce qui en fait un filtre (proportionnel a un filtre) de Butterworth. On a d’autre part en toute généralité :
t
) = [ o/(9)ds + ylto).
to

Fixons maintenant un pas d’échantillonnage At et un entier n. On vérifie que :

y(nT) = %(y’(nT) +y'((n— l)T)) +y((n—1)T).

Or ¢/(nT) = —ay(nT) 4+ bx(nT), ce qui conduit a :

(1 + aTAt>yn - (1 - aTAt)yn_l = b%“(xn + Tp_1).

Le filtre numérique associé a cette formule de récurrence a alors pour fonction de transfert :
b
2 (1-2-1\"

a+ At ( 1421 )

La correspondance entre les fonctions de transfert analogique et numérique s’effectue donc par la formule :
2 /1 —2z71

0= 2 (1o 67

At\1+ 271 (6.7)

Cette transformation, bien que pas du tout bilinéaire au sens mathématique du terme, est appelée bilinéaire
dans la communauté du traitement numérique du signal®.

H(z) = (6.6)

Geénéralisation

La méthode de la transformation bilinéaire consiste alors a appliquer (6.7) & une fonction de transfert
analogique pour en obtenir une version numérique. On peut vérifier qu’en posant z = €' on obtient une autre
version de (6.7) :

2 w
Q=— —
Attan2

soit encore :

QAt
w = 2arctan —,

montre qu’on ne fait en fait que transformer R en un intervalle de longueur 7 correspondant parfaitement au
paradigme des signaux numériques.

8En maths, on appelle plutot cette transformation une homographie.
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6.4 Conclusion

Le choix entre filtres RIF et filtres RII s’effectue suivant plusieurs critéres. Résumons les qualités et incon-

vénients propres des deux approches :

— intéréts/défauts des filtres RIF : ils permettent d’obtenir des réponses en fréquences a phase linéaire,
c’est-d-dire sans distorsion de phase, ce qui pour certaines applications est une caractéristique cruciale.
En contre partie, il nécessite pour avoir des réponses en fréquence trés spécifiques beaucoup de coefficients
et donc requiérent un coit de calcul ainsi qu’'un retard (le décalage présenté a la section 6.2.1) important
dans I’élaboration de la réponse.

— intéréts des filtres RII/défauts : ils engendrent des structures légéres de calcul car nécessite peu de coefhi-
cients pour ’élaboration de la réponse. Par contre ils n’assurent pas exactement la linéarité de la phase de
la réponse en fréquence. Un dernier probléme posé par les filtres RII, est que leur stabilité peut étre affec-
tée par la quantification des coefficients du filtre : les valeurs des coefficients calculées lors de la conception
d’un filtre sont nécessairement différentes de celles du filtre qui est réalisé en pratique. Ceci peut avoir
pour effet de transformer un filtre stable en un filtre instable en faisant passer un pole & 'extérieur du
cercle uniteé.

Les deux approches sont donc complémentaires.

6.5 Notes bibliographiques

Une présentation simple et claire de la méthode de la fenétre est faite dans la référence [5]. Toutes les
informations concernant la méthode de I'approximation optimale de Tchebytchev ont été obtenues sur Internet.
On rappelle qu'un preuve du théoréme d’alternance est donnée dans "A simple proof of the alternation theorem",
par P.P. Vaidyanathan et Q.N. Truong et également disponible en ligne.

Pour une présentation moins mathématique de ’ensemble des méthodes de ce chapitre, on pourra se référer au
chapitre 10 de la référence [3].
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Chapitre 7

Codage en sous-bandes

Dans ce dernier chapitre, on introduit une méthode de compression avec perte, le codage en sous-bandes, aussi
appelée filtrage multicadence. Cette technique permet de décomposer un signal suivant différentes composantes
fréquentielles. La compression consiste alors & allouer les bits de codage lors de la numérisations en fonction de
I'importance que ’on accorde & chacune des composantes fréquentielle.

7.1 Décomposition en sous-bandes et reconstruction exacte

Dans cette partie, on présente la méthode du codage en sous-bandes et obtient des conditions suffisantes
permettant d’assurer une restitution exacte du signal en sortie de canal.

7.1.1 Principe de la méthode

Si elle repose surtout sur une étape de décomposition, la méthode explicite également comment reconstruire
le signal. Ces deux aspects sont briévement présentés dans cette section.

Analyse et décomposition en bandes de fréquences

Considérons un signal analogique stable x(t) par exemple réel que 'on cherche a analyser dans le sens
suivant. Pour un entier N = 2F fixé, on souhaite trouver une suite de signaux (t — a:i(t))i_l n dont les
transformées de Fourier vérifient :

zi(v) =g, (v)Z(v),

ou les plages de fréquences B; sont données par :

i—1 i
Si la solution de ce probléme est en théorie facile a trouver (il suffit de multiplier la transformée de Fourier de
x par des indicatrices), on sait qu’en pratique, les filtres ne réalisent jamais un "fenétrage" parfait. On utilise
en pratique des filtres dont les réponses en fréquence approchent les indicatrices 1.
On appelle analyse cette étape de décomposition.

Synthése et reconstruction

Aprés avoir ainsi décomposer le signal, on souhaite pouvoir le reconstruire parfaitement : en effet, si on
oublie l'objectif de compression avec perte, il est naturel de chercher & pouvoir retrouver exactement le signal &
partir de ses composantes. Celle-ci consiste en premier lieu & une phase de filtrage, car comme on va le voir dans
la suite le processus subit par les signaux aprés la décomposition ajoute des composantes artificielles. Ensuite,
suffit d’additionner les différentes composantes pour générer le signal de sortie. On appelle synthése I'étape de
reconstruction du signal.

65
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7.1.2 Algorithme de base

On s’intéresse maintenant a la décomposition d’un signal sur 2 bandes. En effet, une fois cette étape comprise,
il suffira de la composer k fois par elle-méme pour obtenir la décomposition en N bandes recherchée.
Supposons que le contenu fréquentiel du signal d’entrée x, c’est-a-dire le support de Z, soit contenu dans un
intervalle [— B, B]. D’aprés le théoréme de Shannon-Nyquist, on peut donc également supposer que ce signal a
été échantillonné a une fréquence 2B et on note toujours x ce signal. Celui-ci est maintenant envoyé dans deux
filtres passe-bas et passe-haut de fonctions de transfert respectives Ho(z) et H1(z). On note Zp et Z; les deux
signaux correspondant. Leurs transformeées en z vérifient donc :

)Eo(Z) = Ho(2)X(2)
X1(z) = Hi(2)X(2).

Ou X (z) désigne la transformée en z du signal initial z. Ce faisant, on double le nombre de bits considérés,
puisqu’on a maintenant deux signaux échantillonnés & la méme fréquence que le signal initial. On peut corriger
ce probléme! de la maniére suivante. En supposant que ces deux filtres soient idéaux, le contenu fréquentiel
deux signaux est maintenant contenu dans des intervalles de tailles deux fois plus petites, c’est-a-dire B. On
peut donc se permettre de ne les échantillonner qu’a une fréquence B. Ceci revient exactement & ne considérer
qu’'un bit sur deux des signaux & la sortie de chacun des deux filtres. Cette étape est parfois appelée décimation.
On note xg et x1 les deux signaux obtenus et Xy et X; leurs transformées en z. On a alors les relations :

Xoz) = 5 (Xo(zh) + Xo(—2%))

)

On a ainsi décomposé en deux notre signal et ce & nombre de bits constant. C’est ici qu’interviennent les dif-
férents algorithmes de compression avec perte, appliqués de maniére indépendante & xg et x1. Ceux-ci peuvent
par exemple re-quantifier plus grossiérement 'un des deux, étre eux-méme suivis de compression sans perte,
etc... Ce sont les produits de cette étape qui sont envoyés dans le canal. Puisqu’avant compression, la somme
totale des bits était, égale a celle du signal initial z, on fait transiter dans le canal un nombre de bit inférieur
au nombre initial, ce qui correspond au but recherché. En sortie de canal, la premiére couche de traitement est
constituée des différents décodeurs correspondants aux différents algorithmes de compressions utilisés?.

Notre but dans ce chapitre n’est pas d’étudier précisément un algorithme particulier de compression avec perte
(on peut considérer que cela déja été traité au chapitre 2), mais de nous concentrer sur la méthode générale
du codage en sous-bande. De maniére & obtenir un critére de reconstruction parfaite du codeur en sous-bande
seul, on suppose donc qu’on obtient aprés cette derniére étape exactement xg et xj.

La reconstruction se fait alors en trois étapes. On commence par sur-échantillonner les deux signaux. Concréte-
ment, cela revient ajouter un zéro entre chacun des bits de x et 1. On note &y et &7 les deux signaux obtenus.
Leurs transformées en z vérifient donc :

1
2
Xi(z) = % ()~(1(z

(S
=

)+ X1(—2

(7.1)

Apreés cette étape, un filtrage est nécessaire, car cette derniére opération & fait apparaitre dans le spectre une
partie artificielle par périodicité. On ajoute donc de nouveau un filtrage des deux signaux par deux filtres,
passe-bas et passe-haut de fonctions de transfert respectives Fy(z) et Fi(z).

Enfin, on ajoute les deux signaux obtenus pour reconstruire le signal initial. La structure ainsi obtenue est
généralement appelée banc de codage en sous-bande. La figure 7.1 schématise ce banc de codage et le devenir
du spectre du signal & travers le banc est représenté sur la figure 7.2.

Tqui est un réel probléme puisqu’on a pour but de décomposer le signal en 2% signaux.
20n passe ici sous silence le codage canal dont il a été question au chapitre 3, qui intervient en tout dernier lieu avant 1’envoie
du signal dans le canal et dont le décodeur intervient par conséquent en premier en sortie de canal.



7.2. FILTRES UTILISES DANS LE CODAGE EN SOUS-BANDES 67

%) Xi(2) o Xi(2)
Hl(Z) @ Codeur 1 *3 i* Décodeur 1 F (z)
X —_ Y
(2) = G (2)
| <
3
m o
H, — 12 Codeur 0 [ — Décodeur 0 5 F
o?) To(2) " Xo(2) ] Kooy )
F1G. 7.1 — Banc de codage en sous-bandes.
/ 0o 5 0 5 0 5 0 5
X1 (2) X1(2) X1(2)
0o 5 o 5
X(2) Y(2)
0o 3 7 0o 5 0o 5 0o 3§
Xo(z) Xo(2) Xo(2)

Fia. 7.2 Représentation schématique des effets du banc sur la réponse fréquentielle du signal.

En notant y et Y(z) le signal de sortie et sa transformée en z, le bilan de toutes ces manipulations est
résumé par la formule :

Y(z) = % (Ho(2)Fo(z) + Hi(2)F1(2)) X (2)
+% (Ho(—2)Fo(z) + Hi(—2)Fi1(2)) X (—=2).

On aura donc une reconstruction parfaite, avec un décalage ng si et seulement si :

Hy(2)Fo(z) + Hi(2)Fi(2) = 2z7M° (7.2)
Ho(—2)Fo(2) + Hi(—2)Fi(2) = 0 (7.3)
La condition (7.3) est appelée condition de non-repliement, en anglais antialiasing condition, car elle permet

d’éviter I'apparition de fréquences parasites de la méme nature que celles que I'on avait rencontrées lorsque les
conditions du théoréme de Shannon-Nyquist n’étaient pas satisfaites.

7.2 Filtres utilisés dans le codage en sous-bandes

On s’intéresse maintenant plus particuliérement aux filtres intervenants dans le banc de codage en sous-
bandes présenté précédemment.
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7.2.1 Filtres en quadrature (QMF)
La condition (7.3) est automatiquement vérifiée si on impose les relations :
Fy(z) = Hi(—=), Fi(z) = —Ho(—2).
Il reste a résoudre (7.2). Une solution consiste & imposer une relation supplémentaire. L’approche dite QMF,
qui signifie Quadrature Mirror Filters suggére ainsi de choisir :
Hq(z) = Ho(—2).

jus

Le terme mirror vient de cette relation, car celle-ci introduit une relation de symétrie autour de la fréquence 3

entre les réponses fréquentielles des filtres Hg et H;.
Il ne reste alors plus qu’une inconnue Hy et 1'équation déduite de (7.2) qu’elle doit vérifier est :

H(z) — HE(—z) = 227", (7.4)

11 est facile de voir que si on choisit pour Hy un filtre FIR & phase linéaire, alors le terme de gauche de (7.4)
sera aussi & phase linéaire. Par conséquent, ’équation (7.4) sera vérifiée pour ce qui concerne les arguments.
Pour autant, on peut montre que cette équation n’admet de solutions FIR que pour ng = 0 ou ng = 1. Dans ce
dernier cas, une solution triviale est donnée par le filtre de Haar :

Ho(z) = —(1+ 2).

V2

qui, n’ayant pas une bonne qualité de coupure, n’a malheureusement pas de réelle utilité pratique.
On se tourne donc vers des filtres & phase non-linéaire. On montre que Hy doit nécessairement étre de la forme :

Ho(z) = a2k —|—ﬂz7(2k,+1),
qui n’est pas & phase linéaire. Dans ce cas, on a :
—2k+2k"+1
T(z) = 203z~ 2K T2 +1

qui donne bien le résultat recherché. Mais 14 encore, il faut noter que les filtres obtenus Hy et ses filtres dérivés
Hy, Fy et I} ne présentent pas de bonnes qualités de coupure, outre le fait qu’ils sont & phase non-linéaire.
Ceci complique le travail de compression avec perte, puisque les produits du filtrage ne sont pas trés "purs".

7.2.2 Filtres a puissance symétrique
On continue de considérer les filtres vérifiant les relations :
Fo(z) = Hi(=2), Fi(2) = —Ho(~2),

et assurant ainsi la condition (7.3).
Une approche proposée indépendamment par Smith et Barnwell en 1984 d’une part et par Mintzer en 1985

consiste a imposer :
Hi(z) = 27" Ho(—27"),

avec ng impair. Les filtres obtenus sont, appelés filtres a puissances symétriques.
De la sorte, la condition (7.3) s’écrit :

Q(2) = Ho(2)Ho(2™ ) + Ho(—2)Ho(—2""1) = constante.

Aprés un raisonnement, d’algébre élémentaire mais technique, on peut montrer que les solutions de cette équation
sont de la forme :

— co?(¥ in2(Y
Hy(w) = cos (2) P(bm (2)>,
avec P de la forme : )
P(X) = (1+X)""! + XPR(; - X),

ol R soumis aux seules contraintes d’étre pair et tel que P soir positif. On se référera au chapitre B4-2 de [1]
pour une preuve compléte de ce résultat.
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7.2.3 Conditions générales d’orthogonalité

On résume finalement la méthode générale de conception des filtres intervenant dans les bancs de codage
en sous-bandes.
Si on note P(z) = Hy(z)Fy(z), on voit que la condition de non-repliement (7.2) impose :

Hq(2)Fi(z) = —P(—=2),

et la condition (7.3) s’écrit :
P(z) — P(—z) =2z7".

Cette équation ne peut étre vérifiée que si P est de la forme :

P
P(2) = pnoz "+ ) panz ™" (7.5)
n=0
La méthode consiste donc & :
1. choisir un P satisfaisant (7.5),
2. factoriser P en deux filtres Hy et Fy.

7.3 Notes bibliographiques

Pour plus d’informations sur les aspects mathématiques du codage en sous-bande, en particulier sur les
conditions de reconstruction parfaite, on pourra consulter la référence [1]. Pour une présentation plus succincte,
mais avec des applications & la compression avec perte, on se reportera a la référence [2].
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Chapitre 8

Exercices

8.1 Chapitre 1 — Formule de Shannon-Nyquist et échantillonnage

Exercice 1. Soit s un signal stable, 0 < T < 4oo et ¢ = s(t +nT). Montrer que :

neR
1. ¢ est définie p.p,
2. ¢ est localement stable, T'—périodique,

3. le n—iéme coefficient de Fourier de s vaut £.35(2)

Exercice 2. (Identités approchées) On dit que la famille (h,.),c[o,1) est une identité approchée si :

thr:L
r € [0,1], hy >0,
7Va>OlzmrH0f hy(u)du =1,

Soit s un signal stable. Montrer que limy o [ [s % by (t) — s(t)|dt = 0.

Exercice 3. (Dérivation de convolutions) Soit a de classe C!, stable de dérivée a’ stable et b stable. Montrer
Pexistence et calculer la dérivée de la fonction a % b.

Exercice 4. Soit a et b deux signaux stable. Montrer que ||ax b1 < |la]|1]/b]| L1
On suppose maintenant a € L' et b € L?. Montrer que :

1. axb est définie p.p.

2. axbe L? et |laxblrz < |lallp1]b]|Lz -

Exercice 5. (Uniforme continuité de la transformée de Fourier) Montrer que la transformée de Fourier d’un
signal stable est uniformément continue.

Exercice 6. (Phénoméne de Gibbs) Soit f 27-périodique définie par : f(0) =0, f(x) = =% — § sur [-7,0[ et
f(x) =% — 5 sur [0, n[.
1. Montrer que S, (f)(z) = ZZ:1 sin(nz)

n

2. Montrer que S, (f)(z) = [ %dt - 2.
cos(t/2) 1

3. Montrer que :
sin ((n +1/2)t) v
/0 © 2sin(t/2) / dt +/0 bln(nt)(2sir1(t/2) a ¥)dt

1
+§/ cos(nt)dt.

4. En déduire : 34 > 0/Vn € N Sn(f)(E) > A.
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Exercice 7. Soit (cx)kez telle que S, (t) = > ;_  cre'™ converge dans L vers une fonction f. Montrer que

A - loc
C = fk-

Exercice 8. Soit f C' 27-périodique et o € R — Q. Montrer que :

i {@ @)+t it n=Da) T

n—-+oo n 0

Peut-on affaiblir les hypothéses sur f 7

Exercice 9. (Convergence uniforme des sommes de Féjer) Soit f 2—m périodique et continue. Montrer que :

sup|—rx ) (on (f)(2) = f(z)) =0,

avec :

)
3
~
~—
8
S~—
I
| —
N
n
EX
—~
~
S~—
—
8
:_/

k=1

ot Si(f) est la somme partielle de rang k de la série de Fourier associée a f.

Exercice 10. (Théoréme de Féjer) Soit f 2—m périodique et localement intégrable.

1. Soit § > 0. On suppose que :

. 1[0y 1 g(u)
lzmn_,+oog/0 sin (inu)?duz(),
o ¢p(u) = f(x+u) + flz —u) — 24.
Montrer que :

UMy — 4 000n (f)(x) = A.

2. (Théoréme de Féjer) On fixe x € R et on suppose que f admet une limite & gauche et & droite en z.

Alors :
fa™) + fat)

limnﬂ+oogn(f)($) = B

Exercice 11. (Accélération de convergence par sur-échantillonage) On considére un signal s tel que supp(§) C
[-W, W], pour W > 0 et B:= (1+ a)W pour a > 0. Soit enfin T tel que T'(v) = 1 sur [-W, W] et T(v) =0
sur | — oo, —B] U [B, +o0].

1. Montrer que :

1 . . s
@j%s(wwmv) = 3(v),

et en déduire une identité de type Shannon-Nyquist.
2. On choisit :
v+ B —-v+ B

T(v) = gy li-s-wi + leww) + 57 15w

Etudier la vitesse de convergence de la série de I'identité de Shannon.

Exercice 12. (Examen de rattrapage 2006) On échantillonne e, (t) = cos(27rt) & une fréquence f = 1/A.
1. Rappeler la signification de A.
2. Montrer que deux signaux e, et e,» ont le méme échantillonnage si rA —r’'A € Z

3. Expliquer pourquoi et dans quel sens le théoréme de Nyquist-Shannon et ses hypothéses garantissent
I’unicité du r.
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8.2 Chapitre 2 — Quantification scalaire des signaux numeériques

Exercice 13. (Variance d'un signal uniforme)

1. Montrer que la variance d’un signal aléatoire uniformément distribué sur [— X4z, Xmaz] st donnée par :

2Xmaa:2
o (Xnw)

r 12
2. Retrouver la formule du rapport signale bruit du cours.

Exercice 14. (Quantification uniforme optimale) Calculer une condition d’optimalité pour le probléme de la
minimisation de og dans le cas d'une quantification uniforme dun signal de densité non-uniforme.

Exercice 15. (Quantification non-uniforme) Montrer qu'un algorithme de quantification non-uniforme est
optimal si :
b,
fb;,l xfx(z)dx
b,
fbji1 Ix(x)dx

_ Yi+1 + yj
-

yi =
bj

8.3 Chapitre 3 — Codage sans perte de 'information

Exercice 16. (Inégalité de Kraft) On souhaite coder un ensemble de mots (z;)1<i<m.

1. Montrer le théoréme suivant :
Théoréme (Inégalité de Kraft) : Pour tout code irréductible composé a partir d’un alphabet de taille
g, les longueurs (n;)1<i<m des mots de codage vérifient :

Z q—m <1. (K)

1<i<m

2. Montrer la réciproque de ce théoréme :
Théoréme (réciproque de I’Inégalité de Kraft) : Etant donné un ensemble d’entiers (ni)1<i<m
vérifiant (K), montrer qu’il existe un codage irréductible des mots (z;)1<i<m, de telle sorte que la longueur
du code de x; soit n;.

Exercice 17. (Inégalité de Gibbs) Montrer 'inégalité de Gibbs :
Soit n nombres p; et g; tels que :
0<p; <1, 0<gq <1,
et
n n
Zpi = ]-a qu < 1.
i=1 i=1
Alors :
n .
> " pilog, <&) <0,
i=1 pi
avec égalité si et seulement si
Vi, 0 <i<n, Di = ¢i-

Exercice 18. Une source émet des lettres d’un alphabet {aj,as,as,aq,as} avec les probabilités P(a;) =
15,P(ag) = .04,P(as) = .26,P(a4) = .05,P(as) = .5.
1. Calculer ’entropie de la source.

2. Construire un code de Huffman pour cette source.
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3. Calculer la longueur moyenne aprés codage.

Exercice 19. (Propriétés des codes de Huffman) Soit C' un code optimal (c’est-a-dire qui minimise £) obtenu
a partir d’un alphabet binaire.

1. Montrer que si p; > pg, nj < ng.
2. Montrer que les deux mots les plus longs de ce code ont les mémes longueurs.
3. Montrer que les codes de Huffman vérifient ces propriétés et que les deux mots de longueurs maximales

different uniquement, par leur dernier bit.

Exercice 20. (Examen 2008) On considére l'alphabet S = s1, s2, 83, s4, 5, s6, s7, s8 avec la distribution de
fréquences f suivante :

S1 S92 S3 S4 S5 Sg ST S8
0,4(0,180,1(0,10,07|0,06]0,05]|0,04

1. Calculer I'entropie de la source d’information S.

longueur moyenne a l'entropie.

Exercice 21. On considére une source binaire sans mémoire U de loi de probabilité : P (U =0) = 0,9 et
P(U=1) =0,1. Le symbole 0 étant beaucoup plus fréquents que le symbole 1, on se propose de coder les
séquences issues de la source en tenant compte du nombre de zéros entre deux uns consécutifs. L’opération
consiste en deux étapes :
— Premiére étape
On compte le nombre de zéros entre deux uns consécutifs. On obtient ainsi un entier que 'on appelle
entier intermédiaire.
Deuxiéme étape
On code 'entier intermédiaire en un mot binaire constitué de quatre éléments binaires si ’entier est in-
férieur ou égal a 7 et on choisit un mot de un élément binaire si l'entier est 8. Si 'entier intermédiaire
dépasse 8, on codera les suites de 8 zéros consécutifs par un bit correspondant & ’entier intermédiaire
autant de fois que nécessaire. On obtient ainsi la table de correspondance entre les séquences source et
les entiers intermédiaires :

séquences source | entiers intermédiaires
1 0
01 1
001 2
0001 3
00000001 7
00000000 8

1. Les contraintes imposées permettent-elles de choisir un code uniquement déchiffrable (on ne demande pas
d’expliciter un code particulier) ?

2. Calculer le nombre moyen n; de bits source par entier intermédiaire.
3. Calculer le nombre moyen no de bits encodés par entier intermédiaire.

4. On considére une séquence de bits source de longueur n avec n trés grand. En appliquant la loi faible des
grands nombres, exprimer le rapport du nombre de bits utilisés pour coder cette séquence au nombre de
bits source (n) en fonction de ny et ng . Calculer numériquement la valeur de ce rapport. Comparer avec
la limite en dessous de laquelle il n’est pas possible de descendre.

5. Effectuer un codage de Huffman de Pextension d’ordre 4 de la source U. Calculer (numériquement) le
nombre moyen de bits utilisés pour coder un élément binaire issu de la source U. Comparer avec les
résultats du 4.
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Exercice 22. (Examen 2007) On considére le message

"ceciestuncodagedehuffman”

(on a supprimé les espaces et la ponctuation pour simplifier la construction).

1.

3.

Construisez un codage de Huffman du message (Il y a plusieurs codages de Huffman possibles). On
indiquera & chaque noeud de I’arbre le poids de son “sous-arbre”.

Combien de bits seraient nécessaire pour transmettre le message sans codage ? (Plusieurs réponses pos-
sibles, précisez bien les hypothéses.)

Combien de bits sont nécessaires aprés codage de Huffman ?

Exercice 23. (Examen 2007) On considére le code linéaire de correction d’erreur décrit par le tableau ci-
dessous :

A

6.
7.

mots source | mots code
000 70077
001 00101
0?77 01077
011 77171
100 10017
101 10171
110 11007
111 11177

En utilisant ’hypothése de linéarité, remplacer les " ?" par les éléments binaires manquant ("0" ou "1").
Expliciter la matrice génératrice du code.

Quel est 'image d’une séquence [abc], oit a, b, ¢ sont des nombres binaires dans Z /277

En déduire deux relations simples caractérisant les composantes des mots du code.

On note les vecteurs sous forme de colonnes. Expliquer pourquoi la matrice de contréle permettant de
générer le syndrome est de taille 2.

Déduire des trois questions précédentes une matrice de controle.

Combien ce code corrige-t-il d’erreurs ?

Exercice 24. (Examen 2006) Une source S sans mémoire délivre des 0 avec une probabilité de p = 0,98 et des
1 avec une probabilité de 1 — p = 0,02. Le débit est de 300kbits/sec. La transmission se fait & travers un canal
symétrique de probabilité d’erreur par élément binaire 0,05 et fonctionnant avec un débit de 290kbits/sec.

1.

Peut-on envisager d’utiliser ce canal pour transmettre le contenu de S avec une probabilité d’erreur aussi
petite que souhaitée ?

. Codage Source.

On se propose de réduire le débit binaire de la source d’au moins 50% grace a un code de Huffman. On
suppose que les bits produit par la source S sont ensuite traités par le codeur Huffman qui définit ainsi
une sourceS’.

(a) Calculer I'entropie de la source S.

(b) Quel doit étre ’ordre minimum de 'extension de la source S permettant d’assurer une telle perfor-
mance ?

(c) Construire un arbre de Huffman associé a 'extension 3 de la source.
(d) Quelle est la valeur du débit moyen de la nouvelle binaire obtenue & partir du codage précédent ?

(e¢) Combien doit-on ajouter de bits de contréle par bit émis par la nouvelle source S’ si on veut utiliser
le canal & son débit nominal' de 290kbits/sec.

1

nominal=optimal
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3. Codage canal.
On souhaite maintenant coder la source binaire S’ construite par algorithme de Huffman dans la partie
précédente afin de réduire le taux d’erreur dues a la transmission a travers le canal. Supposons que 1’on
ajoute & chaque couple de bits émis par S’ trois bits de controle.

(a) Sion exige du code qu’il corrige une erreur par mot (de 5 bits), quelle doit étre la valeur minimum
de sa distance minimum ?En déduire le nombre minimal de 1 dans les mots du code.

(b) Construire la matrice permettant de calculer un syndrome qui indique la position d’une erreur dans
la 5 bits.

(¢) En déduire le code en indiquant pour chaque mot de S’ le mot codé correspondant.

(d) Construire la table de décodage, c’est-a-dire le tableau qui indique l'opération de correction en
fonction du syndrome observé. Combien de configuration a deux erreurs permet-elle de corriger ?
(Compter les syndromes qui ne peuvent étre obtenus avec une seule erreur)

(e) Calculer la probabilité d’erreur par mot code résultant de ce codage. Comparer cette valeur avec
celle qui serai obtenue si on transmettait directement (i.e. sans codage les mots de I’extension d’ordre
deux de la source 5.

Exercice 25. (Examen de rattrapage 2006) On souhaite compresser par un code de Huffman un texte composé
de sept symboles dont les fréquences sont présentées dans le tableau suivant, :

T To X3 T4 Ts5 Ze6 T
0,49 0,26 0,12 0,04 0,04 0,03 0,02

On considére un codage direct des symboles du texte. Construire I'arbre de Huffman correspondant aux
fréquences indiquées dans le tableau. Calculer le taux de compression que ’on peut espérer.

Exercice 26. (Examen de rattrapage 2006) On considére le code correcteur défini par ¢(ala2a3) = clc2¢3cdcheb
avec :
cl=al,c2=0a2,c3=a3,c4d=al+a2,ch =a2+ a3, c6 =al + a3.
1. Calculer la distance minimale entre deux symboles du code.

2. On considére le cas ot une seule erreur survient. Montrer que ce code corrige cette erreur dans un cas sur
6.

3. Justifiez que ce code est un code globalement meilleur qu'un code de correction qui répéte une fois chaque
séquence de 3 symboles.
Exercice 27. (Examen de rattrapage 2007) On considére 1’algorithme de compression d’Huffman binaire.

1. Pourquoi dans un code de compression sans perte optimal, les deux symboles de probabilités les plus
faibles sont codées avec le méme nombre de bits ?

2. On considére une source émettant cinq symboles aq, ..., a5 avec les probabilités suivantes :

Symbole | Proba.
al O, 2
a 0, 4
as 0, 2
aq 0, 1
as O, 1

(a) Construire un arbre en suivant l’algorithme de Huffman et donner un codage correspondant.
(b) Montrer, par un exemple, que I’on peut obtenir plusieurs arbres différents en appliquant I’algorithme.

(c) La variance des tailles des symboles de codes obtenues avec deux arbres différents est-elle constante ?
Justifier briévement votre réponse.

(d) A votre avis, pourquoi choisit-on préférentiellement le codage qui produit la plus petite variance 7
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Exercice 28. (Examen de rattrapage 2007) Pour détecter et corriger les erreurs produites par un canal de
transmission de signaux binaires, on décide d’envoyer trois fois de suite chaque bit du message a envoyer. On
appelle stratégie de triplement cette méthode.

1. Donner les caractéristiques d’une telle stratégie :
(a) Comment détecter une erreur en sortie du canal ?
(b) Est-ce un codage par bloc?

(c

)
) Quelle est la taille des blocs ?
(d) Combien détecte-t-elle d’erreur par bloc?
)
)

(e) Combien corrige-t-elle d’erreur par bloc?

(f

2. On suppose que le canal produit une erreur avec une probabilité p. Si on utilise la stratégie de triple-

ment, quelle est la probabilité qu'un bit du message initial (c’est-a-dire avant codage par la stratégie de
triplement) soit erroné en sortie (c’est-a-dire aprés décodage) de canal ?

Quelle est la distance du code correcteur associé a cette stratégie 7

3. Quel est I'inconvénient de cette stratégie ?

Exercice 29. (Examen 2008) On considére un alphabet A comprenant s symboles. Pour tout mot w apparte-
nant A", on définit :

la boule de centre w et de rayon k : B(w, k) = {v € A™;d(w,v) < k}
— la sphere de centre w et de rayon k : S(w, k) = {v € A™;d(w,v) = k}
1. Exemple : s = 2, soit w = 0110 € {0, 1}*, déterminer S(w, 1), S(w,2), et B(w,2).
2. Déterminer le nombre d’éléments de S(w, k).
3. Montrer que
k

Card (B(w, k) = Co(s = 1)° + Ch(s = 1)' + CR(s = 1)* + ..+ Ch(s = )F =) " Cl(s — 1)".
=0

4. Soit C' € A™ un code correcteur des mots de AP (bien str p < n) et de distance d. Onnote t = E((d—1)/2) :
c’est le nombre d’erreurs que peut corriger C.

(a) Quel est le nombre de mots de C'?
(b) Montrer que si wy et we sont deux mots distincts de C, alors B(ws,t) N B(wae, t) est vide.

(c¢) En déduire l'inégalité de Hamming :
¢
S (s - 1) < 877,
i=0

5. Applications : On appelle code parfait un code tel qu’on ait ’égalité

t

3 Cifs - 1) = 5",

i=0
Dans ce cas, les boules B(w,t),w € C, forment une partition de A™. Dans les questions qui suivent, on
considére seulement le cas s = 2.

(a) Montrer que le code binaire par triplement (n = 3,p = 1) et de distance 3 est un code parfait. Méme
chose pour le code binaire de Golay de taille n = 23,p = 12 et de distance 7.

(b) Soit C' un code binaire de taille n = 12,p = 5. En utilisant 'inégalité de Hamming, donner une
majoration de sa distance.
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8.4 Chapitre 4 — Transformation de Fourier discréte

Exercice 30. (Phénomeéne du renversement binaire) On considére un échantillon de N = 23 valeurs ag, ..., az.

1. Ecrire les étapes successives de Ialgorithme FFT. Quels sont les groupements successifs de coefficients a;
considérés au cours de ’algorithme ?

2. Comparer les écritures binaires des indices de la suite obtenue en concaténant les paquets du dernier appel
récursif de ’algorithme. Que remarque-t-on ?

3. Généraliser.

Exercice 31. (Produit de polynémes de haut degrés) On considére deux maniéres de représenter un polynoéme
P de degré N = 2% : la représentation par la suite de ces coefficients et la représentation "paire-valeur"

{(z1,91); e, (®m, Ym) }, avec x; # x; pour i # j et P(x;) = y; pour tout j.
1. Dans quel cas les deux représentations sont équivalentes 7 Comment passer d’une représentation a 'autre ?
2. Expliquer pourquoi la représentation paire-valeur permet un calcul rapide du produit de deux polynoémes.

3. En déduire un algorithme de cotit O(N log,(V)) permettant le calcul du produit de deux polyndmes.

Exercice 32. (Coefficients de la TFD et approximation) Soit s un signal T-périodique et N un entier pair.
Les coefficients de Fourier de s sont donnés par la formule :

~ 1 /T (t) —i2mnk dt
Sp = — s(t)e )
T 0

Ecrire I’approximation §/, obtenue par la formule des trapézes.

Calculer les coefficients du polynome trigonométrique

n=—N/2

qui interpole s aux points k/NT. On posera par commodité :

n

Y, cﬁ’_N si NJ2<n<N-1

{Yn =V si0<n<N/2-1

Que remarque-t-on ?

Exercice 33. (FFT en base 4) Trouver un algorithme équivalent a celui présenter en cours dans le cas binaire
pour le cas N = 45.

8.5 Chapitre 5 — Filtres numériques
Exercice 34. Un systéme linéaire numérique donne la réponse :

yn = {122}
lorsqu’il subit 1’entrée :
xn, = {103}.
1. Calculer la fonction de transfert du systéme.
2. Le systéme est-il stable ?

3. Calculer la réponse impulsionnelle.

Exercice 35. Déterminer les transformées en z des fonctions de transfert suivantes, ainsi que leurs domaines
de définition :
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1. A(n) =1 pour n > 0 et 0 ailleurs,

2. h(n) =1 pour 0 <n < N et 0 ailleurs,

3. h(n) = a™ pour n > 0 et 0 ailleurs,

4. h(n) = cos(wn) pour n > 0 et 0 ailleurs,

5. h(n) = a"sin(wn) pour n > 0 et 0 ailleurs,
6. h(n) = na™pour n > 0 et 0 ailleurs.

Exercice 36. Donner la réponse impulsionnelle d’un filtre dont la réponse fréquentielle est donnée par la
formule :
H(e"™) = exp (cos(w))e’ sin(w)

Exercice 37. Déterminer la réponse en fréquence des filtres (stables) suivants :

1 _ ZTntTn_1

- Yn = 3 )

2. yp = %yn_l + .
Exercice 38. On considére un filtre de Bernouilli dont la réponse impulsionnelle est définie par hg = p, h1 = ¢
et hy, = 0 ailleurs (p et ¢ sont fixés tels que p+ ¢ = 1).

1. Calculer H(z)

2. Calculer la réponse impulsionnelle d’un filtre binémial d’ordre n obtenu en composant n fois le méme
filtre de Bernouilli ;

3. Les filtres binémiaux sont-ils RIF, causaux, stables ?
4. Calculer leur réponse fréquentielle. Tracer grossiérement lallure de |H (w)].
5. Vérifier que ces filtres sont des filtres passe-bas.

Exercice 39. On considére la fonction de transfert, :

143271
H(z) = ——.
(2) 2—z71

1. Rappeler ’équation reliant une entrée z,, a la sortie y,, ?

2. Caractériser le filtre : RII, RIF ? Comportement en fréquence ?

Exercice 40. On associe au signal numérique x le signal numérique y de la maniére suivante :

Yn = Yn—1 + Ty

Montrer que ce filtre est linéaire et invariant par translation.
Calculer la réponse impulsionnelle h associée a ce filtre.
Ce filtre est-il stable ?

Calculer la fonction de transfert.

AN .

Calculer la réponse en fréquence.

Exercice 41. On considére le filtre numérique caractérisé par :
H(z) =K1 —z719.

1. Donner P'algorithme de filtrage et la réponse impulsionnelle de ce systéme.
2. Ce filtre est-il stable ? Pourquoi ?
3. Ce filtre est-il a phase linéaire 7 Calculer la phase.
4. Etude de la réponse en fréquence du systéme.
(a) Calculer la réponse en fréquence |H (e2™f)| pour 0 < f < 1/2.

(b) Déterminer les fréquences fiae €t fimin pour lesquelles on obtient H,,ipn €t Hpge, les valeurs mini-
males et maximales du module de la fonction de transfert.
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(c) Déterminer la valeur de K qui normalise Hq, & 1.
(d) Dessiner I'allure de e?™f.
(e) Déterminer les poles et les zéros et justifier les résultats précédents.

Exercice 42. Donner une méthode de calcul d’un filtre passe-bande correspondant & deux fréquences de
coupures a et b.
Exercice 43. On considére le filtre correspondant & la fonction de transfert H(z) =1+ 271+ 272 + ...

1. Montrer que ce filtre non-récursif peut étre remplacé par un filtre récursif trés simple.

2. Déterminer le comportement fréquentiel de ce filtre et tracer les graphes f ~— |H(e®?"f)| et f

arg(H (e?71)).

Exercice 44. (Examen de rattrapage 2006) Déterminer et représenter les réponses en amplitude et en phase
des filtres suivants :

L y(n) = 3(z(n) + z(n — 1)),

2. y(n) = 3 (z(n) + x(n — 1) + x(n — 2) + z(n — 3)),

3. y(n) = L(z(n) — 2z(n — 1) + z(n — 2)).
Exercice 45. (Examen de rattrapage 2006) On considére un filtre linéaire de réponse impulsionelle h =
(hn)nez. On note x = (z,,)nez le signal a Pentrée du filtre et y = (y )nez le signal en sortie.

1. Rappeler la définition de la réponse impulsionnelle.

2. Montrer que les suites x,y et h sont liées par la formule :
y=hxuz,

ol * désigne le produit de convolution discret.
3. Rappeler la définition de la transformée en z d’un signal numérique u = (un)nez.

4. Montrer que les transformées en z des signaux z,y et de la réponse impulsionnelle A vérifient :

5. On considére le filtre défini par la relation :

1
n — FYn— 2n
Yn = 35Y 1+ 2%

(a) Calculer la réponse impulsionnelle & de ce filtre et H(z), sa transformée en z.

(b) Ce filtre est-il stable?

(c) Quelle est sa réponse fréquentielle ? Le filtre est-il plutot passe-haut ou plutot passe-bas ?
Exercice 46. (Examen 2008)
Dans cet exercice, on étudie un filtre donné par un schéma-bloc.

1. On considére tout d’abord une sous-partie du filtre. Cette sous-partie est le filtre représenté par le schéma-
bloc représenté Fig. 8.1. Le bloc ” x g” représente la multiplication par un réel g donné.
Donner, en fonction de g, ’expression de la fonction de transfert H'(z) de cette sous-partie du filtre.

2. On considére maitenant le filtre complet, repésenté par le schéma-bloc représenté Fig. 8.2.

Le bloc ” xb” représente la multiplication par un réel b donné. Donner, en fonction de a, g et b, I'expression
de la fonction de transfert H(z) du filtre complet.

3. Sous quelle condition le filtre complet est-il stable ?
4. On suppose que les coefficients du filtre vérifient les relations :
a=1-¢% b= —g.

Montrer que le module de la réponse fréquentielle est constant.

5. Pourquoi, & votre avis, appelle-t-on ce filtre "réverbérateur" ?
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Tn Yn

X9 |

F1G. 8.1 — Sous-partie du filtre

T Yn
! @ 21 Xa

xg

xb

F1a. 8.2 — Filtre complet

8.6 Chapitre 6 — Conception de filtres numériques

Exercice 47. (Examen 2008) On veut réaliser un filtre passe-bas numeérique a réponse impulsionnelle finie a
N = 17 coefficients. La fréquence de coupure est : fc = fe/4 avec fe = 1 fréquence d’échantillonnage. On
suppose que le théoréme de Shannon est respecté.

1. Donner l'allure de la réponse en fréquence H(w) sur [—m, 7] du filtre idéal non causal & phase nulle
correspondant au cahier des charges.

2. Déterminer (ﬁk)keZ la réponse impulsionnelle du filtre idéal a phase nulle.

3. Effectuer la troncature puis rendre causal cette réponse impulsionnelle et donner les coefficients du filtre
finalement obtenu.

4. Donner 'expression du module de la réponse fréquentielle du filtre obtenu en fonction des coefficients.
Esquisser I’allure de la réponse fréquentielle.

5. Quels sont les effets de la troncature de (hy)rez sur la réponse en fréquence du filtre synthétisé ? Comment
pourrait-on améliorer les résultats ?
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Exercice 48. (Synthése de filtres RII par approximation de Padé Rattrapage 2006) On souhaite concevoir
un filtre de réponse impulsionnelle hq(n),n > 0. On choisit a priori un filtre dont la fonction de transfert est
de la forme :

M —_k o
_ bkz _
H(z) = —Zk_]e, — = Zh(k‘)z k
143 0y ax? k=0

La fonction H(z) a donc L = M + N + 1 paramétres (les coefficients {ax} et {by}) & déterminer.
Supposons que I'on mette en entrée de notre filtre une impulsion de Dirac z(n) = §(n) (c’est-a-dire, un “1” suivi
de zéros).

1. Montrer que la réponse est alors de la forme :

h(n) = —aih(n—1)—ash(n—2)—...—anyh(n— N)
+bo0(n) + b16(n — 1) + ... + bpyd(n — M). (8.1)

2. Montrer que (8.1) peut également s’écrire :
h(n) = —ath(n — 1) —ash(n —2) — ... —anh(n — N) + b,, 0 <n < M. (8.2)
3. Montrer que pour n > M, I’équation (8.2) peut encore se simplifier en :
h(n) = —aih(n — 1) —ash(n —2) — ... —anh(n — N), n > M. (8.3)
4. Expliquer comment les équations (8.2) et (8.3) peuvent étre utilisées pour déterminer {ay} et {bx} si 'on

impose h(n) = hq(n) pour 0 <n < N + M.

5. Quelles sont les limitations de la méthode ? Comment y remédier ?

Exercice 49. On considére le filtre défini par :

143271
H(z)= ——
(2) 2—z71
1. Calculer la réponse impulsionelle.

2. On veut implanter ce filtre par une structure RIF équivalente. Pour cela on tronque la réponse impul-
sionnelle. Les valeurs de h(n) sont codées en binaire sur huit bits, selon le format bit n < coef. de 27™.

(a) A quel rang est-il naturel de tronquer ?
(b) Quelle est la réponse impulsionnelle ?
Exercice 50. (Examen 2007)

1. Analyse d’un filtre numérique
On considére un systéme numérique caractérisé par :

H(z)=K[1-2";K >0

) Donner P’algorithme de filtrage et la réponse impulsionnelle de ce systéme.
b)
(c) Est-il & phase linéaire ? justifier votre réponse.
(d)

(a
(b) Ce filtre est-il stable 7 justifier votre réponse.
Réponse en fréquence du systéme :
i. Calculer |H(e™] et j(w) := arg (H(e™)).
ii. Déterminer les fréquences fqazr €t fmin pour lesquelles on obtient les valeurs respectivement
maximales (H,,q, ) et minimales (H,,;,) de |H(e™)].

iii. Déterminer la valeur de K qui normalise H,,,, & I'unité.
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iv. Dessiner l'allure de |H (e™)| pour cette valeur de K.
2. Synthése d’un filtre RIF passe-bas

On désire réaliser un filtre numérique passe-bas dont la fréquence de coupure est f./3, ot f. est la
fréquence d’échantillonnage.

(a) Donner le graphe de la réponse en fréquence G(f) du filtre idéal & phase nulle répondant a ce cahier
des charges.

(b) Déterminer la réponse impulsionnelle g du filtre idéal non causal & phase nulle par développement
en séries de Fourier de G(f).

(c) On décide de fixer la longueur du filtre & N termes. Montrer que ce choix permet de rendre le filtre
RIF causal et donner I’algorithme de filtrage.

8.7 Chapitre 7 — Codage en sous-bandes

Exercice 51. On considére un filtre de fonction de transfert H(z) =3 ., hnz™".

1. Montrer que le filtre peut se mettre sous la forme :
H(z) = Hy(2%) + 27 Hy(2?),

et donner les réponses impulsionnelles des filtres Hg et H;.

2. Calculer les fonctions Hy et H; dans le cas ou :

1

H@) =

Exercice 52. On considére banc QMF de filtres RIF. On cherche sous quelle condition on a reconstruction
parfaite. De maniére & garantir la condition de non-repliement, on impose :

Fo(2) = Hi(=2), Fi(2) = —Ho(=2),

et on cherche & satisfaire :
T(z) := Ho(2)Fo(z) + H1(2)F1(z) = 227",

1. En décomposant Hy sous la forme :
Ho(z) = Hoo(2%) + 271 Hoy1 (2%),
montrer que 7'(z) s’écrit sous la forme :
T(z) = 227 Hoo(2%)Ho1(2?).
2. En déduire qu’on aura reconstruction parfaite si :
Hyo(z) = hooz"F, Hpi(2) = hmz_k,.
3. En déduire que les seuls filtres RIF générant des bancs QMF assurant une reconstruction parfaite sont

de la forme : ,
Ho(z) = az ™2k 4 3= (R +1),
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Chapitre 9

Travaux pratiques

9.1 Révisions Matlab

Exercice 1.

Tracer des graphes pour illustrer le phénoméne de Gibbs de ’exercice 1. Regarder ce qui se passe si I’on considére
les sommes de Féjer au lieu des sommes de Dirichelet.

Exercice 2.

Etant donné n > 0, écrire en utilisant le moins de lignes possible un script Matlab qui déclare la matrice de

Cauchy de coefficients
0= L

W T g
Exercice 3.

A T’aide de rand() tracer une Gaussienne.

9.2 TP1 : Quantification

9.2.1 Quelques commandes Matlab

On commence par quelques manipulations de fichiers & ’aide de Matlab.

Lecture d’une image

On prendra comme image de référence celle téléchargeable ici :
http ://docs.ufrmd.dauphine.fr /optinum /data/patchwork.tif

1. Comprendre comment charger et afficher une image en Matlab. On utilisera les commandes matlab sui-
vantes :
readim, imagesc, colormap
Pour les questions suivantes, on utilisera les commandes imfinfo et size.

Quel est le type du fichier obtenu ?
Comment interpréter son contenu ?

Qu’en déduit-on sur le codage de I'image ?

oLl W

Quelle est la taille du fichier attendue ? La comparer & la taille du fichier téléchargé.

Conversion binaire/décimal et taille des données

Tl va nous étre utile dans la suite (et plus généralement dans les projets) de traiter des données binaires.

1. Convertir 'image en un fichier binaire.
On utilisera les commandes matlab suivantes :
dec2bin

85
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2. Comparer les tailles des deux fichiers.
On utilisera la commandes matlab suivante :
whos
Remarque : vous constaterez que deux bits sont en fait utilisés pour coder un bit.

3. A partir du fichier binaire, reformer le fichier image initial.
On utilisera les commandes matlab suivantes :
bin2dec, reshape

9.2.2 Compression par quantification

Dans cette partie, on quantifie de maniére naive le fichier.

1. Effectuer une compression par quantification naive en codant 'image sur 3 bits. On utilisera le fichier
binaire associé a I'image.

2. Regarder et interpréter la taille annoncée du fichier.

3. Visualiser I'image quantifiée.

9.3 TP2 : Conception de filtres

9.3.1 Filtrage RIF

Un filtre non récursif est défini par la relation de récurrence :
Yn = Tn + ATp—p.

On choisit ici a =1 et p = 5.
1. Quelle est la réponse impulsionnelle du filtre ?
2. Afficher sous matlab le module de la réponse en fréquence du filtre.

3. Afficher sous matlab la phase de la réponse en fréquence du filtre.

9.3.2 Synthése d’un filtre RIF passe-bas

On veut réaliser un filtre RIF passe-bas de fréquence de coupure Fe/5. On va utiliser la méthode de la
fenétre. Pour cela, on commence par calculer la réponse impulsionnelle correspondant au filtre passe-bas idéal,
par transformée de Fourier & temps discret inverse.

1. Quelle est la réponse impulsionnelle du filtre passe-bas idéal de fréequence de coupure Fe/5 et de phase
nulle ?

2. Afficher sous matlab la réponse impulsionnelle causale de longueur 81 échantillons obtenue par troncature
et décalage de la réponse impulsionnelle idéale.

3. Afficher le module (sans unité puis en en dB) de la réponse en fréquence correspondante, en utilisant une
TFD sur N = 1000 points fréquentiels.

Le filtre obtenu est-il passe-bas? Vérifier que la fréquence de coupure est bien la bonne. Quel est le défaut de
ce filtre passe-bas ?

1. Refaire 'opération mais au lieu de tronquer (ce qui correspond implicitement & utiliser une fenétre rec-
tangulaire), utiliser une fenétre de Blackman'. Afficher le module (en dB) de la réponse en fréquence.

2. Qu’a-t-on amélioré par rapport au cas précédent ?

3. Qu’a-t-on détérioré?

ICelle-ci est définie par w = .42 — .5 % cos(%\*f—_*f) + .08 * cos(‘”]v["—j{‘) ;
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9.3.3 Filtrage RII

Un filtre récursif est défini par la relation de récurrence :
Yn — 0.95Yn—5 = zp,.

Quelle est la fonction de transfert H(z) du filtre ? Les filtres de fonction de transfert rationnelle du type

peuvent étre représentés sous matlab par deux vecteurs : le vecteur correspondant au polynéme en z=1, A(z)
et le vecteur correspondant au polynome en 21, B(z). Matlab permet de filtrer n'importe quel signal par un
filtre de ce type grace a la fonction ‘filter’ : Si = est un signal, y = filter(B, A, x) calcule la sortie du filtre
défini par la récurrence ci-dessus.

1. Sous matlab, en utilisant la fonction filter, calculer et afficher la réponse impulsionnelle du filtre corres-
pondant & la récurrence ci-dessus.

2. Calculer et afficher la réponse en fréquence correspondante.

3. Comparer avec :

Bf= fft(B,512);

Af= fft(A,512);

Hf= Bf./Af;

plot (abs(Hf (1:256))

hhhhtts Filtrage RIF  %hhhhthh
a=.9;p=b;

N=20;

x=zeros(1,N);
y=zeros(1,N);
x(1)=1;

for k=1:N

if k>p

y (k) =x(k)+a*x(k-p);
else

y (k) =x(k);

end

end

I=0:.01:.5;

A=exp (i*2*pixI);

rep_mod=abs (1+a*A.~ (-p));
rep_phase=angle(1+a*A.~(-p));

WhhhAh% Filtrage RIF. Synthése d’un filtre passe-bas %hh%h%%%
%Réponse impulsionnelle causale

fc=1/5;wc=2*pix*fc;

M=81;

h=zeros(1,M);

h=1/pi*sin(wc*([0:M-1]1-(M-1)/2))./([0:M-1]-(M-1)/2);
h((M-1)/2+1)=uc/pi;

J#Réponse en fréquence
N=1000;
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I=(linspace(0,.5,N))’;

a=exp (i*2*pi*I);

H=sum(diag(h)* ((ones(M,N)*diag(a)) .~ (diag([0:M-1]) *ones(M,N))));
%plot(linspace(0,.5,N),abs(H));

%Fenétre de Blackman

J=0:M-1;

Blackman=.42-.5%cos(2/(M-1)*pi*J)+.08%cos(4/(M-1)*pi*J);

h_new=h.*Blackman;
H_new=sum(diag(h_new)*((ones(M,N)*diag(a)) . (diag([0:M-1])*ones(M,N))));
%plot(linspace(0,.5,N),10*1log(abs(H_new)),linspace(0,.5,N),10*x1log(abs(H)));

WhhhAh%  Filtrage RIT  %h%h%hA%%
%Réponse impulsionnelle

B=[1 0 0 0 0];

A=[1 00 0 -.95];

1=100;

x=[1, zeros(1,1-1)]1;
y=filter(B,A,x);

%Réponse en fréquence
rf=1./(1-.95%a.~(-5));
%plot(linspace(0, .5,N),abs(rf));
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