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Introduction

Le travail présenté dans cette theése tente d’apporter certaines améliorations a une
classe d’algorithmes relevant du controle quantique, les schémas monotones.
Dans le premier chapitre nous présentons un certain nombre de notions de mécanique
quantique nécessaires a une bonne compréhension des objectifs du contrdle quantique.
Nous présentons également les méthodes numériques utilisées dans les simulations et
les principales caractéristiques des schémas monotones.
Les schémas monotones sont généralement présentés sous une forme non discrétisée
en temps. Leur mise en ceuvre numérique repose sur des discrétisations liées a des dé-
veloppement limités. Cette approche entraine cependant parfois des instabilités numé-
riques. Le deuxieme chapitre présente plusieurs méthodes de discrétisation temporelle
qui permettent de résoudre ce probléeme en conservant au niveau discret la monotonie
des schémas.
Un certain nombre de tests des schémas monotones discrets sont présentés dans le troi-
sieme chapitre. Ces expériences numériques permettent d’apporter de nouvelles so-
lutions a des problemes déja abordés, soit par des schémas monotones non discrets,
soit par d’autres algorithmes d’optimisation. Ces exemples d’applications permettent
en outre d’étendre le champ des applications des algorithmes.
Le quatrieme chapitre présente une stratégie d’accélération des schémas. La méthode
suivie repose sur une parallélisation du calcul, dans le cadre défini par les schémas pa-
raréels. Un algorithme couplant les itérations d"un schéma de calcul parallele et des
schémas monotones est défini et permet une accélération significative des calculs.
A notre connaissance, aucune preuve de convergence des schémas monotones n’a a ce
jour été présentée. L'objet du cinquiéme chapitre est de combler, au moins partiellement,

cette lacune. Des premiers résultats concernant I’ensemble des points d’accumulation
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des schémas monotones sont ainsi exposés. Une approche variationnelle est également
développée pour obtenir des premieres conditions nécessaires de convergence des al-

gorithmes.

Tout au long de ce mémoire R(z) et I(z) désignent les parties réelles et complexes d'un

nombre complexe z.



Chapitre 1
Controle en chimie quantique

Résumé

Ce chapitre a pour objet d'introduire le cadre des modéles et des problemes
abordés dans cette theése. Nous introduisons quelques bases élémentaires de
physique quantique nécessaires a la bonne compréhension des applications
traitées. Nous présentons ensuite les restrictions et approximations qui sont
effectuées lors des simulations numériques pour enfin nous concentrer sur le
formalisme du contréle optimal et une classe de schémas numériques qui lui

sont associés, les algorithmes monotones.

Sommaire
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1.1 Introduction

De nombreux phénomenes, naturels ou artificiels, mettent en jeu des interactions

entre rayonnement électromagnétique et matiere. C’est par exemple le cas de la photo-
synthése, processus au cours duquel 1’énergie électromagnétique, captée par la chloro-
phyle, est transformée en énergie chimique.
Pour maitriser de tels processus, plusieurs conditions doivent étre réunies. Il est tout
d’abord primordial de disposer de modeéles rendant correctement compte de l'inter-
action. Ces modeles doivent permettre d’associer des rayonnements a des transferts
d’énergie, ou de tenir compte de certaines caractéristiques des rayonnements. Ensuite,
il est nécessaire de pouvoir concevoir des champs électromagnétiques répondant aux
exigences mises en évidence par la modélisation. C’est cette derniere condition qui fait
du laser un candidat privilégié au controle des processus physico-chimiques par rayon-
nement électromagnétique.

Parmi les sources de champ électromagnétique, le laser offre une grande précision sur

4



1.1. Introduction

les caractéristiques du rayonnement produit. Les fréquences des champs synthétisés
peuvent notamment étre localisées dans un domaine tres restreint. Cette technique est
donc un outil de choix dans le controle des processus mettant en jeu une interaction
rayonnement-matiere.

La théorie physique adaptée a la modélisation des interactions rayonnement-matiere est
la mécanique quantique. Les échelles de temps -de la picoseconde (10~'?s) a la femto-
seconde (10~ '%s)- et d’espace -de I'ordre de 1’Angstrom (107'°m) pour les petites molé-
cules, jusqu’au micrometre (10~°m) pour les molécules polyatomiques et de structures
métalliques- impliquées dans les processus sont en effet trop petites pour obtenir une
modélisation correcte a l'aide de la mécanique hamiltonienne classique.

Le développement actuel des lasers permet d’ores et déja leur utilisation dans le controle
de la dynamique des phénomeénes quantiques. Historiquement, la recherche dans ce
domaine a connu un important essor a la fin des années 80, en particulier apres les
premiers résultats expérimentaux [1, 2, 3, 4, 5, 6, 7]. Parmi les premieres applications
ont été la dissociation des liaisons chimiques et la séparation isotopique. Aprés 1’obten-
tion de résultats sur des molécules relativement simples (bi-atomiques), les avancées
théoriques et techniques ont permis d’aborder des systémes plus complexes. C’est par
exemple le cas dans [1] ot le contrdle de la dissociation du systeme organo-métallique
CpFe(CO),Cl a permis de maximiser ou de minimiser le quotient entre les quantités
d’ions CpFeCOCIT et FeClt obtenues. Par la suite, des applications ont été propo-
sées dans le cas de champs forts. L'utilisation de lasers adaptés a permis la synthese de
CH3CO a partir de (CH3)2CO, de C'F5 ou C'Hjy a partir de CH;COCF; et de CsH;C'Hj
a partir de Cs H;COC Hj [2].

Le controle par laser a permit ensuite de concevoir des rayonnements de hautes fré-
quences a partir de rayonnements de fréquences basses [8]. La génération de fluores-
cence par laser ou le controle de la dynamique moléculaire sur des molécules biolo-
giques sont actuellement envisagés.

A plus long terme, la manipulation d’états quantiques permettra d’envisager la construc-
tion d’unités de stockage d’information a 1’échelle nanométrique. L'état d"une molécule,
commandé par laser, coderait I'information. Plusieurs expériences ont donné des résul-
tats dans cette direction. La maitrise du controle quantique par un champ électrique

permettrait également une miniaturisation des composants électroniques. Il est ainsi
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envisagé de synthétiser des interrupteurs moléculaires commandés par un champ élec-
trique. Ces différents progres laissent entrevoir, a plus long terme, la conception d’ordi-

nateurs quantiques [9, 10].

1.2 Quelques notions utiles de mécanique quantique

1.2.1 Introduction

La théorie quantique de la matiere est actuellement couramment appliquée dans les
procédés et les systemes techniques. Ses résultats sont utilisés dans des domaines tels
que la chimie, la physique des états solide et liquide, la science des matériaux... Les
travaux exposés dans cette these ont pour objet d’améliorer le controle de la dynamique
moléculaire par rayonnement laser. Nous exposons ici les concepts utiles dans ce cadre
et invitons le lecteur a consulter par exemple [11] pour une présentation plus détaillée

des concepts.

1.2.2 La fonction d’onde

La théorie quantique est une description des objets élémentaires qui forment la ma-
tiere, des interactions entre particules ou avec des champs internes ou externes.
Contrairement a la physique classique et comme c’est le cas dans la mécanique hamil-
tonnienne, 1'espace le mieux adapté a la description des systemes en physique quan-
tique n’est pas l'espace tridimensionnel usuel, mais un espace {2, nommé espace des
configurations qui représente 'ensemble de toutes les configurations possibles du sys-
teme. Par exemple, dans le cas d'un systeme a NV particules isolées et sans contraintes,
les variables du systeme sont I'ensemble des coordonnées des particules. Dans les ap-
plications traitées dans cette thése les variables de spin ne sont pas prises en compte,
nous les omettons donc tout au long de cet exposé. L'espace des configurations est alors
a priori = R*". A un instant ¢, le systtme quantique est alors décrit par une fonc-
tion a valeurs complexes, notée ¢ (t) appartenant a I'espace L?((2; C) de norme égale a 1.
Cette fonction () est appelée fonction d’onde ou vecteur d’état du systeme. Pour des rai-
sons de commodité, les notations ¢(x,t) ou ¢ (t) représentent dans la suite la grandeur

Y(t)(z). L'interprétation physiqueassociée a cette fonction est la suivante : pour toute

6



1.2. Quelques notions utiles de mécanique quantique

configuration z de Q, [¢(z,t)|* est la densité de probabilité que le systéeme se trouve
dans la configuration x a I'instant ¢. L'approximation de la physique classique consiste
a supposer que cette fonction est une masse de Dirac. Celle-ci est justifiée a 1’échelle
macroscopique, ol les dimensions des objets sont suffisamment grandes pour pouvoir
négliger l'incertitude sur leurs positions causée par cette représentation probabiliste de
la matieére.

Cette description est résumée par le premier postulat de la mécanique quantique :
Premier postulat. A tout systeme quantique correspond un espace de Hilbert complexe
H, tel que 'ensemble des états accessibles au systeme soit en bijection avec la sphere
unité de H.

Dans la suite de ce chapitre ||.|| et (.|.) désignent la norme et le produit hermitien asso-

ciés a 'H sont notés .

1.2.3 Observables

La mesure de grandeurs physiques en mécanique quantique releve de regles particu-
lieres. Si une particule classique possede a tout instant des caractéristiques bien définies,
qu'il est possible de mesurer sans pour autant modifier 1’état du systeme, en mécanique
quantique, une grandeur ne prend une valeur déterminée que lors d'une mesure. Le
deuxieme postulat formalise cette idée.

Deuxiéme postulat. A toute grandeur physique (scalaire) A correspond un opérateur A
auto-adjoint sur H, vérifiant la propriété suivante : le résultat de la mesure d"une gran-
deur physique A ne peut étre qu'un élément du spectre de A.

La moyenne des mesures de A est quant a elle égale a ()| A|¢)) o1 la notation (.| A|.) est

définie par :
(Wl = [ dax

ol ¢ et x sont des fonctions de L?(Q, C) et ou A est un opérateur arbitraire défini de
L?(2, C) dans lui-méme.
Quelques correspondances entre grandeurs physiques et opérateurs sont indiquées dans

le tableau suivant :



Chapitre 1. Controle en chimie quantique

Grandeur physique | Observable
Position T
Impulsion —1 % \Y
Energie cinétique — %A
Energie potentielle 1%
Energie - %A +V

Les notations utilisées dans ce tableau sont les suivantes :

— 7 représente la multiplication par z,

V représente la multiplication par V(z,t), le potentiel électrostatique auquel est

soumis le systeme,

V représente le vecteur formel dont la composante j est 9, ,

A représente le Laplacien,
h est la constante de Planck, de valeur i = 6,63.1073*.J.s7 !,

m est la masse de la particule étudiée.

Dans les différentes modélisations présentées dans cette these, le potentiel V' est indé-

pendant du temps. L'opérateur H, défini par :
2

H= —h—A+f/, (1.1)
2m

associé a I’énergie du systeme est appelé Hamiltonien du systeme. Dans cette these, nous
utiliserons les unités atomiques d’espace et de temps, ce qui permet de fixer & = 1.

Nous conservons la notation (1.1) dans la suite. Dans de nombreux cas, le spectre de
cet opérateur est constitué d’une partie discréte et d'une partie continue [12]. C’est a
cette partie discrete que la dénomination “quantique” se rapporte. Les valeurs propres
de cet opérateur correspondent aux différentes énergies associées au fonctions propres.

Les vecteurs propres de 'Hamiltonien sont appelées harmoniques.

1.2.4 L’équation de Schrodinger

L’évolution de la fonction d’onde au cours du temps suit un troisiéme postulat.

Troisieme postulat. Entre deux mesures, 1’évolution de I'état est régie par I'équation de

8
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Schrodinger

ou H est l'opérateur défini par (1.1). Lorsque I’'Hamiltonien est indépendant du temps,
la solution de cette équation avec condition initiale existe et est unique. L'opérateur qui
a une condition initiale 1) et un temps ¢ associe v (t) est appelé propagateur dans la suite.

Il est décrit formellement par un terme exponentiel :

U(x,t) = e Hapy(z).

La résolution de 1.2 est appelée quant a elle propagation. Lorsque H dépend explicite-
ment du temps, 1'existence d’un propagateur se prouve au cas par cas. La solution de
cette équation est de norme constante au cours du temps, ce qui constitue une pro-
priété algébrique en accord avec la signification physique présentée a la section 1.2.2.
Signalons des maintenant que de par l'existence d’une partie discrete dans le spectre
de l'opérateur H, il arrive que certaines propagations se fassent dans un sous-espace de

dimension finie de L.?(€); C), alors identifié a CV, ot N est un entier.

1.2.5 Prise en compte d’un champ électrique externe

Dans le cas ou le systeme est soumis a un champ laser, un terme supplémentaire
décrivant 'interaction entre le laser et le systeme moléculaire doit étre introduit; dans

le cadre de I'approximation dipolaire, I'équation d’évolution s’écrit alors :

0, ) = Hob(a, t) — (t). D) e, 1),

ott D est le moment dipolaire électrique (permanent) associé au systéme et £'le champ
électrique. Notons que dans ce modeéle, £ ne dépend que de la variable de temps. Ceci
est justifié par le fait qu'a ’échelle du systéme moléculaire le champ laser peut étre
considéré comme uniforme en espace. Dans les applications physiques traitées par le
contrdle quantique, les champs électriques sont souvent polarisés. Nous considérons
donc que le vecteur 'reste colinéaire a un vecteur fixé au cours du processus de controdle.
Nous choisissons les axes de coordonnées tels que le vecteur ¢ soit porté par 'un des

axes. L'équation résultante est alors :

iat¢($vt) = H¢(x’ t) - N(f)g(t)%b(%t)a (1.3)
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o 1 est la composante suivant I’axe du champ électrique.

Signalons que pour des systéemes plus complexes, il est parfois nécessaire d’ajouter des
termes d’ordre plus élevé pour rendre compte correctement de 1'influence du rayon-
nement ¢ sur I'évolution de la fonction d’onde . Les modifications géométriques du
systeme engendrent parfois I'apparition d’'un moment dipolaire induit. Un parametre
de polarisabilité « est alors défini, conduisant a 1'introduction d"un terme quadratique

par rapport au champ ¢ dans ’'Hamiltonien :

0 . 1) = Hib(z, £) — [p(@)e(t) + a@)eX(D](x,b).

Un exemple de systeme relevant de cette modélisation est présenté plus en détail au
chapitre 3 de cette theése.
Eu égard a la classe des systéemes considérés dans la suite de ce mémoire, H est appelé

Hamiltonien interne.

1.3 Simulations numériques, schémas de propagation de

I’équation de Schrodinger

L’objet de ce paragraphe est de présenter les méthodes utilisées au cours de cette
theése pour résoudre numériquement 1'équation de Schrodinger. Outre le fait que ces
méthodes seront les briques élémentaires des codes de calculs utilisés dans le cha-
pitre 3, leurs définitions exactes sont a la base des discrétisations de schémas de calcul

de controle optimal du chapitre 2.

1.3.1 Résolution de I’équation sans terme d’interaction

Présentons tout d’abord une méthode de résolution de (1.2) lorsque le champ &(¢)
(de I’équation (1.3)) est nul. La méthode la plus simple dans ce cas consiste a trouver
une décomposition spectrale de H. En effet, supposons avoir déterminé un ensemble

orthonormal (\;, V;),c; de fonctions d’onde vérifiant :
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ou J est un ensemble d’indices. Alors pour toute condition initiale 1y de (1.2), se dé-

composant suivant (V,);c; selon :

Yo = Z%“I’j’

jeJ

avec :

la fonction

est solution de (1.2).

1.3.2 Méthode du splitting d’opérateur

Dans le cas plus général ou le champ ¢ est non nul, la résolution de 1’'équation (1.3)
est impossible analytiquement. Le recours a une discrétisation temporelle s’avere donc
nécessaire. Une idée simple consiste a exponentier a chaque pas de temps I’Hamiltonien
complet H — p(z)e(t). Le probleme posé par cette méthode est I’évaluation de 1'expo-
nentielle. Pour appliquer 1’exponentielle d'un opérateur a un vecteur, la méthode la
plus fréquemment employée consiste a diagonaliser cet opérateur pour se retrouver
dans une situation analogue a celle décrite a la section 1.3.1. Mais dans les applications
rencontrées, les opérateurs a exponentier ne commutent pas et ne peuvent donc étre
diagonalisés simultanément. Par exemple, dans le cas fréquemment traité dans cette
these o1 :

H = HO + V(l’),

ot Hy = —5=A est I'opérateur lié a I'énergie cinétique, les opérateurs H, + V() —
p(z)e(t) et Hy + V(z) — p(z)e(t’) ne commutent généralement pas pour ¢ # t'. Pour les
appliquer successivement, il faut donc effectuer des changements de base. Notons que
I'opérateur H, est diagonal dans la base de Fourier, alors que V' (z) — p(x)e(t) 'est dans
I’espace physique. Il est donc facile d’appliquer e 02T et ¢=(V(@)=n@:=)AT pour tout

pas de temps AT en effectuant des changement de bases appropriés. Cette remarque
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conduit naturellement a utiliser une méthode de splitting d’opérateur centré sur le po-

tentiel définie de la maniére suivante :
Yz, t+ AT) =~ e_iHO%e_i(v(gc)_“(m)a(t))ATe_iHo%@D(x, t). (1.4)

L’erreur issue de cette approximation par rapport au pas de discrétisation en temps AT

est un O(AT?). L'application de l'opérateur e~ "#oAT

s’effectue par un changement de
base calculé par l'intermédiaire d'une transformée de Fourier rapide. Une propriété im-
portante de cette méthode est qu’elle conserve la norme L? de la fonction d’onde ¢ au
cours du temps. Cette propriété importante de 1'équation exacte (1.2) est donc conser-
vée apres discrétisation. Les opérateurs exponentiés étant anti-hermitiens, leurs expo-
nentielles sont en effet unitaires.
Signalons que d’autres méthodes de résolution approchée de (1.3) peuvent étre envisa-
gées : schémas d’Euler, Runge-Kutta... Le probleme posé par ces schémas est qu’ils ne
conservent pas la norme de la solution en général. Une exception existe avec le schéma
implicite de Cranck-Nicholson défini dans notre cas de la maniére suivante :

Vi1 = ¥

i (i)

Yiv1 + V;
dt ’

2
ol les indices j se rapportent a la discrétisation en temps et ol dt est le pas associé a
celle-ci. Ce schéma conserve la norme du vecteur p;. En tant que schéma implicite, son

inconvénient majeur est d’étre cotiteux.

1.3.3 Discrétisation spatiale

Les simulations découlant de la résolution de (1.2) sont effectuées dans des bases
indexées par des ensembles finis et les fonctions d’onde sont donc représentées par un
nombre fini de scalaires. Nous présentons dans cette section la méthode issue de cette

démarche.

Méthode de Galerkin

L’idée sous-jacente aux méthodes de Galerkin consiste a chercher les solutions de
(1.2) sous forme de combinaisons linéaires d'un petit nombre de fonctions, convenable-

ment choisies pour leur qualité d’approximation a priori. Considérons une famille finie

12



1.3. Simulations numeériques, schémas de propagation de I'équation de Schrodinger

libre de fonctions (¥) ¢, ot J est un ensemble fini, et supposons que la solution de (1.2)

se décompose suivant cette famille selon :

W, t) =Y (1) ().
jeJ
Quitte a utiliser le procédé d’orthonormalisation de Gramm-Schmidyt, il n’est pas restric-
tif de supposer la famille (V;),c; orthonormale. En choisissant les fonctions ¥; comme

fonctions test, une version faible de I’équation (1.2) est donnée par :

VEk € J, (V|0 + i(H — pe(t |ch 0,
jeJ
soit :

iC(t) = (Mu — M,e(t))C(1), (1.5)

N

ol :
— C est le vecteur de composantes c;,
— My et M, sont les matrices ((Wi|H|V;))kpyesxs et ((Wrlp| Vi) ke pyerx-
La résolution exacte de (1.2) en # étant en général impossible, la méthode de Galerkin
propose de résoudre cette équation en C'. La méthode utilisée est analogue a celle de la
section 1.3.2 et définie par 1’approximation (1.4). Cet algorithme nécessite d’exponentier
a chaque pas de temps la matrice (My — M,e(t;)), ot t; est la variable de temps discré-
tisée. L'inconvénient de cette méthode est le cotit de 1’exponentiation. Cette opération
est en fait équivalente a une diagonalisation dont la complexité est de I'ordre de N?,
ou N est la dimension de la base. Un choix de base approprié permet de diagonaliser
Mpy et M, et par conséquent d’effectuer un certain nombre d’exponentiations lors d"un

pré-calcul.

Différentes bases

Selon le probleme abordé, les bases utilisées pour les simulations sont différentes. A
précision de calcul fixée, la pertinence d"un choix de base est mesurée par la dimension

de la base, qui doit étre faible, et par son adaptation aux opérateurs rencontrés.
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Base de Fourier

Nous supposons de plus que les particules soumises au controle sont localisées en es-
pace, c’est-a-dire que la fonction d’onde est nulle en dehors d’un intervalle de la forme
[0, L]. Ce dernier est alors discrétisé par une suite (z;);—1. v avec z; = O et xy = L et
la fonction d’onde () est représentée par un vecteur dont les composantes sont des
approximations des valeurs (z;,t). Dans les discrétisations spatiales associées aux si-
mulations effectuées dans le cadre de cette these, le parametre N est de 1’ordre de 102.
La base de Galerkin utilisée est alors la base canonique des polynémes trigonométriques
de degré N et l’approximation effectuée est une interpolation.
Comme stipulé a la section 1.3.1, I'application de 'opérateur e~ 0% Jors du calcul de
la propagation par la formule de splitting (1.4) est effectuée par l'intermédiaire d'un
changement de base associé a une transformée de Fourier. Le vecteur (¢(z;,t)) 1. n est
complété par imparité. Une fois ceci effectué, il suffit de multiplier le vecteur obtenu
composante par composante par (e‘if? %) ; qui correspond aux coefficients diagonaux
de la matrice diagonale ¢ ~*#o“s" dans la base de Fourier.

Notons que des calculs en dimension supérieure sont limités par les cotits de calculs,
pour l'instant trop importants. Les méthodes exposées dans cette these peuvent cepen-

dant s’adapter théoriquement a des calculs en dimension d’espace supérieure a 1.
Bases spectrales

D’autres stratégies existent pour construire (V)< : il est par exemple possible de choi-
sir les premiers vecteurs de la base associée a la décomposition spectrale de H telle
qu’elle est présentée a la section 1.3.1. Cette approximation reste valable lorsque ¢ est
suffisament petit, ce qui est le cas dans le cadre de I'approximation dipolaire. Un cas

d’application de cette méthode est présenté au chapitre 3 de cette these.
Bases réduites

Comme nous I'avons signalé a la section 1.2.4, I’évolution de la fonction d’onde au cours

du temps a parfois lieu dans le voisinage d'une variété différentielle de petite dimen-
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sion. Suivant cette observation, une autre solution consiste a extraire une famille conve-
nable de I'ensemble des vecteurs calculés lors d’une résolution fine, c’est-a-dire dans
des bases de grandes dimensions et avec un petit pas de temps. C’est 'approche propo-
sée par les méthodes de bases réduites.

Apres avoir calculé finement une solution S = (¢(t;))scjo,r] pour un champ donné,
I'extraction d’une famille de vecteurs “représentatifs” peut étre effectuée de différentes
maniéres. Une premiere méthode consiste a utiliser un algorithme glouton. La base est
construite vecteur par vecteur. Le vecteur ajouté a chaque itération de la construction
maximise la distance a I’espace vectoriel engendré par la base de l'itération précédente.
Une autre méthode d’extraction est de choisir comme base les vecteurs associés aux plus
grandes valeurs propres de S'S, ou1 /S est la transposée de S, vue comme matrice. Cette

méthode est appelée analyse en composantes principales.

Estimation de l’erreur

Quelque soit la base choisie, I’erreur peut étre estimée a I’aide du lemme de Céa, qui
assure que l'erreur de I'approximation de Galerkin est controlée par la distance entre la

solution exacte et I'espace vectoriel engendré par (V);c; :

Lemme 1. Soit a une forme bilinéaire coercive continue et f une application linéaire définies sur
un espace de Hilbert H. Soit également H' C H un sous espace. Si u’ et u sont respectivement
les solutions des problemes :
W' e H', a(u V) = f(V'),
Yo eH, a(u,v) = f(v),
alors :
3C > 0/ |Ju — || < Cdist(u, H'),

oit ||.|| représente la norme associée a 'H et dist(w, H') la distance de u a 'espace H'.
)

La figure 1.1 rend compte de I'erreur due a I’approximation en fonction du cardinal de la
base de Galerkin, dans le cas du premier exemple du chapitre 3. Nous observons qu'une
approximation correcte est obtenue a partir d’une base de 25 vecteurs, alors qu’'un trai-
tement de ce probleme par une discrétisation en espace décrite a la section 1.3.3 donne
lieu a un calcul en dimension supérieure a 60. Un inconvénient de ces méthodes est que

les bases produites ne diagonalisent pas a priori les opérateurs rencontrés.
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Erreur/dimension base reduite, par interpolation
1.4 ! ! ! !

"linel1 ——

erreur

0 i i  ————
5 10 15 20 25 30 35
Dimension de la base reduite

FI1G. 1.1 — Distance entre la fonction ¥(T), calculée par une propagation par splitting
associée a une discrétisation en variables d’espace physique telle que présentée au début
de la section 1.3.3, et I'espace engendré par une base de Galerkin, obtenue ici par une

analyse en composantes principales. Cette distance est exprimée en fonction du cardinal
de la base de Galerkin.

Discrétisation des valeurs du champ électrique

Signalons enfin qu’il est possible d’accélérer le calcul par discrétisation de I'ensemble
des valeurs du champ ¢, (g;),cr.. Cette méthode, appelée toolkit [13], est particulierement
efficace du point de vue algorithmique puisque les calculs d’optimisation nécessitent
souvent des calculs de propagation avec des champs bornés!. Sur I'exemple de (1.4),
cette approche consiste tout d’abord a pré-calculer les matrices (e ~/(V(@)~r@)A), 1 T4

résolution s’effectue ensuite en appliquant e~*(V(®)=#(@))A gy lieu de e~V (@) —n(@)=(t)AL

!Cette borne peut étre issue des algorithmes utilisés, ou de contraintes liées aux expérimentations.
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ol ¢, est la meilleure approximation de ¢(t;) parmi (¢;);cz. Il n'y a alors plus d’assem-
blage de matrices ou de changement de base a effectuer lors du calcul de la propagation.
Cette méthode peut étre considérée comme une méthode de bases réduites étendue au

parametre €.

1.4 Controle et chimie quantique

1.4.1 Présentation du probleme

Considérons un systeme abstrait décrit par une variable d’état X appartenant a un
espace de Hilbert H complexe? et dont I’évolution est décrite par une équation de la
forme :

X +Auw)X = 0
(1.6)

X(()) = XO;

ol X est un état initial, v un parametre du modele appartenant a un ensemble ¢/, sur le-
quel un expérimentateur peut agir et ott A(u) est un opérateur défini sur H. Supposons
maintenant que I’on souhaite que le systéme adopte une configuration prescrite ou plus
généralement, qu'une grandeur qui lui est associée soit maximale. Pour atteindre cet
objectif, I'expérimentateur peut jouer sur le parametre v auquel il soumet le systeme.
Le processus qui consiste a transférer le systeme d’un état initial X, donné a un état
final X (T') convenable vis-a-vis de criteres prédéfinis, portant sur X (¢) ou des carac-
téristiques du parametre u, est appelé controle. Par extension, le terme controle désigne
également la fonction u par laquelle est réalisée ce processus. L'espace U est appelé en-
semble des contrdles admissibles.

Dans ce mémoire, nous ne considérons principalement que des problemes de controle
sur un intervalle borné [0, T'|. Une autre approche, le tracking, traite de problemes de
contrdle sur un intervalle éventuellement non borné [14]. Nous reviendrons néanmoins

sur cette approche au chapitre 4.

ZNous conservons les notations H, (.|.), ||.|| de la section 1.2.2 pour des raisons de simplicité. Aucune

spécificité mathématique ne différencie les deux espaces notés H.
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1.4.2 Contrdle bilinéaire

Lorsque l'opérateur A est affine par rapport a la variable u, on parle de controle bi-
linéaire, puisque le terme de controle multiplie la variable d’état X. De nombreux sys-
temes physiques ou biologiques peuvent étre modélisés par des équations d’évolution
relevant du controdle bilinéaire. Un certain nombre de modeles simples sont présentés
dans [15].

Citons par exemple le cas du contréle de 1’état d"une poutre, décrit par I'équation :
atth(xa t) + a;rzx:vh(xy t) + p(t)a:cach<x’ t) = 07

out h(x,t) est la cote de la poutre a I'abscisse = et au temps ¢, et ol1 p est la charge axiale.

Cette équation peut se mettre sous la forme de 1’équation (1.6) en posant :

X(t,:z:):< 1) )
Oh(x,t)

L’équation d’évolution est alors :

0 1
0 X (x,t) + X(z,t)=0.

Cette modélisation releve donc du contrdle bilinéaire puisque la matrice dépend de
maniere affine du terme de controle p(t). Pour ce qui nous concerne, remarquons que
I’équation de Schrodinger avec terme d’interaction (1.3) rentre également dans ce cadre
en considérant la fonction d’onde i) comme variable d’état et le champ électrique ¢

comme le terme de controle.

1.4.3 Controle exact, problémes de controlabilité
Contrélabilité

Deux approches complémentaires traitent de problemes de controle : le controle
exact et le controle optimal. Le contrdle exact a pour objet d’énoncer des criteres por-

tant sur les parametres du modéle permettant de décider quels sont les états accessibles
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-parfois appelés états cibles dans ce mémoire- de maniere exacte. Ceci revient, plus pré-

cisément, a étudier les conditions qui assurent la surjectivité de I'application :

o: UxR — H
(u,T) — X(T),

ou X (T) est la solution de (1.6) au temps 7. Dans le cas ol cette surjectivité est établie,

le systeme est dit controlable.

Résultats de contrdlabilité pour 1’équation de Schrodinger

Dans le cadre du controle quantique, I'équation d’évolution (1.6) est I'équation de
Schrodinger avec terme d’interaction (1.3). L'espace H est soit L?(£2, C) soit CV, dans le
cas ol les fonctions d’ondes appartiennent a un espace de dimension finie. Le terme ¢
de (1.3) est fixé par I'expérimentateur. Cette variable représente donc dans la suite le
terme contrdle associé a cette équation. L'ensemble U/ est généralement L?([0, 7], R). Les
fonctions d’onde étant toujours de norme 1, on considere généralement que l'espace
d’arrivée de ¢ est, plutot que l'espace H lui-méme, sa sphere unité S.

En dimension finie, I'équation (1.3) se réduit a une équation différentielle ordinaire :

W (t) = (A —e(t)B)(t),

ol ¢ (t) est un vecteur de dimension finie N et A et B des matrices de dimensions N x N.
Plusieurs méthodes ont été développées pour déterminer des criteres de controlabilité
de cette équation. Une premiere série de travaux, reposant sur la théorie des groupes et
algebres de Lie, a été décrite dans [16, 17]. L'idée sous-jacente a cette approche est de re-
chercher des conditions sur les matrices A et B assurant que 'algebre de Lie engendrée
par iA et iB soit U(N), le groupe des matrices unitaires de dimension N(ou SU(N) le
groupe spécial unitaire, selon les cas). Certaines conditions suffisantes pour réaliser ce
critére sont énoncées dans [18, 19].

Une approche par la théorie des graphes a également été testée dans [20, 21, 22, 23, 24].
Cette approche, utilisant la notion de graphe de connectivité associé aux matrices A et B,
étudie la controlabilité d"un systéme a partir de la structure de I’'Hamiltonien. Les deux

approches mentionnées utilisent seulement les propriétés génériques des matrices A et
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B et non I'évaluation précise de chacun de leurs coefficients.
Dans le cas de la dimension infinie deux résultats complémentaires ont été obtenus sur

(1.3). Le premier est un résultat négatif, résumé dans le théoreme suivant [22, 25, 21] :

Théoréme 1. Reprenant les notations de (1.3), supposons que (u soit un opérateur borné de I'es-
pace de Sobolev H?(Y) dans lui-méme et que H, génére un semi-groupe d’opérateurs linéaires
continus sur H?(Q2). Si . (z,t) représente la solution de (1.3), alors I'ensemble des états acces-

sibles a partir d’une configuration initiale 1), défini par :
AS = Urso{u:(t) ; e € L2([0, T])}

est contenu dans une union dénombrable de sous-ensembles compacts de H*(2). En particulier,

le complémentaire de cet ensemble dans S, la sphere unité de L%(), est dense dans S.

Des résultats de controlabilité locale entre états au voisinage d’états propres de I’'Hamil-

tonien interne ont cependant été présentés dans [26] dans le cas du potentiel :

]

r = +oo,siz € [—3,

N[

V(z) =
z = 0 sinon,

Une des limites des travaux concernant la contrdlabilité de systemes quantiques est
qu’ils ne fournissent pas de méthodes constructives : les résultats obtenus ne débouchent
en général pas sur des algorithmes. Quelques exceptions existent dans certains cadres
plus restreints. Lorsque le but du controle est d’effectuer une redistribution des popu-
lations des états propres, il est possible de générer d"une maniére constructive des lois

de contrdle a partir de champs sinusoidaux de fréquences fixées [22].

1.4.4 Formalisation mathématique du contréle optimal
Contrdle optimal

Une autre approche, celle qui est suivie dans cette these, consiste a formuler les ques-
tions de controle sous forme de problemes d’optimisation. Celle-ci débouche sur des
algorithmes itératifs de calcul de contrdle qui viennent pallier le manque de compré-
hension intuitive de certains problémes de contrdle, notamment en contrdle quantique.

C’est cette approche que nous présentons dans la suite.
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Fonctionnelle de coiit

Pour transformer le probleme de contrdle en un probleme d’optimisation puis conce-
voir des algorithmes de calcul, il nous faut introduire une fonctionnelle mesurant la qua-
lité du controdle. Cette fonctionnelle doit d"une part rendre compte de certains criteres
portant sur une observable ou sur 'écart a une cible prescrite et d’autre part pénaliser
le champ de contrdle de sorte qu'il reste physiquement raisonnable. Un exemple simple

de telle fonctionnelle est :

ﬂ@:ﬂx@»+élmwmﬁ+ﬁh@@mu (1.7)

Dans cette fonctionnelle g, f, h sont des fonctions définies sur H mesurant des grandeurs
associées aux états et au controle. Le probleme peut alors se formuler de la maniere
suivante.

Chercher u* tel que :

u" = argmaxJ(u),

sous les contraintes :

X + A(u)X =0

uelU.

\
Dans le cas de la fonctionnelle (1.7), les extrema obtenus seront donc le fruit d’un com-

promis entre des contraintes portant sur X et u.

Pour résoudre ce type de probleme, plusieurs méthodes sont utilisées. Certaines situa-
tions se prétent bien a une optimisation par algorithmes de type gradient. Lorsque les
dimensions des espaces sont trop importantes, des algorithmes stochastiques sont plus
appropriés. Ces algorithmes stochastiques d’ordre zéro® présentent 1’avantage de four-
nir des controles de forme prédéfinie, en restreignant 'espace I/ a un espace de petite
dimension. En revanche, leurs convergences sont lentes et les champs qui en résultent
ne sont généralement pas des points critiques de J. Nous présentons plus en détail cette

classe de méthodes sur un exemple précis a la section 3.4 du chapitre 3.

3L’ordre de ces méthodes est nul dans le sens ol aucune évaluation des dérivées des fonctionnelles

traitées n’est effectuée.
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Il est également possible d’utiliser une autre classe d’algorithmes itératifs, appelés sché-
mas monotones ou encore algorithmes monotones. Cette dénomination est due au fait qu’a
chaque itération, le champ de contréle produit par l'algorithme augmente la valeur
d’une fonctionnelle (e. g. du type donné par 1'équation (1.7)). Ces schémas sont a la

base des travaux présentés dans cette these.

1.5 Schémas monotones

Les schémas monotones ont été introduits dans le cadre du contrdle quantique par
D. Tannor (en s’appuyant sur des travaux V. FE. Krotov) dans [27] et par W. Zhu et H.
Rabitz dans [28] sous deux formes différentes. Dans une étude récente [29], Y. Maday
et G. Turinici présentent une classe plus large de schémas monotones qui englobe les
deux types d’algorithmes initiaux. Nous présentons ici une formulation abstraite des
algorithmes monotones, qui présente 1’avantage de simplifier les calculs et d’englober
de nombreux cas de fonctionnelles. Nous appliquons a la section 1.6 ces calculs aux cas

rencontrés dans le cadre du contrdle quantique.

1.5.1 Cadre

Considérons de nouveau la fonctionnelle .J définie par (1.7) et ’équation d’évolution
(1.6) que nous lui associons.
Les fonctions g, f sont a partir de maintenant supposées de classe C? et h de classe
C*. Nous supposons de plus que les Hessiennes H, et H; respectivement associées a g
et f sont définies positives, ce qui n’est pas restrictif dans le cadre de la chimie quan-
tique*. Nous considérons enfin comme ensemble de controles admissibles des fonctions

définies sur [0, 7], a valeurs réelles, telles que :

/T h(u(t))dt < +o0,

et nous supposons 'opérateur A dérivable par rapport a la variable w.

On se référera a la remarque du paragraphe 1.6.2.
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1.5. Schémas monotones

1.5.2 Equations critiques, mutiplicateur de Lagrange

Dans la pratique, les algorithmes déterministes d’optimisation reposent sur la ré-
solution des équations d’Euler-Lagrange de la fonctionnelle traitée. Pour déterminer
ce systeme d’équations, nous introduisons un multiplicateur de Lagrange associé a la

contrainte (1.6). La fonctionnelle devient :

J(u, X,Y) / f(X dt+/0 ))dt — §R/ (1)]0; + A(u(t))| X (£))dt

soit encore, en notant A* 1’opérateur adjoint de A :

T, X.Y) = g(X(T)+ [y f(X@)dt+ [, hlu(t))dt —RIY ()| X (0)]F

R [0 — A (u(t)]Y ()] X (t))dt

(1.8)

formule qui nous est utile pour calculer la variation par rapport a X et a X(7). Les

équations d’Euler-Lagrange sont alors :

X +Au)X =0

(1.9)
X(0) = Xy
QY — A*(w)Y = —V f(X) 010
Y(t=T)=Vg(X(T))

R(Y|VA(u)|X) = Vh(u).

1.5.3 Schémas d’optimisation
Calcul fondamental

Décrivons le calcul sur lequel repose tout schéma monotone. Soit v et " deux con-
troles. Notons respectivement X, X', Y, Y’ les états et adjoints associés a ces champs

par les équations d’Euler-Lagrange (1.9), (1.10). Considérons alors les développements
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a l’ordre 2 suivants :
f(X+0X) = f(X)+R(VF(X).0X)+ Hp(X)(6X,0X) + o(6X?)
g(X +6X) = g(X)+R(Vg(X).0X) + Hy(X)(6X,0X) + o(6X?).

Calculons la variation de la fonctionnelle J entre les deux champs u et v’ :

JW) = J(u) = R(Vg(X(T)).6X(T)) + [ RIVF(X(t)).0X (¢))dt
+ [T R (£)) = h(u(t))du(t)dt
+H, (06X (T), 06X (T)) + [ Hp(6X (t), 6X (t))dt
+o(6X2) + o(6u?),

o 0X = X' — X et bu = ' — u. Les termes du second ordre sont positifs de par les
hypotheses faites sur les Hessiennes H; et H, de f et g. Introduisons 1’adjoint grace aux

relations d’Euler-Lagrange (1.10) :
J (') = T (w) =R (D)SX(T)) =R fy ([0 — A (u(£)]Y (£)|0X (£))dt
+ fOT h(u'(t)) — h(u(t))dt + Hy(6 X (T),6X(T)) + fOT Hp(0X(t),0X(t))dt
+0(6X?).

Une manipulation exactement inverse a celle débouchant sur (1.8) et qui avait permis

de calculer la variation de J par rapport a X donne alors :
RY(D)6X(T)) = R fy ([0 — A (u(®)]Y|5X (1))dt
= &EfOT(Y(t)Wt + A(u(t))|0X (t))dt.
Utilisons enfin les relations :
X = —Au)X,
X' = —A()X,
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1.5. Schémas monotones

qui donnent lieu a :

Jo R ()10, + Alu()|6X ()dt = [} ROY ()] Au(t)) — A/ (£))| X" (t))dt -
Finalement :

J') = J(w) = [§ ROV@OIAut) = A/ ()X (1)dt + [, h(u' () = h(ult))dt
+H,(5X(T),0X(T)) + [ Hp(6X (t),6X (t))dt

+0(0X?).
(1.11)
Cette derniere formule marque un progres important pour la conception de schémas
itératifs d’optimisation : disposant d’un champ u*, si une détermination u**! peut étre
effectuée de telle sorte que les termes du premier ordre de (1.11) soient positifs, alors la
différence entre deux valeurs successives de la fonctionnelle est positive, a l’ordre 3 pres.

Nous abordons a la section 1.6 certains cas ol ce choix peut étre effectué explicitement.

Propagation spécifique de 1’adjoint

La démarche précédente peut étre raffinée en supposant que les adjoints sont cal-
culés avec des champs intermédiaires u et @'. L'équation d’évolution de I'adjoint Y est

alors :

aY — A*(@)Y = —Vf(X)
Y(T) = Vg(X(T)).

Un calcul analogue a celui aboutissant a (1.11) donne lieu a :

J) = J(w) = R [V @OIAGE) — A (1) X () dt
R fy (Y (O] A(u(t) = AG(#)| X (#)dt + [, h(u'() = h(u(t))dt
+H,(5X(T),0X(T)) + [ Hp(6X (t), 6X (¢))dt

+0(6X?) + o(du?).
(1.12)
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Structure d’un schéma général

Considérons le cas ou 'adjoint est propagé avec un champ intermédiaire u et ex-
posons les principales étapes d’un schéma monotone correspondant tel qu’il se dégage
des calculs précédents. L'idée générale sur laquelle repose la méthode est d’assurer la
positivité des termes du premier ordre dans les formules (1.11) et (1.12). Pour ce faire,
un critére de positivité portant sur 1'intégrande est imposé.

Supposons avoir déja calculé u*, X*. L'algorithme consiste alors a effectuer les opéra-

tions suivantes :

1. Calculer simultanément @* et Y* sous les contraintes :

AY* — A*(@)YP = —Vf(XF)

YHT) = Vg(X¥(T))

vt € [0,T], ROY*(8)|A(u* (1)) — A@* ()| X" (1)) + h(a* () — h(u*(t)) 2 0,

\

2. Calculer simultanément u**! et X**1 sous les contraintes :

XM 4+ A(uF X = 0

XEL0) = X,

vt € [0, T], ROFOIAE" (6)—AuMH(0)) | X (1) + h(utT (1) — h@k(t)) = 0.
La formule (1.12) montre alors que la réalisation de cet algorithme fait croitre la fonction-
nelle (1.7) de maniére monotone. Notons que la propagation du vecteur Y* est calculée
de maniere rétrograde, c’est-a-dire depuis 7" jusqu’a 0 puisque la condition initiale pour
l’équation associée est donnée en T'. La propagation de X**! est effectuée quant a elle

dans le sens direct.

Aspect implicite des schémas monotones

Les formules précédentes donnent des critéres pour déterminer itérativement une

suite de champs. En effet, celles-ci permettent de calculer récursivement u*, u*! ... ou

k k k+1 ak-{—l,

u®, wt, utt, ... Il est important de noter que ces criteres sont implicites : qu’il
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s’agisse de déterminer " a partir de u* puis v**! a partir de 4" ou bien simplement
uF*! A partir de u*, nous voyons que le champ courant et I'état qu’il propage doivent
étre déterminés simultanément. Au chapitre 2, nous montrons comment une discrétisa-
tion en temps adéquate permet de construire des schémas monotones explicites malgré
cette apparente difficulté.

Une conséquence de cette remarque est que les algorithmes monotones ne peuvent étre
considérés comme des algorithmes de type gradient. La formule (1.11) donne en effet

lieu a une formule d’optimisation du type :
T = uF 4 p(Vh(uF) — RYFIV AR | XFT),
alors qu’un algorithme de gradient prescrirait :

T = uF  p(Vh(uF) — ROYF|IV AP XFY).

1.6 Schémas monotones en chimie quantique

1.6.1 Introduction

Considérons un systeme quantique décrit par une fonction d’onde ¢ (z,t) soumis a
un champ électrique ¢(t) et dont I’état initial ¢/(x, 0) = ¢o(x) est supposé connu. Comme

stipulé au paragraphe 1.2.5, I'évolution d’un tel systeme est régie par 1’'équation :

ig(e,t) = H(z,t) - pl@)e()y(z,1)

Uzt =0) = to(2).

(1.13)

Le moment dipolaire ;1 est supposé connu et indépendant du temps.

1.6.2 Fonctionnelles de cofit

Soit a : [0,7] — R* une fonction bornée, O un opérateur symétrique borné, T un réel
positif, € une fonction de L?([0, 7], R), ¢ : 2x [0, 7] — C une fonction d’onde dépendant
du temps et ©cipe : €2 — C une fonction d’onde fixée.

Les fonctionnelles de cofit rencontrées dans cette these peuvent se mettre sous 1'une des

deux formes suivantes :
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71() = ((T)|0[(T)) — / o) (1), (1.14)

To(2) = 2R (Whoae | (T)) — /0 ()2 (1) dt. (1.15)

L’optimisation de J; permet de réaliser un compromis entre la recherche d’une grande
valeur de I'observable et une norme L? du champ ¢ raisonnable. Bien que ne relevant
pas du formalisme attaché aux observables, la fonctionnelle .J; est parfois utilisée par
les chimistes. Le terme .. représente une fonction d’onde cible. Le maximum du
terme 2R (¢.inie [tV (T')) est en effet atteint pour (T") = Ve puisque ||Yepe|| = 1 et que
2R(Veivie [ V(T)) = ~[[Weime — Y(T)|[* + 2.

Le bénéfice apporté par la dépendance en temps de a est qu’elle permet de spécifier
des contraintes au cours du temps. Il est par exemple souhaitable dans certaines ap-
plications que le champ soit nul aux voisinages des bords de l'intervalle de controle.
Cette contrainte pourra étre prise en compte en choisissant o suffisamment grand sur
les bords de [0, T']. Nous présentons quelques intéréts pratiques d'une telle propriété au
chapitre 3. L'ensemble U/ des contrdles admissibles, sur lequel est réalisé I’optimisation,
est a priori L*([0, 7], R). Comme nous le verrons aux chapitres 2 et 5, les algorithmes
développés dans cette these conduisent en fait plus particulierement a des controles
bornés sur [0, 7.

Remarque : Les opérateurs, tels que O, associés a des observables sont toujours sup-
posés bornés sur L?([0, 7], R) dans cette thése. Sans perte de généralité, il est de plus
possible de les considérer comme définis positifs. Par exemple, en notant ||O||. la norme
de I'opérateur O, I'opérateur O = O + 2||0||.Id est défini positif. Le remplacement de O
par O n’entraine qu'un décalage de 2||O||. de la valeur de la fonctionnelle, puisqu’une
fonction d’onde est toujours de norme égale a 1 dans L?(2). Les maxima de J ne sont
donc pas affectés par cette modification sur O.

D’un point de vue algébrique, le multiplicateur de Lagrange est le méme que celui in-
troduit au paragraphe 1.5.2, & un facteur ; pres. Ce choix est effectué pour des raisons
pratiques puisque des simplifications sont alors possibles grace a la présence de termes

quadratiques dans les fonctionnelles J; et J, définies par les équations (1.14) et (1.15).
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Les équations d’Euler-Lagrange sont alors données pour J; par :

igp(e,t) = (H —e(t)u(x))(x, 1)

et pour J; par:

igpx(@, 1) = (H — e(t)u(z))x(z, 1)

X(l’,t = T) = %ine(fB)

a(t)e(t) = =Sx(@)]uly ().

Notons de plus que dans ces deux fonctionnelles, seule la valeur au temps 7" des fonc-
tions d’onde est prise en compte. Les résultats exposés dans ce mémoire peuvent s’ap-
pliquer cependant dans certains cas a des fonctionnelles comportant des termes de la

forme : .
/O WO B (6)) + AR Wy (D (1)),

ot O'(t) et Y,f(t) représentent respectivement une observable et une fonction d’onde
dépendant du temps. Signalons enfin que l'existence de maxima de J; et de J, et de

fonctionnelles plus générales a été montrée dans [30] et [31].
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1.6.3 Schémas monotones

k

Supposons €* connu et voyons comment déterminer * et e¥*!, les champs permet-

tant le calcul des propagations respectives de x* et ¢*™'. Les formules des accroisse-

ments (1.11), (1.12) donnent dans les cas des fonctionnelles .J; et J; :

T = Ti(eh) = [y (R ) =) @S @) (1) +a) (1) + (1)) )dt
+ Jo (€5(1) = E ) SO e () + ) (h (1) + (1)) dt

+(OPFHIR(T)[O|6ypHHH(T)),
(1.16)

Ta(£F5Y) = Ja(ek) = Jy (BF(0) =M () S (eE (|l (6)) +a) (B (1) + £51(1)))dt

+ Jo (EF(8) = EXO)SOH®) ule* (1)) + a(t) (4(2) +E5(1)) .
Notons I;, la partie intégrale commune a ces deux formules.

I = fy @) = 1) SOEOIple 1 (1) + a(t)(4(t) + 81 (1)) dt

+ o (8(8) = B () SO l* (6)) + alt)(eR(E) + (1)) dt.

Des conditions suffisantes pour assurer la monotonie de la suite (J(g¥))xen sont alors

données par le critere (C') suivant :

e 0. 7). (£5(8) = £ () 2SO ()l (1)) + a(t) (5 (t) + E4(1))) ©)

(E°(t) = 1) SO Ol 1 (1)) + at) (E°(t) + (1)) = 0

Y
o

Nous passons en revue dans les sections suivantes différentes approches permettant

d’assurer la vérification du critere (C').
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Monotonie imposée par une condition algébrique

Remarquons que I}, peut étre écrit sous la forme suivante :

W

I = / a(t)[<sk+l<t>+$%<xk<t>|u|w’f+1<t>>>2—< <t>+$%<xk<t>|u|w’f+1<t>>>21dt

— 2 SOt (t)

FIG. 1.2 — La zone hachurée représente 1'ensemble des valeurs de £* qui assurent la

monotonie du schéma.

Cette expression permet de formuler une condition algébrique ([32]) assurant la positi-
vité de I’accroissement. La détermination de £* est effectuée a partir de €* sous le critere

imposé par le terme (1.19) :

vt [0.T], [5(t) + ﬁwamwwm < |5 (t) + %%mwwmm,

tandis que "' est déterminé a partir de £* sous le critere imposé par le terme (1.18) :

v e 0.7, | (1) + ﬁwww’f“(tm < 25t + ﬁ%w(ww*%t»«

La figure 1.2 illustre le critere issu de (1.19).

L’avantage de cette formulation est qu’elle laisse une liberté de choix relative sur les ca-
ractéristiques des champs obtenus. Le champ peut par exemple étre astreint a étre borné
ou encore a prendre ses valeurs dans un ensemble discret. Définissons par exemple les

fonctions sign™ et sat)s par:
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-1 ,2<0
sign™(z) =

1 ,2>20

.
-M ,x>-M

satv(z) =4 @ -M>a2>M
M ,xz>M
\
et posons alors :
Mt) = Msign™ (= 5SNF)uvt (1))

(1.20)
eH(t) = Msign™ (=5 SOl (#))

qui assure que les champs obtenus ne prennent comme valeurs que M et —M, ou bien

t) = satu(—gmSOE@Iul ()

e (t) = satu(— 55 SOEO) Ul (1)

(1.21)

qui contraint les champs a prendre leurs valeurs dans 'intervalle [— A/, M]. Les défini-
tions (1.20) et (1.21) conduisent a des schémas monotones.

Cette approche se préte particulierement bien a un couplage avec la méthode du toolkit
[13] présentée au paragraphe 1.3.3 qui suggere de discrétiser les valeurs du champ pour
calculer rapidement les propagations. Les différents schémas présentés dans ce para-
graphe donnent en effet lieu a des champs bornés par des constantes arbitraires, voire a

des champs prenant un nombre fini de valeurs.

Schémas monotones a deux parameétres

Dans un article récent [29], Y. Maday et G. Turinici montrent comment assurer la po-
sitivité des deux accroissements précédents. L'algorithme proposé prescrit les formules

suivantes pour calculer £* et e :
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) = (L=n)et) = SN OIul™ (1),

M) = (1= 0)E"(t) — SSOFOlul* (1),

ol § et ) peuvent étre arbitrairement choisis dans [0, 2]. En reportant ces deux définitions

(1.22)

dans les accroissements (1.16) et (1.17), ceux-ci s’écrivent alors sous la forme :

S = Ji(e) = (@FNT) — M (T) O[T — M(T))
+ /0 a(t)(% S (1) — 3 ()2t

L - DEW - )
+Aam% 1)@ (1) — (1))t

<M&W—b@)=l/?®é—nwﬂ@—?®ﬂﬁ

+ /Toz(t)(g — 1)(E*(t) — ¥(¢))?dt.
0 U

Cette formule est valable dans les cas ot1 § et ) ne sont pas nuls. Dans le cas contraire, un
calcul analogue montre que la différence reste positive. Une formulation plus générale
montre que ce calcul reste valable lorsque les coefficients J et ¢ dépendent du temps.
L’accroissement obtenu est alors positif ou nul. La monotonie est donc assurée, des lors
que les assignations (1.22) sont effectuées.

Signalons enfin que le schéma de Krotov (présenté par Tannor dans [27]) correspond

au cas ot (6,7) = (1,0) tandis que celui de Zhu et Rabitz [28] correspond au cas ot
(0,m) = (1,1).

Monotonie imposée par une condition différentielle

Considérons de nouveau les termes intégraux communs aux deux formules (1.16) et
(1.17) :
Iy = / (B (1) = "1 0)) SO O™ (1)) + a(t) (€51 (1) + E5(1)) )t
0
+/0 (°(8) = E ()OO (1)) + a(t) (ER(t) + £8(2) )t
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Remarquons que les choix £F = ¥ et ¢#*! = 2% conduisent a un accroissement nul. L'idée

est donc de chercher des grandeurs h* et h**! de sorte que :

gt = P+
ghtl = gk 4 pht!

entraine un accroissement positif. En pratique, cela revient a déterminer un signe et une
valeur absolue. Notons que cette approche permet de concevoir des schémas monotones

dans le cas ott @« = 0. Nous reviendrons plus en détail sur cette approche au chapitre 2.

1.6.4 Convergence monotone

Nous avons signalé que les algorithmes monotones ne peuvent en aucun cas étre
considérés comme relevant de la classe des algorithmes de gradient. L'importante non
linéarité des problemes présentés dans cette these ne peut conferer a cette classe de mé-
thodes aucune garantie théorique quant a la question de la convergence.

De ce point de vue, les algorithmes monotones présentent d’emblée 'avantage de faire
nécessairement converger les valeurs de la fonctionnelle : nous verrons en effet que ces
valeurs, en plus d’étre monotones, sont bornées.

Au cours des premiéres itérations une convergence numérique trés rapide des valeurs
de la fonctionnelle est observée. Cette tendance se ralentit par la suite. Ces observa-
tions sont illustrées sur la figure 1.3. Cette derniere remarque conduit parfois a effectuer
une optimisation en deux étapes : un certain nombre d’itérations sont calculées par un
schéma monotone et, lorsque la convergence devient trop lente, une optimisation par
un schéma de type gradient est mise en ceuvre. Les observations montrent en effet une
convergence beaucoup plus rapide de cette derniere< méthode au voisinage d"un opti-

mum.
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0 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Nombre d’itérations

FIG. 1.3 — Evolution typique des valeurs de la fonctionnelle de cofit au cours des itéra-

tions.
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Chapitre 2
Discrétisation des schémas monotones

Résumé

Ce chapitre présente une classe de méthodes de discrétisation en temps qui
préservent la propriété de monotonie des schémas monotones continus. Ces
méthodes résolvent ainsi les problemes d’instabilité rencontrés lors de la mise
en ccuvre formelle des schémas continus. Parmi ces méthodes, un schéma im-
plicite est présenté. Bien que n’étant pas le plus efficace d’apres les tests nu-
mériques, il reste du point de vue théorique tres fiable puisqu'une borne pour
les champs peut étre calculée et que 1’existence de solutions aux équations im-
plicites a résoudre peut étre assurée. Une stratégie de changement des para-
metres de ce schéma au cours des itérations est également validée. Un schéma
explicite est également présenté et s’avere numériquement le plus efficace. Sa
complexité est de surcroit du méme ordre que les schémas usuels. Enfin, une
premiere méthode d’accélération des calculs est testée.

Une partie des résultats de ce chapitre est ’objet des publications [33, 34].
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2.1 Introduction

Nous avons vu que les schémas monotones font intervenir des équations aux déri-
vées partielles. Les preuves de monotonie exposées au chapitre 1 supposent toutes que
ces équations soient résolues de maniere exacte. Lors de la mise en ceuvre numérique
de ces schémas, une résolution exacte n’est bien entendu plus possible et la monotonie
n’est donc plus assurée lors des simulations.

Nous présentons dans ce chapitre une étude des discrétisations possibles des équations
d’Euler-Lagrange préservant la monotonie des valeurs des fonctionnelles discrétisées

correspondantes. Nous continuons de noter 7" le temps de controle.
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2.2. Mise en ceuvre des schémas monotones

2.2 Mise en ceuvre des schémas monotones

2.2.1 Cadre de la discrétisation
Rappels
Considérons de nouveau une fonctionnelle de la forme :
s = oCx) + [ soxnars [t

ou f et g sont deux fonctions de classe C?, h est une fonction de classe C! et ot X et u

sont soumis a la contrainte :

X+ AwX = 0,

(2.1)
X(0) = Xo.
Rappelons que l'introduction d'un multiplicateur de Lagrange Y, vérifiant 1’équation
d’évolution :
oY —A*(u)Y = -Vf(X),
Y(T) = Vg(X(T)),

simplifie I'écriture des équations d’Euler-Lagrange associées a J(u). Rappelons égale-

ment l'algorithme général qui en découle, tel qu'exposé au chapitre 1 :

Les grandeurs u* et X* étant connues a tout temps,

1. Calculer simultanément @* et Y'* sous les contraintes :
OYF — A*(uF) YR = —Vf(XF)
YHT) = Vg(XMT))
vt € [0, 7], ROYF()A(u" (1)) — A(@ ()| X" () + h(@"(t)) — h(u"(t)) 20, (2.2)
2. Calculer simultanément u**1 et X**! sous les contraintes :
O XFH L AU XL = 0

XEL0) = X,
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Chapitre 2. Discrétisation des schémas monotones

Vit € [0, ], ROVHOIAGH(0)}-A(H ()X (0) + h(ab (1) — (@ (1)) > 0. 23)

Chacune des deux étapes de l’algorithme consiste donc en un calcul de propagation par
un controle lui-méme calculé a 1’aide de 1’état propagé. Cette tache nécessite donc d’étre

explicitée.

Parametres de la discrétisation en temps

Nous présentons dans cette section les notations associées a la discrétisation de 1'al-
gorithme général. Soit N un entier positif et AT' = %. Considérons la suite des valeurs
discrétisées (X ]’?“) j=0..N—1 correspondant a un pas de temps AT, calculée lors de I'étape

k de I’algorithme. Les termes de cette suite doivent réaliser I’approximation suivante :
ko k(s
Xk~ XE(jAT).

De la méme maniere, considérons la suite (Y]’“) j=0..N—1 associée a 1’adjoint, propagée

approximativement avec le méme pas de temps AT et réalisant I’approximation :

YFE =~ Y*(AT).

J

Ces valeurs sont définies par récurrence, c’est-a-dire que deux termes consécutifs de ces

suites doivent vérifier :

X;-:_l ~ o j(i-;l)AT A(uk(s))dszk, (2.4)
GHDAT 4y
YE, ~eliar T AWy E L g p(xE ). (2.5)

Dans la suite, les notations u” et @} représentent les approximations des valeurs moyennes
des contrdles u* et @* sur I'intervalle [JAT, (5 + 1)AT].

Découplage du calcul de la propagation et de I’optimisation

Présentons dans ses grandes lignes la structure du calcul réalisé en pratique pour
appliquer 1'algorithme. Pour ce faire, examinons par exemple comment I'étape 2 peut
étre discrétisée.

Supposons calculé X ]’?“ et cherchons a déterminer X fjfll D’apres la formule (2.4), la va-
leur uf“ est nécessaire a ce moment du calcul. C’est ici qu’intervient la contrainte (2.3).
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2.2. Mise en ceuvre des schémas monotones

Pour que l'algorithme soit monotone, le choix de u?“ doit en effet vérifier cette inéga-
lité¢, ot ne doit pas apparaitre la quantité X" qui n’est pas encore connue. Une fois
celui-ci effectué, 1'état X fjfll est calculé par (2.4). L'étape 2 s’effectue donc en alternant le
calcul du controle de propagation et de la propagation proprement dite. Ce découplage

est illustré sur la figure 2.1.

FIG. 2.1 - Le vecteur X'} est calculé a partir de X" al'aide de u/*"

j+1 i

Une démarche analogue est suivie pour 1'étape 1 de l'algorithme général. Les deux diffé-
rences majeures résident dans le fait que la propagation se fait de maniére rétrograde et
que I"équation de propagation contient un second membre. De méme que pour 'étape

2, le calcul de la fonction propagée est alterné avec celui du controéle.

2.2.2 Méthodes de calcul du controle discret

Dans cette section, nous expliquons les méthodes de calcul numérique des controles
sur un exemple. De telles mises en ceuvre sont a la base de plusieurs travaux sur les
schémas monotones [28, 35]. La démarche suivie consiste de maniére générale a discré-

tiser les contraintes (2.2) et (2.3). Considérons 1'exemple précis du schéma monotone a
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Chapitre 2. Discrétisation des schémas monotones

deux parametres présenté a la section 1.6.3 du chapitre 1. En reprenant les notations du

chapitre 1, rappelons® que les mises a jours des champs suivantes :

gt) = (L—m)eh(t) — SOE@)|ulvt (@),
eHIt) = (L=0)F(t) — ;SO O™ (1), ).
assurent (2.2) et (2.3). Une discrétisation simple de ces égalités est par exemple donnée
par les équations suivantes :

g? = (1- 77)5? - %S<X?+1|/L|w§€+1>a

et = (1= = IS0 lulvy ).

J

La limite de cette approche provient du fait que le champ a un sens sur tout I'intervalle
[jAT, (j + 1)AT). C’est en effet par son intermédiaire qu’est propagé ¢+ jusqu'a ¢},
comme l'illustre la formule (2.4) et la figure 2.1. Une démarche du premier ordre a donc

été proposée [28]. Reposant sur le développement limité :
4.
dt

cette méthode permet de calculer des valeurs approchant plus précisément (AT + 2L)

£(t+ 0t) ~ e(t) + (Se(1)t,

et £(jAT — £F). Les formules sont alors les suivantes :

n IAT
g? = (1- 77)5;? - ;%<X§+1’T[F‘>HO]W;?+1>7 (2.6)
j
) IAT
et = (1=0)E — — SO = 5 Hollvy ™). 27)
J

Notons que dans tous les cas, les schémas numériques résultants sont explicites puis-
qu’aucune des variables apparaissant dans les second membres des équations (2.6) et
(2.7) ne dépend de &% ou de 5;?“. Ceci regle le probleme des aspects implicites de 'algo-
rithme général.

2.2.3 Instabilités

Les méthodes exposées a la section 2.2.2 conduisent a des instabilités lors de la mise

en ceuvre des calcul dans le cadre de problemes de controle quantique. En fonction du

50n se référera a la section 1.6.3.
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2.3. Discrétisation monotone des schémas généraux

pas de temps utilisé, celles-ci apparaissent aprés un nombre variable d’itérations. La
monotonie est affectée par ce phénomene. Dans la pratique, les chimistes travaillent
avec le dernier champ obtenu avant que le schéma ne soit plus monotone. Il est a noter
que cette démarche peut déja conduire a des résultats satisfaisants lorsque les instabi-
lités apparaissent en fin de convergence®, pendant la phase ot les schémas monotones
sont moins efficaces.

Une stabilisation du calcul peut néanmoins s’avérer nécessaire pour au moins trois rai-
sons. Il existe des cas ot1 la convergence numérique est souhaitable’, or, sauf a travailler
avec de tres petits pas de temps, les instabilités numériques surviennent généralement
loin de la convergence. Dans tous les cas, on ne maitrise pas le moment de leur appa-
rition. Une stabilisation des schémas monotones permet également de travailler avec
des pas de temps plus grands et donc de diminuer les temps de calculs. Enfin, les cal-
culs développés dans les sections suivantes conduisent a une meilleure compréhension
des schémas monotones ce qui permet de développer des stratégies d’accélération des
calculs. Deux exemples de telles améliorations sont présentées a la section 2.5 et au cha-

pitre 4.

2.3 Discrétisation monotone des schémas généraux

Les calculs précédents s’appuient tous sur les arguments exposés au chapitre 1 sur
les modeles continus. Les contraintes sont calculées a partir des propagateurs exacts
pour étre ensuite discrétisées. Pour stabiliser les schémas monotones, nous allons re-
prendre ces calculs en amont, c’est-a-dire de prendre comme point de départ des fonc-

tionnelles discrétisées et des propagateurs approchés.

2.3.1 Fonctionnelles et propagateurs discrets

Considérons la fonctionnelle de cotit discrétisée suivante :

Tar(u) = g(Xx) + AT S F(G) + AT S huy). 28)

j=1 §=0

6C’est-a-dire lorsque la vitesse de convergence ralentit.
"De tels cas seront présentés au chapitre 3.
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Chapitre 2. Discrétisation des schémas monotones

Pour reprendre le calcul, il nous faut aussi préciser la méthode de résolution des équa-
tions d’évolution rencontrées. Ceci n’avait pas été nécessaire dans les sections précé-
dentes puisque la discrétisation était définie en aval du calcul continu. Ayant en vue le
contrdle quantique, il apparait nécessaire de choisir une méthode conservant les normes
IL? des vecteurs propagés X (t) et Y (¢) dans le cas ot 'opérateur A est anti-hermitien.

Les formules alors mises en ceuvre sont les suivantes :

Vi = MUY ATV f(X;4), Y = Vg(Xy). (2.9)
Xy = €7A(uj)ATXja Xo = Xinit (2.10)

2.3.2 Calcul de la variation

Considérons deux controles discrétisés u = (u;)j=o.n—1 et u' = (u})j=0..n-1 et les
états X = (X;)j=0..nv-1, X' = (X])j=0..y—1 etadjoints Y = (V});—0.n-1, Y = (Y])j=0.n-1
qui leurs sont associés par (2.9) et (2.10). Notons §.X = X’ — X et écrivons les dévelop-

pements limités de g et f au voisinage respectivement de X, et de Xy :

X5 +0X5) = f(X))+ R(VI(X;).0X;) + Hf(X;)(0X;,0X;) + 0(0X7)
g(Xn+0XN) = g(Xy)+R(Vg(Xy).0XN) + Hg(Xn)(6Xn,5Xn) + 0(6X3).
L’accroissement de la fonctionnelle est alors :

Iar(W) = Jar(u) = g(X§) = 9(Xn) + AT, F(X)) - F(X;)

AT 20" h(uf) — h(uy)

= R(Vg(Xn).6Xn) + AT YN R(VF(X;).0X;)
AT 00 h(u)) — h(uy)
+Hg(6Xn,0Xn) + AT Y Y HF(6X;,0X;) + o((6X)?).

Les deux derniers termes sont trivialement positifs. Intéressons-nous aux termes du

premier ordre associés a §.X en notant :

N
AvJar(0u) = Vg(Xy).6Xy + AT >V f(X;).0X;,

j=1
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2.3. Discrétisation monotone des schémas généraux

ol du = u' —u. De méme que dans le cas continu, I’adjoint est alors introduit, grace cette
fois-ci a la formule de propagation discréte (2.9). Le calcul suivant correspond alors a

une version discrete de celui effectué au chapitre 1 :
AyJar(du) = Vg(Xn).6Xy + AT YN VF(X;).0X;

= (Yl Xy — Xw) = 200, (Y — eV 03y X — X)

j=1
= (Y| Xy — Xn) = S0 (V1X) — X;) + 3050 (e 02Ty, X7 — X))
N N— * (s
= <YN’XJ,V - XN> - Z]:1<Y}’Xg, - Xj> + Zj:01<€A ( ])ATYHXJ,'H - Xj+1>
= = 20 YIS = X5) + 5 e AT Xy~ Xa)
— S WV-liyaxr X, N=Liy | AW AT X1 oA(ug)AT x
Zj:l (Yj] j i) +Ej:o (Yjle j+1— € 1)

= S0 (GleMIATXG, = X — AN+ XG)

N-1 w
= ijo <Y}'|6A( J)ATXJ,‘H

_ Zj\f:—ol <)/j|eA(uj)ATe*A(u;-)AT . Id’X]/>,

ou Id représente I'opérateur identité. Ces calculs établissent finalement la formule :

Jar(u) = Jar(u) = 370 R(Yj|eAAT e AT — 1d|XT) + AT(h(u}) — h(u;))
+Hg(0Xn, 0Xy)

+AT S HF(6X;,0X;) + 0(0X?)
(2.11)
Notons que ce calcul repose sur le choix d'une méthode numérique de résolution des
équations d’évolution (2.1), (2.2). Les formules de propagation discrete (2.9) et (2.10)
sont en effet utilisées a plusieurs reprises. Le principe du calcul reste néanmoins valable

pour d’autres méthodes de résolution, dans le sens ott son “ingrédient” essentiel est en
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Chapitre 2. Discrétisation des schémas monotones

fait une intégration par partie discrete et non l'expression algébrique du propagateur
discret en elle-méme. Formellement, on peut montrer que si P4, ; et Pa-, ; représentent

les propagateurs approchés associés a (2.4-2.5) tels que :
Xivt = Paw;X;
Yier = Poarus¥y = ATV (X)),
alors :
Jar(W) = Jar(u) = 3300 ROGIPL Paw — 1d|XJ) + AT (h(uf) — h(u;))
+Hg(6Xn,0Xn) + AT Y Y  HF(6X;,0X;) + o(6X?).

Enfin, dans le cas ot 'adjoint Y est propagé avec un controle () —o. n—1 distinct de

(u;)j=0..n—1 suivant le schéma :
Vi = eV @WATY, Y f(X;1)AT, Yy = Vg(Xy), (2.12)
la formule (2.11) devient :
Tar(u) = Jar () =52 RV + ATV (X, ) eA0DST AT 1))
+ AT (h(a;) = h(uy))
+ S R(Y[eAEIAT e ACDAT _ 1q| XT) + AT (h(u) — ho(iiy))

+Hg(0X N, 0Xn) + AT S Hf(6X,,0X;) + 0(0X?).
(2.13)

2.3.3 Contraintes assurant la monotonie

La formule (2.13) permet de dégager des contraintes discretes correspondant a (2.3)
et (2.2) et assurant la monotonie d"un schéma. Nous résumons ceci dans le lemme sui-

vant :

Lemme 2. Supposons que les fonctions f et g apparaissant dans (2.8) soient polynomiales de
degré au plus 2 par rapport a leur variable. Soit (uf)*<U' | et (a¥)*S) | deux suites de

controles discrétisés vérifiant :
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2.4. Schémas monotones discrets en chimie quantique

Vj,0<j <N,

ROV, + ATV F(XE AT e AT Fa Xk ) £ AT (h(a) —h(ub))20,

(2.14)
R(Y e AT e A0S TOT — Ja XE) - AT(R(E) — b)) 2 0.

J

> (Y k\keN k\keN gz 5 » : 50 5 (0 k\KEN
oi (X7)iSo. n et (Y]);Sg  désignent les états et adjoints respectivement associés a (u3 )i n

(a¥) ?ng N1 par (2.10) et (2.12). Alors cette suite entraine une convergence monotone de la fonc-
tionnelle Jar définie par (2.8), c’est-a-dire :

Vk € N, Jar(uth) — Jar(u®) > 0.

Nous obtenons ainsi un critere permettant 1’élaboration de schémas monotones discrets.

k+1 N
j o4

part elles mémes. Ces formules peuvent donc étre utilisées directement pour tester les

Notons que dans les conditions (2.14), aucune des variables ne dépend de @" et u

champs en cours de calcul®.

24 Schémas monotones discrets en chimie quantique

Appliquons les calculs précédents aux problémes de controle quantique présentés a

la section 1.6 du chapitre 1. Les fonctionnelles & considérer dans ce cadre sont :

11(2) = ((T)|0[(T)) — / a(t)e2(t)dt,

ou
J2(€) = 2R (eipie [P (T)) — /o aft)e?(t)dt.

Rappelons que l'opérateur O est défini positif et que .. représente une fonction de
L2(92, C) de norme 1, o1 2 est 'espace des configurations. Rappelons également que les

équations d’Euler-Lagrange associées a ces fonctionnelles sont dans le cas de J; :

8C’est d’ailleurs pour cette raison que la premiére des deux inégalités de (2.14) est exprimée au temps
(j + 1)AT : le champ @} devant permettre de calculer Y}, cette variable ne doit pas apparaitre dans le

critere.
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et dans le cas de J; :

igpx(@, 1) = (H —e(t)u(x))x(z, 1)

X(x,t =T) = Yeipie(T)

a(t)e(t) = =S{x@)|pld (1),

Y(z,t) est la fonction d’onde du systeme controlé,

H est I'Hamiltonien interne associé au systeme,

p(x) est le moment dipolaire, caractéristique lui aussi du systeme traité. L'opé-

rateur p est donc une fonction de L?(Q, R) que nous identifions avec 1'opérateur

associé : Y — ),

électrique.

£(t) est le terme de controle, soit, dans les cas qui nous intéressent, un champ

Sans perdre beaucoup de généralité au regard des différentes applications traitées par

le contrdle quantique, supposons que 1’'Hamiltonien s’écrit sous la forme usuelle :

H = HO + V(I’),
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2.4. Schémas monotones discrets en chimie quantique

ot H estl'opérateur —A, opposé du Laplacien et V' (x) est le potentiel électrostatique in-
terne. Nous présentons plus précisément différents modeles et les parametres qui leurs
sont associés au chapitre 3.

De méme qu’a la section 2.3, notons (¢;);=o..n, (Xj)j=0..N, (€j)j=0..N-1, (§;)j=0..N—1 €t
(a;)j=0..n—1 les différentes grandeurs discrétisées a un pas de temps AT Les discrétisa-
tions des deux fonctionnelles conduisent a I'introduction de :

N-1

Jara(e) = (W(T)|O[(T)) = AT > aes, (2.15)

Jj=0

N-1

Tara(€) = 2R (e[ h(T)) — AT Y~ azel. (2.16)
=0
Les propagations sont effectuées suivant les formules de splitting d’opérateur présen-

tées au chapitre 1 :
() = eiHo%ei(V(x)—u(z)gj)ATeiHo%Xj_H(x)’ (2.17)
avec la condition yy = Oy dans le cas de Jar1 et xn = Ycirie dans le cas de Jar s et
i (z) = e—z‘Ho%e—i(V(x)—u(x)ej)ATe—iHo%wj (z), (2.18)

avec un état initial v fixé.

2.4.1 Calcul de la variation

Les résultats de la section 2.3 peuvent étre appliqués aux deux fonctionnelles Jar; et
Jar,. Quelques précautions sont nécessaires puisque les formules de splitting (2.17) et
(2.18) ne sont pas tout a fait les mémes que (2.9) et (2.10) puisque les opérateurs rencon-
trés dans le cadre de I’équation Schrodinger ne commutent pas. Cette restriction n’est
cependant pas contraignante et il suffit d’effectuer formellement les remplacements sui-

vants :

eA*(af)AT - eiHo%ei(V(a:)—ug;)AT

: AT
etHo 5

k+1 . ) k+1 )
e_A(uj+ JAT - e—zHo%e—z(V(aﬁ)—MajJr )ATe_ZHO%

Y
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dans les formules (2.14). De plus, comme au chapitre 1, 1’adjoint des fonctionnelles (2.15)
et (2.16) differe d'un facteur  de 1’adjoint des sections précédentes. Les correspondances

suivantes s’appliquent :

ROVE, + ATV f(XE, ) [eA0DAT e~ AGDAT _ 1| Xk )
:2§R<X§+1‘G_iHo%e_i“(E?_gﬁ)ATeiHoA* Id[yy,),

R(YF|ATAT = AWTDAT _ p gyt

oS i@ el AT it Tyt

(& J

R(xjle
Posons alors :
I I e e L ST PR )
pour finalement obtenir une version du lemme 2 adaptée au contrdle quantique :

Lemme 3. Soit (h)5 et (E¥)YS) | deux suites de champs discrets vérifiant :

oit (X5)5E0 ns (XN)VE0.  désignent les adjoints associés a (E¥)<U | par (2.19) et (2.17) et

(PF)EN v, (D)REN . désignent les états associés a (¥ | par (2.19) et (2.18). Alors ces
suites entrainent une convergence monotone des fonctionnelles Jar 1 et Jar o définies par (2.15)
et (2.16), c’est-a-dire :

vn € {1,2}, Vk €N, J,ar(e"™) — Juar(e") > 0.

Nous pouvons alors concevoir des schémas monotones discrets en suivant les idées
présentées au chapitre 1. Nous traduisons en termes discrets dans les sections suivantes
les schémas a deux parameétres et les schémas de monotonie imposée par une condition

différentielle.
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2.4. Schémas monotones discrets en chimie quantique

2.4.2 Schémas implicites

Dans cette section nous nous inspirons de 1’approche proposée a la section 1.6.3 du
chapitre 1.

Pour se rapprocher du calcul continu, écrivons tout d’abord :

—1 &5 —ek S *
RO e MDA — 1Ay, ) = (e — E)ATS (X |17 (5 — 8050,

et
k| —ip(ehtt gk iy iy
Rl DA — ) = (7 = EDATS (| (€5 = EDIFTT),
avec: WhAT [y
672/1’ —
Tihies 22

qui appartient donc a C(R,L?(2, R)). Un résultat analogue a celui du chapitre 1 peut

alors étre énoncé.

Théoreme 2. Soit (6,7) € [0,2]*. Supposons que les suites (£5)5 v, et (eF)¥<( ) véri-

fient :
Vj, 0<j < N,VkeN,

# = <1—n>s§—gjs<x§+l|m<e§—€§>|¢f+l>, 221)

k+1 ~k k+1 k41
€ = (1- 5)5]' — =S(X |M ( )W] ),
alors ces suites entrainent une convergence monotone des fonctionnelles Jar et Jars, dans le

sens ol :
vn € {1,2}, Vk €N, J,ar(e"™) — T, ar(eF) > 0.

Preuve : Grace aux formules (2.21), nous obtenons les égalités suivantes :

2R(US 1 le A — Td|gf, ) — ayAT((Eh)2 = (4)?) = ATay(2 — 1)(EF — )2,

J

k| ap(ehtt gk >
IRIFH|EHS DA L) — AT — (B)2) = ATy~ (e — 22

J J

Les inéquations (C;) sont donc vérifiées et le théoreme est alors démontré d’apres le
lemme 3. De méme que dans le cas continu, un calcul analogue au précédent prouve

que le résultat reste valable dans le casoti 6 = 0 oun = 0. [ |
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Algorithme

ur la base du théoreme 2, nous pouvons alors proposer 1’algorithme suivant, en
Sur la base du th 2 1 I'algorith t

conservant la notation p* définie en (2.20). Soit (d,7) € [0, 2]2.

e Etant donné (wk)j —o.n et (w )i=o..v et donc xh = Oyk ou X% = V.. selon que la

fonctionnelle considérée soit Jar1 ou Jars, calculer récursivement Xj a partir de Xj 1

par les opérations suivantes :

1. Calcul de x%,, par:

. iHo AT
X?+1 =M%y X§+17
2. Calcul de &% par résolution de :
R *
g =(1-neh - a—j%<xf+1|ﬂ (e = EM)dh,),

3. Calcul et sauvegarde de Y} par :

Ok _ Li(V—uER)AT Sk
Xj 6 Xj+17

4. Calcul de y* par :
i AT _
Xj =R

e Calculer récursivement 1/;’““

1. Calcul de @?“ par:

Tk+1 —iHo2L K
ijr :el Oija

2. Calcul de ef“ par résolution de :

J
J

3. Calcul et sauvegarde de wfill par:

Tk+1 __ (V- ,usk"'l)AT k+1
w]+1 - e ¢
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A= (11— 08 — (R (e - ),
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4. Calcul de ¢}, par:

i = e
Cet algorithme appelle plusieurs commentaires. Les différences avec les codes employés
usuellement se situent dans les calculs de champs effectués aux étapes 2 et dans les sau-
vegardes des étapes 3.
Comme le montrent les équations (2.6) et (2.7), les codes habituels sauvegardent (x f) j=0..N
et (wjk) j=o..n pour calculer les champs et sont donc aussi cotiteux du point de vue sto-
ckage en mémoire. Notons par contre que les équations (2.22) et (2.23) des étapes 2
sont implicites par rapport aux valeurs recherchées. Par conséquent, ces étapes sont
potentiellement plus coliteuses en temps de calcul. Il nous faut de plus nous assurer de
'existence de solutions et chercher des méthodes pour les résoudre. Ces problemes sont
traités dans les sections suivantes. Les théorémes qui suivent s’appliquent aux schémas
monotones implicites liés a Jar 2. Nous signalons les modifications a apporter dans le

cas de Jar;.

Existence de solutions

k+1
PR

Pour dégager des conditions d’existence de solutions a ces équations, montrons tout

Les équations (2.22) et (2.23) doivent permettre de définir respectivement E? ete

d’abord que si elles existent, ces solutions sont nécessairement bornées. Notons ||u||. la

norme d’opérateur de y et o le réel, supposé strictement positif, défini par :

a-= j:(]l.{l]f\ffl{aj}‘

Nous supposons a partir de maintenant que J # 2 et n # 2.

k+1

Théoréme 3. Supposons que les équations (2.22) et (2.23) admettent pour solutions % et €57,

Alors il existe un réel positif M, ne dépendant que de §, n, ||11||. et ||O||., tel que :
VkeN, Vj, 0<j<N-1, [&]<M, [ <M.

Preuve : Définissons M par :

o 7 )||O||*\|M||*
'2-0"2—n a_

), (2.24)

M = maX(H(g?)j:O...N—lnooamax(l
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et montrons par récurrence le résultat. Supposons la majoration suivante vraie au rang  :
5] < M.
La définition (2.23) entraine :
k+1 O _ k|, x( k] _ mhy ThHL
|5j | <1 =0|M + [—S < Xl (5]‘ _Ejﬂ% > |,
@

et 'inégalité des accroissements finis donne d’autre part :

e—i#(€§+l—gk)AT —Id
(g5 =Nl =l
—1

(et — AT

< lull+

De cette derniére inégalité nous déduisons ||1*||oc < ||14]|«. Puisque les normes des dif-

térentes fonctions sont conservées au cours de la propagation, nous avons de plus :
Tk
Hw] H - 17

IX511 = IIxn Il = 110vx ] < 1O,

qui permet d’obtenir, d’apres 1'inégalité de Cauchy-Schwartz :

O]l
R

e < |1 —8|M +6

Sio <1,alors |l — 0| = 1—5etpuisque”0”0jw <M:
B < (1= 6)M + M = M.

Sid > 1,alors |1 — 0| = d — 1 et puisque %5% < M:

N < (6 - 1M + (2 - 6)M = M.

k1

Partant de cette majoration sur les termes de la suite (¢}

)j=0..N—1, UN raisonnement

analogue permet de déduire :

Vj, 0<j <N, & < M,

ce qui acheve la démonstration par récurrence. |
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Dans le cas des schémas monotones implicites liés a Ja7,1, un théoreme analogue peut
étre démontré avec comme borne :

o )HMH*)
'2—-0"2—-n" a_

Partant de ce résultat, nous pouvons démontrer 'existence de (2.22) et (2.23).

M = max(||(£9)j=0..n—1]| o0, max(1

Théoreme 4. Supposons que les opérateurs 1 et O soient bornés, alors il existe une solution
(¥, &) 2 (2.22) et (2.23).

Preuve : Soit M, le réel défini par (2.24). Etant donné (éf) j—0..N—1 bornée par M,
la preuve du théoréme 3 montre que 'image de l'intervalle [— A/, M] par la fonction f,
définie par :

Fra (1= 03 + O = )T, (225)
est contenue dans [— M, M|. La fonction f étant continue, le théoreme des valeurs inter-
médiaires permet alors de conclure a 'existence d"un point fixe pour cette fonction et
donc d"une solution a (2.23). Un raisonnement analogue peut étre mené pour prouver

I'existence d"une solution a (2.22). Ceci achéve la preuve par récurrence. [ |

Le schéma exposé en 2.4.2 est donc bien défini et produit des champs bornés par le
réel M. Un théoréme identique peut bien entendu étre montré dans le cas de Jar ;.
Unicité et itérations de Picard

Continuons de noter M le réel défini dans (2.24). Pour résoudre (2.22) et (2.23) une
méthode de Picard peut étre employée. Le théoréme suivant en donne les conditions de

convergence.

Théoréme 5. Soit (£});—0..n—1 une solution de (2.22). Si :
J
Ol IIEAT <1, (226)
alors la solution de (2.23) est unique et est la limite de la suite (u,,),, définie par :
Ug € [—M, M]

Up41 = f(un)7

oit f est la fonction définie a I'équation (2.25).
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Preuve : Pour alléger les notations dans les calculs qui suivent, i désigne dans cette
preuve aussi bien la fonction précédemment définie sur 2 que son évaluation p(x) en
un point quelconque de (2.

Soit h la fonction continue définie par :

1 sifd =0

T si0 £ 0.

Avec cette définition p* defini en (2.20) vérifie :
(e — ) = —iph(u(x — E)AT).
Notons de plus que pour tout réel 6, h'(0) < 1.

dy* (z—E¥)
dz

Puisque = —ip? ATH (u(x — E¥)AT), I'inégalité des accroissements finis donne :
(@ = &) — w(y = &) < [l FAT |2 =y,

ce qui conduit a :
J
[f(@) = Fl < —llOM|lplZAT |z =y,

et donne la conclusion annoncée. [ |

Un résultat analogue peut bien entendu étre obtenu pour 'existence de solution a (2.22)

sous la condition :
n
a—HOH*HuHiAT <1 (2.27)

Dans le cas de Jar1, les conditions (2.26) et (2.27) deviennent :
6 2 n 2
—[|u]2AT < 1 et —|[p|[AT < 1.
Q— o

Nous déduisons de cette maniére une condition suffisante d’unicité des solutions des

équations (2.22) et (2.23) et une méthode de résolution.

Méthode de Newton

Considérons que les conditions (2.26) et (2.27) sont vérifiées. Plutot que de considérer

des itérations sur la fonction f définie par (2.25), la méthode de Newton prescrit de
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2.4. Schémas monotones discrets en chimie quantique

calculer des itérations sur la fonction g définie par :

flz) —x
f'w) =1

Si zy est solution de cette derniere et « un réel quelconque, il existe une valeur ¢, com-

g(z) =z —

prise entre x et z, telle que :

(x — )?

9(x) = g(z0) = ¢"(er)—
Une estimation grossiére de ¢”(c,) peut étre faite a partir de la continuité de g”. Nous

pouvons par exemple approcher ¢”(c,) par g”(x¢). Un calcul permet d’obtenir :

O]l [2AT?

19" (z0)| < : (2.28)
1= 2|[O]].||ul2AT

Notons que le dénominateur de cette fonction n’est pas nul lorsque la condition du
théoreme 5 est vérifiée. La majoration (2.28) peut étre utilisée pour estimer la vitesse de
convergence de la méthode de Newton.

L'estimation (2.28) devient dans le calcul de ¢ :

([0 [l AT
I~ Z[[OllulEAT

9" (0)] < (2.29)

Dans le cas de Jar1, (2.28) et (2.29) deviennent :

|| BAT? et o (0)] < pl[ZAT?
g \To)| > .
— 2 ||p|2AT 1 — JH|p|[FAT

9" (o) < -

Variation des parametres de pénalisation

Nous présentons dans cette section les résultats de tests visant a déterminer 1'in-
fluence du couple de parametres (6,7) sur la convergence du schéma. La preuve du
théoreme 2 permet de montrer que la monotonie subsiste lorsque les parametres § et 7
varient au cours des itérations’. Nous avons testé plusieurs couples de valeurs et mon-
trer numériquement la pertinence de certains choix. La fonctionnelle testée est Jar .
La méthode de Newton présentée a la section 2.4.2 a été utilisée pour les petits pas de
temps et un algorithme de dichotomie s’est avéré nécessaire a partir d’un certain seuil.

Les résultats sont résumés par la figure 2.2.
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4 T T T T T T
0=2,7=0: g
d=1,n=1: ——----
6 =2, n=0etapresla4®itérationd =1, n=1: ---x---
35 Schéma usuel, instable apres la 5¢ itération : ---x---
3r 4
e R O *
——
25 e 4
/’/X”’
/X//
woo2F [ -
~ e I -
4 / /f”// . = RN PR o
= 15 F Eﬁl ........ B e B & G 4
// //
/ /
1F / iK/ 1
0.5 | / i ]
/ A
1 Pl “
/ /! !
= & _,-@5 */ : I I 1 1
2 4 6 8 10 12 14 16
Nombre d’itérations

0
0
FIG. 2.2 - Les instabilités numériques qui affectaient les schémas monotones usuels mas-
quaient la pertinence du choix § = 1, n = 1 qui ne se révele qu’apres la 6° itération. Le
changement de parametre (0,7) = (2,0) — (1, 1) a la 4°¢ itération s’avere tres efficace.

Le modele sur lequel ont été effectués ces tests est exposé plus en détail a la section

3.2 du chapitre 3. Les résultats montrent que le cas (4,7) = (2,0) est moins efficace
que (0,m) = (1,1) méme si la convergence est initialement plus rapide. Partant de cette

constatation, nous avons testé un changement de parametre :
(6,7) = (2,0) — (&,n) = (1,1)

qui s’est avéré efficace. Dans un travail récent [35], des expériences numériques menées

al’aide d"un algorithme monotone analogue a ceux présentés a la section 2.2.2 montrent

?Ce théoreme peut d’ailleurs aussi étre étendu aux cas ol les parametres ¢ et n) varient au cours de la

propagation.
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qu’une telle stratégie peut s’avérer efficace pour éviter la stagnation de la fonctionnelle

a une valeur trop faible, ce qui vient confirmer nos observations.

2.4.3 Schémas explicites

Des schémas explicites peuvent également étre dégagés a partir des criteres établis
a la section 2.4.1. Rappelons que les champs doivent étre calculés de telle sorte que les

équations (C,;) du lemme 3 soient vérifiées.

Monotonie imposée par une condition différentielle

La méthode explicite décrite ci-dessous présente I'avantage par rapport au schéma
implicite d’étre plus simple a mettre en ceuvre. Elle diminue en outre le cotit de calcul.
Reprenons la démarche exposée au chapitre 1 sur I'exemple du calcul de &% a partir de
e¥. Le terme de gauche de I'inéquation (Cy), qui nous guide dans notre détermination

Ziot

de g;?, est nul pour le choix = ?j. Considérons alors les fonctions lek ;

Za’ﬂj DX 2%<X§+1|e_i“(_I)AT — Id|@5f+1) — ajATx(x + 25?),

et lgk,J :

len j x— 2%()?§|e_“‘mT - Id]@““) — ojATz(z + 25?).

puisque I+ ;(0) = 0 et Iz ;(0) = 0,1'idée sur laquelle nous nous appuyons dans cette sec-
tion est de chercher localement des valeurs /¥ et b telles que I« ;(7%) > 0 et Iz ;(h%) > 0.
Par la suite, nous aurons besoin des dérivées des fonctions /.+ ; et [z ;. Donnons les ex-

pressions de leurs deux premiéres dérivées :

x> 23X AT e —mAT] v;-“+1> — 20, AT (x4 €F),

ek,j
oo @ =2R(XE [P AT?e mEDAT |k ) — 204 AT,
L, o e 23(REPATe b T[gh+ty — 90 AT (z 4 2%),

T —2?]%(55?],LLQATQe*"WAThZfH) — 20 AT.
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Méthode du premier ordre

Les fonctions l;k’j et [z ; permettent de déterminer des valeurs convenables de ﬁg? et

hf“. Le schéma obtenu est alors le suivant :
Soit (h});=1..~y—1 une suite arbitraire de réels positifs.

o Etant donné (¢¥); et (¢%); et donc x% = Ov% ou x% = . selon que la fonction-
nelle considérée soit Jar; ou Jar, calculer récursivement X? a partir de xé? 1 selon les

étapes suivantes :

1. Calcul de %, , par:

- iHo AT

X?—H =e Ho %5 X?—H?
2. Calcul de 8% par :
35 = sign(l(0)),

J
3. Calcul de &} par :
(a) Assignation fz? = 3%h,
(b) Assignation &% = &% + Rk,

s : . hk N 5
(c) Si lsk’j(h/?) < 0, assignation hé? = - et retour a la sous-étape 3b,

4. Calcul et sauvegarde de Y par :

%c _ ei(V—Mgg?)ATX?H’
5. Calcul de % par:
= ey

e Calculer récursivement wjkjfll a partir de wf selon les étapes suivantes :

1. Calcul de ¢! par:

@CH _ e—iHo%wf7
2. Calcul de s} par :
41— sign(U(0)),
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3. Calcul de &5 par:

(a) Assignation hf*! = H*1hs

(b) Assignation ef*! = &k 4 pi*!
k41
(0) Silz;(h5*1) < 0, assignation i ™! = hﬂT et retour a la sous-étape 3b,

4. Calcul et sauvegarde de wfj:ll par:

Tk+1 i(V— ,usk'H AT k+l
17/}]4»1 - @ w

5. Calcul de ¢}, par:

k+1 _ —iH Tk+1
/l/)]«kl - ' 0 ¢]+17

ol sign est la fonction a valeurs dans {—1, 1} qui renvoie le signe de sa variable.
Ce schéma conduit nécessairement a un accroissement des valeurs de la fonctionnelle,

puisque pour hk et Wi suffisamment petits, I (hk) >0 et lz ;(hET) > 0.

Méthode du second ordre

Suivant une démarche analogue a la précédente, nous pouvons diminuer la com-
plexité du calcul en choisissant pour valeurs de ¥ et de sk“ des maxima locaux de .« ;
et de Iz ; dans des voisinages de ¢ et de &¥ Ces maxima sont calculés approximative-
ment par une itération de la méthode de Newton appliquée a lek et [z ;. L'algorithme

qui découle de cette démarche est le suivant :

e Etant donné (¢%);—o..v et (w )j=0..n, calculer récursivement % a partir de x%,, se-

lon les étapes suivantes :

1. Calcul de Y}, par:

2. Calcul de &) par :
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3. Calcul et sauvegarde de \* par :

~ =k
- v aTgs
4. Calcul de x* par :
=

k+1

e Calculer récursivement ¢;7} & partir de )% selon les étapes suivantes :

1. Calcul de ¢! par

~ . A
¢§?+1 _ e—zHOTT¢k

2. Calcul de 5" par :

e =€ — ,
J J lng(O)
3. Calcul et sauvegarde de wfill par:
TE+1 _ —i(V—pef AT TEh+1
Uit = et AT,

4. Calcul de ¥}, par:

k+1 _  —iHoAL Tk+1
Yi =e 2

Cet algorithme ne conduit pas nécessairement a un algorithme monotone puisque les
contraintes imposées par le lemme 3 ne sont pas forcément vérifiées. Elles le sont cepen-
dant lorsque les coefficients a; sont suffisamment grands. En effet une interprétation
des sous-étapes 2 est de considérer que &% et ¥ sont comme les maxima des dévelop-
pements limités d’ordre 2 des fonctions / ; et Ix ;. Lorsque les coefficients (a;j)j—o_n—1
sont grands ces polyndmes sont alors des fonctlons concaves et admettent bien un maxi-
mum positif.

Dans les différentes applications traitées au chapitre 3, les contraintes du lemme 3 n’ont

d’autre part jamais été violées par ce schéma.

Schémas explicites et schéma a deux parameétres

Les schémas explicites que nous venons de définir peuvent étre vus comme des sché-
mas monotones a deux parametres dont les parametres sont adaptés au cours de la pro-

pagation. Ceci peut par exemple étre vérifié dans le cas du schéma explicite du second
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ordre. La mise a jour du champ ¢* est en effet effectuée par la formule :

g = ef - ;:E,k*%
(2.30)

= (1- 77?)5? - Z—igﬁfﬂluhﬁﬁﬁ,

— Qj

B AT%<X§+1‘N2| ng+1> + Oéj‘

Une différence est a noter entre les discrétisations (2.23) et (2.30) de p. Dans (2.23), il

est fait appel a une fonction ;* auxiliaire pour réaliser 1’approximation alors que dans

Uk

(2.30) c’est la fonction originale  qui est utilisée.

Caractere local des algorithmes

Les deux schémas explicites s’apparentent a des méthodes de gradient et de New-
ton. Pour autant, cette identification ne peut se faire que “localement”. L’optimisation
des champs est en effet réalisée pas a pas puisque ces deux méthodes construisent les
suites (5? )j=0..N—1 €t (5;‘?“) j—0..N—1 itérativement par rapport au parametre j. Il n’est par
conséquent pas certain que la méthode du second ordre soit optimale globalement alors
qu’elle l'est localement au second ordre pres. Nous reviendrons sur cette remarque au

chapitre 4.

Résultats numériques

Le schéma du premier ordre pose une difficulté : la suite (h});—o..n—1 y apparait
comme arbitraire. Une suite constante peut conduire a une convergence trop lente ou a
des champs dépourvus de contenu physique. Inspirés par 1'équation d’Euler-Lagrange

des fonctionnelles Jar; et Jar s portant sur le champ :

a(t)e(t) = =S{x@)|pl (1),

nous avons testé le schéma explicite du premier ordre avec hi = ]a—i%@(? 1l Vf 1)| au

cours de la propagation de l'adjoint et 2% = |-3(X¥|u|t})| au cours de la propagation
J

de I'état. Cette approche s’est révélée fructueuse puisque les tests ont donné des résul-

tats comparables a la méthode implicite.
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Mais c’est la méthode du second ordre qui s’est avérée la plus efficace, puisque les va-
leurs de la fonctionnelle obtenues pour un méme nombre d’itérations sont meilleures.
La figure 2.3 représente 'évolution de fonctionnelle Ja7 2 par les schémas explicites et

implicite.

3.5 T T T T T 1 .y T T
Schéma explicite du second ordre : —x—

Schéma explicite du premier ordre : -------
Schéma impliciteavecd =1, n=1: —o—

25+

Jara(€)

15+

05

0 Lz 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Nombre d’itérations
FIG. 2.3 — Evolution des valeurs de la fonctionnelle de cott lors par algorithmes impli-

cite (0 = 1, n = 1) et explicites.

Coiit du calcul

D’apres les résultats numériques, la méthode la plus efficace parmi les schémas pré-
cédents est le schéma explicite du second ordre. Nous pouvons évaluer le surcotit de
cette méthode par rapport aux schémas habituellement employés. Sur une itération,
deux calculs supplémentaires sont a prendre en considération : il s’agit des évaluations

de Z % ;(0) etdelZ, ;(0). Les calculs de lz «;(0) etdelZ, ;(0) ne doivent pas entrer en compte
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dans notre comparaison, puisque des évaluations analogues sont présentes dans les al-
gorithmes usuels. La figure 2.4 représente le temps de calcul de I’algorithme associé aux
équations (2.6) et (2.7) et de l'algorithme explicite en fonction du nombre d’itérations.

La comparaison des cofits de calcul du schéma explicite du second ordre et des schémas

90 T T T

T
Schéma usuel : —+—

Schéma explicite du second ordre : ---x--- 4

Temps CPU

107 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6
Nombre d’itérations

FIG. 2.4 — Le schéma explicite requiert 22% de temps supplémentaire par rapport au

schéma usuel.

implicites donne un rapport d’environ 2 en faveur du schéma explicite. Sur I'exemple
testé, le schéma implicite repose sur la méthode de Newton, qui nécessite sur ce cas en
moyenne 4 itérations par calcul de champ - soit I'équivalent de 4 évaluations de I, ;(0)
par exemple. Pour calculer un champ, le schéma explicite du second ordre nécessite
quant a lui 'équivalent de deux calculs de I, ;(0) par exemple puisqu’en plus de cette

valeur il est nécessaire de calculer IZ, ;(0).
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2.5 Accélération du calcul par réduction du pas de temps

2.5.1 Introduction

Le phénomene signalé au chapitre 1 apparait clairement sur les figures 2.2 et 2.3 :
une convergence tres rapide est observée au cours des premieres itérations, suivie d"une
convergence relativement lente apres une vingtaine d’itérations. Il apparait des lors peu
pertinent d’affiner le calcul lors des premieres itérations, ot la distance du champ a sa
limite est encore grande. Suivant cette idée, nous pouvons proposer une premiere dé-
marche pour accélérer le calcul.

Par leur propriété de monotonie, les méthodes exposées précédemment donnent des
résultats satisfaisants pour de larges plages de pas de temps. Une stratégie simple per-
mettant d’accélérer le calcul consiste a initier ce dernier avec un grand pas de temps
de maniere a profiter de la convergence rapide des algorithmes. Le champ obtenu est
ensuite discrétisé plus finement puis les algorithmes sont réamorcés avec ce nouveau

champ et le pas de temps plus petit qui lui est associé.

2.5.2 Méthode

Pour discrétiser plus finement en temps le champ obtenu apres quelques itérations,
deux méthodes ont été envisagées : une interpolation polynomiale d’ordre 1 et une ré-
gularisation par prolongement par zéro du spectre de Fourier. Les deux méthodes ont
donné des résultats analogues.

Etant donnés AT et At un grand et un petit pas de temps, ’algorithme utilisé pour pas-

ser de AT a At est donc le suivant :
e Calcul de gkar par karp itérations de 1'un des algorithmes précédent.
e Affinement de la discrétisation de AT pour obtenir e*: .

e Reprise d’un nouvel algorithme monotone au pas de temps At avec ¥4t comme

champ initial.
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2.5.3 Résultats numériques

Cette méthode a été testée sur I'exemple de la section 2.4.2 avec le schéma explicite
du second ordre. Cing itérations ont été calculées avec un pas de temps AT puis dix avec
un pas de temps At = 2. L'affinement de la discrétisation a été calculé par interpola-
tion. Apres quinze itérations la fonctionnelle atteint une valeur supérieure a celle obte-
nue par le méme schéma monotone a pas de temps constant At. Le résultat est satisfai-
sant sur deux points : 'optimisation est meilleure et le temps de calcul est plus faible™.

Une autre justification a cette approche peut étre mise en avant. Dans de nombreux

T T T T T
Schéma explicite avec AT = 10 pour k < 6 puis At =5: —+—
Schéma explicite avec At = 5: ---%---

25 F

JAT,2(€)

05

K | | | | |
k-

N2
0 2 4 6 8 10 12 14 16
Nombre d’itérations

FIG. 2.5 - Un changement de pas de temps est opéré a l'itération k = 5.

exemples, le champ nul est un point critique de la fonctionnelle. Il suffit en effet pour

que cela soit le cas que Ovy(T) soit nul. On parle alors d’absence de recouvrement!!.

9Pour information, le rapport des temps de calcul des quinze premieres itérations est de 9.
en anglais "overlap’.
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Chapitre 2. Discrétisation des schémas monotones

Cette situation se produit lorsque le produit scalaire (x(7")|(T)) = (¢(T)|O|(T)) est
nul ou plus généralement lorsque x est p-orthogonal a +. Dans ce cas, les schémas mo-
notones initiés avec le champ £° = 0 ne peuvent théoriquement pas quitter ce point, qui
constitue un point fixe de tous les algorithmes précédents. Pourtant, les erreurs d’ar-
rondis numériques provoquent une instabilité qui conduit les algorithmes a quitter ce
point fixe. Ce comportement est observé sur les figures 2.2 et 2.3 ot la fonctionnelle,
apres avoir stagné autour du point € = 0, le quitte brusquement et entame un processus
d’optimisation. Cette observation suggére de ne pas discrétiser trop finement lors les
premiéres itérations de maniére a quitter rapidement le point critique € = 0.

Une autre stratégie d’accélération fait 1’objet du chapitre 4.

2.5.4 Discrétisation spatiale

Tous les calculs développés dans les sections 2.3 et 2.4 sont corrects si aucune discré-

tisation spatiale n’est effectuée. Pourtant, il faut en pratique choisir une base de discréti-
sation parmi celles présentées a la section 1.3.3 pour représenter les fonctions et évaluer
les produits hermitiens d’espace. Vérifions que dans le cas d"une discrétisation associée
a l'espace physique les calculs de la section 2.4 restent valides.
Introduisons un parametre de discrétisation M et définissons les points z; = 7= L.
La fonction d’onde ¢ est discrétisée en ces points et les inconnues sont alors v(z,),
Y(x2),..., Y(zar). Notons que de la sorte, nous prenons implicitement en compte le fait
¥(0) = (L) = 0, ce qui revient a imposer une condition de Dirichlet au bord du do-
maine. Dans les simulations numériques, I’application de I'Hamiltonien est aisée pour
ce qui concerne la partie V' — ue puisqu’elle conduit a la multiplication par une matrice
diagonale. L'application de 1'opérateur H, est en revanche plus complexe. Pour la réa-
liser de maniere approximative, un changement de base est calculé. L'opérateur H est
en effet diagonal dans la base de Fourier.

Au cours d’'une itération en temps le calcul est effectué selon 1’algorithme :

Soit ¢ = [¢(x1), Y(x2), ..., Y(zn)) :

e Calculde ¥ = [0,v(z1), ¥ (x2), ..., ¥(xar), 0, —(xps), =0 (pr-1), ..., —00(x1)],
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e Calcul de ¥ = FFT(V), ou FFT représente I'opérateur associé a la transformée de
Fourier rapide'?,

A HoAT A HoAT HoAT
e Calculde ¥, = (e~ 5 )4, o1 (e=~ 5 ), est la matrice diagonale associée a (e~ 2

dans la base de Fourier,
e Calcul de ¥, = FFT(-1(¥,),
e Troncature de ¥, : ¥, = [V,(2),..., U, (M + 1)].

Nous définissons alors le produit scalaire par :

1 &L
M1 ;Wﬂfl)fﬁ(iﬁ),

<¢7¢>M:

qui coincide avec le produit scalaire standard de L? pour les polyndmes trigonomé-
triques de degré impair inférieur a M.

En continuant de noter ¢) = ¢'#0 % 1 et i = e~*Ho% ¢, cette méthode permet par exemple
de conserver la propriété < 221, o >N=< 11,1y >N, Ce qui valide, avec ces définitions
les calculs de la section 2.4. La monotonie est donc assurée dans le cas de cette discréti-

sation en espace.

120n se référera a [36] pour plus de détails sur cette méthode.
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Chapitre 3
Applications, tests numériques

Résumé

Nous présentons maintenant différents tests numériques des schémas mono-
tones discrets. Ces simulations mettent en évidence un certain nombre d’amé-
liorations par rapport aux approches antérieures. Trois exemples sont trai-
tés. Le premier test est effectué sur un modele décrivant la vibration de la
liaison entre un atome d’hydrogene et un atome d’oxygene. Outre la stabi-
lisation et 1’accélération des calculs apportée par la discrétisation présentée
au chapitre 2, les schémas monotones discrets donnent lieu a des champs
permettant d’atteindre de plus importantes valeurs de la fonctionnelle. Le
deuxieme probléme abordé est celui du déplacement d'une particule entre
deux puits de potentiel. Cet exemple illustre les processus physiques mis en
jeu au cours du processus de contrdle. Le dernier exemple releve du probleme
du contréle de l'orientation et de 1’alignement par laser, traité antérieurement
par diverses méthodes, en particulier stochastiques. Les algorithmes mono-
tones permettent de calculer des champs d"une nature différente de ceux pré-
sentés précédement. Un phénomene de rotationnal ladder climbing est notam-
ment mis en évidence. Une présentation complémentaire des résultats de ce

chapitre est donnée dans [37, 38].
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3.1 Introduction

Les schémas monotones introduits au chapitre 2 sont ici testés sur des systemes phy-

siques. Trois exemples sont abordés dans ce chapitre. Le premier concerne un modele
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3.2. Excitation par champ laser de la liaison O — H

simple de vibration de la liaison O — H. Il s’agit de contrdler la position de H dans le po-
tentiel de type Morse créé par 'atome O. Ce probleme a déja été traité par algorithmes
monotones [28], mais suivant des versions non monotones apres discrétisation. Nous
présentons ensuite un probleme théorique de déplacement de particule entre deux puits
de potentiels. Ce test a pour but principal de mettre en évidence sur un exemple simple
les phénomenes mis en jeu lors du contrdle. Cette section, issue d’un probleme sug-
géré par P. Rouchon, fait suite a des résultats présentés dans [39]. Nous abordons enfin
le probleme du contrdle de I’alighement et de 1’orientation moléculaire par rayonne-
ment micro-onde. Cette question, abordée par différentes approches, en particulier sto-
chastiques, n’avait jusqu’alors pas été traitée par schémas monotones. Ces algorithmes
donnent acces a des solutions nouvelles, au contenu physique intéressant. Cette section
présente partiellement un travail effectué en collaboration avec C.M. Dion et G. Turinici
[38, 37]. Ces différentes études visent également a une meilleure compréhension de ces

schémas, du point de vue mathématique.

3.2 Excitation par champ laser de la liaison O — H

3.2.1 Introduction

Le modele présenté ci-dessous a fait I’objet de nombreuses études en controle quan-
tique [28, 29, 32]. Les schémas monotones utilisés au cours de celles-ci perdent leur ca-
ractere monotone lors des discrétisations en temps, ce qui engendre un certain nombre

d’instabilités numériques.

3.2.2 Systeme physique

Le systeme étudié est la liaison chimique O — H. Le modele est unidimensionnel,
pour des raisons de symétrie. Notons z la variable d’espace représentant la distance a
’atome d’oxygene. La fonction d’onde considérée est celle du couple O — H, représentée
dans le référentiel barycentrique du systeme. Le potentiel est approché par le potentiel

empirique de Morse [40, 41] :
V(x) = Dy((e Pe=m0) —1)2 — 1),
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Chapitre 3. Applications, tests numériques

Ce potentiel est représenté sur la figure 3.1.

1 1 1 1 1 1
0 10 20 30 40 50 60 70

i

FIG. 3.1 — Potentiel électrostatique du modele de liaison O — H.

Sous l'action d'un champ électrique externe, un terme correctif vient ici modifier ce
potentiel, comme nous 1’avons vu au chapitre 1. En premiere approximation, celui-ci est

de la forme évoquée au chapitre 1 et le potentiel a considérer est alors :
V’(x, t) = V(‘T) - ,u((lf)é(t%
oul ¢ est le champ électrique externe et . la fonction définie par [42] :

() = poze .

3.2.3 Probléme de controle

Présentation du probléme

Nous nous proposons de modifier la distance interatomique entre 1’oxygene et I'hy-
drogene par l'intermédiaire d'un rayonnement laser. Le but est plus précisément de dé-
placer I'atome d’hydrogene a une distance prescrite. Aprés modélisation, le probleme
de controdle consiste a localiser en un temps T cette fonction d’onde autour d’une abs-
cisse 2’ donnée en partant du systeme au repos, c’est-a-dire de la fonction d’onde égale
au premier vecteur propre de I’Hamiltonien interne. Le temps de contrdle proposé dans
la littérature est 7' = 131072 unités atomiques, ce qui correspond a peu prés a 3,167

picosecondes.
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3.2. Excitation par champ laser de la liaison O — H

Fonctionnelle de coiit

La fonctionnelle considérée est [28] :

J() = (W(T)|0[AT)) - a / 2(1)dt,

ou « est un réel positif et I’'observable O est définie comme opérateur par :

O: L?(R,C) — L2(R,C)

A {O)]
Le choix de O repose sur la limite suivante :

Sz — ') = lim ——e™ (- "
(x—a) = lim
ou ¢ représente la distribution de Dirac. Cette partie de la fonctionnelle tend donc a
localiser la fonction d’onde dans un voisinage de ’abscisse z'. Le facteur de pénalisation

« est fixé a la valeur 1.

Schémas monotones utilisés, conditions initiales

La fonction d’onde initiale, notée 1)y dans les chapitres précédents, est choisie comme
étant le vecteur propre associé a la plus petite valeur propre de ’'Hamiltonien interne, ce
qui correspond a 'état du systéme au repos. Le champ de controdle initial est le champ
nul. Ce choix n’est pas nécessairement optimal, car ce champ est en effet tres proche
d’un point critique, en ce sens que l'adjoint correspondant a une norme tres petite'
néanmoins il permet d’effectuer une comparaison avec les études précédemment pro-
posées en plus de tester la rapidité de convergence dans les premiéres itérations. Signa-
lons enfin que les schémas monotones testés ont été le schéma implicite et les schémas

explicites présentés au chapitre 2.

13C’est la situation décrite au chapitre 1 lors de I’absence d’overlap.
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3.2.4 Résultats numériques
Valeurs numériques

Les unités atomiques sont celles pour lesquels le terme / de 1'équation de Schrodin-
ger vaut 1. En utilisant ces unités, le tableau ci-dessous résume les valeurs des différents

parametres des modeles précédents :

O V 14

*

Y oz Dy B 0 o

25 2,5(0,1994 1,189 1,821 3,088 0,6

Les simulations sont effectuées sur un intervalle d’espace [0, L] suffisamment grand
pour que les fonctions d’ondes considérés y soient localisées. Numériquement, cela re-

vient a imposer dans le code de calcul des conditions de Dirichlet.

Champ obtenu

Le champ obtenu a la convergence numérique par le schéma explicite du second
ordre est représenté a la figure 3.2. Ce champ a été obtenu apres 2000 itérations. Les
champs obtenus par le schéma implicite ont la méme allure que ce champ. En particu-

lier, le phénomene de battement observé apparaissait déja dans les études antérieurs.

Résolution du probleme de contrdle

La figure 3.3 représente la localisation de la fonction d’onde apres une propagation
avec le champ optimal calculé par le schéma explicite du second ordre.

La fonction d’onde se trouve localisée dans la méme zone que 1'observable.

3.2.5 Apport des schémas monotones discrets

Ce modele permet de valider les calculs effectués par schémas monotones discrets.
Les champs obtenus possedent les mémes caractéristiques que ceux calculés par des
schémas monotones usuels. La stabilisation apportée par les nouveaux schémas permet

d’obtenir des champs plus proches des points critiques de la fonctionnelle, en menant
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FIG. 3.2 — Champ de controle de l'alignement obtenu en choisissant un champ initial

non nul.
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FIG. 3.3 — Configuration initiale, configuration finale et observable représentées dans

I'espace physique.
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le calcul jusqu’a la convergence numérique, ce qui n’est pas envisageable avec les sché-
mas monotones usuels. Les valeurs de la fonctionnelle obtenues sont par conséquent
meilleures : le champ obtenu avec I’algorithme non discret donne une valeur de 3,14
avant explosion numérique alors qu’a pas de temps égal, le champ représenté a la fi-
gure 3.3 donne une valeur de 6,60. Les tests de la stratégie d’accélération de calcul par
raffinement du pas de temps au cours des itérations et de changement des parametres

(0,m) présentés a la section 2.5 ont été effectués sur ce modele.

3.3 Déplacement d’une particule entre deux puits de po-

tentiel

3.3.1 Introduction

Abordons le probleme plus abstrait mais plus simple du controle du déplacement
d"une particule entre deux puits de potentiels. Nous souhaitons concevoir un rayonne-
ment laser permettant de déplacer une particule “piégée” dans un puits de potentiel
vers un autre puits de potentiel. Le systéme physique étudié dans cette partie étant

purement théorique, le modele est exposé ici relativement succinctement.

3.3.2 Modele, probleme de controle
Présentation du probleme

Nous considérons un modele de potentiel unidimensionnel, comportant deux puits.
L’état initial est le premier vecteur propre de 'Hamiltonien fictif associé au potentiel ne
comportant que le puits dans lequel est initialement la particule. Nous souhaitons que
la fonction d’onde 1) associée a cette particule reste localisée dans le domaine du puits
en l’absence de champ électrique externe. Les dimensions des puits sont donc choisies
de telle sorte que le premier état excité soit lui aussi localisé dans le puits. L'état cible
Yeivie €St choisi de la méme maniére, mais en considérant cette fois-ci le deuxiéme puits.

La situation est représentée sur la figure 3.4.
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FIG. 3.4 — Potentiel unidimensionnel comportant deux puits et état initial et cible du

probleme de controle.

L’équation de Schrodinger considérée pour calculer I’évolution de la particule est alors :
W0ap(x,t) = [=A + V(2) — p(a)e)]d (2, 1),

ou A est 'opérateur Laplacien, V' le potentiel associé au deux puits, 1 le moment dipo-
laire et € le champ électrique de contrdle. Dans le modéle que nous considérons, y est
simplement la fonction = — z. Ce choix revient a supposer que le champ électrique créé
par le laser est constant en espace a I'échelle de la particule considérée. La masse est
fixée a une valeur de 1.

Fonctionnelle de cofit

La fonctionnelle de cotit utilisée dans ce probleme est la suivante :

J(&) = 2R (e (T — / o) (1)t (3.1)

Une contrainte de réalisation pratique du contrdle quantique par champ électrique est

que les controles tendent vers 0 sur les bords de l'intervalle de contrdle [0, T']. Pour tenir
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compte de celle-ci lors du calcul de I'optimisation, le parametre « est choisi comme étant

une fonction prenant de fortes valeurs en O eten 7.

L T L L L
0 100 200 300 400 500 600 700

Temps de controle
FIG. 3.5 — Valeurs du parameétre de pénalisation du champ au cours du temps de

controle.

Cette démarche permet de tester la qualité du controle de la forme du champ par le

parametre «.

Schémas monotones utilisés

Nous testons ici le schéma explicite du second ordre découlant de la fonctionnelle
J définie a 1’équation (3.1). Pour des raisons de simplicité nous propageons 1’adjoint
avec le méme champ que ’état, ce qui revient a ne pas réaliser d’optimisation lors de la

propagation rétrograde de cette fonction.

3.3.3 Résultats numériques
Champ obtenu

Le champ électrique obtenu a la convergence numérique est représenté sur la figure
3.6. Il prend de petites valeurs aux bords de l'intervalle, ce qui correspond a l’objectif

fixé lors du choix de la fonction a.
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0.06 T T T T T T
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Champ électrique £(t)
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0 100 200 300 400 500 600 700
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FIG. 3.6 — Champ électrique réalisant le transfert entre les deux puits de potentiel.

Résolution du probleme de contrdle

En simulant la propagation au cours du temps, il apparait que le principal phéno-
meéne physique mis en jeu lors du processus de controle est I'effet tunnel. La particule
est en effet excitée par le champ électrique et se délocalise peu a peu dans le second
puits. La simulation met plus précisément en évidence trois étapes de controle. La pre-
miére est une phase d’excitation de la particule. Suit une phase de transfert, représentée
sur la figure 3.7, puis une phase de désexcitation de la particule dans le deuxieme puits.
Différentes fonctions o ont également été testées. Les résultats montrent naturellement
qu’'une augmentation de la valeur de ce parametre détériore le résultat du point de vue
du controle. Pour de grandes valeurs de ce parametre, 1’algorithme ne parvient pas a
faire sortir la fonction d’onde du puits initial, ou bien y parvient mais avec des champs

trés discontinus.

3.3.4 Conclusion

Ce probléme théorique nous a permis de tester la validité des schémas découlant de

fonctionnelles de la forme (3.1). Le parametre o s’avere de plus un outil efficace dans
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2 T T T T T T 2I
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FIG. 3.7 — Configuration intermédiaire, au temps . La fonction d’onde traduit un état

intermédiaire, ot la masse est répartie entre les deux puits.
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FIG. 3.8 — Configuration initiale et configuration finale.
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la conception de la forme du champ. D"un point de vue physique, la simulation de la
propagation par le champ optimal permet de retrouver le phénomeéne connu d’effet

tunnel.

3.4 Controle de I'alignement et de 1'orientation molécu-

laire

3.4.1 Introduction

Le controle de 'alignement et de l'orientation moléculaire a fait I'objet de nom-
breuses études aussi bien numériques que théoriques. La résolution de ce probleme pré-
sente en effet plusieurs intéréts. L'orientation de molécules permet par exemple d’op-
timiser la cinétique de réactions chimiques [43, 44, 45, 46] voir de les catalyser [47]. Le
développement de procédés de traitement des surfaces et les méthodes de conception
de systémes a I’échelle nanométrique par impulsion laser peuvent également tirer profit
de telles études [48, 49].

3.4.2 Systeme physique
Modéle

Le systéme physique considéré est la molécule de cyanure HC'N. L'intérét porté a ce
systéme provient de son état fondamental qui correspond & une configuration linéaire.
La molécule reste dans cet état sur une plage de fréquence différente de celle susceptible
d’étre utilisée pour controler sa position angulaire. Elle constitue par conséquent un
exemple simple et facilement manipulable sur lequel différentes méthodes de controle
de l'orientation et de I'alignement peuvent étre testées. La molécule est donc identifiée
a un rotateur rigide. La fonction d’onde associée a cette molécule est alors décrite au
moyen de coordonnées sphériques. Ces coordonnées représentent intuitivement la po-
sition de la molécule par rapport a 1’axe de polarisation du champ électrique externe
auquel elle est soumise. Pour des raisons de symétrie, le modele étudié ne prend en

compte que la coordonnée angulaire 0 représentant I’angle a cet axe.
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Nous supposons également que la molécule n’est soumise a aucune autre forme de po-
tentiel électrique que celui engendré par le champ électrique de contrdle. L'Hamiltonien
du systéme - opérateur associé a 1'énergie d"une molécule - est donc composé de deux
termes : I’'Hamiltonien interne, associé a I'énergie cinétique de rotation (aussi appelé
moment cinétique) et un terme dipolaire, associé a 1’énergie d’interaction entre la molé-
cule et le champ laser.

L’Hamiltonien interne du systeme est, a un facteur B pres, 'opposé de I'opérateur La-
placien et est noté dans la littérature .J2. Ce dernier est appelé dans ce cas moment an-
Qulaire par les physiciens et les chimistes. D'un point de vue mathématique, le Lapla-
cien en coordonnées polaires, —.J2 est I’opérateur de Laplace-Beltrami. Le réel B, appelé

constante rotationnelle, est défini par la formule :

ot [ est le moment d’inertie de la molécule par rapport a son centre de masse.

L’interaction avec le champ électrique releve quant a elle de deux phénomenes. D'une
part, en tant que molécule asymétrique, le cyanure possede un moment dipolaire per-
manent p’ non nul. Une modélisation usuelle de ce phénoméne consiste a introduire un

terme linéaire par rapport au champ dans 'Hamiltonien :

—

—7 .e(t) = —poe(t) cos b.

D’autre part, le champ électrique externe provoque une modification de la distribution
des charges au sein méme de la molécule, ce qui engendre 'apparition d’'un moment
dipolaire induit p; dans la molécule. Cette modification est elle aussi supposée linéaire
par rapport au champ, rendant le terme correspondant dans I’'Hamiltonien quadratique.
Ce phénomene est anisotrope, les composantes du champ & sont donc affectées des

facteurs différents dans cette modélisation. L’énergie associée a ce phénomene est donc :

— 1| «ajcosbe(t)

o sin Oe(t)
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ou oy, a; sontles coefficients de polarisabilité de la molécule. L'Hamiltonien du systeme

est donc finalement :

H = BJ?— je(t)cosf — @(au cos? 0 + o sin®0)

= BJ? — jge(t) cos§ — @(Aa cos? 0 + ),
ou Aa = o — . Son évolution est décrite par 1'équation de Schrodinger :

De plus amples détails sur ce modele sont donnés dans [50]. Pour une présentation gé-
nérale de la notion de moment cinétique en mécanique quantique, on pourra également
se référer au chapitre VI de [11].

Base spectrale

Dans le cadre de ce modeéle, il est possible de diagonaliser explicitement 1’opérateur

de Laplace-Beltrami A = —J2. Les harmoniques sphériques, vecteurs propres associés,

2J+1
Y;(0) =4/ gy Pj(cos ),

ou Pj est le J-eme polyndome de Legendre défini par :

sont donnés par la formule :

1 d o,

Pix) = gy o527 = 1)’

La valeur propre associée a Y, est —J(J + 1).

Décomposons la fonction d’onde du systéme selon cette base :

Y(0,t) =D cs(t)Ys(0),

ot les coefficients c; vérifient :
(e.)
D les®)P = 1.
J=0

Nous utilisons a partir de maintenant la notation :
(710lg) =2r | F@I0() 9(6)sin b,
0
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Le facteur 27 provient de l'intégration suivant la coordonnée sphérique azimutale ¢.

L'équation de Schrodinger écrite dans la base (Y) jen est alors :
ihde; = [BJ(J+1)— 20,
—poe(t) S22, ea (Y| cos 0| Yy) (3.3)
—A%Z(t) cr (Y| cos?0|Yy).

Il est de plus possible de calculer explicitement les coefficients (Y| cos8|Y) :

(YilcosO|Yy 1) = It

V@I3)27+1)
N S B
<YJ‘ COS 9|YJ—1> - (2J+1)(2J-1) ’
(Yy|cos|Yy) = 0, pour|J —J|#1,
et (Yy|cos®0|Yy) :

) _ (J42)(J+1)

(Yj|cos®0|Y0) = (27+3)y/(27+5)(27+1)

(Yy|cos?0]Y)_s) = Y

(27-1)4/(27+1)(27-3)

_ 14,2 JUJ+y
(Y| cos” oy, = 3t 3(27+3)(27—-1)°

(Yj|cos?0|Yy)y = 0, pour|] —J #£0,2.

3.4.3 Probléme de controle

Selon que I’on souhaite contrdler I’alignement ou l’orientation de la molécule, des
fonctionnelles différentes sont considérées. Nous notons désormais ) la fonction posi-
tive de pénalisation du champ. Pour optimiser l’alighement, une fonctionnelle possible

est:
T
Tagemens(€) = (WD) cos* 00(D)) — [ MO0y, 34
0
alors que pour le controle de l'orientation, une fonctionnelle plus adéquate est donnée
par:
T
%mmwdzwﬂww%W@D—/A®§®® (3.5)
0
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Le choix des fonctions cos et cos? est motivé par des raisons pratiques. De méme que
dans le choix de O a la section 3.2.3, il suffit en effet de prendre une fonction qui ait
un maximum en 0 pour optimiser l’orientation et une fonction qui ait des maxima en 0
et en m pour optimiser 1’alignement. L'intérét de ces deux fonctions particulieres réside
dans la simplification des calculs liés aux schémas. Les quantités (¢)(T)| cos 6| (T)) et
(¢(T)| cos? 8]1(T)) auront en effet été calculées trés simplement apres la propagation

grace aux formules :

<¢<T)|COSQ|¢(T)> = ZJ,J/C_J’CJ<YJ’|COSQ|YJ>7

(WD) cos?O1Y(T)) = 32,y Cres(Yy|cos*0]Y)),

qui ne sont constituées que de quantités calculées -les coefficients c ;- ou pré-calculées -
les matrices (Y| cos0|Y;) et (Y| cos® 0]Y7).
Nous présentons a la section 3.4.7 et qu’au chapitre 4 d’autres fonctionnelles relevant

du controdle de I'alignement et de 'orientation. Celles-ci peuvent s’écrire sous la forme :

T(€) = 2R (Yo |(T)) — / At (b)dt, (3.6)

ol Yepie €St une configuration “alignée” ou bien “orientée” de la molécule. Cette fonc-
tionnelle s’avere étre plus pratique par rapport aux objectifs des travaux du chapitre 4.
Signalons enfin que 1’étude qui suit donne des résultats analogues avec J' et avec Jusignement
et Jorientation- NOUS ne présentons donc essentiellement que les résultats liés & Jujignement
et a Jorientation, €xcepté dans la partie 3.4.7 oit J' nous permet de relever un phénomene
intéressant. Notons en outre que la convergence des algorithmes est plus rapide pour J’
que pour Jyiignement €t Jorientation-

Nous choisissons comme temps de contrdle 20 périodes d’oscillation du systeme libre',
soit T' = 20T,.; avec T;,; = 5. Cette période est la moitié de la période mathématique as-
sociée a la solution de iy’ = By : nous avons en effet vu a la section 3.4.2 que les vecteurs
propres de I'Hamiltonien interne, associés a (3.2) avec ¢ = 0 ont pour valeurs propres
de la forme J(J +1) B, soit un multiple pair de la constante B, ce que induit une période

réelle de T,;.

14C’est-a-dire sans contrdle.
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3.4.4 Résultats obtenus par algorithmes génétiques

De nombreuses études ont utilisé les algorithmes génétiques [51, 52, 53] pour optimi-
ser les deux fonctionnelles (3.5) et (3.4). Ces méthodes stochastiques d’optimisation sont
d’ordre 0 et requierent beaucoup d’évaluations des fonctionnelles de cofit étudiées. Ceci
les rend cotiteuses puisque chaque évaluation nécessite une propagation. Cette derniere
caractéristique peut de plus s’avérer problématique pour certains problemes de grandes
dimensions.

Leurs avantages sont de produire des champs électriques facilement interprétables et
réalistes du point de vue de leur conception expérimentale. Il est par exemple possible

de calculer une optimisation dans R” en se restreignant a des champs de la forme :
e(t) = e4(t) sin(wt + ¢),

avec :

(o)) siotg <t <ty

12
gosin®(5(; =4

SJE

€0 SiDQ(g(ttS‘o’;g)) si to <t < ts,

Champ électrique £(t)

. . . . . . . .
0 02 0.4 06 08 1 12 14 16 18
Temps

FIG. 3.9 — Exemple de champ considéré par les algorithmes génétiques.
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Ce type de champ est parfois appelé kick lorsque la durée de I'impulsion est particulie-
rement bréve. Dans ces travaux, le parametre a est choisi nul, ce qui peut étre justifié
par la petite taille de 'espace d’optimisation qui impose d’emblée une contrainte im-

portante sur les champs.

3.4.5 Autres approches

D’autres approches ont été utilisées pour traiter ce probleme. Un certain nombre de
résultats d’optimisation reposant sur des algorithmes de gradient sont présentés dans
[54, 55]. Pour autant les algorithmes utilisés dans ces travaux sont présentés comme des
boites noires et ne sont pas 1'objet de recherches particuliéres. Une étude plus systéma-
tique des algorithmes est présentée dans [53], olt une comparaison entre des approches

déterministe et stochastique est effectuée.

3.4.6 Adaptation des schémas monotones au probleme

Les algorithmes génétiques permettent d’aborder le probléeme de contrdle par une
approche stochastique. Les schémas monotones fournissent quant a eux une solution
déterministe. Il est dans ce cadre intéressant de tester ces algorithmes pour comparer les
caractéristiques des champs obtenus par les deux procédures. Décrivons les spécificités

de ce probléme dans I'optique d"un traitement par schémas monotones.

Equations d’Euler-Lagrange

Nous explicitons dans cette section les équations d’Euler-Lagrange associées au pro-
bléme puisque celles-ci ont une forme légerement différente de celles présentées pré-
cédemment. Introduisons pour ce faire le multiplicateur de Lagrange x associé a la
contrainte (3.2). Rappelons que pour prendre en compte celle-ci un terme particulier

est ajouté a la fonctionnelle J :

J(e) = J(e) — 2R i (X(t)|0; + iH |1b(t))dt.
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Les équations d’Euler-Lagrange des fonctionnelles précédentes sont alors analogues a

celles des chapitres précédents. Elles sont données par les systemes suivants :

(0,1 =0) = o(0)

i0px(0,t) = Hx(0,1)

X(07t:T) = O(¢<07T))

MB)e(t) = =S {x(t)| o cos O + 2e(t)(Aacos® § + ay)|1h(t)),

ot O représente 'opérateur de multiplication par cos? § dans le cas de la fonctionnelle
Jatignement €t par cos @ dans le cas de la fonctionnelle Joicntarion. La différence avec les
exemples précédents réside essentiellement dans la présence du terme quadratique &2

dans les équations de Schrodinger.

Pénalisation du champ

Comme nous l'avons déja stipulé a la section 3.3.2, les rayonnements électriques pro-
duits dans la pratique sont nuls sur les bords de I'intervalle de contrdle [0, T']. Pour tenir
compte de cette contrainte lors du calcul de I’optimisation, le parametre ) est encore une
fois choisi comme étant une fonction prenant de fortes valeurs en 0 et en 7'. La figure

3.10 représente la valeur de o au cours du temps de controle.

Utilisation de bases spectrales

Pour tirer parti de la simplicité des calculs liés a la base spectrale présentés a la sec-
tion 3.4.2, nous choisissons de calculer la propagation par une méthode de Galerkin
associée a cette base. Les vecteurs propagés numériquement seront donc les compo-
santes c; de la fonction d’onde dans la base spectrale associée a I’'Hamiltonien interne.
La propagation est quant a elle effectuée selon (3.3) par un splitting d’opérateur. Les
matrices associées au moment dipolaire . et aux coefficients de polarisabilité o, et Aa

sont alors pré-calculées et diagonalisées pour accélérer leur exponentiation.
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FIG. 3.10 — Valeurs du parametre de pénalisation du champ au cours du temps de

controle.

Terme quadratique de polarisabilité et optimisation du champ

L’optimisation est réalisée par le schéma explicite du second ordre. Le terme quadra-
tique induit une légere modification dans le calcul du champ. La fonction a optimiser a
chaque pas de temps n’a en effet plus la méme dépendance par rapport au champ. Le

calcul de la variation de la fonctionnelle entre deux champs ¢’ et ¢ donne dans ce cas :

J(E) = J() = @) = v(DIOW(T) — (1))

T

+ (0 = 20) (230 Olo cosbx(0)

Acacos? 0+ a
2

+ () + (1) (23 (1) X() = A1) )t

ou v, x et ¢, X’ représentent respectivement les états et adjoints associés aux champs ¢
et ¢/. La fonctionnelle J représente quant a elle aussi bien Juignement qQU€ Jorientation- La
différence entre ces deux fonctionnelles réside dans le choix de O - soit cos, soit cos?. Du
point de vue des schémas monotones, la différence se situe seulement dans la condition
finale de l’adjoint Oy/(T).

Pour des raisons de simplicité, ’adjoint est propagé avec le méme champ que 1’état.

En utilisant les notations définies au chapitre 2, le critere de monotonie discréte énoncé
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dans ce chapitre devient alors :

Vi, 0<j <N,

2§R<%§?|6*i[ﬂo cos@(€§+1*€?)+(Aa cos? €+al)((€§+1)2*(5?)2)]AT . Id’,(:;;f-‘rl)

SNAT((E)2 - (25)2) 2 0,

J J

La mise a jour du champ est effectuée par les formules :

k+1 _ _k k+1
£; —%+@

hk+1 . (X |10 cos 9+s?(Aa cos? 9+CEJ_)"¢)]'>7)\]'E‘I;
J TN HATR(X | (po cos 9+5;?(Aoc cos? 0+QL))2‘1Zj>—%<ij|Aa cos? 0+o¢l|7zj) ’

Nous retrouvons le schéma explicite du second ordre présenté au chapitre 2 lorsque A«

et | sont choisis nuls.

3.4.7 Résultats numériques
Valeurs numériques

Les différentes valeurs des parameétres sont obtenues par des calculs de chimie quan-

tique. Celles que nous indiquons ici sont déterminées dans [56].

B W Q| o)

6,6376 x 106 1,1413 20,055 8,638

Ces valeurs sont exprimées en unités atomiques. Les simulations ont été effectuées dans
I'espace engendré par les dix premiéres harmoniques sphériques. Nous vérifions numé-

riquement dans la section 3.4.7 que ce nombre est suffisant.

Champs obtenus et résolution des problémes de contrdle

Les champs obtenus conduisent donc a une configuration ou la masse est répartie

autour des angles § = 0 et ¢ = 7 dans le cas du controle de 1’alignement et autour de
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¢ = 0 dans le cas du controle de I'orientation. Nous représentons les configurations aux

temps 0 et 7" sous forme de courbes tracées en coordonnées polaires suivant I’équation :

r=[v(O),

ce qui conduit & une coupe selon le plan z0z de la représentation en coordonnées sphé-

riques de (¢, 0) — |¢(¢, 0)|?, ot ¢ est la coordonnée azimutale.

Controle de I'alignement
Nous présentons ici les résultats du controle de I’alignement. Selon le champ choisi pour
initier l'algorithme, les résultats obtenus a la convergence numérique different. Ceci
illustre la multiplicité des points critiques de la fonctionnelle. La figure 3.11 représente
le champ obtenu en choisissant le champ nul comme champ initial et la figure 3.13
représente le champ obtenu en choisissant un champ optimisant I'orientation comme
champ initial. Les figures 3.12 et 3.14 représentent quant a elles les états initiaux et finaux

du processus de controdle.

2e-06

T —
socn | A LiCasl
1e-06 [
.|
o 5e-07
3 b
g of
< se07
a0 e e, e e
% 1e-06 1
=
9}
-1.5e-06 2
2e-06 sl
-2.5¢-06 - L L L L L . . .
200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 .
Temps de controle 4 2 0 2 4
FIG. 3.11 - Champ de contrdole de FIG. 3.12 — Comparaison entre état ini-

I'alignement obtenu en choisissant un tial et état final.

champ initial nul.

Ces champs ont été obtenus apres 1500 itérations du schéma monotone pour le cas du
champ initial non nul et 3000 itérations dans le cas du champ initial nul. Le champ ini-

tial non nul choisi est un champ optimisant 1’orientation.
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Temps de controle 4 2 0 2 4
FIG. 3.13 — Champ de controle de FIG. 3.14 — Comparaison entre état ini-
I'alignement obtenu en choisissant un tial et état final. Le champ initial optimi-
champ initial non nul. sait I'orientation autour de ¢ = 0, ce qui

se retrouve sur cette figure.

Controle de I'orientation
Dans le cas du controle de I'orientation, les résultats sont illustrés par les figures 3.15 et

3.16 représentant respectivement le champ obtenu a la convergence numérique et I'état

final.
2.5e-06 r 2‘ —
2606 | 4 sl ‘Lﬁ’({f”ﬁﬂz i |
1.5e-06 | 4
2+ 4
g 1e-06 4
§ 5e-07 |- 4 1r T q
g
g0 1 of Vo
E 5e-07 | ] !
5] at S~ T |
5 -1e-06 | <
-1.5e-06 i 2 - 4
-2e-06 4 3 4
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 L L L L L
Temps de contrdle “ 2 0 2 4
FIG. 3.15 — Champ de controle de FIG. 3.16 — Comparaison entre état ini-
I'orientation. tial et état final. L’état final est orienté.

Ce champ a été obtenu apres 3000 itérations.
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Caractéristiques physiques des champs

Les champs obtenus ont donc une apparence tres réguliere. Pour comprendre leur
signification physique, examinons I’évolution des coefficients c; au cours du processus
de controle. Celle-ci est représentée sur la figure 3.17 dans le cas d'une propagation par
le champ optimisant I’alignement, représenté sur la figure 3.11 et sur la figure 3.18 dans
le cas d"une propagation par le champ optimisant I’orientation représenté sur la figure
3.15.

09
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0.2

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

FIG. 3.17 — Répartition de la fonction d’onde selon les différentes harmoniques sphé-
riques au cours du temps de contrdle de 1'alignement. Le champ utilisé est représenté

sur la figure 3.11.

Plusieurs remarques peuvent étre formulées a propos de ces figures. Nous voyons tout
d’abord que les harmoniques sont peuplées les unes aprés les autres au cours du con-

trole. Il est intéressant de mettre en relation ce processus de transfert avec les fréquences
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FIG. 3.18 — Répartition de la fonction d’onde selon les différentes harmoniques sphé-
riques au cours du temps de controle de 1’orientation. Le champ utilisé est celui repré-

senté sur la figure 3.15

qui apparaissent peu a peu dans les champs représentés sur les figures 3.11 et 3.15. Un
calcul classique de mécanique quantique'® montre que certaines fréquences de champ
électrique, appelées fréquences résonnantes, permettent de transférer de la “matiére” entre
deux vecteurs propres de 'Hamiltonien interne. Ces fréquences sont proportionnelles a
la différence des valeurs propres associées a ces vecteurs propres. Ce calcul appliqué a
(3.2) montre que la fréquence résonnante associée a la transition entre les harmoniques
J et J + 1 est £2. Ce résultat se retrouve en effectuant une analyse du spectre de Fou-

rier du champ électrique. La figure 3.19 illustre ce calcul dans le cas du champ 3.15 :

2

I'ordonnée, 2vT,,, = =5 représente les fréquences présentes dans le signal. Nous ob-

150n se référera a [11] pp 1298-1305, pour les détails de ce calcul.
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servons que les fréquences £, 22, .. apparaissent petit a petit au cours du controle, ce
qui correspond bien a I'évolution des coefficients c; représentée sur la figure 3.18. Le
processus de contrdle mis en évidence ici est un phénomene de rotationnal ladder clim-
bing'®, au cours duquel le champ conduit la fonction d’onde vers des états de meilleurs
alignement ou orientation.

L’analyse par transformée de Fourier est réalisée a 1’aide d"une transformée de Fourier
a fenétre glissante, définie par la formule :

—+00

F(e)(v,t) = / e(s)w(s —t)e ™5 ds,

—0o0

ot w est une fenétre de Tuckey-Hanning [57]. La largeur temporelle de la fenétre est 4Z,
soit quatre périodes de la premiére harmonique.

Les algorithmes monotones retrouvent donc naturellement les fréquences résonnantes
associées au systeme.

Les figures 3.17 et 3.18 ne font pas apparaitre de différences significatives entre le controle
de l'alignement et celui de I’orientation. Il est intéressant de regarder ce que donne le
calcul dans le cas de la fonctionnelle (3.6). En choisissant un état cible symétrique par
rapport ) = 7,1’évolution de la répartition de la masse entre les différentes harmoniques
est représentée sur la figure 3.20.

Nous voyons que les harmoniques impaires ne servent que “d’étapes intermédiaires”
a 'augmentation des populations des harmoniques paires, qui sont symétriques par
rapport § = 7. Les harmoniques impairs sont en quelque sorte des passages obligés
pour atteindre des états réalisant une meilleure approche de la cible. Le champ obtenu
et la configuration finale sont représentés sur les figures 3.21 et 3.22.

Une différence apparait ici entre les résultats obtenus pour les deux fonctionnelles J' et
Jatignement- Pour la fonctionnelle J’, il est important que 1’état final soit symétrique : la
fonction cible choisie est en effet une fonction symétrique par rapport a 7. Il est facile
de montrer que les harmoniques sphériques impaires sont au contraire impaires par
rapporta 7 et sont donc orthogonales a la cible. Cecin’est pas le cas pour la fonctionnelle
Jalignement pOUr laquelle un état partiellement orienté peut convenir.

Une étude du spectre de Fourier du champ représenté sur la figure 3.21 confirme ce

résultat, comme le montre la figure 3.23.

16 Augmentation graduelle de I'énergie cinétique de rotation.
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FIG. 3.19 — Les différentes fréquences résonnantes apparaissent au cours du controle.

Les fréquences résonnantes associées aux transitions Y; — Yj et Y3 — Y5, apparaissent
en fin de contrdle et dépeuplent par conséquent ces harmoniques, en repeuplant les
harmoniques Y et Y5 .

Nous constatons a posteriori que le choix d'une base de Galerkin ne contenant que
dix harmoniques sphériques s’avere justifié au regard de la décroissance rapide des

populations en fonction de I’'harmonique.
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FIG. 3.20 — Répartition de la fonction d’onde selon les différentes harmoniques sphé-
riques au cours du temps de contrdle. La fonctionnelle optimisée est (3.6), ot 1'état cible

Yeivie €5t symétrique par rapport 0 = 7. Le champ utilisé est représenté sur la figure 3.21

Convergence numérique des algorithmes

Les courbes de convergence des fonctionnelles Jyiignement €t Jorientation COrrespondant
aux calculs précédents sont représentées sur les figures suivantes.
La convergence est plus rapide dans le cas du controle de l'orientation. De plus la fonc-
tionnelle Jyignement POssede un point critique en € = 0 dont 'algorithme a plus de diffi-
culté a sortir. D’apres la figure 3.24, une soixantaine d’itérations sont en effet nécessaires
pour que 'optimisation devienne significative.
Des méthodes d’accélération du calcul du type de celle présentée au paragraphe pré-
cédent (diminution du pas de temps au cours des itérations du schéma monotone) ont

été testées sur cet exemple avec succes. Un affinement progressif de la discrétisation du
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FIG. 321 - Champ de controle de FIG. 3.22 — Comparaison entre état ini-
I'alignement obtenu en choisissant un tial et état final. L'état final est quasi-
champ initial non nul. ment symétrique par rapport 6 = 7.

champ de contrdle a permis d’accélérer la convergence des valeurs de la fonctionnelle

Jalignement .

3.4.8 Conclusions

Ce troisieme exemple d’application des schémas monotones discrets permet d’élar-
gir par plusieurs aspects le champ de leurs applications. Du point de vue du modele
physique, la contribution du champ électrique dans I’Hamiltonien n’est ici plus linéaire,
les échelles de temps et d’espace ne sont plus les mémes que dans les exemples pré-
cédents. Les résultats obtenus peuvent étre interprétés d'un point de vue physique et
montrent en outre que les schémas monotones s’appuient sur le phénomene connu de
transition associée a une fréquence résonnante. Du point de vue mathématique les sché-
mas ont pu étre adaptés de maniere a prendre en compte le terme quadratique. Une
propagation dans la base des harmoniques sphériques permet d’accélérer le calcul en
travaillant en petite dimension.

On ne sait pas encore produire de champ laser dans ce domaine de fréquences. En ce
sens, les simulations numériques revétent un intérét essentiel puisqu’elles donnent ac-

ces a des résultats précédant 1'expérience.
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FIG. 3.23 — Les différentes fréquences résonnantes apparaissent au cours du controle.
Les fréquences favorisant les transitions Y; — Yj et Y3 — Y, sont “rallumées” en fin de

processus.

3.5 Perspectives

Ces trois exemples permettent d’étendre a de nouveaux problémes de controle les
algorithmes monotones discrets. Quelques pistes peuvent étre suggérées pour des tra-
vaux ultérieurs.

Le probleme du déplacement d'une particule entre deux puits tel qu’il est présenté dans
ce chapitre ne fait intervenir que la partie discrete de I'Hamiltonien interne. Le recours

a l'effet tunnel mis en évidence n’entraine que des oscillations entre les harmoniques

101



Chapitre 3. Applications, tests numériques

J(e)
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FIG. 3.24 — Evolution de la fonction- FIG. 3.25 — Evolution de la fonctionnelle
nelle de colt Juignement €n fonction du de cott J, ientation €N fonction du nombre
nombre d’itérations. Le calcul a été d’itérations.

effectué en choisissant comme champ

électrique initial le champ nul.

correspondantes. Il serait intéressant de mettre en évidence des processus de transfert
utilisant des harmoniques du spectre continu, ce qui peut étre favorisé par une augmen-
tation de la distance entre les deux puits.

Le probleme de I'orientation moléculaire peut étre approfondi en ajoutant un terme de
vibration dans 'Hamiltonien. La molécule ne serait alors plus considérée comme un ro-
tateur rigide, mais comme un oscillateur harmonique en rotation. La difficulté de cette
nouvelle approche réside essentiellement dans le cotit de calcul supplémentaire dti au
raffinement du modele. De plus, les harmoniques de ’'Hamiltonien interne ne pour-
raient plus étre calculées explicitement et seraient en conséquence déterminées par un

pré-calcul.
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Chapitre 4
Parallélisation des schémas monotones

Résumé

Les schémas monotones sont maintenant adaptés a une architecture paral-
lele permettant une accélération du calcul. Cette adaptation est effectuée
dans le cadre général des schémas pararéels présentés a la section 3.10.
Par une utilisation convenable de deux propagateurs, I'un fin et l'autre
grossier, un découpage de l'intervalle de contrdle [0,T] en sous-intervalles
{[Tn, Tr+1]}n=0.... n—1 permet de réaliser les calculs cotiteux en parallele. L'ob-
jet principal du schéma présenté est de définir des points initiaux des équa-
tions d’évolution restreintes a ces sous-intervalles. Sa conception repose sur
une nouvelle interprétation des schémas monotones que nous présentons a la

section 4.3. Lalgorithme et les résultats numériques sont présentés a la section

44.
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4.1 Introduction

Récemment introduits, les schémas en temps pararéel sont des méthodes itératives
efficaces de résolution numérique des équations d’évolution en temps qui mettent a pro-
tit une architecture paralléle. Lorsqu’elles sont couplées a d’autres méthodes itératives,
un gain de temps peut étre obtenu, justifiant la démarche pararéelle : calculer en temps
réel les parametres de la parallélisation. L'idée sous-jacente aux travaux de ce chapitre
est donc de coupler convenablement les itérations de ces schémas et celles des schémas

monotones.

4.2 Schémas en temps pararéel

Les schémas en temps pararéel, sils suivent des idées générales identiques, donnent
lieu a des démarches variées et adaptées a plusieurs classes de problemes. Nous dé-
crivons dans cette section ces caractéristiques communes et les différentes réalisations

auxquelles elles donnent lieu.
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4.2. Schémas en temps pararéel

4.2.1 Cadre général des schémas en temps pararéel
Découpage en temps

Considérons l'intervalle de temps [0, 7], sur lequel doit étre résolue une équation

d’évolution aux dérivées partielles dans espace de Hilbert  :
Ou+ Au = f, 4.1)

avec une condition initiale «(0) = u,. Les conditions aux limites ne sont pas précisées
ici : dans le cadre du contrdle quantique ou nous souhaitons appliquer les schémas en
temps pararéel, les fonctions considérées seront de limites nulles a 'infini.

Nous souhaitons tirer profit d"une architecture paralléle. Pour ce faire, fixons un entier
N et introduisons une suite finie de fonctions (\,,),—o,. . nv—1 avec Ay = . Considérons
alors une partition de I'intervalle [0, 7] en N sous-intervalles {[T", T""|},—o. n_1 sur

lesquels les équations aux dérivées partielles suivantes sont résolues en paralléle :

avec f, = firn rn+1y, u(T™) = A, et des conditions aux limites identiques a celles de (4.1).
La collection des solutions alors obtenue coincide avec (u|zn 7n+1))n—o,...n—1 lOrsque :

n+1,—\ __ . n+1 _
un (T ) = 6>%)1,I?—>0 un (T d) = A\ps1 (4.3)

pour n = 0,...,N — 1. Les schémas en temps pararéel sont des méthodes itératives de
calcul des fonctions (A,,)p=1,. N—1-

L’idée sous-jacente aux schémas en temps pararéel est que les calculs effectués sur les
sous-intervalles {[T", T" |}, -0 n_1 peuvent étre mis en ceuvre de maniére indépen-
dante, donc simultanément et en parallele. Un gain de temps de 1’ordre du nombre de
sous-intervalles NV est donc envisageable dés lors que la suite de fonctions (A,,),=1

77777

est convenablement choisie.

Propagateurs

Le cadre fixé pour construire un algorithme permettant de déterminer la suite de

fonctions (\,,)n—o,.. n—1 est le suivant : les calculs de propagations sont effectués a chaque

11111

itération en utilisant deux propagateurs,un propagateur grossier G' et un propagateur
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Chapitre 4. Parallélisation des schémas monotones

fin F. Le propagateur G est associé a (4.1). Ses calculs sont peu cofiteux et peuvent donc

étre réalisés sur l'intervalle [0, T'] entier. Nous notons alors :
u(t) =~ G(t, t)u(t'), (4.4)

out G(t,t') représente le propagateur associé a I’équation (4.2) sur l'intervalle [t,t]. Le
propagateur fin réalise a I'inverse des calculs précis et coliteux et est en conséquence
utilisé exclusivement en parallele, sur les sous-intervalles {[T", T"|},—o.. y_1 pour ré-
soudre les équations (4.2). Pour ce propagateur F', définissons, en suivant une notation
analogue a G :

un(t) = F(t, ) u,(t), (4.5)

pour t,t' € [T™,T"*!]?, en ayant en mémoire que 1’approximation est meilleure dans
(4.5) que dans (4.4). Les résultats de ces calculs sont utiles pour déterminer (\,),—0....n—1
et résoudre approximativement (4.1). Nous exposons dans les sections suivantes la dé-

marche suivie pour atteindre cet objectif et satisfaire (4.3).

4.2.2 Schémas en temps pararéel

Plusieurs procédures ont initialement été proposées [58, 59, 60] pour construire une

suite (\F)*ER N1 qui converge vers une solution (An)n=o... n—1 de (4.3). Présentons suc-

n=0,..
keN
n=0,..

cinctement celle décrite dans [60]. La suite (\*) _n_; est obtenue en résolvant itéra-

tivement les équations suivantes :

k+1

(4.6)
)\’]::lii = G(Tn7 Tn+1)>\fl+1 + F(TTL7 Tn-i-l))\fz - G(Tna Tn-i-l))\];

Cet algorithme respecte bien les regles associées aux propagateurs : les calculs fins sont
indépendants et peuvent donc étre réalisés en parallele. La convergence de ce schéma

est alors donnée par le résultat suivant :

Théoréme 6. Le schéma (4.6) est d’ordre k dans le sens oit il existe une constante cy, indépen-

dante du pas de temps AT telle que :

Vn, 0 <n<N-—1, INF—w(T)| 4+ max  |uf(t) — u(t)] < cp(AT)®

te[TnaTn+1]
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4.2. Schémas en temps pararéel

On se référera a [58] pour de plus amples détails sur ce résultat. Pour d’autres ré-
sultats sur la stabilité et les propriétés d’approximation du schéma en temps pararéel
(4.6), on pourra se référer a [61, 62, 63]. Ce schéma a été adapté a divers problemes
d’évolution : problemes paraboliques (linéaires ou non) [58], problemes de dynamique

moléculaire [64] et problemes couplés a des décompositions de domaines en espace [65].

4.2.3 Préconditionneur pararéel

Nous supposons désormais que les propagateurs F' et G conservent les normes des
vecteurs propagés. Pour coupler un schéma en temps pararéel avec un probleme de
contrdle, une premiere idée consiste a résoudre les équations d’évolution des schémas
d’optimisation en suivant une démarche analogue a (4.6). Cette idée a été développée
dans [66, 67].

Une autre approche, consiste a voir dans le schéma en temps pararéel un précondition-
neur dont il est possible de combiner les itérations a celles d"un schéma d’optimisation
lié au probleme de controle. Cette idée s’appuie sur des résultats présentés par Lions
dans [68]. La démarche consiste plus précisément a introduire dans la fonctionnelle de
cotit les sauts induits par la différence des deux propagateurs. Présentons-la sur un

exemple simple de controdle linéaire :
owu+ Au = Bv

u(0) = ug

ot v est le terme de contrdle appartenant a un espace V et B un opérateur de L(V;U").

Cette équation d’évolution est complétée par une fonctionnelle de cofit :

T
Iw) = Bllu(T) = v+ [ @Rt
0
ol Ul Teprésente un état cible et 3 est un réel positif.

Pour introduire la méthodologie associée aux schémas en temps pararéels, définissons,

de méme que précédemment I"ensemble de fonctions {u,, },—o..y—1 solutions de :

o, + Au,, = Bu,
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avec \g = ug. Ces équations sont complétées par une fonctionnelle de cofit associée au

probleme parallele :

N—-1 T
1 _
Ty (0, A) = BlIT) — el 1+ = 7 s (L) = Aol + / o(t)| 2 dt,
n=1

o A = {\y,..., \y_1} et y un réel positif. L'idée est alors d"appliquer la méthode du gra-
dient pour optimiser cette fonctionnelle. Celle-ci nécessite d'introduire les états adjoints

définis par les équations suivantes :

Opn-1 + A'pny_1 =0 sur [Ty_1,Ty]

pN—l(T) = 5(UN—1(T) - ucible)

Opn + A*p, =0 sur [T, Ty 11], n < N —1
4.7)

Pu(Tr1) = %(un(Tnjrl) — Ans1)-
Un calcul montre alors que la variation d.J, de J, peut s’écrire sous la forme suivante :
N-1 Trt1 N-1
5., (0, A) (00, 0A) = 3 / (00 + BB, 60y + 3 (0(TF) = pa 1 (T, 670).
n=0 n n=1

Une procédure d’optimisation peut par exemple prendre la forme itérative suivante :

B = ok = p(b 4 B sur [T Tl =0, N = 1
(4.8)

A= A= pn(T) - (T7) n=1,.,N-1

n_

Pour formaliser cette procédure, écrivons le gradient de J, par rapport a la variable A

sous forme matricielle. On a :

1
Ap = ;M*(MAeri) + py,

avec :
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pi(T7) = po(T7) At
pz(T+) —p(Ty) A2
Ap = ; : A= ,
pv-1(Tx_y) — pn—2(Ty_y) AN-1
F(Xo) 0
0 0
Di = , Pr = )
0 F_l(ucible)

et M* estl’adjoint de la matrice formelle M définie par :

Id 0 0
—Fy Id 0O
M=1 0 —-F Id 0 .. |
0
0 —F,1 Id
ot F, = F(T,, Tpi1)-
L’équation (4.8) s’écrit alors :
AL AR gM*(MAk +pi) + s (4.9)

En supposant I'existence d"une limite A* a cette suite et en notant err® = A¥ — A®, on
obtient :

errt 1 = (Id — LM M)err*. (4.10)
v

Pour accélérer ce calcul en profitant d"une structure paralléle, on peut alors de précon-

ditionner (4.9) en y insérant un inverse grossier de M *M. Cette approche a été couplée
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a un schéma d’optimisation par gradient sur un probleme de contrdle distribué associé

a une équation parabolique linéaire [60].

4.2.4 Probléme du couplage avec les schémas monotones

La méthode exposée a la section précédente a été testée sur le probléeme de controle

quantique défini par une équation de Schrodinger et une fonctionnelle de la forme :

N—
1 Tt
J(e, N) = ||Yeivie — Vn-1( BZ |Ant1 — n+1 Z /
n=0

ott les fonctions \,, ¢, et ,, sont liées par les relations :

iObn(x,t) = [H— p(2)en®)n(z,t)  sur [T, Tost]
(4.11)

Un(z, T7) = Au(2),

ou H est 'Hamiltonien interne et 1 le moment dipolaire. Ces travaux n’ont pour 1'ins-
tant pas abouti a des résultats satisfaisants. Un obstacle significatif apparaissantt lors
des tests numériques est 1’absence de sens physique de 1’adjoint sur les N — 1 premiers
sous-intervalles de temps. En effet, celui-ci n’est pas directement associé a un état cible
sur ces sous-intervalles. Il propage simplement une information sur les sauts comme le
montre 1'équation (4.7) et ne coincide ainsi avec 1’adjoint du probléme initial séquentiel
que sur le dernier intervalle. De plus, les points critiques de cette fonctionnelle ne sont
pas continus des que le coefficient o n’est pas nul, ce qui pose des problemes lors de la
propagation séquentielle des champs obtenus. Ces observations nous conduisent a un

nouveau schéma en temps pararéel, mieux adapté aux schémas monotones.

4.3 Schémas de tracking a horizon fini

Nous présentons dans cette section une approche des problemes de contrdle qui

conduit a une nouvelle interprétation des schémas monotones.
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4.3.1 Schémas de tracking

L’objet des schémas de tracking n’est pas tout a fait le méme que celui des schémas
présentés jusqu’ici. Les algorithmes exposés précédemment ont pour objectif la minimi-
sation de certaines fonctionnelles. Les schémas de tracking sont des schémas locaux qui
visent, quant a eux, a diminuer a chaque pas de temps la distance du vecteur propagé a
une trajectoire de référence.

Expliquons la démarche proposée par cette approche sur un exemple simple. Consi-
dérons un systeme quantique décrit par une fonction d’onde ¢ soumis a un champ

électrique . Son évolution est régie par une équation de Schrodinger :

WOp(x,t) = [H = px)e®)]i(z, 1)

P(x,0) = (),

(4.12)

ot les notations sont celles de la section 4.2.4. Considérons également un autre systeme

quantique v,y dont I'évolution est elle décrite par :

1Orep(x,t) = [H — p(2)eres ()] Ures (2, 1), (4.13)

ol &, est un champ de référence. Le point initial est fixé arbitrairement et importe peu
dans ce qui suit. La trajectoire {1,f(t)}icr+, notée simplement 1,.; dans la suite, est
une trajectoire de référence que 1’on cherche a approcher par 1. L'objet d"un algorithme
de tracking'” est de déterminer ¢ de telle sorte que la distance entre 1 et v,.; soit une

fonction décroissante du temps. Définissons alors la fonction ¢, suivante :

Be  t = [[U(t) = rer ()]

Cette fonction est appelée Fonction de Lyapounov. La dérivée de cette fonction peut étre

calculée par l'intermédiaire de (4.12) et (4.13) :

Ot t > 2(e(t) = Eref (£)) S (Wrer (8) |1l (1))

Plusieurs choix de fonction € existent pour remplir ’objectif du tracking. Un exemple

simple est donné par :
S(t) = Eref + p%<wref (t)|ﬂ\¢(t)>a (414)

7Le mot tracking peut étre entendu comme “poursuite”.
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avec p un nombre positif. La fonction ¢. correspondante est décroissante par rapport au
temps. Un probleme posé par cette méthode est qu’elle ne conduit pas forcément a une

convergence satisfaisante. Il arrive en effet que la limite obtenue, soit non nulle
lim ¢.(t) # 0.
t—00

Ce cas se présente par exemple lorsque ¢, est nul et que v,.; et ¥ sont —orthogonaux
pour tout temps. Le contrdle défini par (4.14) est alors nul et la valeur de ¢. reste
constante et de valeur non nulle. Une méthode permettant d’éviter ce type de situa-
tion consiste a choisir une trajectoire de référence suffisamment variable au cours du
temps pour que (tyef(t)|p|1(t)) soit non identiquement nul. Pour ce faire, un champ
£r¢f contenant suffisamment de composantes de Fourier'® doit étre choisi, de telle sorte
que la trajectoire de référence 1), ne reste pas dans un sous-espace strict trop petit.

Remarquons enfin que pour un probleme de controle donné, peu de restrictions existent
sur le champ ¢,.;. En effet, 'objectif est souvent d’atteindre une trajectoire de maniere
asymptotique, sans que la maniere d’y parvenir soit pour autant soumise a contraintes.
On se référera a [14] pour plus de détails concernant la convergence de tels algorithmes.
Les méthodes de tracking s’appliquent a des problemes a horizon infini, c’est-a-dire out
les temps de contrdle ne sont pas connus a priori. Dans les problémes rencontrés au
cours de cette these, les controles sont recherchés sur [0, 77, si bien qu'une adaptation

s’avere nécessaire pour concilier ces deux approches d’un probleme de contrdle.

4.3.2 Tracking a horizon fini et pénalisation des champs

Une démarche proposée pour traiter des problémes de contrdle en temps fini par tra-
cking est alors la suivante[14]. Fixons un état initial 1), et un état cible ¢, a atteindre
en un temps 7'. L'algorithme consiste alors a propager successivement ¢, de 0 a 7" et
Yeivie de maniere rétrograde de 7" a 0. Les champs successifs utilisés pour réaliser ces
propagations sont obtenus en suivant une démarche de type tracking en poursuivant la
trajectoire obtenue a la propagation précédente. Dans cette approche, le “tracking” s’ef-
fectue donc aussi bien dans le sens direct que dans le sens rétrograde. La notation ,.¢

est donc abandonnée. Notons donc x la fonction en cours de propagation rétrograde

80n se référera au chapitre 3 section 3.4.7.

112



4.4. Parallélisation des schémas monotones

par un champ désormais noté € a partir de .
Pour étre plus proche des schémas monotones, il est utile d’ajouter une pénalisation du
champ au cours du temps. La fonction de Lyapounov doit alors étre modifiée et peut

par exemple étre redéfinie par :

b 2(t) = [|0(t) — x(O)[1? + / o(s)e(s)ds + / o(5)22(s)ds.

ol « est une fonction positive sur l'intervalle [0, T']. La dérivée de cette fonction est alors

au temps ¢ :

() = 2(e(t) — EW)S (Bl (1) + a(t)(e*(t) — 2°(¢))- (4.15)

Cette fonction doit permettre de concevoir des champs tels que les propagations di-
rectes et rétrogrades minimisent 1’écart entre les trajectoires de v et x : de méme que
dans la section 4.3.1, nous constatons que la monotonie de ¢ est directement déterminée
par les champs ¢ et €. En conséquence, le champ ¢ peut étre déterminé au cours de la

propagation directe sous la condition :

¢L=(t) <0 (4.16)

£,€

et le champ ¢ peut étre déterminé lors de la propagation rétrograde par

&L (t) > 0. (4.17)

€& -

Dans [69], on montre 1"équivalence entre ce dernier algorithme et les schémas mono-

tones.

4.4 Parallélisation des schémas monotones

4.4.1 Valeurs initiales et trajectoires de référence

L’'interprétation en terme de tracking des schémas monotones permet de concevoir
une parallélisation mieux adaptée a ces schémas. Les termes de la suite A = (\,)n=1. nv—1
définie a la section 4.2 sont désormais vus non seulement comme des points initiaux des
sous-problémes pararéels (4.11), mais aussi comme des cibles et des points de départ de

trajectoires de références qu’il s’agit d’approcher. L’avantage de cette interprétation est
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que les sous problemes pararéels sont exactement de la méme forme que le probléeme

de controle associé a la fonctionnelle J définie par :

J@>:2%@am4wuv>—;£ a(t)2()dt. (4.18)

La question du choix des valeurs successives de la suite (A¥),cy peut donc étre abor-
dée sous un autre jour. Supposons alors avoir calculé deux trajectoires sur l'intervalle
de controle complet [0, 7] : (v¢(t))icp,r) Obtenue par propagation directe de 1y par un
champ ¢ et (x¢(t))ep,r) obtenue par propagation rétrograde de ¢y par un champ
e. D’aprés la section 4.3, une optimisation réalisée par les schémas monotones sur les
champs ¢ et € tend a rapprocher ces deux trajectoires. L'idée est alors de choisir les
points )\, sur une trajectoire déduite des deux précédentes. Celle-ci peut par exemple
étre définie par :

_ (T=t)va(t) + txa(t)

T = t)de(t) + txe )]

ott la division par la norme permet de garantir que cette nouvelle trajectoire reste sur la

A(t)

sphere unité de I'espace des configurations. Les points A, sont alors définis par :

(T - Tn)@z)G(Tn) + TnXG(Tn)

A= MNT,) = ) 4.19
) = T =T 0a(T) + Tuxo @] 19
Dans le cas de sous-intervalles égaux, c’est-a-dire tels que :
n
T, =—T 4.2
la formule (4.19) devient alors :
(N = n)ue(T) + nxa(T,)
"N = n)e(Tn) + nxe(Th) ]

(= 60)06(T) + duxa(To)l]
oud, = . Lafigure 4.1 représente schématiquement les calculs effectués au cours d"une

itération.

9Les notations 1 et x sont justifiées a la section 4.4.3.
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¢cible (t)

¢0 | |

T

0 Temps de controle

FIG. 4.1 — Une itération du schéma parallele. Le tracking est effectué sur les sous-

intervalles [T}, T,,11]. Les points A\* sont redéfinis a chaque itération.

4.4.2 Pénalisation du champ

De méme qu’a la section 4.2, notons ¢, x, et ¢, les restrictions des fonctions 1,
X et ¢ a l'intervalle [T},,T,,+1]. Les points initiaux et les cibles définis a la section 4.4.1
conduisent a considérer N probléemes d’optimisation sur les sous-intervalles [T}, T}, +1].

Les fonctionnelles de cofit associées a ces problemes sont de la forme :

Ju(En) = 2R(n (Tt Aa) — / e,
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ol o, est une fonction de pénalisation positive sur [T}, T},+1]. Il s’agit alors de maximiser

ces fonctionnelles sous la contrainte :

iOphn(,t) = (H — p(z)en(t))thn(z, 1)
(2, Tn) = A,

ou H représente I'Hamiltonien interne. En introduisant le multiplicateur de Lagrange

Xr défini par :
iOixn(w,1) = (H — p(@)en(t))xnl, 1)

Xn(fﬂ, Tn—H) = Ant1,

I’équation d’Euler-Lagrange concernant le champ ¢, est :

ay, (t)en(t) = =S ()|l tbn (1)) (4.22)

La quantité (x,(t)|u|¢n(t)) peut étre évaluée en fonction des variables () et x¢(t). En
supposant que les propagateurs soient les mémes pour v et 1) d'une part et pour x
et o d’autre part et en supposant de plus que les sous-intervalles soient égaux, nous

avons en effet, d’apres (4.21) :

_ AW =n=1Dda(t) + (n+ Dxa(®)|ul(N = n)da(t) + nxa(t))
(N =n = 1)va(t) + (n+ Dxa@)|[||(N —n)va(t) + nxa(t)l]

NS (xa(t)|plva(t))
I[(N —n —1)bg(t) + (n+ Dxa@)]].||(N = n)va(t) +nxa(t)]]
S{xa(t)|plva(t))

Ny/(1=6,(1=6:) 19 (8) = xa (0PN =60 11 (1=0ns ) [0 (t) = xa ()]?)
(4.23)

Dans le cas ol Y, x¢ et € sont des points critiques de J définie par (4.18), nous avons :

Otn ()]l n (1))

S ()|l (£)) =

a(t)e(t) = =Sxa(®)|plda(t)), (4.24)

si bien qu’en combinant (4.22), (4.23) et (4.24), nous obtenons le résultat heuristique
suivant :
Supposons que les propagateurs soient les mémes pour ) et pour ¢ et pour x et xg.

Supposons également que le schéma en temps pararéel soit efficace dans le sens ou
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l|xa(t) — ¥a(t)]| est petit devant 1. Alors une condition nécessaire pour qu'un champ ¢

soit simultanément point critique de J et des fonctionnelles .J,, est :
- (4.25)

Remarques : I'erreur commise sur les points critiques par le schéma en temps pararéel
est donc composée de deux termes. Le premier releve de 'approximation par les propa-
gateurs grossiers et le second dépend donc de la qualité du tracking, puisqu’il est déter-
miné par ||1¢(t) — xa(t)||, d’apres (4.23). Notons également que le calcul du champ en
temps pararéel avec o’ = §; conduit a une sous-estimation de ce dernier puisque (4.23)

conduit a :
SOl < |- SxeOlulvaO)]

La stabilité n’est donc pas affectée a priori par ce choix de coefficient '.

4.4.3 Réduction du temps de calcul

De maniere a rester dans le paradigme pararéel il est nécessaire de définir les deux
propagateurs F' et G présentés a la section 4.2.1 et de préciser 1'utilisation qui en est

faite.

Propagateurs grossier et fin

Nous avons vu au chapitre 1 que ’avantage principal des propagateurs reposant sur

des méthodes de splitting d’opérateur du type de :
i (z) = e—iHo%e—i(\/(x)—u(x)ej)ATe_iHo%% (z), (4.26)

et

Xi(w) = €M VTHOEAT I L (a), (4.27)

est de conserver la norme des vecteurs au cours de la propagation. Souhaitant conserver
cette propriété, nous continuons de travailler avec ces méthodes.

Un choix convenable de propagateur fin est par exemple effectué en assignant a AT
une petite valeur dans (4.26) et (4.27). Cette valeur peut par exemple étre déterminée

“empiriquement” en se fixant comme critére que la propagation un pas de temps 2 ne
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modifie pas sensiblement le résultat.

Le propagateur grossier doit quant a lui étre choisi plus en fonction de son faible cofit
de calcul que de sa qualité d’approximation. Plusieurs dégradations du propagateur fin
peuvent alors étre effectuées. Une premieére possibilité est de choisir un pas de temps
plus grand. Il est également possible d’envisager d’utiliser des méthodes de Galerkin et

la méthode du Toolkit [13] pour diminuer le nombre de calculs.

Role des propagateurs dans l’algorithme et optimisation

La contrainte imposée a priori sur le propagateur fin est qu’il ne doit pas calculer de
propagation sur [0, 7] tout entier. Le propagateur grossier permet quant a lui d’ajuster
les valeurs de la suite A au cours des itérations. Une spécificité importante du cou-
plage avec les schémas monotones provient du fait que les calculs liés a ces schémas ne
consistent pas seulement en des propagations. Ils réalisent également une optimisation,
c’est-a-dire un calcul des champs ¢ et € a chaque itération. Ce calcul est plus ou moins
cotiteux selon le schéma monotone considéré. Nous fixons également comme contrainte
de ne mettre a jour les champs qu’en parallele, sur les sous-intervalles. Aucune optimi-

sation ne doit étre réalisée pendant les propagations grossieres.

4.4.4 Algorithme

De méme qu’a la section 4.2.4, notons ¢, €,, ¥, et x,, les restrictions de ¢, ¢, ¢ et
x a l'intervalle [T},, T,,11]. L’algorithme proposé est alors le suivant. Etant donné deux
champs £° et £°, un état initial ¢, et un état cible 1., calculer récursivement les champs

ek et 2" selon les étapes suivantes :

1. Propagation grossiere directe de v, par le champ &* et grossiere rétrograde de v,
par £* sur [0, 7] pour obtenir £, et x£.
2. Calcul de AF = (\F),_; 1 par (4.21).
3. Réalisation en paralléle des étapes suivantes :
(a) Propagation fine rétrograde de A%, sur [T,,,T,,+1] par ¢ pour obtenir x%.

(b) Propagation fine directe de A sur [T}, T, 1] et optimisation simultanée par

algorithme monotone de % pour obtenir eF*!.
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(c) Propagation fine rétrograde de A%, sur [T,,, T,,11] et optimisation simultanée

par algorithme monotone de ¥ pour obtenir £5+1.

4. Concaténation des termes des suites (e**1), _o n_1 et (EF71), o n_1 pour obtenir
EkJrl et ngrl.

Parmi les étapes réalisées en paralléle, les étapes 3b et 3c sont les plus coliteuses, puis-
qu’elles comportent un calcul d’optimisation des champs. Il est possible de supprimer

~k+1 k+1

I"'une de ces deux étapes en assignant simplement ;7' = ¢;"". Cette démarche corres-

pond aux schémas monotones a deux parametres avec comme valeur des parametres®

4.4.5 Coitde calcul

Nous pouvons alors comparer a priori les cofits de calcul respectifs des schémas sé-
quentiels et parallélisés. Le cotit d"une itération du schéma parallele peut se décomposer
en deux. Une partie du temps de calcul provient des deux propagations grossieres sur
[0, 7). Lautre partie provient des calculs paralleles. Sur un sous-intervalle, trois propa-
gations dont deux avec optimisation sont réalisées. Le cotit d"une itération du schéma
séquentiel est quant a lui de deux®! propagations avec optimisation sur l'intervalle [0, 7).
Une itération séquentielle est donc approximativement N fois plus cofiteuse qu'une
itération du schéma paralléle. L’approximation provient des deux propagations gros-
sieres sur l'intervalle [0, 7 et des propagations fines paralleles sur les sous-intervalles
(T, Tl

4.4.6 Résultats numériques

L’algorithme de la section 4.4.4 a été testé sur 'exemple du probléeme de controle
de I'orientation exposé au chapitre 3. Les parametres liés au modele étant conservés, la

fonctionnelle choisie est alors :

J(2) = 2R (e 14(T)) — / a(t)2 (1), (4.28)

20Ce qui correspond au schéma de Krotov [27].
ZNotons que la premiere propagation ne comporte pas d’optimisation du champ.
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ol Y.ine €St une configuration convenable du point de vue de I'orientation®. Fixons a
N = 10 le nombre de sous-intervalles définis de maniere réguliére selon la formule
(4.20). Nous fixons alors le paramétre o’ par rapport au parametre o selon 1’équation
4.25.

Les figures 4.2-4.4 représentent I’évolution du champ de controle au cours des itérations

paralléles. La figure 4.5 représente le champ calculé par algorithme monotone séquentiel
pour la fonctionnelle (4.28).

2e-06 - 4 4e-06 -

2e-06 - 2e-06 -

-2e-06 -2e-06

Champ électrique & (t)
Champ électrique (t)
°

-4e-06 - 4 -4e-06

. . . . . . . . . . . . . . . . .
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000
Temps de controle

Temps de controle

FIG. 4.2 — Champ de controle apres une FIG. 4.3 — Champ de controle apres 10
itération. itérations.
4e-06 - A 4e-06 -
3 2e-06 4 S 20-06 -
g 3
%:j 0 B % 0
g g
5 -2e-06 [ q 6“ -2e-06 [
-4e-06 [ A -4e-06 [

0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800 2000 0 200 400 600 800 1000

1200 1400 1600 1800 2000
Temps de controle

Temps de controle

FIG. 4.4 — Champ de contrdle calculé en FIG. 4.5 — Champ de controdle calculé sé-

parallele apres 250 itérations. quentiellement apres 250 itérations.

2ZNous prenons dans nos tests le vecteur propre associé a la plus grande valeur propre de 'opérateur
(cos).
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Nous constatons que les discontinuités disparaissent au cours des itérations. Les pro-
pagations fines et grossieres sont calculées par splitting d’opérateur avec un rapport de

pas de temps de 10.

4.4.7 Convergence du schéma

Le champ obtenu a la convergence est indépendant du nombre /N de sous-intervalles.
Pour évaluer la qualité des champs obtenus au cours des itérations, une propagation
séquentielle est calculée avec chacun des champs obtenus. Les figures 4.6 et 4.7 repré-
sentent les valeurs de la fonctionnelle obtenues pour différentes valeurs du parameétre
N.

25 |

J(e)

05 | -

0 1 1 1 1 1 1 1 1 1

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100

Nombre d’itérations

FIG. 4.6 — Evolution des valeurs de la fonctionnelle sur les 100 premiéres itérations.

Nous constatons que la convergence est plus lente lorsque le nombre de sous-intervalles
augmente. Il convient donc de trouver un compromis entre le gain de temps, d’autant
plus important que le nombre N est grand, et une convergence convenable.

Evaluons enfin le gain de temps effectif apporté par le nouveau schéma. Pour N = 10,
nous trouvons un gain de temps d’approximativement 7. La figure 4.8 rend compte

du cotit de calcul au cours des différentes itérations. Le schéma monotone en temps
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T T T T T
25 N=1: ——
N=2: ———-
N =5:
N =10:
N =20: ———-
N =50: 77~
2+ N = 100: i
O
= i
i
1 4
05 4
O 1 1 1 1 1
0 50 100 150 200 250 300

Nombre d'itérations

FIG. 4.7 — Evolution des valeurs de la fonctionnelle sur les 300 premieres itérations.

800 T T T

T
Schéma explicite: ———
Schéma parallele: --—--—-——-

700 .
600 | g
500 | i

400 | .

Temps CPU

300 4
200 F -

100 g

o Lt 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25

Nombre d'itérations

FIG. 4.8 — Temps CPU au cours des 25 premieres itérations.

pararéel donne apres 500 itérations un champ gﬁoo conduisant a une valeur de la fonc-
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tionnelle de cott J(£°?) = 1,6938. Le temps CPU nécessaire est de 230s. Cette valeur
est obtenue apres 66 itérations en 1790s avec le schéma monotone sans parallélisation.
Le rapport de temps est donc de 7,8. Nous voyons que méme avec un grand nombre de
sous-intervalles le schéma monotone en temps pararéel reste efficace.

Pour effectuer ces tests, nous n’avons pas chercher a optimiser la rapidité des propa-
gateurs. Il pourrait notamment étre intéressant de dégrader davantage le propagateur

grossier.
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Chapitre 5

Sur la convergence des schémas

monotones

Résumé

Nous démontrons maintenant un certain nombre de propriétés liées a la
convergence des suites produites par schémas monotones. Aprés avoir mis
en évidence certaines propriétés des sous-suites convergentes de ces suites,
nous en étudions 'ensemble des points d’accumulation. Nous démontrons en
particulier la compacité et la connexité de cet ensemble. Nous présentons en-
fin des conditions suffisantes de convergence des schémas monotones.

Une partie des résultats de ce chapitre est exposée dans [33].
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5.1 Introduction

concerne plus précisément que les schémas continus. Les notations utilisées sont celles
des chapitres précédents : le symbole (2 désigne un espace vectoriel réel de dimension
finie, ||.||12(q) et (., .) représentent la norme et le produit hermitien de I’espace hilbertien
complexe L?(2,C), ||.|2 et < .,. > représentent la norme et le produit scalaire réel de

l’espace hilbertien L([0, T]; R). Enfin ||.||; et ||.||. désignent les normes associées respec-

Ce chapitre traite de la convergence des schémas monotones. L'étude qui suit ne

tivement aux espaces L' ([0, T]; R) et L>([0, T]; R).

5.1.1 Fonctionnelles

Les résultats de ce chapitre s’appliquent aux deux fonctionnelles a maximiser ren-

contrées dans cette thése :

Rappelons que les équations d’Euler-Lagrange associées sont alors, dans le cas de J; :
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5.1. Introduction

iz, t) = (H —e()pu(z))v(x,1)
(5.2)
\ Y(z,t = 0) = o(z)
ZatX<I>t) - (H - E(t)ﬂ(x))x(%t) (53)
\ X(x,t=T)=OY(z,T)
a(t)e(t) = =S (x(@)|plv(t), (54)

et dans le cas de J :

igpx(@,t) = (H —e(t)u(z))x(z, 1)

X(r,t =T) = Yeipie(T)

at)e(t) = =S{x@)|pld (1),

ou ¢(z,t), H, u(x) et £(t) ont été définies au chapitre 1.

5.1.2 Schémas monotones étudiés

Les résultats de ce chapitre concernent les schémas monotones a deux parametres
développés par Y. Maday et G. Turinici dans [29]. Si, comme nous 'avons vu au cha-
pitre 1, d’autres schémas monotones existent, nous choisissons de restreindre notre
étude a ceux-ci car ils sont représentatifs de la plupart des travaux de cette these. Comme
nous l'avons stipulé alors, les schémas discrétisés présentés au chapitre 2 et utilisés au
chapitre 3 peuvent étre considérés comme dérivant de cette classe d’algorithmes.
Rappelons qu’étant donné £ une fonction de ([0, T, R), ces derniers consistent en une

résolution itérative des équations suivantes dans le cas de .J; :
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) (5.5)
Xk(:l;',t = T) = O¢k(va)
(1) = (1= m)h() = TIm{ (Ol (), (56)
G (o, 1) = (H — (00 ()
, 67)
Y12, = 0) = o)
1) = (1= 82 (0) — Dm0 (1), 58)

ol 0 et  sont deux réels de l'intervalle [0, 2]. Dans le cas de J; seule la condition finale
de (5.5) differe et devient :

(5.9)
Xk(l',t = T) = wcible(x)

Rappelons également que ces schémas font croitre les valeurs des fonctionnelle de cotit

Ji et J a chaque itération en k puisque :

RE) = () = (FHT) — gH DO (T) - (7))
+ [ a5 - D0 -0

+/0 a(t)(2 — 1)E (1) — ek (1)) 2dr,

Ui

G R ACORES /Ta(t)(g — 1(M() — (1))t
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Ces formules sont valables dans les cas ol et 1 ne sont pas nuls. Dans le cas ott 'un
de ces deux parametres est nul, une formule analogue montre que la différence reste
positive.

Tous les résultats de ce chapitre sont présentés sur la fonctionnelle J;. Ce choix est
essentiellement motivé par des raisons de clarté de l'exposé. Les preuves des théo-
rémes peuvent étre tres facilement adaptées a la fonctionnelle J, pour laquelle elles sont
d’ailleurs souvent plus simples. Nous signalons au besoin ces adaptations au cours du
chapitre. A partir de maintenant, nous notons simplement J la fonctionnelle J;.

Enfin, nous considérons dans ce chapitre les schémas obtenus pour des couples (d,7) #

(2,2) et dont la condition initiale ° est bornée dans 'espace L>([0, 7], R).

5.2 Propriétés des suites calculées par schémas monotones

Nous prouvons tout d’abord que les suites (e¥).en et (€¥),en obtenues par (5.5-5.8)
sont, sous certaines hypotheses, nécessairement bornées dans L>°([0, 7], R), donc dans
L2([0, T],R). Nous prouvons ensuite que toute sous-suite faiblement convergente de ces

suites est en fait fortement convergente.

5.2.1 Borne pour les champs

De méme qu’aux chapitres précédents, supposons que les opérateurs O et ;1 sont
bornés sur L?((2, C) et notons [|O||.. et ||u||« leurs normes. Notons également «_ le réel,

supposé strictement positif défini par :
a_ = inf (aft)).
tel[IOl,T}( ®))

La preuve présentée est tres similaire a celle du cas discret exposée au chapitre 2.

Théoréme 7. Soit (£%)yen et (€¥)ren les suites définies par récurrence a partir des équations
(5.6) et (5.8). Supposons que €° soit bornée sur [0,T]. Alors il existe un réel positif M, ne
dépendant que de o, ||€°|, 8, 0, || 12]|« et ||O]l., tel que :

vt e [0,T], VkeN, [E*(t)| < M, |"(t)] < M.
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Preuve : Définissons M par :

0 )HOH*HMH*

1
PRk s — ) (5.10)

M = max(||€° |0, max(1,

et montrons par récurrence le résultat. Supposons la majoration suivante vraie au rang
k-
vt € [0,T], |eF(t)| < M.

La définition (5.8) entraine :

B(0)] < [1 - nlM + |%%<xk<t>|u|w<t>>|.

D’apres 'inégalité de Cauchy-Schwartz :
[OE Ol ON < IOzl [0 ()] |20

Puisque les normes des différentes fonctions sont conservées au cours de la propaga-

tion, nous avons de plus :
19" Ol = [olleae) = 1,
X (Ollz(@) = X" (D)@ = [[0¥H(TD)|L2@) < (IO,

ce qui donne finalement :

Oll«] 2]+
)] < 1 nlar + IO

Sin < 1lalors |1 —n| =1—netpuisque Ol < pp -

o —

B ) < (1 —m)M +nM = M.

. B : 101 |1+ .

Sin <1lalors |l —n| =n—1etpuisque ﬁ% < M:
EEO < (0= 1M + (2 —n)M = M.

Partant de cette majoration des valeurs de ¥, un raisonnement analogue permet de
déduire :
vt € [0, 7], [F1 ()] < M,

ce qui acheve la démonstration par récurrence. |
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Nous conservons la notation M dans la suite du texte.
Dans le cas de la fonctionnelle J; et des schémas monotones correspondants, une preuve

analogue permet d’obtenir une borne ) définie par :

0 Ul

M: 0 o0 17 )
max(||e” | o0, max( 2021 a.

5.2.2 Convergence faible de sous-suites
Extraction de sous-suites

Puisque les suites (¢*)ien, (£¥)rew sont bornées sur [0, 77, elles appartiennent a 'es-
pace de Hilbert L2([0, 7], R). Il est donc possible d’extraire de ces suites des sous-suites
faiblement convergentes (" ),cy et (£¥7),,cy de limites faibles respectives ¢ et .
Ecart entre termes consécutifs

La suite J(c") est bornée puisque, par exemple :

[J(eM] < O] + oy TM?,

ou a est défini par :

ap = sup (a(t)).
t€[0,T]

Nous avons également :
J(F) = J(eF) = (WMUT) =MD [O[PHH(T) — M(T))
+ i alt)(Z = D)) — E4(t)2dt
+ Jy a(D)(Z = 1)E ) — *(1)%t,
qui donne aprés sommation :
J(m) = J(e) = Yo @WHHT) — R (D)0 (T) — ¥ (T))
+ [T a(t)(2 = 1) Sisa (e (1) — E8(t))2dt
+ i a2 1) YT (BH(t) — €4(t)%d.
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Les séries > ,_, [|e"™ —&*|13 et Y7, |E" — £¥||3 convergent donc et par conséquent :
lim |[g**! — ¥y = lim ||g% T — &% ||, = 0. (5.11)
n n

Ces résultats subsistent lorsque 6 = 0,7 # 0etd # 0,n7 = 0.

Nous en déduisons de plus que € = €.

Remarque : De telles propriétés ne suffisent bien entendu pas a prouver la conver-
gence des suites (£%)ien et (£¥)ren. Considérons ainsi la suite (u,,),cy définie par u, =

sin(log(n + 1)). Il est alors aisé de vérifier que :
e (U, )nen €st bornée,

© > % (Upiq — uy)? < +00 (et donc Uy — u, — 0).

n=0

Pour autant, cette suite ne converge pas. Son ensemble d’adhérence est le segment
[_17 1}'

Convergence faible de (" 77), oy et (E*77),cn
Soit & une fonction test de L2([0, 7], R). Puisque :

<& efntl s—c g ghntl b 5 4 g gl

et
| <&t — et > | < e T — e,
\T/
la suite (eF»*1), oy converge elle aussi faiblement vers .
Par des arguments analogues, (£ 77),,cy et (e¥77), .y convergent aussi faiblement vers

e pour tout entier p positif fixé.

5.2.3 Convergence forte de sous-suites

Nous montrons dans cette section que la convergence faible des sous-suites précé-
dentes entraine la convergence forte des états et adjoints correspondant. Nous en dé-

duisons la convergence forte des sous-suites.
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Formulation intégrale

Ecrivons (5.2) et (5.3) sous les formes intégrales suivantes :

W(t) = e Mg+ [ e(s)e M Dip(s)ds,

X(t) = Ty (T) — [Te(s)e Dy (s)ds.

Cette formulation, aussi appelée formulation de Duhamel® est induite par les équations
(5.2) et (5.3) mais ne leur est pas toujours équivalente. Dans notre cas 'équivalence a

cependant lieu, d’apres les propriétés de l'opérateur :

H)(Q) — H Q) 5.12)

(O (VR

et puisque ¢ est borné.
L'opérateur défini par (5.12) appartient en effet a C(H{($2), H *(©2)). Cette condition as-

sure 1’équivalence d’apres la proposition 3.1.3 de [70].

Convergence forte de 1’état et de 1’adjoint

Cette section s’inspire dans ses grandes idées de [25]. Nous montrons que la conver-
gence faible des sous-suites (¢""),,cy et (8*),,cy implique la convergence forte en temps
et en espace des suites (¢*),en et (X)) nen.

Nous utilisons dans la suite la convergence faible des suites (" ),ey et (E"),en dans
L'([0, T],R). Celle-ci est une conséquence de la convergence faible dans L?([0, 7], R) ob-
tenue a la section 5.2.2, puisque L'([0, 7], R)" = L>°([0, 7], R) C L*([0, T], R).

Soit ¢ 1’état associé a la limite faible ¢ de la suite (c"),cy et 2"(t) = * () — ¢ (t). Les

deux identités :

t
wn ) = e 4 [ (s)e I it ),
0

B(t) = ettty + / c(s)e O (s)ds,
0

20n se référera a [70] pour plus de détails sur cette formulation.
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permettent alors d’écrire :

(E) = /O (65 (5) — £(s))e= =y (s)ds + /0 2 (5)e= =9 E n () g

] ]

Soit d,, = supep 7 | [y (4 () —e(s))e 1= Lap(s)ds| |1.2(cry. Nous montrons tout d’abord

un résultat 1ntermed1a1re sur la suite (d,, )pen :

Lemme 4. En conservant les notations précédentes, la suite (d.,)nen vérifie :

limd, =0

Preuve : Supposons le lemme faux. Alors il existe un réel n > 0, une sous-suite
(€k4”)neN de (e"),en et une suite de réels (t,).ey dans [0,7], que 'on peut supposer

converger vers une limite ¢, tels que :

tn .
I [ 6) = e E p()dslage) > .
0

Supposons également, sans perte de généralité que ¢,, — ¢ est de signe constant. Dans le

cas ou t < t,, pour tout entier k posons :

—iH(tn—s) 71H(t s))M ( )

¢, = sup (e llL2(0)

s€[0,tn] ?

Les continuités de (z,7) — ez et ¢ impliquent que (¢,)nen est une suite de limite

nulle. Nous en déduisons :

tn
: ‘ —iH (tn—s —iH (t—s)\ M
im |4 (5) ()0 — e )l

tn
< lim cn/ | (s) — e(s)|ds = 0. (5.13)
0

De plus, puisque " — ¢ dans L([0, T, R), la fonction |e*" — ¢| est uniformément équi-

intégrable** sur [0, 7] et par conséquent :

11m||/ ¥ (s) — e(s))e I (5)dsl 2o <11m/ S(s)|ds = 0. (5.14)

2Pour une preuve de ce résultat, on se réferera a [71] pp.293-294.
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En combinant (5.13) et (5.14), il vient :

im | (649 = )0 s = [ (505) = els)ol)dsl ey =0, (6:15)

7

ot1 v est définie par v(s) = e~ #("=*) L) (s). Un raisonnement analogue permet de montrer
le méme résultat lorsque ¢t > ¢,, pour tout k.
Soit p = sup,, [, [¢"(s) — £(s)|ds. Puisque v € C([0,T];L*(2,C)) il existe une fonction
étagée g telle que :

g = vllz= o2 .0 < n/4p-
Ecrivons ¢ sous la forme g(s) = 22:1 1I;,(s)e;, ot I'ensemble {I;};—, ; forme une par-
tition de l'intervalle [0, 77, la fonction 1, est I'indicatrice du segment I; et les vecteurs

{e;};=1., appartiennent a L*(Q2,C). Alors :

[ / (M4 (s) — e(s))g (s dSHM(sz)—HZ / o ) = sl

qui tend vers 0 d’apres la convergence faible de la suite (¢*),,cy. Par conséquent, pour

k suffisamment grand :

| fo (€M (s) = e(s))o(s)dsllua) < 45 [y 5 s)lds + 1] fy (" (s) — e(s))g(s)ds[L2(0)

<

NS

(5.16)
La combinaison de (5.16) et de (5.15) donne une contradiction a I’hypothese de départ :

tn ]
I [ 6) = e e E sz > .
0

Ceci achéve la démonstration du lemme intermédiaire. [ ]

Le résultat précédent :

dn ~—n—oo 07

permet de majorer 2"(¢). En effet :

t t
n n —1 —sru n n n
122 l2(y < dut / 5 )|l L (5) [z yds < il / 68 (8)]112"(5)] [z ds
0 0
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125

L'inégalité de Gronwall™ donne alors :

t
Vit el0,T], [|2"(t)||L2) < dn.exp(HuH*/ |F(s)|ds) < d,.elM-MT
0

ce qui prouve la convergence forte dans L*>°([0, 7']; L?(€2, C)) de la suite des états (¢)*"),,cn
vers 1) en espace comme en temps.

Un raisonnement analogue permet de montrer que la suite des adjoints (y*"),.cx converge
également fortement vers y lorsque & converge faiblement. Les calculs sont cependant
un peu plus complexes. La différence intervient essentiellement en début de raisonne-

ment. Il faut alors considérer :

’L n n Z s§— ’u n
Xk"(t) _ SH(T- tO@Z)k / ~k i H (s—t) Xk ( )d

x(t) = e"-vou) - " E(s)e 0L (5)ds,

]

et dong, en posant 2 (t) = x™ (t) — x(¢) :

a(t) = eTTD0W(T) — (1)) — [ (E*(s) — &(s))eT =D x(s)ds

= [} ()R () — x(5))ds.

Un lemme semblable au lemme 4 peut alors étre prouvé en posant cette fois-ci :

T

d, = sup ([T 00(H (1)~ w(T) ~ [ (@ (5) - Es)e™ e (5)dsl oo
te[0,7) t v

Et une nouvelle application de l'inégalité de Gronwall permet de conclure.

Notons que dans le cas de J; la démonstration de la convergence forte de 1’adjoint est

identique a celle de I'état puisque la condition x*" (T") = .. est fixe.

BPlusieurs inégalités sont appelées Inégalité de Gronwall. Nous utilisons ici :

Lemme 5. Soit A et B deux réels positifs et ¢ un réel quelconque. Alors :

t
l9®lle) < A+ B| [y llods] = y(6)]laoy < AcP-l.

136
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Convergence forte du champ

La convergence forte des suites (x*"),cn, (%" )nen et (1), cn entraine par bilinéa-
rité la convergence forte des suites (2 (x*|u|t))nen, (2(x*|p|tr* 1)) en dans espace
([0, T],R). Selon les définitions (5.6) et (5.8), nous pouvons écrire ("), cy sous la
forme suivante :

ghntl — (1 = 0)(1 —n) e + u,,
——
ou:
un(t) = (1= SO ()]l (8)) + 6O (8) || ™+ (1))

converge fortement d’apres les résultats précédents. La valeur absolue |u,(t)| de ce

terme peut étre majorée de la maniere suivante :
[un(t)] < m = 4f|ul]..||O]]..

Soit e un réel positif et n’ un entier tel que :

2 A< S 5.17
La suite (u,),en étant de Cauchy :
S/ Vs > e, Vp 2 0, sy — sl < . (5.18)

Soit p et n deux entiers positifs avec les contraintes suivantes sur n :

IO = Al < 5, (5.19)

m YW < (5.20)
j=n+1

n>ne+n —1. (5.21)

Ecrivons £*~ sous la forme :

n
ehn = A0 4 5 N,

J=0
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Nous avons alors :

kn _ ckn n+p _ \n\-0 n+p j )
ghintr — ghn = () A™M)e +Zj:n+1 MUy yp—j

(5.22)
3 N (U = ) + 2000 N (g — ).

D’apreés les conditions (5.19) et (5.20) portant sur 1'entier n :

€
O~ X)L < €
n—+p
| Z Nt ip—jlloo < Z [2Y Untp—jlloc < T Z AP < Z
j=n+1 j=n+1 Jj=n+l1

D’apreés la condition (5.17) portant sur l'entier n’, le troisieme terme de (5.22) peut étre

majoré de la maniere suivante :

HZ)\ Un—jtp — Un—j)[loo < ZHA Un—jip = Un—j)|loc < 4

Enfin, la propr1été de Cauchy (5.18) et la condition (5.21) permettent de majorer le der-
nier terme de (5.22) :

/-1

| Z N (tnp—j = tn—j) |l = || Z A (Ujrip = ujr)[loc < 4
=0

7'=n—m/+1

Nous vérifions ainsi que pour n assez grand et pour p quelconque :
kn kn
e =™l < e,

si bien que la suite (¢""),,cy est de Cauchy. Ceci achéve donc la preuve de la convergence
forte de (" ),,en. La limite forte correspondante est nécessairement . Un raisonnement

g"),en converge fortement vers . En passant a la

analogue permet de prouver que (
limite dans les équations (5.5-5.8), nous déduisons que ¢ est un point critique de la fonc-
tionnelle J.

Nous avons alors prouvé le théoréme suivant :

Théoréme 8. Soit (c*)ien la suite définie par (5.5-5.8), et ("), cn une sous-suite faiblement
convergente dans IL2([0, T], R). Alors (*n),,en converge fortement dans 1L>°([0, T], R) vers un

point critique de la fonctionnelle J.

Ce théoréme peut se prolonger a la suite (€""),,c.
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5.3. Propriétés de I'ensemble des points d’accumulation

5.3 Propriétés de I’ensemble des points d’accumulation

Dans cette section nous nous intéressons a 1'ensemble, noté A, des points d’accu-
mulation de la suite (¢¥)en. A partir de maintenant nous supposons que cet ensemble
contient au moins deux points®. Dans le cas o1 il ne contiendrait qu'un point, la conver-

gence de la suite serait assurée par un raisonnement classique de compacité.

5.3.1 Premiéres propriétés

Nous pouvons d’ores et déja énoncer un certain nombre de propriétés simples de

I'ensemble A. Le théoreme 7 permet de déduire 'inclusion :
AC BLOO([QTLR)((L M),

ot Breo(o,11,r) (0, M) représente la boule de L*°([0,7],R) de rayon M défini en (5.10)
centrée en 0. De plus, par définition de A et d’apres les résultats de la section précédente,
A est inclus dans 1’ensemble des points critiques de J. Enfin, la propriété de monotonie

du schéma implique que A est également inclus dans une ligne de niveau de J.

5.3.2 Compacité

Prouvons une premiére propriété topologique de I’ensemble A.

Lemme 6. L'ensemble A est compact.

Preuve : Soit (€7, ),en une suite de points de A. Par définition de A, nous pouvons

associer a cette suite une sous-suite ("), ey de (€7)xey telle que :

1
e, — gk”Hoo < -, (5.23)
n

[e.9]

En tant que sous-suite de (¥),en, la suite (¢"),cy admet des sous-suites convergentes.
Soit (g7 ),en une telle sous-suite. D’apres le théoréme 8, cette sous-suite converge for-
tement. Sa limite ¢* appartient par définition a A et, d’apres (5.23), la suite (¢7%)nen

converge vers £*. Le lemme en découle. [ |

Z6Remarquons que l’ensemble A devrait, en toute rigueur étre noté A., puisqu’il dépend du premier

terme de la suite (e¥)xen.
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5.3.3 Connexité
Espaces et parties bien enchainés

Avant d’énoncer une seconde propriété topologique de A, définissons deux notions.

Considérons un espace métrique (£, d).
Définition : Soit P une partie de F, (x,y) un couple de P? et e un réel positif. Une
e-chaine dans P entre z et y est une suite finie zy, ..., zy de points de P vérifiant les pro-
priétés suivantes :

ed(z,z1)<e

o d(y7 ZN) S e

oVk € [1,N —1], d(zF1, 2F) <e.

L'entier NV est appelé longueur de la e-chaine. La notion d’espace bien enchainé peut alors

étre introduite.

Définition : Une partie P de 1'espace E est dite bien enchainée si pour tout couple de

points (z,y) de P et pour tout réel e positif, il existe une e-chaine dans P entre x et y.

Exemple : Une partie connexe d"un espace métrique est bien enchainée.

Espaces bien enchainés et compacité

Le lemme suivant donne une condition pour que la réciproque a I’exemple de la sec-

tion 5.3.3 soit vraie.

Lemme 7. Un espace bien enchainé et compact est connexe.

Preyve : Soit E un ensemble compact bien enchainé. Supposons qu’il existe deux
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5.3. Propriétés de I'ensemble des points d’accumulation

sous-ensembles de E notés F; et Fy vérifiant :

E\UE, = E,
ElﬂEQ - @

Puisqu’il existe des e-chaine pour tout réel e, nous déduisons que la distance entre £; et

E, est nulle. Puisque E est compact ceci contredit ’hypotheése E, N Ey = (). [ |

Connexité

A laide des résultats précédents, nous pouvons montrer le lemme suivant :

Lemme 8. L’ensemble A est bien enchainé.

Preuve : Soit (e, £5,) un couple de A? et e un réel positif. Puisque A est une partie
compacte, il existe Ny boules ouvertes de rayon { recouvrant A. D’autre part, d’apres

la définition de A et (5.11), il existe une infinité d’entiers positifs K pour lesquels [x =

el . efTNK est une e-chaine dans L.>°([0, 7], R) entre x et y. A partir d’une telle suite

(I ) ken il est possible de construire une autre e-chaine, de longueur N fixe, notée I, =

elol gii2 | eK:No En effet, si Ny est supérieur & N, il suffit de définir I}, par :

r_ K+N, K+N,
lK_lK7§ K,...’E K,

No—Nx termes
et dans le cas inverse, puisque A est recouverte par N, boules, il est possible de retirer
Nk — Ny termes de [k tout en gardant une e-chaine.
Pour chaque entier i compris entre 0 et Ny, extrayons de () xey une sous-suite forte-
ment convergente. Cette sous-suite est donc également une sous-suite de (e¥)cy et sa

limite appartient donc a A. u

L’ensemble A étant compact et bien enchainé, le lemme 7 nous permet d’énoncer le ré-

sultat suivant :

Théoréme 9. L'ensemble A est connexe.
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5.4 Estimations des variations des états et adjoints

Nous supposons toujours que 'ensemble A contient au moins deux points. Afin
d’étudier plus précisément les points d’accumulation des suites obtenues par schémas
monotones, nous cherchons dans cette section a relier les variations des états et adjoints
aux variations de leur variable implicite €. Puisque les champs étudiés appartiennent a
I'ensemble A, les grandeurs considérées vérifient les équations d’Euler-Lagrange (5.2)

et (5.3) dont nous faisons usage a plusieurs reprises dans cette section.

5.4.1 Variations de l’état

Considérons deux champs ¢ et €/, notons ¢, ¢’, x et X’ les états et adjoints associés par
(5.2) et (5.3). Introduisons également les notations 6y = ¢ — ¢, dx = x —x et de = e —¢'.

A partir de la formulation intégrale introduite en 5.2.3, nous avons :

p(t) = fge_iH(t_s)&(s)im/)(s)ds

+f0t e =) (5)ipudah(s)ds.

Puisque l'opérateur e~*#* est unitaire, nous pouvons majorer les deux termes intégraux

de I’équation précédente de la maniere suivante :

1 g 0 be(s)ipup (sl ez < [lullu el

| fo e 0 (s)ipdh(s)ds|lLz) < M]|ull. [y [168(5)] |20y ds,

ou M est le réel défini en (5.10). D’apres l'inégalité de Gronwall (c.f. lemme 5), nous

obtenons :

169 (Ollizc) < [lelle - 0e] 1. (5.24)

Remarque : Il est possible d’obtenir une majoration un peu plus fine. Une inégalité du

127

type de celles de Gronwall*” permet en effet de montrer :

t
109 ()|L2 (@) < ||u|!*/0 |32 (s) el s,

¥1’inégalité utilisée ici est celle relevant du théoréme suivant :
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mais les raffinements effectués dans les majorations ne s’appliquent pas pour 'adjoint.

5.4.2 Variations de ’adjoint

Les calculs sont un peu plus complexes dans le cas de ’adjoint. Nous avons :

Sx(t) = [HT05y(T) - / 108 (5 (s)ds] — / 16! ()6 () ds.

En vue d’utiliser une nouvelle fois 1'inégalité de Gronwall (c.f. lemme 5), il nous faut

majorer les termes du membre de droite de cette égalité. Nous avons :

106X (T) 120 = [Iox(T)lle2@) < O /160(T)] |2y
< |l O] 3¢,

T iH(s—t):
| = J; e ipde(s)x(s)dslla@ < lpll]|O]]«[10elh

T iH(s—t) - T
1y e ipe'(s)ox(s)dsliay < HpllM [ [10x(s)|L2o)ds.

Nous obtenons alors :

Ces calculs sont valables dans le cas de la fonctionnelle .J;, définie par 1’équation (5.1).
Dans le cas de la fonctionnelle J, une estimation analogue peut étre obtenue, la diffé-
rence concerne la majoration de la variation de x. Des calculs analogues aux précédents

donne la majoration suivante :

1% () L2y < [l e .

Lemme 9. Soit f,g et y trois fonctions continues sur un segment [a, b|, a valeurs positives et vérifiant 'inégalité :

Vit € [a, b, y(t) < £(t) + / y()g(s)ds.

Alors :
vt € [a, ], / F(s)g(s)els 9wdugg,
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5.5 Conditions suffisantes de convergence

Considérons toujours deux points critiques ¢ et ¢’ de la fonctionnelle J. La troisieme

équation d’Euler-Lagrange (5.4) donne alors :

a(t)e(t) = —=Sx@)|ulv@),
at)e'(t) = =S|l (1))
La différence entre ces deux équations peut alors étre écrite de la maniere suivante :
a(t)de(t) = =S((ox()|ul' () + () |uldv (1))

Des majorations peuvent alors étre effectuée :

a(t)|oe(t)] < [SEX@)[uly' (@) + IS (x@)[1l6p(1))]
a|oe(®)] < ull(NoxOlLa @) + 109 (0)|L2@)-
D’apreés (5.24) et (5.25), nous avons alors :
a—0e(t)] < [|ul (O] (1 + TN g etlell-A) | 5e .

Une intégration sur l'intervalle [0, 7] donne alors :

o el < U 0, (1 P20 4 (eI ) e (5.26)

Cette derniere inégalité permet d’obtenir un premier résultat de convergence.

Théoréme 10. Le schéma monotone défini par (5.5-5.8) converge fortement sous la condition :
(1O[]u(1 + MM 4 1) (A — 1) < O]

Preuve : Supposons que le schéma ne converge pas. Alors il existe au moins deux
points d’accumulation distincts € et ¢’. En gardant les mémes notations que précédem-
ment, I'inéquation (5.26) est vérifiée. Puisque ||é¢||; # 0, nous obtenons :

o < Wl 0, 14 em ) 4 1y eroonr gy
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D’autre part, la définition de M assure que:

O * *
IOl .,

Des deux inéquations précédentes nous déduisons :

O] < (1O[](1 + =41 1) (Tl — 1),

ce qui conduit & une contradiction. [ |

Le théoréme suivant est I’analogue du théoreme 10 dans le cas de la fonctionnelle J, :

Théoreme 11. Le schéma monotone défini par (5.9) et (5.6-5.8) converge fortement sous la
condition :

3
T)[ul|.M < In(5)

Preuve : Par des majorations analogues a celles effectuées dans le cas de la fonc-

tionnelle .J;, nous obtenons :
a|0e(t)] < ||plZ(eTIMIkl 4 etk [16e ]|y,

qui, par intégration sur l'intervalle [0, 7] conduit a :

a_||oe]|, < %Q(JW*M — 1)||0¢]|;.

Supposons la suite ne converge pas. De méme que dans la preuve du théoreme 10, nous

pouvons alors considérer que ||de||; # 0, ce qui conduit a :
ello, 7
< WP o Tlpll«M 1Y
“ M (e )

Dans le cas de .J;, la définition de M assure que :

bl _

Des deux inéquations précédentes, nous déduisons :
1< 2(6T||M||M —1),

ce qui fournit une contradiction. [ ]

Remarque : d’apres (5.10), les conditions de convergence sont vérifiées des que o_ est

assez grand et que la norme ||°||, suffisamment petite.
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5.6 Quelques remarques

Deux résultats n’ont pas été utilisés dans la section précédente. Puisque les champs
considérés sont des points d’accumulations, ils relevent donc des résultats de la section
5.3. En conséquence, la variation ||de||; précédente peut étre choisie arbitrairement pe-
tite.

D’autre part, le calcul de la variation effectué au chapitre 1 donne, dans le cas o1 € et ¢’

sont des points critiques :

/0 %(%W@)WW/J@)W — (SO () |0 (1)) dt + (59(T)| 05 (T)) = 0.
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Conclusions & perspectives

Un certain nombre d’améliorations des schémas monotones ont donc été présentées
dans cette thése. Nous avons vu comment une discrétisation adéquate permet de stabili-
ser, d’accélérer et d’affiner les calculs. Cette discrétisation apporte de nouvelles réponses
a un certain nombre de problemes physiques, tels que le controle de I'alignement et de
'orientation moléculaire. Une stratégie de parallélisation permet ensuite d’accélérer si-
gnificativement les calculs en couplant les schémas monotones aux schémas pararéels.
Enfin, nous avons montré la compacité et la connexité de 1’ensemble des points d’accu-
mulation des schémas monotones continus et dégagé des conditions suffisantes assu-
rant leur convergence. Pour autant, certains résultats peuvent encore étre complétés.
Le controle de I’alignement et de I’orientation pourrait ainsi étre plus proche de la réalité
en tenant compte des degrés de liberté internes de la molécule, notamment des modes
de vibration interne du cyanure. D’autres molécules pourraient également étre testées,
en particulier celles pour lesquelles le terme quadratique est prépondérant dans I’'Ha-
miltonien (ce qui n’est pas le cas dans le modele de la molécule de cyanure présenté),
de maniere a approfondir 1’étude de l'interprétation physique des champs de controle.
L’analyse de l'algorithme de parallélisation des schémas peut étre complétée, notam-
ment en cherchant a interpréter le choix des cibles et points initiaux intermédiaires
comme une itération de type gradient. Cet algorithme devrait également pouvoir étre
adapté a des fonctionnelles plus générales, en particulier celles contenant un terme at-
taché a une observable. Enfin une stratégie de rapprochement des points de départ de
la propagation directe -notée v¢;(¢) dans le chapitre 4- et des cibles de la trajectoire ré-
trograde -notée x(t)- pourrait étre définie de maniére a rapprocher plus précisément
les points critiques des algorithmes séquentiels et paralleles.

L’étude de la convergence des schémas monotones peut quant a elle étre complétée sur
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plusieurs points. Une étude des Hessiennes des fonctionnelles devrait permettre d’uti-
liser les résultats obtenus sur la connexité des points d’accumulation pour dégager des
conditions suffisantes de convergence plus fines. Un développement au second ordre
de la fonctionnelle permettrait, dans une démarche analogue, d’utiliser le fait que la
distance entre deux points critiques peut étre choisie arbitrairement petite. Une autre
démarche consisterait a étudier la convergence des schémas monotones discrets. Il se-
rait en particulier intéressant de montrer I'indépendance de la vitesse de convergence et
du pas de discrétisation en temps choisi. Dans une méme optique de simplification du
probleme, il est également possible de considérer seulement le cas de la dimension finie
en espace, de sorte que les schémas monotones étudiés s’appliqueraient a des équations
différentielles ordinaires. Enfin une derniere approche consisterait a étudier les varia-
tions de I'ensemble des points d’accumulation en fonction de la pénalisation définie par
le parametre a. Nous avons en effet montré la convergence des schémas monotones
pour les grandes valeurs de ce parametre.

Enfin, il serait intéressant d’appliquer les schémas monotones a d’autres problemes de
controdle bilinéaire, de maniere a en augmenter la portée et a en approfondir la compré-

hension.
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Résumé

Nous nous intéressons dans cette thése a des problemes liés au contrdle optimal
de I'équation de Schrodinger. Apparus dans les années 90, les schémas monotones
s’averent étre un outil efficace pour aborder de telles questions. Pourtant, un certain
nombre d’améliorations peuvent encore étre approtées a cette classe d’algorithmes. Le
travail présenté dans ce mémoire s’est organisé selon trois grand axes. Nous avons tout
d’abord tenté de répondre, au moins partiellement, a des questions laissées en suspend
dans l’analyse des schémas monotones concernant la dicrétisation et la convergence.
Un certain nombre de tests ont également été effectués, ce qui a permis de proposer, en
collaboration avec des chimistes, de nouvelles approches a des problemes déja abordés
par d’autres méthodes. Dans certains cas ces expériences numériques ont également
conduit a une extension du champ des applications des algorithmes. Enfin des straté-
gies d’accélérations ont été élaborées par couplage de ces schémas avec des schémas de

parallélisation.

Mots-clés: Contrdle optimal, contrdle quantique, schémas monotones, schéma pararéel.
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