Université Paris-Dauphine, DEMI2E
Analyse 1 (2016-2017)

Partiel - Mercredi 9 Novembre.
Durée : 2h.

Les documents, calculatrices, téléphones et ordinateurs portables sont interdits.
La qualité de la rédaction sera prise en compte dans la notation.
Le baréme est donné a titre indicatif.

Exercice 1. (6 pts) Les questions de cet exercice sont indépendantes.
1. Montrer, en utilisant uniquement la définition de la convergence, que la suite
(%)nl 1 tend vers 0.
2. Donner, sans étudier le domaine de dérivabilité ni le domaine de définiton, les
dérivées des fonctions suivantes :
I 11} ' n

f:x! sin g:x! 3° h:x! cos

1
In(x)

3. Soit E un sous ensemble non vide de R admettant une borne supérieure M " R.
Montrer qu’il existe une suite d’éléments de E convergeant vers M .

Exercice 2. (2 pts)

Soit A une partie non vide et majorée de R, et S un nombre réel. On suppose que pour
tout n " N*, s+ % est un majorant de A, mais S# % n’est pas un majorant de A.
Montrer que sup(A) = s.

Exercice 3. (5 pts)
On considere la suite (Uy,)n1 o définie par récurrence par

U0:2 | "
1 3
$N%0  Unpr =g Unt -

n

Montrer que (Uy)n1 o est bien définie et minorée.

Etudier la fonction définie sur R, par f (x) =3 x + 2.

Etudier la monotonie de (Up)n1 o-

L e

Montrer que la suite (Uy,)n o converge et déterminer sa limite.

Exercice 4. (4 pts) On définit pour tout n %1,

=S

i=1
1. Etudier la monotonie de la suite (Sy)n 1.

2. Montrer que pour tout n %1, So,, # S,, % %



3. Etudier I'existence d’une limite pour (S;)n! 1.

Exercice 5. (3 pts) Soient (Up)nt o et (Vi) o deux suites réelles et a et b deux réels tels
que

$n" N u,&a etv,&Db
(Up, + Vi)t o converge vers a+ b

Montrer que (Uy)n1 o converge vers a et (Vp,)n1 o converge vers b.
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Analyse 1 (2016-2017)

Corrige du partiel - Mercredi 9 Novembre.

Exercice 1. | |
1. Soit ! > 0. OnposeN = ! 51" Soitn # N. Alors n# 5/ ce qui implique
5m2$ !
2.
’ 1 # &1
f':x % cos g :x % In(3)e*3%

. In(x) ,, xIn*(x)
sin(x) 2sin(x) & cosx)x

Ly 0f o
h": X % sin 2 3

3. Soit n # 1. DOapes la debnition de la borne superieur, il existe, ' E tel que
M&1n<x ,$ M.DOapes le theoeme dOencadrement la suitg, ), 1 converge
vers M .

Exercice 2. Soit x ' A. Comme pourtoutn# 1,x $ s+1/n,onax $ s. Donc s est
majorant de A.

Soit ! > 0. On debnitn = ! 1". Commes & Un nOest pas majorant dé\, il existe x ' A
telquex>s & 1n.Ors& ln # s&!. On adonc bienx>s &!.

Exercice 3.

1. On montre par recurrence que pour toutn # 0, u, est bien debni et strictement
positif. La propriete est veribee au rang 0. Soih ' N. On suppose queu, est
debni etu, > 0. On peut alors dePniruy+1 puisqueuy, est non nul et il est de plus
immediat que up+; > 0.

2. L%foncn@p f est debnie continue et derivable suR?. Pour tout x > 0, f'(x) =
2 1 . On en deduit les variations ;f est deqmssan{e sur ]JO0 3] et croissante
sur [ 3 +) [. Le minimum, atteint en = 3, estf (" 3) = ~ 3. Enbn limyg of (X) =
+) etlimyg +9 f (X) =+ ) . Pour tracer le graphe on peut aussi noter IOasymptote
verticale en 0 et IOasymptote % x/ 2 en +) .

3. Soit n # 1. On note queUn+1 & Up = 3§‘u‘iﬁ. Or, u, = f (ung1) donc, dOapes la

question 2,un # = 3. On en deduit queun+1 & Yy, $ 0. DOAlU est decroissante.

4. La suite u est decroissante et minoree (par 0 ou 3). On en deduit quOelle converge
vers une limitel ' R. La suite (Un+1 )n" 0 conygerge donc egalement vells Par ailleurs

la suite (L/u n)n o converge vers 4l et donc %(un + ui) o vers ¥ 2(1+3/1). On
n n"

en deduit quel = 1/2(1+3/1 ). Comme la limite doit &tre positive, on obtient | = ~ 3.

Exercice 4.
1. Soitn# 1.0naSp+1 &S, =1/(n+1) > 0. Donc (Sy)n- 1 est strictement croissante.
2. Soitn# 1.0na

n (Zn



3. Montrons par recurrence que pour toutn # 1, Son # 5. On veribPe queS; = 3/ 2 #
1/2. Soit n # 1. On suppose queSx # 5. On a alors, dOapes |Ohypothése de
recurrence et la question precedente,

1 n_ n+1

Son+1 = Spnt1 & Son + Son # 5 + > # 5

Montrons que limpg +9, Sp =+ ) .
Soit A > 0. On debnitN = 12A" et K = 2N Soit k # K. Comme S est croissante
Sk# Sk.Or Sk # N/2# A. On en deduit Sy # A.

Exercice 5. Soit!> 0. Comme @, + Vn)n" 0 COnverge versa+ b, il existe N ' N tel que
*n# N a+b&!<up+vy<a+b.

Soitn# N.Onau,# (Uh+ vp) & vy # (a+ b&!) &b On adonc biena# u, # a&!.
On a donc la convergence de vers a. La convergence des sOobtient de la méme faion ou
en utilisant que u + v converge versa+ b et u versa.
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Examen d’analyse 1 - Mercredi 19 Janvier 2017.
Durée : 2h00.

Les documents, calculatrices, téléphones et ordinateurs portables sont interdits.
La qualité de la rédaction sera prise en compte dans la notation.
Le baréme est donné a titre indicatif.

Question de cours. (1 pt)
Soit f une fonction réelle définie sur R. Ecrire avec des quantificateurs :

‘f n’est pas uniformément continue sur R ”.

Exercice 1. (6 pts)
1. (a) Montrer que, pour tout entier k > 2, il existe ¢ €]k, k + 1] tel que

1

In(In(k+ 1)) — In(In(k)) = (o)’

(b) Montrer que la fonction = +— z In(z) est croissante sur [2, +00].

(¢) Montrer que la suite (2222 ﬁ(k)) , tend vers +oo.

n!
2. Soit (2 )n 1 une suite réelle positive décroissante et convergeant vers 0. On définit

la suite (yn)n1 1 par
n

Yn = Z(—l)kxk, Vn > 1.
k=1

(a) Montrer que les suites (yon)nt 1 €t (Y2n+1)nt o sont adjacentes.
(b) En déduire que (y,)n 1 est convergente.

" k
(c) Application : Montrer que la suite ( fall éTl&?))m ) est convergente.

Exercice 2. (7 pts)
Soient f et g deux fonctions continues de [0,1] dans [0, 1] telles que fog=go f.

1. Montrer qu’il existe a € [0, 1] tel que f(a) = a.

2. Onpose A = {z € [0,1] t.q. f(z) = =}. Montrer que A possede une borne supérieure
M et une borne inférieure m.

3. Soit x € R et (z,)n1 o une suite a valeurs dans A convergeant vers x. Montrer que
r € A

4. Montrer que m € A et M € A.
5. Montrer que g(A) C A. En déduire que g(M) < f(M) et f(m) < g(m).
6. En déduire qu'il existe 5 € [0, 1] tel que f(B8) = g(B).

Tournez la page!



Exercice 3. (6 pts)

Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f une fonction définie et dérivable sur [a, b].
Le but de lexercice est de montrer que f* (qui n’est pas forcément continue) vérifie la
conclusion du théoréme des valeurs intermédiaires : f*atteint toutes les valeurs comprises

entre f4a) et f4b).
1. On traite d’abord le cas ff(a) < 0 < fHb).
(a) Montrer que f admet un minimum en un élément « € [a, ).
(b) Montrer que a €]a, b[ et en déduire que f#s’annule sur ]a, b].
2. On suppose maintenant f4a) < f4b). Soit k €]f4a), f4b)[. Montrer qu'’il existe
B €la, b] tel que fAB) = k.
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Corrige de I0examen dOanalyse 1 - Mercredi 19 Janvier 2017.

Question de cours.

11> 0""> 01 (x,y)#R?tg. xS y|<" et|f(x)$ f(y)] %!
Exercice 1.

1.(a) Soitk %2. La fonctionf : x &' In(In( x)) est derivable sur k, k +1] et, pour tout
x # [k, k+1], f'(x) =1/ (xIn(x)). Donc, dDap®’s le theorme des accroissements
Pnis, il existeck #]k,k + 1] tel que

In(in(k +1)) $ In(In(k)) _ 1
(k+1) $ 1 T ooIn(c)”

(b) La fonction x &' xIn(x) est derivable sur [2+( [ de deriveex &' 1+ In(x).
Cette derivee est positive sur [2+( [ et la fonction est donc croissante sur cette
intervalle.

(c) Soit k % 2. Comme la fonction inverse est decroissante, dOap®s la question
precedente, la fonctionx &' ﬁ est decroissante surlf, k + 1]. On a donc en
utilisant la question 1.a

1

In(in(k+ 1) $ INGn(K) ) e

Soit n % 2. En sommant pourk = 0,aaan on obtient
! n

1
_, kin(k)

% In(In(n + 1)) $ In(In(2))

Comme limp+ +4 In(In(n+1)) =+ ( , on en deduit par comparaison de limite
limp v pop Wl(k) =+ (

2.(a) Soitn % 1. Onayyn+1y $ Yan = Xon+2 $ Xon+1 ) O car (xk) est decroissante. On
en deduit que f/2n)ng 1 €st decroissante. De mé@me on montre qU§4,+1 )ng o €St
croissante. De plusyzn+1 $ yon = $ X2n+1 . Comme (X) tend vers 0, on en deduit
qgue (Yon+1 $ y2n) tend vers 0. On a bien montre que Yon)ns 1 €t (Yan+1 )ng o SONt
adjacentes.

(b) DOaprs le theoeme des suites adjacentegaf)ns1 €t (Yan+1)ngo convergent
toutes deux vers une méme limite Pnie que 1Oon appélle
Soit ! > 0. Comme {y2n)ng 1 converge verd, il existe N # N tel que pour tout
n % N1, [yon $ 1| <!. De méme, il existeN, # N tel que pour tout n % N,
|y2n+1 $ 1] <!.On poseN =max(2N1,2N,+1). Soit n % N. Sin est pair alors
il existe k) Ni tel quen =2k et on en deduit|y, $ || <!. Sin est impair alors
il existe k) N tel quen =2k +1 et on en deduit |y, $ || <!. On en deduit
que (Yn)ng 1 converge versl.

(c) On pose pour tout k % 2, xx = ﬁ On veribe que Kky)ks2 est positive,
decroissante et converge vers 0. On peut donc lui appliquer la question precedente.



Exercice 2.
1. On consicére la fonction # debnie sur [Q1] par

"X #1[0,1] #(x)=f((X)$ x

On remarque que#(0) = f (0) %0 et#(1)=f(1)$ 1) O (carf esta valeurs dans
[0,1]). La fonction # est de plus continue sur [01] donc, dOapmes le theo’me des
valeurs intermediaires, il existe" # [0,1] tel que#(")=0.0Ona f(")=".

2. LOensemblé est non vide dOapms la question precedente et majoree par 1 donc,
dOapmes la propriete de la borne superieure, il poss2de une borne superieure que 10on
note M . De mé&me on montre queA possade une borne inferieure que 10on nate

3. Soit x # R et (Xn)ng 0 UNe suite & valeurs dansA convergeant versx. Montrer que
x # A. Comme (Xn)ns1 esta valeurs dans [Q1], on en deduit quex # [0,1]. On
a de plus pour toutn % 1, f (x,) = Xn. Or, par continuite de f et caracterisation
sequentielle (le sens facile!), la suitef((xn))ng1 converge versf (x). Or (Xn)ng1
converge versx doncf (x) = Xx.

4. DOapes la debnition de la borne superieure, pour tout % 1, il existe x, # A tel
queM $ UUn ) X, ) M. On en deduit queM est limite de la suite (xp)a valeurs
dans A et donc , dOape@s la question precedentl] # A. On montre de méme que
m # A.

5. Soity # g(A). Il existe x # A tel que g(x) = y. Commef (x) = x, etf *g=g*f,
f(y) = f(a(x)) = o(f (x)) = g(x) = y. Doncy # A.
CommeM # A, g(M) # A etdoncg(M)) M = f(M). De méme on montre que
f(m)) g(m).

6. On consicére la fonction $ dePbnie sur [01] par
"X#[0,1] $(x)=f(X)$ g(x)

On remarque que$(m) = f(m)$gm)) Oet$(M)=f(M)$ gM) % 0. La
fonction $ est de plus continue sur n, M ] donc, dOapes le theo®me des valeurs
intermediaires, il existe %# [0, 1] tel que $(%9 = 0. On a donc f (%9 = g(%.

Exercice 3.

1.(a) La fonction f est derivable donc continue sur 4, b. DOap®s le theome des
bornes, elle admet donc un minimum sur 4, b en un point que 1Gon nommé.

(b) Supposons par IOabsurde qtie= a. On a donc pour tout x #]a, i, A(f,a,x ) %0.
Commef est derivable ena, x ' A(f,a, x ) converge versf '(a). On en deduit
quef'(a) % 0 ce qui est absurde. De méme, on peut montrer que = b. DO
" #]a,H. La fonction f est derivable sur IOintervalle ouvertd, if et admet un
minimum " #]a, b. On en deduit quef ‘(") = 0.

2. On suppose maintenantf '(a) < f '(b). Soit k #]f '(a), f '(b)[. On dePnit la fonction

# sur [a, b par
"x #[a, b #(X)= f(x)$ kx

La fonction # est derivable sur f, b et pour tout x # [a,b], #(x) = f'(x) $ k. De
plus#(a)= f'(a)$ k< Oet#'(b)= f'(b)$ k> 0. On en deduit dDaprs la question
precedente quOil exist#]a, I tel que #'(%9 = 0. On a donc f'(% = k.
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Controle Continu 1 - Jeudi 20 octobre 2015.
Durée : 1h30.

Les documents, calculatrices, téléphones et ordinateurs portables sont interdits.
La qualité de la rédaction sera prise en compte dans la notation.
Le baréme est donné a titre indicatif.

Exercice 1. (4 pts) Question de cours. Soit A C R un ensemble etm et M deux reels.
Ecrire avec des quantibcateurs les phrases suivantes.

1. 10 est un majorant de A

m est un minorant de A

M nQest pas un majorant del
A est majore

A nOest pas minore

A nQest pas borne

7 est le plus petit element deA

© N o bk wN

A nQest pas |IOensemble vide

Exercice 2. (6 pts) Soit A une partie deR non vide majoree eta € R. On note
B={a+ z, x € A}

1. Montrer, sans la calculer, queB possede une borne superieure.

2. Montrer que supB = a +sup A.

3. On suppose qued admet un plus grand element. Montrer queB aussi et le calculer.
4. On suppose qued nOadmet pas de plus grand €lement. Montrer qu@ non plus.

Exercice 3. (4 pts) Soit A une partie de R. On dit que A satisfait la propriete (P) si :
Ja > 0tel queY(z,y) € A%, 27 y == |z —y| >a (P)

1. LOensembl& satisfait-il la propriete (P)? Et IOensembl€) ? Justiber.

2. On supposeA non vide, majore et satisfaisant (). Montrer que A admet un plus
grand element.

3. Donner un exemple dOensemble possedant un plus grand element et ne satisfaisant
pas (P). Justiber votre choix.

Tournez la page



Exercice 4. (6 pts) Le but de IOexercice est de montrer que IOensemble
A={m! In(n;ym" N,n" N'}

est dense danR.

1. Question de cours. Rappeler la debnition de la densite dOune partie # R dans
R.

2. Soienta < b deux reels. Montrer quOil exist& " N' tel que
$k %K, (€1 1k>1

3. Montrer quOil existem " N tel que €” > e?K . Un tel m etant bxe, montrer quQil
existen" N' tel que
e’n<e™<e’n.

4. Conclure.
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Corrigé du controéle continu du 20 octobre.

&LL

Exercice 1.

e R A R o

« 10 est un majorant de A » s’écrit : Vo € A,z < 10.

« m est un minorant de A » s’écrit : Vo € A,z > m.

« M n’est pas un majorant de A » s’écrit : 3x € A, x > M.

« A est majoré » s’écrit : ds € R,Vx € A,z < s.

« A n’est pas minoré » s’écrit : Vs € R,dz € A,z < s.

« A n’est pas borné » s’écrit : Vs € R,3x € A, |z| > s.

« 7 est le plus petit élément de A » s’écrit : « 7€ A et Ve € A,z > 7 ».

« A n’est pas ’ensemble vide » s’écrit : Jx € A.

NB. Il y a parfois dOautres formulations possibles.

Exercice 2.

1.

Comme A est majorée, il existe un réel M vérifiant : pour tout = de A, x < M.

e Montrons que B est majorée. Soit b un élément de B. Il existe un élément x de A tel que b = a 4+ z. Mais
alors
b<a+ M.

Ainsi B est majorée et M + a est un majorant de B.
e Comme A est non-vide, B 'est aussi.
e La partie B de R étant non vide et majorée, elle admet une borne supérieure.

. @ Nous avons vu a la question 1. que si M est un majorant de A, alors a + M est un majorant de B.

Réciproquement, supposons que a + M est un majorant de B. Alors pour tout x appartenant & A, a + x
appartient & B,ona a+x < a+ M, donc x < M ; ainsi, M est un majorant de B.

Ainsi, un nombre réel M est majorant de A si et seulement si M + a est un majorant de B.

e Montrons maintenant que sup(B) = a + sup(A4).

— Comme sup(A) est un majorant de A, le nombre a + sup(A) est un majorant de B.

— Soit s € R. Supposons que s est un majorant de B. Alors pour tout & de A, on a a + x < s, donc
z < s — a. Ainsi, s — a est un majorant de A, et comme sup(A) est le plus petit majorant de A,
on a s —a > sup(A). Ainsi,

s> a+sup(A).

— Cela démontre que a+sup(A) est le plus petit majorant de B, donc (par définition de la borne supérieure)
que sup(B) = a + sup(A4).

. Supposons que A admet un plus grand élément.

Montrons qu’alors B admet un plus grand élément et que max(B) = a + max(A).

e Nous avons vu a la question 1. que a + max(A) est un majorant de B.

e De plus, max(A) appartient a A, donc a + max(A) appartient a B.

Cela montre que a + max(A) est un majorant de B qui appartient a B, donc que B admet un plus grand
élément et que max(B) = a + max(A).
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4. Montrons, par contraposée, que si B admet un plus grand élément alors A admet un plus grand élément.

Supposons que B admet un plus grand élément. Dans ce cas,

e Nous avons vu a la question 2. que max(B) — a est un majorant de A.

e De plus, max(B) appartient & B, donc max(B) — a appartient a A.

Cela montre que max(B) — a est un majorant de A qui appartient & A, donc que A admet un plus grand
élément (et que max(A) = max(B) — a).

Exercice 3.

1. (a) Montrons que Z vérifie la propriété (P).

Choisissons a = 1. Alors pour tout (x,y) de Z2, si x # vy, alors |x — y| est un entier non nul et positif,
donc |z — y| > 1, c’est-a-dire |x — y| > a. La propriété (P) est donc démontrée.

(b) Montrons que Q ne vérifie pas la propriété (P).

Nous devons montrer la négation de (P) :

Va > 0,3(z,y) € Q% (z # y)et (lz —y| < a).

1
Soit a > 0. Choisissons z =0 et y = W

(noter que E(1/a) est positif, ainsi E(1/a) 4+ 1 ne peut pas étre nul).

Les nombres z et y sont alors rationnels, ils sont différents, et comme E(1/a) +1 > 1/a > 0, on a
1 1

e == /a1 < 1a ¢

2. Supposons A non vide, majoré. Il admet alors une borne supérieure.

e Pour montrer que si A vérifie (P) alors A admet un plus grand élément, il suffit de montrer que si A
vérifie (P) alors sup(A) appartient a A.

e Démontrons la contraposée de cette implication : supposons sup(A) ¢ A et montrons la négation de (P).

e Soit a > 0.
D’aprés la caractérisation de la borne supérieure, il existe un élément = de A tel que z > sup(A) — a.

Notons € = sup(A) — z. C’est un nombre strictement positif, car sup(A) est un majorant de A, donc est
supérieur ou égal & x, et ne peut étre égal a x sans appartenir a A.

La caractérisation de la borne supérieure assure l'existence d’un élément y de A tel que y > sup(4) — &,
c’est-a~dire y > x. Mais alors y appartient a l'intervalle |z, sup(A)[, et comme la distance sup(A) — z est
strictement inférieure a a, la longueur cet intervalle est strictement inférieure & a. Ainsi on a |y — x| < a, et
bien siir x # y.

e Nous avons bien démontré que pour tout a > 0, il existe (x,y) dans A% tel que z # y mais |z — y| < a,
donc nous avons démontré la négation de (P).

3. Choisissons A = [0, 1].
Cet ensemble a un plus grand élément (le nombre 1). Mais il ne vérifie pas la propriété (P) : démontrons-le.
Soit a > 0.
Sia>1, posons z =0 et y=1. Alors = et y appartiennent a A, z # y et |z — y| < a.
Sia <1, posons z =0 et y=a/2. Alors x et y appartiennent & A, z # y et |z — y| < a.
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Exercice 4.

1. Cours. | "
1

ebla _ 1
(noter que comme a < b, le nombre e
ou égal a 1).

2. Notons K = F +1

8 — 1 est strictement positif, si bien que K est un entier supérieur

Par définition de la partie entiére, on a alors :

1

K -
>eb!a_1

b a

1
et pour tout entier £ > K, on obtient k£ > Ha_1 Comme e — 1> 0, cela s’écrit également
evr a—

("3 —1)k>1.
B ¥ (e
3. @ Notons m = E *ln(e? K)* + 1. On a alors m € N et m > ¥In(e? K)*> In(e*K), donc e™ > e? K.
e On souhaite maintenant exhiber un entier n tel que e®n < e™ < €Pn, c’est-a-dire n > e™ P et n < ™' 2.

Choisissons pour 7 le plus grand entier naturel vérifiant n < e™' @ (cet entier est celui qui précéde la partie
entiére supérieure de ™' 2). Montrons qu’on a automatiquement n > ™' P, c’est-a-dire e™ < neP.

Par définition, nous avons e™ 2 < n + 1, donc e™ < ne? +§a. % # %
Il suffit donc de montrer que ne? + e < neP, c’est-a-dire n e® —e® > e, ouencoren e @ —1 > 1.

Or, cette inégalité est vraie : nous avons choisi m de facon & avoir e™ > 2K, ce qui signifie K < e™' 2, et
comme 7 est le plus grand entigr vérifiant cette propriétg, nous aygns n > K (en particulier n # 0), et la
question 2. impose n € @ —1 > 1. Ainsi on a bien e™ e” 2 —1 > ¢ comme souhaiteé.

Cela démontre que le n que nous avons choisi appartient bien a N' et vérifie bien e@n < e™ < €n.

4. Soit (a,b) € R? vérifiant a < b. Nous avons démontré précédemment qu'’il existe (m,n) dans N x N' tel que
n < e™ < ePn,
c’est-a-dire
In(e?n) < In(e™) < In(ePm)
(tous ces nombres sont strictement positifs et la fonction In est strictement croissante sur R;").
Cette derniére inégalité signifie
a+In(n) <m < b+ In(n),

autrement dit,
a<m—1In(n) <b.

Nous avons bien démontré qu'’il existe un élément de A dans |a,b[. Ainsi A est dense dans R.
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Les documents, calculatrices, telephones et ordinateurs portables sont interdits.
La qualite de la redaction sera prise en compte dans la notation.
Le baeme est donne a titre indicatif.

Exercice 1. (3 pts)
1. Etudier et donner le graphe de la fonctionf dePnie surR par x ! ex?),
2. Montrer, en utilisant uniqguement la debnition de la llimite, que f tend vers 1 en 0.

Exercice 2. (4 pts) Soitf :J# 1,1[' R une fonction croissante et majoree.

1. Justiber que 1$ 1 # 1,1].
2. Montrer que f admet une limite reelle en 1.

Exercice 3. (6 pts)

1. Soit (un)n! o uUne suite reelle non majoree. Montrer quQil existe une extractidntelle que

(Ui (ny)n1 o tend vers +%. | )

2. Soit (Yn)n! 0 Une suite de reels strictement positifs telle que la suite y, + y—
n nl'o

converge vers 2.
(a) Montrer que la suite (Yn)n! o est majoree.On pourra eventuellement utiliser le resultat
de la question precedente.

(b) Soit M un majorant de (yn)n! 0. Montrer que

(yn # 1)?

1
&n$ N + —#2
$ Yn i v

(c) En deduire que la suite §/n)n! o converge vers 1.

Exercice 4. (7 pts)
1. Enoncer le theoeme de Bolzano-Weierstrass.
Soit A une partie non vide deR.
2. Montrer que IOensemble " $
B= |x#y|, (x,y)$ A?
admet une borne superieure si, et seulement sh est borne.

On suppose desormais qué est borne.
3. Monter quQil existe deux suitesuj)n: 1 €t (Vn)ni 1 @ valeurs dans A telles que la suite
(Jun # vn|)n! 1 converge vers suB.

4. Montrer qudil existe X, y) $ A° tel que |x # y| = sup B.
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Exercice 1
1. La fonction f est définie, continue et dérivable sur R.
Elle est paire, donc il suffit de I’étudier sur Ry et de compléter le graphe obtenu par symétrie
par rapport a I’axe des ordonnées.
Pour tout réel z, f/(z) = 2ze(®”).
La dérivée est positive sur l'intervalle R, donc f est croissante sur cet intervalle.
f a un minimum global en 0 : f(0) = e = 1 et f/(0) = 0, le graphe de f admet une tangente
horizontale au point (0, 1).
(z?)

e
lim @) =41 et lim = +! (par croissances comparées) : le graphe de f admet une
r——+o0 r—+o0 xT

branche parabolique en +!

2. On veut montrer : "€ > 0,#a > 0,"z $] %, +al,| @) 01 |< e

Remarquons d’abord que : "2 $ R, 22 & 0, d’ou | e(@®) %1 |= (@) %1,

Soit € > 0 fixé. Posons @ = /In(1 +€); « est bien défini et strictement positif car 1 +¢ > 1
implique In(1 4+ ¢€) > 0.

Soit # $] %a, +af : 2% < a® = In(1 +¢), d’on, par stricte croissance de la fonction exponentielle,
@) <14 €, c'est-a-dire @) %1 < .

Exercice 2

1. Par définition, 1 est adhérent & l'intervalle | % 1,1[ s’il existe une suite (x,) d’éléments de
]%1,1[ qui converge vers 1.

Or, la suite (z,)n>1 telle que : "n $ N*, z,, =1 %% répond a la question.

2. f est majorée sur | %1, 1[, donc admet une borne supérieure que ’on note M.

On va montrer que f converge vers M au point 1, c’est-a-dire :

"e>0, #a>0,"z $]1%a, 1 +af %1, 1[| f(x)%M|<e

Il s’agit en fait ici d’une limite & gauche.

Soit € > 0 fixé.

D’apreés la définition de la borne supérieure : #x¢ $] %1, 1[, M %e < f(xq).

Posons a =1%xzp:a>0et "2 $ R, 2$)]1%a,1+a %L 1[( zo<z<Ll

Or f est croissante sur | %1,1[, donc : zg <z < 1) f(xo)* f(x).

De plus, M est un majorant de f : "z $]%1,1[, f(x)* M.

On conclut : "z $]1 %o, 1+ o |%1,1[, M %e < f(z)* M, ce qui assure la propriété voulue.

Exercice 3

1. L’extraction ¢ cherchée va se construire de proche en proche :

Tout d’abord, on écrit que la suite (u,) n’est pas majorée : "M $ R, #uy, > M (*).

En particulier pour M =0, Ag = {k $ N, u; > 0} est une partie de N non vide, donc elle admet
un plus petit élément k.

On pose ¢(0) = ko : on a ugqy > 0.

Soit alors Ay = {k $ N, k > kg et up, > 1} : Ay est une partie de N non vide (il suffit d’écrire
(*) avec M = max{ug,u1,..., Uk, 1}), donc A; a un plus petit élément k;.



Les inégalités uy, > u; pour 0* j* ko impliquent ky > ko.

Donc si on pose ¢(1) = ki, on aura bien : ¢(0) < ¢(1) et ug(yy > 1.

On itere le procédé : supposons qu’on ait construit une suite finie d’entiers strictement croissante
#(0) < p(1) < ... < ¢(n) telle que : "5 $ [0,n], ugy > j.

Soit Apy1 ={k$ N, k> ¢(n) et up > n+1}. A,11 est une partie de N non vide (il suffit
d’écrire (*) avec M = max{ug,u1,...,Upn),n + 1}), donc A, ;1 a un plus petit élément, noté
kn+1.

On pose ¢p(n+1) = ky41 : en raisonnant comme on I’a fait pour Ay, on montre que ¢(n) < ¢(n+1)
et Ug(ny1) >n+ 1.

On construit ainsi une extraction ¢ (c’est-a-dire une application strictement croissante de N dans
N), telle que pour tout entier n, ug(n) > n.

La suite (ug(n)) est minorée par une suite tendant vers +! , donc elle tend aussi vers +!

2. a) - Supposons la suite (y,) non majorée.
D’apres la premiere question, il existe une extraction ¢ telle que la suite (yg(,)) tend vers +!

Mais alors, la suite ( ) tend vers 0, donc la suite (yg(n) + ) tend vers +!

Yop(n) Yo(n)

1

Or cette suite est extraite de la suite (y, + —) qui tend vers 2 par hypothese, donc elle doit
n

aussi tendre vers 2, d’ou la contradiction.

On conclut que la suite (y,) est bien majorée.
b) - Soit M un majorant de la suite (y,) (un tel M existe d’aprés la question précédente).

Pour tout entier n, 0 <y, * M, dou — & — > 0.
yn M

241%2y,  (yo%1)?  (y, %1)2
:yn+ 02y :(y 01) &(y 01) puisque(yn%l)Q&O.

1
On en déduit : y, + — %2

Yn Yn Yn M
n %1)2 1
¢)-Ona:"n$ N, 0* Wn %17 Yn + — %2.
M Yn
1
Or lim (y, + — %2) = 0 par hypotheése.
n—+oo Yn
- . _ (yn %1)?
On conclut par le théoréeme d’encadrement des fonctions que lim -——— =0,
n—-+oo M

d’out lim (y, %1) =0, ce qui est équivalent & lim gy, = 1.
n—-+oo n—-+o0o

Exercice 4
1. Théoreme de Bolzano-Weierstrass :
De toute suite réelle bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

2. B est une partie de R non vide puisque A est non vide.

D’apres le théoreme de la borne supérieure, B admet une borne supérieure si et seulement si B
est majorée. Il suffit donc de montrer que B majorée équivaut a A bornée.

¥ Supposons A bornée : #M S R "z $ A, |z |[* M

Soit z$ B : #(x,y) $ A%, 2 =| 2%y |

Alors z =z %y "] = |+ |%y|=l=|+|y[* 2M,

ce qui prouve que B est majorée.

¥ Réciproquement, supposons B majorée : #M' $ R,"2$ B, z* M’

Fixons un élément o de A (c’est possible puisque A est non vide).

Soit alors  $ A: |z |=| 2%xg+xo |*| 2%xo | + | 20 |¥ M+ | 29| car | x %z |$ B.



M'+ | zo | étant un réel indépendant de z, on a bien prouvé que A est bornée.

3. A étant bornée, sup B existe d’apres la question précédente. Notons b = sup B.
D’apres la définition de la borne supérieure,ona:"2$ B, z* b, et : "e > 0,#2$ B, b%e < z.

1 1
En particulier pour e = — (n $ N*), on détermine z, $ B tel que b % — < z,.
n n

1
La suite (z,)n>1 vérifie la condition : b% — < z, * b pour tout n & 1, donc elle converge vers b
= n

d’apres le théoreme d’encadrement des suites.
Par définition de B, chaque z, est de la forme | u, %v, |, avec (u,,v,) $ A%, d’olt la conclusion.

4. La convergence de la suite (| u, % v, |)n,>1 ne garantit pas la convergence de chacune des
suites (Un)n>1 €t (Vn)n>1, Mais comme ces deux suites sont & valeurs dans A et que A est une
partie bornée de R, ces deux suites sont bornées et on va pouvoir leur appliquer le théoreme de
Bolzano-Weierstrass.

Tout d’abord, on détermine une extraction ¢ telle que la suite (ug(,))n>1 converge vers un réel
r : x étant la limite d’une suite d’éléments de A, est adhérent & A.

Ensuite, on s’intéresse a la suite (vy(n))n>1, qui ne converge pas forcément, mais a laquelle on va
appliquer aussi le théoreme de Bolzano-Weierstrass : on détermine ainsi une seconde extraction
1 telle que la suite (vy(¢(n)))n>1 converge vers un réel y, lui-aussi adhérent a A.

La suite (uy(p(n)))n>1 est extraite de la suite convergente (ug(,))n>1, donc elle converge vers
la méme limite x. On en déduit, d’apres les opérations sur les limites de suites, que la suite
(| wyp(p(n) Y0V (p(n) |)n>1 converge vers | z %y |.

Mais d’autre part, la suite (| wypn) Y0 Vy(pm) |)n>1, extraite de la suite (| up % vy, |)n>1 qui
converge vers b par construction, converge aussi vers b.

Par unicité de la limite d’une suite, on conclut : b =| = %y |.
On a donc bien prouvé l'existence de deux points x et y adhérents a A tels que | x %y |= sup B.

Remarque : il est impératif dans cette question d’appliquer Bolzano-Weierstrass avec des ex-
tractions successives et non pas séparées (une pour la suite u, l’autre pour la suite v), car si on
procédait séparément on ne pourrait en général rien dire pour la suite (| ug(n) W Vym) [)n>1-
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CorrigZs exercices 20 et 25 du TD3

Exercice 20

1. Comme indiqué dans le texte, on va procéder par récurrence. Mais bien faire attention a la
rédaction de ce type de question : les propriétés se démontrent simultanément (et non pas par
des récurrences séparées) car il n’est pas logique d’écrire par exemple a,, > 0 avant de montrer
que le réel a,, est défini.

Pour tout entier n! 1, on note P,, la propriété :
“les réels ani 1, byt 1, Qn, by, sont définis, et 0 < ap 1 < an < by < b1 1.

(I1 est inutile de rajouter I'inégalité b, 1 <" , qui Signiﬁe simplement que b, 1 est défini).
¥ Initialisation ap =1 et bg =2 par hypothese, by = 3 et a; = % se calculent sans difficulté, et

0<1 < < < 2, donc la propriété est vraie au rang 1

¥ Heredlte : on suppose que P, est vraie a un certain rang n, et on va montrer que P41 est
vraie aussi. On remarque que pour passer de P, a P41, il suffit de prouver que a,+1 et by
sont définis, et que a, < an+1 < bp+1 < by

Il n’y a aucun probléme pour calculer b,+1 = “”;b”
De plus 0 < a, < b, implique 0 < by+1 < by, dou 0 < = < ﬁ : ce qui signifie que le réel
Ap+1 = ﬁ est bien défini, et que 0 < a,, < Gn+1 -

Il reste a démontrer que a,+1 < by+1 , €t pour cela, on calcule la différence b,+1 # ap+1 :

_ an+tby 4 _ (an+by)? 8
bt # aps1 = 5 H# o = 2(an + bn)

En remarquant que (a,, + bn)2 # 8= a% + b% +2a,b,# 8= a% + bfl # 2a,b, car par construction
anby, =2 pour tout n (c’est vrai aussi au rang 0), on obtient I’égalité : b1 # ap+1 = %.
Or un carré est toujours positif et méme ici strictement positif puisque a,, < b, par hypothese
de récurrence, d’ou I'inégalité souhaitée.

¥ Conclusion : La propriété P,, étant vraie au rang 1 et héréditaire, on conclut d’apres le principe
de récurrence qu’elle est vraie pour tout entier n! 1.

T ! 2 107 12 . .
2 . L’égalité bp+1 # ap+1 = (n! an)” o 4té démontrée ci-dessus pour tout entier n.
2(an +bn)

D’apres la premiere question, on a : $n %N, 1 = ag & a, < b, & bg = 2.

On en déduit 0 < b, # a,, & bog# ag =1 et a, + b, >2ao:2,d’of1M < %, puis, en

2(an +bn)
(bn! an)2 (bn! an)

multipliant cette inégalité par (b, # a,) > 0, by < 2

3. Les inégalités de la premiere question prouvent que la suite (a,) est croissante, et la suite (by,)

M établie a la question précédente,

]
on prouve par une récurrence immédiate que : $n %N, O < by # an & (boz'lina@ = 4%.

On en déduit alors d’apres le théoréme d’encadrement que la suite (b, # a,) converge vers 0.
Les deux suites (a,) et (b,) sont monotones de monotonies contraires, leur différence tend vers
0, elles sont donc adjacentes par définition.

décroissante. A partir de I'inégalité 0 < by+1 # an+1 <

4. On sait que deux suites adjacentes convergent et ont méme limite. Soit [ la limite commune
des suites (a,,) et (b,). On a remarqué plus haut que a,b, =2 pour tout n; en passant a la limite
dans cette égalité, on obtient {? = 2. Les suites étant positives, leur limite est nécessairement
positive, donc la seule valeur possible est [ = 2.



Exercice 25

1. Pour tout entier n! 1: bps1 # by = (an# aper ) # (an 1# ap) = #aps1 # ap 1+2a, = #c¢,
Or par hypothese ¢, ! 0, d’ou by+1 # b, & O : la suite (b,,)n# 1 est décroissante.

On sait de plus que la suite (a,) est bornée : (A > 0, $n %N, | a, |& A.

On en déduit : $n! 1| b, |=]| an 1# an |&] an 1|+ | an |& 2A.

La suite (b,)n#1 est bornée, donc en particulier minorée, or on sait que dans R toute suite
minorée est convergente : la suite (b,),% 1 converge donc vers une limite [.

2. On raisonne par I’absurde : supposons dans un premier temps [ > 0.
En écrivant la définition de la convergence ave € = é > 0, on prouve 'existence d’un entier N
tel que :

l
$k ! N, by > =
2
Soit alors un entier quelconque n > N ; en additionnant membre & membre les inégalités ci-dessus
In
: l
pour k= N +1,... n, on obtient b > (n# N)E
k= N+1
Mais b, = (agy 1 # ar) = any # a,, ce qui nous amene a l'inégalité :
k= N+1 k= N+1

l
an < an # (n# N)E

L’entier N ayant été déterminé comme indiqué ci-dessus, an est un réel fixé : la suite (a,) est
majorée & partir du rang N par une suite tendant vers #"' (car [ > 0), donc tend elle-méme
vers #' | ce qui contredit ’hypothése : (a,) est bornée.

Le cas [ < 0 se traite de fagon symétrique :
En écrivant la définition de la convergence ave € = #% > 0, on détermine un entier N tel que :

l
$k ! N, bk<§

Par un raisonnement analogue au précédent, on montre que pour n > N :
l
an >an# (n# N)E

la suite (a,) est minorée & partir du rang N par une suite tendant vers +" (car | < 0), donc
tend elle-méme vers +" | d’ou a nouveau une contradiction.

La seule valeur possible est donc [ =0.

3. On a vu a l’exercice 6 que toute suite décroissante convergeant vers 0 est positive : la suite
(bp)n# 1 est donc & termes positifs, ce qui signifie que la suite (a,) est décroissante.

Or par hypothese (a,) est bornée donc minorée, et on conclut en utilisant & nouveau le théoréme
de convergence d’une suite décroissante minorée dans R.



