
Université Paris-Dauphine, DEMI2E
Analyse 1 (2016-2017)

Partiel - Mercredi 9 Novembre.

Durée : 2h.

Les documents, calculatrices, téléphones et ordinateurs portables sont interdits.

La qualité de la rédaction sera prise en compte dans la notation.

Le barème est donné à titre indicatif.

Exercice 1. (6 pts) Les questions de cet exercice sont indépendantes.

1. Montrer, en utilisant uniquement la définition de la convergence, que la suite
( 5
n

2 )n! 1 tend vers 0.

2. Donner, sans étudier le domaine de dérivabilité ni le domaine de définiton, les
dérivées des fonctions suivantes :

f : x ! sin

!
1

ln(x)

"
g : x ! 3e

x
h : x ! cos

!
sin(x)

x2

"

3. Soit E un sous ensemble non vide de R admettant une borne supérieure M " R.
Montrer qu’il existe une suite d’éléments de E convergeant vers M .

Exercice 2. (2 pts)
Soit A une partie non vide et majorée de R, et s un nombre réel. On suppose que pour
tout n " N?, s+ 1

n

est un majorant de A, mais s # 1
n

n’est pas un majorant de A.
Montrer que sup(A) = s.

Exercice 3. (5 pts)
On considère la suite (u

n

)
n! 0 définie par récurrence par

u0 = 2

$n % 0 u
n+1 =

1

2

!
u
n

+
3

u
n

"

1. Montrer que (u
n

)
n! 0 est bien définie et minorée.

2. Etudier la fonction définie sur R"
+ par f (x) = 1

2

#
x + 3

x

$
.

3. Etudier la monotonie de (u
n

)
n! 0.

4. Montrer que la suite (u
n

)
n! 0 converge et déterminer sa limite.

Exercice 4. (4 pts) On définit pour tout n % 1,

S
n

=

n%

i=1

1

i
.

1. Etudier la monotonie de la suite (S
n

)
n! 1.

2. Montrer que pour tout n % 1, S2n # S
n

% 1
2 .



3. Etudier l’existence d’une limite pour (S
n

)
n! 1.

Exercice 5. (3 pts) Soient (u
n

)
n! 0 et (v

n

)
n! 0 deux suites réelles et a et b deux réels tels

que

$n " N u
n

& a et v
n

& b

(u
n

+ v
n

)
n! 0 converge vers a + b

Montrer que (u
n

)
n! 0 converge vers a et (v

n

)
n! 0 converge vers b.
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Exercice 1.

1. Soit ! > 0. On poseN = !
!

5/! ". Soit n # N . Alors n #
!

5/! ce qui implique
5/n 2 $ ! .

2.

f ! : x % cos
"

1
ln(x)

#
&1

x ln2(x)
g! : x % ln(3)ex3ex

h! : x % sin
"

sin(x)
x2

#
2 sin(x) & cos(x)x

x3

3. Soit n # 1. DÕaprès la d«eÞnition de la borne sup«erieur, il existexn ' E tel que
M & 1/n < x n $ M . DÕaprès le th«eorème dÕencadrement la suite (xn)n" 1 converge
vers M .

Exercice 2. Soit x ' A. Comme pour tout n # 1, x $ s + 1 /n , on a x $ s. Donc s est
majorant de A.
Soit ! > 0. On d«eÞnit n = ! 1

! ". Comme s & 1/n nÕest pas majorant deA, il existe x ' A
tel que x > s & 1/n . Or s & 1/n # s & ! . On a donc bienx > s & ! .

Exercice 3.

1. On montre par r«ecurrence que pour toutn # 0, un est bien d«eÞni et strictement
positif. La propri«et«e est v«eriÞ«ee au rang 0. Soitn ' N. On suppose queun est
d«eÞni etun > 0. On peut alors d«eÞnirun+1 puisqueun est non nul et il est de plus
imm«ediat que un+1 > 0.

2. La fonction f est d«eÞnie continue et d«erivable surR#
+ . Pour tout x > 0, f !(x) =

1
2

$
1 & 3

x2

%
. On en d«eduit les variations :f est d«ecroissante sur ]0,

(
3] et croissante

sur [
(

3, + ) [. Le minimum, atteint en
(

3, est f (
(

3) =
(

3. EnÞn limx$ 0 f (x) =
+ ) et limx$ + % f (x) = + ) . Pour tracer le graphe on peut aussi noter lÕasymptote
verticale en 0 et lÕasymptotex % x/ 2 en +) .

3. Soit n # 1. On note que un+1 & un = 3& u2
n

2un
. Or, un = f (un& 1) donc, dÕaprès la

question 2,un #
(

3. On en d«eduit queun+1 & un $ 0. DÕoù,u est d«ecroissante.

4. La suite u est d«ecroissante et minor«ee (par 0 ou
(

3). On en d«eduit quÕelle converge
vers une limite l ' R. La suite (un+1 )n" 0 converge donc «egalement versl . Par ailleurs

la suite (1/u n)n" 0 converge vers 1/l et donc
&

1
2(un + 3

un
)
'

n" 0
vers 1/ 2(l + 3 /l ). On

en d«eduit quel = 1 / 2(l +3 /l ). Comme la limite doit öetre positive, on obtient l =
(

3.

Exercice 4.

1. Soit n # 1. On aSn+1 &Sn = 1 / (n+1) > 0. Donc (Sn)n" 1 est strictement croissante.

2. Soit n # 1. On a

S2n & Sn =
2n(

i = n

1
i

#
2n(

i = n

1
2n

#
n
2n

=
1
2

.



3. Montrons par r«ecurrence que pour toutn # 1, S2n # n
2 . On v«eriÞe queS2 = 3 / 2 #

1/ 2. Soit n # 1. On suppose queS2n # n
2 . On a alors, dÕaprès lÕhypothèse de

r«ecurrence et la question pr«ec«edente,

S2n +1 = S2n +1 & S2n + S2n #
1
2

+
n
2

#
n + 1

2
.

Montrons que limn$ + % Sn = + ) .
Soit A > 0. On d«eÞnit N = ! 2A" et K = 2 N . Soit k # K . Comme S est croissante
Sk # SK . Or SK # N/ 2 # A. On en d«eduit Sk # A.

Exercice 5. Soit ! > 0. Comme (un + vn)n" 0 converge versa + b, il existe N ' N tel que

* n # N a + b& ! < u n + vn < a + b.

Soit n # N . On a un # (un + vn) & vn # (a + b& ! ) & b. On a donc biena # un # a & ! .
On a donc la convergence deu vers a. La convergence dev sÕobtient de la möeme faücon ou
en utilisant que u + v converge versa + b et u vers a.



Université Paris-Dauphine, DEMI2E
Analyse 1 (2016-2017)

Examen d’analyse 1 - Mercredi 19 Janvier 2017.

Durée : 2h00.

Les documents, calculatrices, téléphones et ordinateurs portables sont interdits.

La qualité de la rédaction sera prise en compte dans la notation.

Le barème est donné à titre indicatif.

Question de cours. (1 pt)
Soit f une fonction réelle définie sur R. Écrire avec des quantificateurs :

‘f n’est pas uniformément continue sur R ”.

Exercice 1. (6 pts)

1. (a) Montrer que, pour tout entier k � 2, il existe ck 2]k, k + 1[ tel que

ln(ln(k + 1))� ln(ln(k)) =
1

ck ln(ck)
.

(b) Montrer que la fonction x 7! x ln(x) est croissante sur [2,+1[.

(c) Montrer que la suite
⇣Pn

k=2
1

k ln(k)

⌘

n! 2
tend vers +1.

2. Soit (xn)n! 1 une suite réelle positive décroissante et convergeant vers 0. On définit
la suite (yn)n! 1 par

yn =

nX

k=1

(�1)kxk, 8n � 1.

(a) Montrer que les suites (y2n)n! 1 et (y2n+1)n! 0 sont adjacentes.

(b) En déduire que (yn)n! 1 est convergente.

(c) Application : Montrer que la suite
⇣Pn

k=2
(" 1)k

k ln(k)

⌘

n! 2
est convergente.

Exercice 2. (7 pts)
Soient f et g deux fonctions continues de [0, 1] dans [0, 1] telles que f � g = g � f .

1. Montrer qu’il existe ↵ 2 [0, 1] tel que f(↵) = ↵.

2. On pose A = {x 2 [0, 1] t.q. f(x) = x}. Montrer que A possède une borne supérieure
M et une borne inférieure m.

3. Soit x 2 R et (xn)n! 0 une suite à valeurs dans A convergeant vers x. Montrer que
x 2 A.

4. Montrer que m 2 A et M 2 A.

5. Montrer que g(A) ⇢ A. En déduire que g(M)  f(M) et f(m)  g(m).

6. En déduire qu’il existe � 2 [0, 1] tel que f(�) = g(�).

Tournez la page !



Exercice 3. (6 pts)
Soient a et b deux réels tels que a < b. Soit f une fonction définie et dérivable sur [a, b].
Le but de l’exercice est de montrer que f

# (qui n’est pas forcément continue) vérifie la
conclusion du théorème des valeurs intermédiaires : f# atteint toutes les valeurs comprises
entre f

#(a) et f#(b).

1. On traite d’abord le cas f#(a) < 0 < f

#(b).

(a) Montrer que f admet un minimum en un élément ↵ 2 [a, b].

(b) Montrer que ↵ 2]a, b[ et en déduire que f

# s’annule sur ]a, b[.

2. On suppose maintenant f

#(a) < f

#(b). Soit k 2]f#(a), f#(b)[. Montrer qu’il existe
� 2]a, b[ tel que f

#(�) = k.
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Corrig«e de lÕexamen dÕanalyse 1 - Mercredi 19 Janvier 2017.

Question de cours.

! ! > 0 " " > 0 ! (x, y) # R2 t.q. |x $ y| < " et |f (x) $ f (y)| % !

Exercice 1.

1. (a) Soit k % 2. La fonction f : x &' ln(ln( x)) est d«erivable sur [k, k +1] et, pour tout
x # [k, k + 1], f !(x) = 1 / (x ln(x)). Donc, dÕaprès le th«eorème des accroissements
Þnis, il existe ck #]k, k + 1[ tel que

ln(ln( k + 1)) $ ln(ln( k))
(k + 1) $ 1

=
1

ck ln(ck)
.

(b) La fonction x &' x ln(x) est d«erivable sur [2, + ( [ de d«eriv«eex &' 1 + ln( x).
Cette d«eriv«ee est positive sur [2, + ( [ et la fonction est donc croissante sur cette
intervalle.

(c) Soit k % 2. Comme la fonction inverse est d«ecroissante, dÕaprès la question
pr«ec«edente, la fonctionx &' 1

x ln( x) est d«ecroissante sur [k, k + 1]. On a donc en
utilisant la question 1.a

ln(ln( k + 1)) $ ln(ln( k)) )
1

k ln(k)
.

Soit n % 2. En sommant pour k = 0 , á á á, n on obtient

n!

k=2

1
k ln(k)

% ln(ln( n + 1)) $ ln(ln(2))

Comme limn" + # ln(ln( n + 1)) = + ( , on en d«eduit par comparaison de limite
limn" + #

" n
k=2

1
k ln( k) = + (

2. (a) Soit n % 1. On a y2(n+1) $ y2n = x2n+2 $ x2n+1 ) 0 car (xk) est d«ecroissante. On
en d«eduit que (y2n)n$ 1 est d«ecroissante. De möeme on montre que (y2n+1 )n$ 0 est
croissante. De plusy2n+1 $ y2n = $ x2n+1 . Comme (xk) tend vers 0, on en d«eduit
que (y2n+1 $ y2n) tend vers 0. On a bien montr«e que (y2n)n$ 1 et (y2n+1 )n$ 0 sont
adjacentes.

(b) DÕaprès le th«eorème des suites adjacentes (y2n)n$ 1 et (y2n+1 )n$ 0 convergent
toutes deux vers une möeme limite Þnie que lÕon appellel .
Soit ! > 0. Comme (y2n)n$ 1 converge versl , il existe N1 # N tel que pour tout
n % N1, |y2n $ l | < ! . De möeme, il existeN2 # N tel que pour tout n % N2,
|y2n+1 $ l | < ! . On poseN = max(2 N1, 2N2 + 1). Soit n % N . Si n est pair alors
il existe k ) N1 tel que n = 2k et on en d«eduit |yn $ l | < ! . Si n est impair alors
il existe k ) N2 tel que n = 2k + 1 et on en d«eduit |yn $ l | < ! . On en d«eduit
que (yn)n$ 1 converge versl .

(c) On pose pour tout k % 2, xk = 1
k ln( k) . On v«eriÞe que (xk)k$ 2 est positive,

d«ecroissante et converge vers 0. On peut donc lui appliquer la question pr«ec«edente.



Exercice 2.

1. On considère la fonction # d«eÞnie sur [0, 1] par

" x # [0, 1] #(x) = f (x) $ x

On remarque que#(0) = f (0) % 0 et #(1) = f (1) $ 1 ) 0 (car f est à valeurs dans
[0, 1]). La fonction # est de plus continue sur [0, 1] donc, dÕaprès le th«eorème des
valeurs interm«ediaires, il existe" # [0, 1] tel que #(" ) = 0. On a f (" ) = " .

2. LÕensembleA est non vide dÕaprès la question pr«ec«edente et major«ee par 1 donc,
dÕaprès la propri«et«e de la borne sup«erieure, il possède une borne sup«erieure que lÕon
note M . De möeme on montre queA possède une borne inf«erieure que lÕon notem.

3. Soit x # R et (xn)n$ 0 une suite à valeurs dansA convergeant versx. Montrer que
x # A. Comme (xn)n$ 1 est à valeurs dans [0, 1], on en d«eduit quex # [0, 1]. On
a de plus pour tout n % 1, f (xn) = xn . Or, par continuit«e de f et caract«erisation
s«equentielle (le sens facile !), la suite (f (xn))n$ 1 converge versf (x). Or ( xn)n$ 1

converge versx donc f (x) = x.

4. DÕaprès la d«eÞnition de la borne sup«erieure, pour toutn % 1, il existe xn # A tel
que M $ 1/n ) xn ) M . On en d«eduit queM est limite de la suite (xn) à valeurs
dans A et donc , dÕaprès la question pr«ec«edente,M # A. On montre de möeme que
m # A.

5. Soit y # g(A). Il existe x # A tel que g(x) = y. Comme f (x) = x, et f * g = g * f ,
f (y) = f (g(x)) = g(f (x)) = g(x) = y. Donc y # A.
Comme M # A, g(M ) # A et donc g(M ) ) M = f (M ). De möeme on montre que
f (m) ) g(m).

6. On considère la fonction $ d«eÞnie sur [0, 1] par

" x # [0, 1] $ (x) = f (x) $ g(x)

On remarque que$(m) = f (m) $ g(m) ) 0 et $ (M ) = f (M ) $ g(M ) % 0. La
fonction $ est de plus continue sur [m, M ] donc, dÕaprès le th«eorème des valeurs
interm«ediaires, il existe %# [0, 1] tel que $ (%) = 0. On a donc f (%) = g(%).

Exercice 3.

1. (a) La fonction f est d«erivable donc continue sur [a, b]. DÕaprès le th«eorème des
bornes, elle admet donc un minimum sur [a, b] en un point que lÕon nomme" .

(b) Supposons par lÕabsurde que" = a. On a donc pour tout x #]a, b[, A(f, a, x ) % 0.
Comme f est d«erivable ena, x ' A(f, a, x ) converge versf !(a). On en d«eduit
que f !(a) % 0 ce qui est absurde. De möeme, on peut montrer que" += b. DÕoù
" #]a, b[. La fonction f est d«erivable sur lÕintervalle ouvert ]a, b[ et admet un
minimum " #]a, b[. On en d«eduit quef !(" ) = 0.

2. On suppose maintenantf !(a) < f !(b). Soit k #]f !(a), f !(b)[. On d«eÞnit la fonction
# sur [a, b] par

" x # [a, b] #(x) = f (x) $ kx

La fonction # est d«erivable sur [a, b] et pour tout x # [a, b], #!(x) = f !(x) $ k. De
plus #!(a) = f !(a) $ k < 0 et #!(b) = f !(b) $ k > 0. On en d«eduit dÕaprès la question
pr«ec«edente quÕil existe%#]a, b[ tel que #!(%) = 0. On a donc f !(%) = k.



Universit«e Paris-Dauphine, DEMI2E
Analyse 1 (2016-2017)

Contröole Continu 1 - Jeudi 20 octobre 2015.

Durée : 1h30.

Les documents, calculatrices, téléphones et ordinateurs portables sont interdits.

La qualité de la rédaction sera prise en compte dans la notation.

Le barème est donné à titre indicatif.

Exercice 1. (4 pts) Question de cours. Soit A ⇢ R un ensemble etm et M deux r«eels.
Ecrire avec des quantiÞcateurs les phrases suivantes.

1. 10 est un majorant deA

2. m est un minorant de A

3. M nÕest pas un majorant deA

4. A est major«e

5. A nÕest pas minor«e

6. A nÕest pas born«e

7. 7 est le plus petit «el«ement deA

8. A nÕest pas lÕensemble vide

Exercice 2. (6 pts) Soit A une partie deR non vide major«ee eta 2 R. On note

B = {a + x, x 2 A}.

1. Montrer, sans la calculer, queB possède une borne sup«erieure.

2. Montrer que supB = a + sup A.

3. On suppose queA admet un plus grand «el«ement. Montrer queB aussi et le calculer.

4. On suppose queA nÕadmet pas de plus grand «el«ement. Montrer queB non plus.

Exercice 3. (4 pts) Soit A une partie deR. On dit que A satisfait la propri«et«e (P ) si :

9a > 0 tel que 8(x, y) 2 A

2
, x 6= y =) |x� y| � a (P )

1. LÕensembleZ satisfait-il la propri«et«e (P ) ? Et lÕensembleQ ? JustiÞer.

2. On supposeA non vide, major«e et satisfaisant (P ). Montrer que A admet un plus
grand «el«ement.

3. Donner un exemple dÕensemble poss«edant un plus grand «el«ement et ne satisfaisant
pas (P ). JustiÞer votre choix.

Tournez la page



Exercice 4. (6 pts) Le but de lÕexercice est de montrer que lÕensemble

A = { m ! ln(n); m " N, n " N! }

est dense dansR.

1. Question de cours. Rappeler la d«eÞnition de la densit«e dÕune partieE # R dans
R.

2. Soient a < b deux r«eels. Montrer quÕil existeK " N! tel que

$k % K, (eb" a ! 1)k > 1

3. Montrer quÕil existem " N tel que em > eaK . Un tel m «etant Þx«e, montrer quÕil
existe n " N! tel que

ean < em < e bn.

4. Conclure.
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Corrigé du contrôle continu du 20 octobre.

���

Exercice 1.

1. « 10 est un majorant de A » s’écrit : 8x 2 A, x  10.
2. « m est un minorant de A » s’écrit : 8x 2 A, x � m.
3. « M n’est pas un majorant de A » s’écrit : 9x 2 A, x > M .
4. « A est majoré » s’écrit : 9s 2 R, 8x 2 A, x  s.
5. « A n’est pas minoré » s’écrit : 8s 2 R, 9x 2 A, x < s.
6. « A n’est pas borné » s’écrit : 8s 2 R, 9x 2 A, |x| > s.
7. « 7 est le plus petit élément de A » s’écrit : « 7 2 A et 8x 2 A, x � 7 ».
8. « A n’est pas l’ensemble vide » s’écrit : 9x 2 A.

NB. Il y a parfois dÕautres formulations possibles.

Exercice 2.

1. Comme A est majorée, il existe un réel M vérifiant : pour tout x de A, x  M .
• Montrons que B est majorée. Soit b un élément de B. Il existe un élément x de A tel que b = a+ x. Mais
alors

b  a+M.

Ainsi B est majorée et M + a est un majorant de B.
• Comme A est non-vide, B l’est aussi.
• La partie B de R étant nonpvide et majorée, elle admet une borne supérieure.

2. • Nous avons vu à la question 1. que si M est un majorant de A, alors a+M est un majorant de B.
Réciproquement, supposons que a +M est un majorant de B. Alors pour tout x appartenant à A, a + x

appartient à B, on a a+ x  a+M , donc x  M ; ainsi, M est un majorant de B.
Ainsi, un nombre réel M est majorant de A si et seulement si M + a est un majorant de B.

• Montrons maintenant que sup(B) = a+ sup(A).
— Comme sup(A) est un majorant de A, le nombre a+ sup(A) est un majorant de B.
— Soit s 2 R. Supposons que s est un majorant de B. Alors pour tout x de A, on a a + x  s, donc

x  s � a. Ainsi, s � a est un majorant de A, et comme sup(A) est le plus petit majorant de A,
on a s� a � sup(A). Ainsi,

s � a+ sup(A).

— Cela démontre que a+sup(A) est le plus petit majorant de B, donc (par définition de la borne supérieure)
que sup(B) = a+ sup(A).

3. Supposons que A admet un plus grand élément.
Montrons qu’alors B admet un plus grand élément et que max(B) = a+max(A).
• Nous avons vu à la question 1. que a+max(A) est un majorant de B.
• De plus, max(A) appartient à A, donc a+max(A) appartient à B.
Cela montre que a +max(A) est un majorant de B qui appartient à B, donc que B admet un plus grand
élément et que max(B) = a+max(A).

1
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4. Montrons, par contraposée, que si B admet un plus grand élément alors A admet un plus grand élément.

Supposons que B admet un plus grand élément. Dans ce cas,
• Nous avons vu à la question 2. que max(B)� a est un majorant de A.
• De plus, max(B) appartient à B, donc max(B)� a appartient à A.
Cela montre que max(B) � a est un majorant de A qui appartient à A, donc que A admet un plus grand
élément (et que max(A) = max(B)� a).

Exercice 3.

1. (a) Montrons que Z vérifie la propriété (P ).
Choisissons a = 1. Alors pour tout (x, y) de Z2, si x 6= y, alors |x� y| est un entier non nul et positif,
donc |x� y| � 1, c’est-à-dire |x� y| � a. La propriété (P ) est donc démontrée.

(b) Montrons que Q ne vérifie pas la propriété (P ).
Nous devons montrer la négation de (P ) :

8a > 0, 9(x, y) 2 Q2
, (x 6= y) et (|x� y| < a) .

Soit a > 0. Choisissons x = 0 et y =

1

E(1/a) + 1

(noter que E(1/a) est positif, ainsi E(1/a) + 1 ne peut pas être nul).

Les nombres x et y sont alors rationnels, ils sont différents, et comme E(1/a) + 1 > 1/a > 0, on a

|x� y| = 1

E(1/a) + 1

<

1

1/a

< a.

2. Supposons A non vide, majoré. Il admet alors une borne supérieure.

• Pour montrer que si A vérifie (P ) alors A admet un plus grand élément, il suffit de montrer que si A
vérifie (P ) alors sup(A) appartient à A.

• Démontrons la contraposée de cette implication : supposons sup(A) /2 A et montrons la négation de (P ).

• Soit a > 0.
D’après la caractérisation de la borne supérieure, il existe un élément x de A tel que x > sup(A)� a.

Notons " = sup(A) � x. C’est un nombre strictement positif, car sup(A) est un majorant de A, donc est
supérieur ou égal à x, et ne peut être égal à x sans appartenir à A.

La caractérisation de la borne supérieure assure l’existence d’un élément y de A tel que y > sup(A) � ",
c’est-à-dire y > x. Mais alors y appartient à l’intervalle ]x, sup(A)[, et comme la distance sup(A) � x est
strictement inférieure à a, la longueur cet intervalle est strictement inférieure à a. Ainsi on a |y� x| < a, et
bien sûr x 6= y.

• Nous avons bien démontré que pour tout a > 0, il existe (x, y) dans A

2 tel que x 6= y mais |x � y| < a,
donc nous avons démontré la négation de (P ).

3. Choisissons A = [0, 1].
Cet ensemble a un plus grand élément (le nombre 1). Mais il ne vérifie pas la propriété (P ) : démontrons-le.
Soit a > 0.
Si a > 1, posons x = 0 et y = 1. Alors x et y appartiennent à A, x 6= y et |x� y| < a.
Si a  1, posons x = 0 et y = a/2. Alors x et y appartiennent à A, x 6= y et |x� y| < a.
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Exercice 4.

1. Cours.

2. Notons K = E

!
1

e

b! a � 1

"
+ 1

(noter que comme a < b, le nombre e

b! a � 1 est strictement positif, si bien que K est un entier supérieur
ou égal à 1).

Par définition de la partie entière, on a alors :

K >

1

e

b! a � 1

et pour tout entier k � K, on obtient k >

1

e

b! a � 1

. Comme e

b! a � 1 > 0, cela s’écrit également

(e

b! a � 1)k > 1.

3. • Notons m = E

#$
$
ln(e

a
K)

$
$%

+ 1. On a alors m 2 N et m >

$
$
ln(e

a
K)

$
$� ln(e

a
K), donc e

m
> e

a
K.

• On souhaite maintenant exhiber un entier n tel que e

a
n < e

m
< e

b
n, c’est-à-dire n > e

m ! b et n < e

m ! a .

Choisissons pour n le plus grand entier naturel vérifiant n < e

m ! a (cet entier est celui qui précède la partie
entière supérieure de e

m ! a). Montrons qu’on a automatiquement n > e

m ! b, c’est-à-dire e

m
< ne

b.

Par définition, nous avons e

m ! a  n+ 1, donc e

m  ne

a
+ e

a .
Il suffit donc de montrer que ne

a
+ e

a
< ne

b, c’est-à-dire n

#
e

b � e

a
%
> e

a , ou encore n

#
e

b! a � 1

%
> 1.

Or, cette inégalité est vraie : nous avons choisi m de façon à avoir e

m
> e

a
K, ce qui signifie K < e

m ! a , et
comme n est le plus grand entier vérifiant cette propriété, nous avons n � K (en particulier n 6= 0), et la
question 2. impose n

#
e

b! a � 1

%
> 1. Ainsi on a bien e

m
#
e

b! a � 1

%
> e

b comme souhaité.

Cela démontre que le n que nous avons choisi appartient bien à N! et vérifie bien e

a
n < e

m
< e

b
n.

4. Soit (a, b) 2 R2 vérifiant a < b. Nous avons démontré précédemment qu’il existe (m,n) dans N⇥N! tel que

e

a
n < e

m
< e

b
n,

c’est-à-dire
ln(e

a
n) < ln(e

m
) < ln(e

b
m)

(tous ces nombres sont strictement positifs et la fonction ln est strictement croissante sur R+
! ).

Cette dernière inégalité signifie
a+ ln(n) < m < b+ ln(n),

autrement dit,
a < m� ln(n) < b.

Nous avons bien démontré qu’il existe un élément de A dans ]a, b[. Ainsi A est dense dans R.
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Contröole Continu 2 - Jeudi 1 d«ecembre 2016

Dur«ee : 1h30.

Les documents, calculatrices, t«el«ephones et ordinateurs portables sont interdits.
La qualit«e de la r«edaction sera prise en compte dans la notation.

Le barème est donn«e à titre indicatif.

Exercice 1. (3 pts)

1. Etudier et donner le graphe de la fonctionf d«eÞnie surR par x !" e(x2) .

2. Montrer, en utilisant uniquement la d«eÞnition de la llimite, que f tend vers 1 en 0.

Exercice 2. (4 pts) Soit f :] # 1, 1[" R une fonction croissante et major«ee.

1. JustiÞer que 1$ ] # 1, 1[.

2. Montrer que f admet une limite r«eelle en 1.

Exercice 3. (6 pts)

1. Soit (un)n! 0 une suite r«eelle non major«ee. Montrer quÕil existe une extraction! telle que
(u! (n) )n! 0 tend vers +%.

2. Soit (yn)n! 0 une suite de r«eels strictement positifs telle que la suite
!

yn +
1
yn

"

n! 0
converge vers 2.

(a) Montrer que la suite (yn)n! 0 est major«ee.On pourra «eventuellement utiliser le r«esultat
de la question pr«ec«edente.

(b) Soit M un majorant de (yn)n! 0. Montrer que

&n $ N yn +
1
yn

# 2 '
(yn # 1)2

M
.

(c) En d«eduire que la suite (yn)n! 0 converge vers 1.

Exercice 4. (7 pts)

1. «Enoncer le th«eorème de Bolzano-Weierstrass.

Soit A une partie non vide deR.

2. Montrer que lÕensemble
B =

#
|x # y| , (x, y) $ A2$

admet une borne sup«erieure si, et seulement si,A est born«e.

On suppose d«esormais queA est born«e.

3. Monter quÕil existe deux suites (un)n! 1 et (vn)n! 1 à valeurs dans A telles que la suite
(|un # vn |)n! 1 converge vers supB .

4. Montrer quÕil existe (x, y) $ A
2

tel que |x # y| = sup B .
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Exercice 1

1. La fonction f est définie, continue et dérivable sur R.
Elle est paire, donc il su�t de l’étudier sur R+ et de compléter le graphe obtenu par symétrie
par rapport à l’axe des ordonnées.
Pour tout réel x, f

Õ(x) = 2xe

(x

2).
La dérivée est positive sur l’intervalle R+, donc f est croissante sur cet intervalle.
f a un minimum global en 0 : f(0) = e

0 = 1 et f

Õ(0) = 0, le graphe de f admet une tangente
horizontale au point (0, 1).

lim
xæ+Œ

e

(x

2) = +! et lim
xæ+Œ

e

(x

2)

x

= +! (par croissances comparées) : le graphe de f admet une
branche parabolique en +! .

2. On veut montrer : " ‘ > 0, #– > 0, " x $ ] %–, +–[, | e

(x

2) %1 |< ‘

Remarquons d’abord que : " x $ R, x

2 & 0, d’où | e

(x

2) %1 |= e

(x

2) %1.
Soit ‘ > 0 fixé. Posons – =


ln(1 + ‘) ; – est bien défini et strictement positif car 1 + ‘ > 1

implique ln(1 + ‘) > 0.
Soit x $ ] %–, +–[ : x

2
< –

2 = ln(1 + ‘), d’où, par stricte croissance de la fonction exponentielle,
e

(x

2)
< 1 + ‘, c’est-à-dire e

(x

2) %1 < ‘.

Exercice 2

1. Par définition, 1 est adhérent à l’intervalle ] % 1, 1[ s’il existe une suite (x
n

) d’éléments de
] %1, 1[ qui converge vers 1.
Or, la suite (x

n

)
nØ1 telle que : " n $ Nú

, x

n

= 1 % 1
n

répond à la question.

2. f est majorée sur ] %1, 1[, donc admet une borne supérieure que l’on note M .
On va montrer que f converge vers M au point 1, c’est-à-dire :
" ‘ > 0, #– > 0, " x $ ]1 %–, 1 + –[' ] %1, 1[, | f(x) %M |< ‘

Il s’agit en fait ici d’une limite à gauche.
Soit ‘ > 0 fixé.
D’après la définition de la borne supérieure : #x0 $ ] %1, 1[, M %‘ < f(x0).
Posons – = 1 %x0 : – > 0 et " x $ R, x $ ]1 %–, 1 + –[' ] %1, 1[( x0 < x < 1.
Or f est croissante sur ] %1, 1[, donc : x0 < x < 1 ) f(x0) * f(x).
De plus, M est un majorant de f : " x $ ] %1, 1[, f(x) * M .
On conclut : " x $ ]1 %–, 1 + –[' ] %1, 1[, M %‘ < f(x) * M , ce qui assure la propriété voulue.

Exercice 3

1. L’extraction „ cherchée va se construire de proche en proche :
Tout d’abord, on écrit que la suite (u

n

) n’est pas majorée : " M $ R, #u

k

> M (*).
En particulier pour M = 0, A0 = { k $ N, u

k

> 0} est une partie de N non vide, donc elle admet
un plus petit élément k0.
On pose „(0) = k0 : on a u

„(0) > 0.
Soit alors A1 = { k $ N, k > k0 et u

k

> 1} : A1 est une partie de N non vide (il su�t d’écrire
(*) avec M = max{ u0, u1, . . . , u

k0 , 1} ), donc A1 a un plus petit élément k1.

1



Les inégalités u

k1 > u

j

pour 0 * j * k0 impliquent k1 > k0.
Donc si on pose „(1) = k1, on aura bien : „(0) < „(1) et u

„(1) > 1.
On itère le procédé : supposons qu’on ait construit une suite finie d’entiers strictement croissante
„(0) < „(1) < . . . < „(n) telle que : " j $ [[0, n]], u

„(j) > j.
Soit A

n+1 = { k $ N, k > „(n) et u

k

> n + 1} . A

n+1 est une partie de N non vide (il su�t
d’écrire (*) avec M = max{ u0, u1, . . . , u

„(n), n + 1} ), donc A

n+1 a un plus petit élément, noté
k

n+1.
On pose „(n+1) = k

n+1 : en raisonnant comme on l’a fait pour A1, on montre que „(n) < „(n+1)
et u

„(n+1) > n + 1.
On construit ainsi une extraction „ (c’est-à-dire une application strictement croissante de N dans
N), telle que pour tout entier n, u

„(n) > n.
La suite (u

„(n)) est minorée par une suite tendant vers +! , donc elle tend aussi vers +! .

2. a) - Supposons la suite (y
n

) non majorée.
D’après la première question, il existe une extraction „ telle que la suite (y

„(n)) tend vers +! .
Mais alors, la suite ( 1

y

„(n)
) tend vers 0, donc la suite (y

„(n) + 1
y

„(n)
) tend vers +! .

Or cette suite est extraite de la suite (y
n

+ 1
y

n

) qui tend vers 2 par hypothèse, donc elle doit
aussi tendre vers 2, d’où la contradiction.
On conclut que la suite (y

n

) est bien majorée.

b) - Soit M un majorant de la suite (y
n

) (un tel M existe d’après la question précédente).
Pour tout entier n, 0 < y

n

* M , d’où 1
y

n

&
1

M

> 0.

On en déduit : y

n

+ 1
y

n

%2 = y

2
n

+ 1 %2y

n

y

n

= (y
n

%1)2

y

n

&
(y

n

%1)2

M

puisque (y
n

%1)2 & 0.

c) - On a : " n $ N, 0 *
(y

n

%1)2

M

* y

n

+ 1
y

n

%2.

Or lim
næ+Œ

(y
n

+ 1
y

n

%2) = 0 par hypothèse.

On conclut par le théorème d’encadrement des fonctions que lim
næ+Œ

(y
n

%1)2

M

= 0,
d’où lim

næ+Œ
(y

n

%1) = 0, ce qui est équivalent à lim
næ+Œ

y

n

= 1.

Exercice 4

1. Théorème de Bolzano-Weierstrass :
De toute suite réelle bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

2. B est une partie de R non vide puisque A est non vide.
D’après le théorème de la borne supérieure, B admet une borne supérieure si et seulement si B

est majorée. Il su�t donc de montrer que B majorée équivaut à A bornée.
¥ Supposons A bornée : #M $ R, " x $ A, | x |* M

Soit z $ B : #(x, y) $ A

2
, z =| x %y |

Alors z =| x %y |*| x | + | %y |=| x | + | y |* 2M ,
ce qui prouve que B est majorée.
¥ Réciproquement, supposons B majorée : #M

Õ $ R, " z $ B, z * M

Õ

Fixons un élément x0 de A (c’est possible puisque A est non vide).
Soit alors x $ A : | x |=| x % x0 + x0 |*| x % x0 | + | x0 |* M

Õ+ | x0 | car | x % x0 |$ B.

2



M

Õ+ | x0 | étant un réel indépendant de x, on a bien prouvé que A est bornée.

3. A étant bornée, sup B existe d’après la question précédente. Notons b = sup B.
D’après la définition de la borne supérieure, on a : " z $ B, z * b, et : " ‘ > 0, #z $ B, b %‘ < z.
En particulier pour ‘ = 1

n

(n $ Nú), on détermine z

n

$ B tel que b %
1
n

< z

n

.

La suite (z
n

)
nØ1 vérifie la condition : b %

1
n

< z

n

* b pour tout n & 1, donc elle converge vers b

d’après le théorème d’encadrement des suites.
Par définition de B, chaque z

n

est de la forme | u

n

%v

n

|, avec (u
n

, v

n

) $ A

2, d’où la conclusion.

4. La convergence de la suite (| u

n

% v

n

|)
nØ1 ne garantit pas la convergence de chacune des

suites (u
n

)
nØ1 et (v

n

)
nØ1, mais comme ces deux suites sont à valeurs dans A et que A est une

partie bornée de R, ces deux suites sont bornées et on va pouvoir leur appliquer le théorème de
Bolzano-Weierstrass.
Tout d’abord, on détermine une extraction „ telle que la suite (u

„(n))nØ1 converge vers un réel
x : x étant la limite d’une suite d’éléments de A, est adhérent à A.
Ensuite, on s’intéresse à la suite (v

„(n))nØ1, qui ne converge pas forcément, mais à laquelle on va
appliquer aussi le théorème de Bolzano-Weierstrass : on détermine ainsi une seconde extraction
Â telle que la suite (v

Â(„(n)))nØ1 converge vers un réel y, lui-aussi adhérent à A.
La suite (u

Â(„(n)))nØ1 est extraite de la suite convergente (u
„(n))nØ1, donc elle converge vers

la même limite x. On en déduit, d’après les opérations sur les limites de suites, que la suite
(| u

Â(„(n) %v

Â(„(n) |)
nØ1 converge vers | x %y |.

Mais d’autre part, la suite (| u

Â(„(n) % v

Â(„(n) |)
nØ1, extraite de la suite (| u

n

% v

n

|)
nØ1 qui

converge vers b par construction, converge aussi vers b.
Par unicité de la limite d’une suite, on conclut : b =| x %y |.
On a donc bien prouvé l’existence de deux points x et y adhérents à A tels que | x %y |= sup B.
Remarque : il est impératif dans cette question d’appliquer Bolzano-Weierstrass avec des ex-
tractions successives et non pas séparées (une pour la suite u, l’autre pour la suite v), car si on
procédait séparément on ne pourrait en général rien dire pour la suite (| u

„(n) %v

Â(n) |)
nØ1.
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Exercice 20
1. Comme indiqué dans le texte, on va procéder par récurrence. Mais bien faire attention à la
rédaction de ce type de question : les propriétés se démontrent simultanément (et non pas par
des récurrences séparées) car il n’est pas logique d’écrire par exemple an > 0 avant de montrer
que le réel an est défini.
Pour tout entier n ! 1, on note Pn la propriété :
“les réels an! 1, bn! 1, an, bn sont définis, et 0 < an! 1 < an < bn < bn! 1.""

(Il est inutile de rajouter l’inégalité bn! 1 < " , qui signifie simplement que bn! 1 est défini).
¥ Initialisation : a0 = 1 et b0 = 2 par hypothèse, b1 = 3

2 et a1 = 4
3 se calculent sans di�culté, et

0 < 1 < 4
3 < 3

2 < 2, donc la propriété est vraie au rang 1.
¥ Hérédité : on suppose que Pn est vraie à un certain rang n, et on va montrer que Pn+1 est
vraie aussi. On remarque que pour passer de Pn à Pn+1 , il su�t de prouver que an+1 et bn+1

sont définis, et que an < an+1 < bn+1 < bn.
Il n’y a aucun problème pour calculer bn+1 = an + bn

2 .
De plus 0 < an < bn implique 0 < bn+1 < bn, d’où 0 < 2

bn
< 2

bn +1
: ce qui signifie que le réel

an+1 = 2
bn +1

est bien défini, et que 0 < an < an+1 .
Il reste à démontrer que an+1 < bn+1 , et pour cela, on calcule la di�érence bn+1 # an+1 :
bn+1 # an+1 = an + bn

2 # 4
an + bn

= (an + bn )2! 8
2(an + bn ) .

En remarquant que (an + bn)2 # 8 = a2
n + b2

n + 2anbn # 8 = a2
n + b2

n # 2anbn car par construction
anbn = 2 pour tout n (c’est vrai aussi au rang 0), on obtient l’égalité : bn+1 # an+1 = (bn ! an )2

2(an + bn ) .
Or un carré est toujours positif et même ici strictement positif puisque an < bn par hypothèse
de récurrence, d’où l’inégalité souhaitée.
¥ Conclusion : La propriété Pn étant vraie au rang 1 et héréditaire, on conclut d’après le principe
de récurrence qu’elle est vraie pour tout entier n ! 1.

2 . L’égalité bn+1 # an+1 = (bn ! an )2

2(an + bn ) a été démontrée ci-dessus pour tout entier n.
D’après la première question, on a : $n %N, 1 = a0 & an < bn & b0 = 2 .
On en déduit 0 < bn # an & b0 # a0 = 1 et an + bn > 2a0 = 2 , d’où (bn ! an )

2(an + bn ) < 1
4 , puis, en

multipliant cette inégalité par (bn # an) > 0, (bn ! an )2

2(an + bn ) < (bn ! an )
4 .

3. Les inégalités de la première question prouvent que la suite (an) est croissante, et la suite (bn)
décroissante. A partir de l’inégalité 0 < bn+1 # an+1 < (bn ! an )

4 établie à la question précédente,
on prouve par une récurrence immédiate que : $n %N, 0 < bn # an & (b0! a0)

4n = 1
4n .

On en déduit alors d’après le théorème d’encadrement que la suite (bn # an) converge vers 0.
Les deux suites (an) et (bn) sont monotones de monotonies contraires, leur di�érence tend vers
0, elles sont donc adjacentes par définition.
4. On sait que deux suites adjacentes convergent et ont même limite. Soit l la limite commune
des suites (an) et (bn). On a remarqué plus haut que anbn = 2 pour tout n ; en passant à la limite
dans cette égalité, on obtient l2 = 2 . Les suites étant positives, leur limite est nécessairement
positive, donc la seule valeur possible est l =

'
2.

1



Exercice 25
1. Pour tout entier n ! 1 : bn+1 # bn = ( an # an+1 ) # (an! 1 # an) = # an+1 # an! 1 + 2an = # cn

Or par hypothèse cn ! 0, d’où bn+1 # bn & 0 : la suite (bn)n# 1 est décroissante.
On sait de plus que la suite (an) est bornée : ( A > 0, $n %N, | an |& A.
On en déduit : $n ! 1, | bn |= | an! 1 # an |&| an! 1 | + | an |& 2A.
La suite (bn)n# 1 est bornée, donc en particulier minorée, or on sait que dans R toute suite
minorée est convergente : la suite (bn)n# 1 converge donc vers une limite l.

2. On raisonne par l’absurde : supposons dans un premier temps l > 0.
En écrivant la définition de la convergence ave ‘ = l

2 > 0, on prouve l’existence d’un entier N
tel que :

$k ! N, bk >
l

2
Soit alors un entier quelconque n > N ; en additionnant membre à membre les inégalités ci-dessus

pour k = N + 1 , . . . , n, on obtient
n!

k= N+1

bk > (n # N )
l

2
.

Mais
n!

k= N+1

bk =
n!

k= N+1

(ak! 1 # ak) = aN # an, ce qui nous amène à l’inégalité :

an < aN # (n # N )
l

2

L’entier N ayant été déterminé comme indiqué ci-dessus, aN est un réel fixé : la suite (an) est
majorée à partir du rang N par une suite tendant vers #" (car l > 0), donc tend elle-même
vers #" , ce qui contredit l’hypothèse : (an) est bornée.
Le cas l < 0 se traite de façon symétrique :
En écrivant la définition de la convergence ave ‘ = # l

2 > 0, on détermine un entier N tel que :

$k ! N, bk <
l

2

Par un raisonnement analogue au précédent, on montre que pour n > N :

an > aN # (n # N )
l

2

la suite (an) est minorée à partir du rang N par une suite tendant vers + " (car l < 0), donc
tend elle-même vers + " , d’où à nouveau une contradiction.
La seule valeur possible est donc l = 0 .

3. On a vu à l’exercice 6 que toute suite décroissante convergeant vers 0 est positive : la suite
(bn)n# 1 est donc à termes positifs, ce qui signifie que la suite (an) est décroissante.
Or par hypothèse (an) est bornée donc minorée, et on conclut en utilisant à nouveau le théorème
de convergence d’une suite décroissante minorée dans R.
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