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Important : Suivant les réglements en vigueur,

1. les enseignants présents lors de 1’épreuve ne peuvent communiquer que sur les fautes
d’énoncé potentielles. Toute autre question durant la composition ne sera pas acceptée.

2. les étudiants sont tenus de se lever au moment de ’annonce de fin de la composition.
En cas de refus, le responsable de I’'UE sera fondé & ne pas prendre en compte la copie
incriminée.

3. l’identification des copies et intercalaires doit avoir été faite au moment de la remise de
chaque copie par les enseignants et surveillants. Il ne sera pas accordé de délai pour cette
raison en fin d’épreuve.

On rappelle que

— la loi normale N (u,0?) a pour densité f, ,2(z) = 67@7“)2/(2“2)/\/%0'
— la loi Exponentielle £()\) a pour densité fx(z) = Ae 1,50

— la loi I'(a, b) a pour densité fqp(x) = ]Iz>oxafleszb”/f‘(a)

— la loi de Pareto P(a, ) a pour densité fo,u(z) = apu® ™ s,

Exercice 1 (6 pts)

Dans cet exercice il vous est demandé de donner la bonne réponse en la justifiant, seules
les réponses justifiées seront validées. Il n’y a pas de points négatifs.

1 Un modele statistique est associé au vecteur (Xi1, Xi9,...,Xn1, Xn2)) en supposant que
ind . .
Xi1, Xio '~ N (i, 0?), avec les p; et o inconnus. Pour une observation (z11, 212, - - -, Zn1, Tn2)),

un estimateur 62 du maximum de vraisemblance de o2 est donné par
(a) Vo >0 (a2 422 (D) 2(@11+. .. +2p1)?/n—2(x124. .. +Tp2)? /0 () n D0 (@i —
zig)?  (d) Yon 3o (win — m2)*

2 SiXyp,...,XpetY,...,Y, sont des échantillons iid aléatoires de lois exponentielles £(A) et
£(\?), respectivement, 'estimateur du maximum de vraisemblance de A associé & 1’ensemble
des observations (z1,...,Zn,Y1,..-,Yn), A est donné par

(@) g/z  (b) (T+vH)/2 (o) {zg}”*  (d) {Va?+ 65— z}/4g (e) {V/2* + 27 — 5} /3%

3 Etant donnés Xi,..., X, formant un échantillon iid de loi de Pareto P(a, u), ot « est
fixe, I'estimateur ¢ du maximum de vraisemblance de la probabilité o = P(X € [2u,4u]) est
donné par :

() log{Z}/1+a () U5 (o) 2@ -4 (d)ZE (o) 137, Tpy(Xi/X).

4 Etant donné X1, ..., X, un échantillon iid de loi £()), on observe (Z1,...,Z,) = (I(X; <
0),...,I(X,, <)), avec § connu. Si z; = 1 et (22,...,2,) = (0,...,0), l'estimateur du
maximum de vraisemblance de A est donné par :

(a) A= —log{%=1}/6  (b) A= =D0  (o) A=l (q) = 24l (¢) A =0.

n—1




5 Pour simuler une variable aléatoire X suivant une loi exponentielle £()), avec A > 0, a
partir d’une seule simulation uniforme (0, 1), U, il faut utiliser la transformation

(a) X = Aog(U); (b) X = —logl(1— U)*; (c) X = —log(1 — U)/A; (d) X = log[A(1 - U)]:
(&) X = —log(U/A); (£) X = exp{—log(U)*}.

6 Soit X une variable aléatoire de loi normale A(0,1). Quelle commande R permet d’obtenir

t tel que P(|X| <t)=0.907

Réponse (a) Réponse (b) Réponse (c) Réponse (d)
> pnorm(0.95) > gnorm(0.90) > gnorm(0.95) > pnorm(0.90)

7 Un vecteur x de R contient n réalisations indépendantes de la loi uniforme sur [—6, 6] pour
un parametre # inconnu. Parmi les codes suivants, lequel donne une estimation bootstrap du
biais du maximum de vraisemblance de 6?7

Réponse (a) Réponse (d)
> delta <- numeric(K) > delta <- numeric(K)
> for(i in 1:K){ > for(i in 1:K){
y <- sample(x, replace = FALSE) y <- sample(x, replace = FALSE)
deltal[i] <- max(y) deltali] <- max(abs(y))
} }
> mean(delta)-max(x) > mean(delta)-max(abs(x))
Réponse (b) Réponse (e)

> delta <- numeric(X)

> for(i in 1:K){
y <- sample(x, replace = TRUE)
deltal[i] <- max(abs(y))

}

> mean(delta)-max(abs(x))

> delta <- numeric(X)

> for(i in 1:K){
y <- sample(x, replace = TRUE)
deltal[i] <- mean(abs(y))

}

> max(abs(delta))-max(abs(x))
Réponse (c) Réponse (f)
> delta <- numeric(K)
> delta <- numeric(K) > for(i in 1:K){
> for(i in 1:K){ y <- sample(x, replace = TRUE)
y <- sample(x, replace = TRUE) deltalil <- max(y)
deltal[i] <- mean(y) }

} > mean(delta)-max(x)
> max(delta)-max(x)

co Etant donné X1, ..., X,, un échantillon iid de loi £()), on observe (Z1, ..., Z,) = (I(X; <
0),...,.I(X, < ¢)), avec § connu. Si z; = 1 et (22,...,2,) = (0,...,0), l'estimateur du
maximum de vraisemblance de A est donné par :

(a) A=—log{=1}/5 (b)) A=L0 (A="2 (@) A=z () A=0.

n




Exercice 2 (7 pts)

Soient X1i,..., X, i.i.d dont la loi admet la densité

A\ Mz — p)?
@)= () o () oo
3

oit A >0 et p > 1 sont deux parametres. On a E(X7) = p et V(X1) = &-.

1 (1,5 point) Montrer que ce modele appartient a la famille exponentielle. On donnera la
statistique exhaustive et le parametre naturel. En déduire que le modele est régulier.

2 (1 point) On suppose A connu. Donner I'estimateur du maximum de vraisemblance de p.

3 (1 point) On suppose A connu. Calculer I'information de Fisher associée au modele pour
le parametre u et montrer que l'estimateur du maximum de vraisemblance de p est fortement
consistant et asymptotiquement efficace.

Rappel : un estimateur [i,, de p est asymptotiquement efficace si v/n (fi,, — p) converge
en loi vers une loi normale de moyenne nulle et de variance I'inverse de 'information de Fisher
associée a Xj.

4 (2 points) On ne suppose plus A connu dans la suite. Donner les estimateurs du
maximum de vraisemblance de p et A.

5 (1,5 point) Calculer la matrice d’information de Fisher.

Exercice 3 (6 pts)
Soient X1,..., X, n variables aléatoires i.i.d de densité
f@ (a;) = 92$679‘Tﬂx20

ou 6 > 0.

1 (1 point) Calculer E (X) et en déduire un estimateur fortement consistant de # que I'on
notera 9MM

2 (0.5 point) Montrer que 071‘4 M est une statistique exhaustive.

3 (1 point) Calculer I'estimateur du maximum de vraisemblance de 6 que I’on notera éﬁ/[ v
et montrer qu’il est fortement consistant.

4 (0.5 point) Montrer que V (X7) = 4.

5 (1.5 point) Montrer que /n (éﬁ/l vV 9) converge en loi vers une loi normale de moyenne

0 et de variance § que 1'on précisera.



6 (1.5 point) Montrer que le modele est régulier et calculer I'information de Fisher du modele
d’échantillonnage. Comparer I'information de Fisher a é.

Exercice 4 (8 pts)

Pour X ~ f(x|@), on rappelle (i) la notion de statistique compléte : Une statistique T'(X)
est compleéte si les seules fonctions de T(X), V(T(X)), a espérance constante Eo[V(T(X))] =
¢, sont les fonctions constantes, ¥(t) = c et (ii) le théoréme de Basu : Toute statistique
exhaustive et compléte T(X) est indépendente de toute statistique libre A(X).

1 (1 point) En appliquant ce théoréme de Basu au cas d’un échantillon Normal X1, ..., X, ~
N (p, %) lorsque o2 est connue, montrer que X, = 1/n> " | X; est indépendante de S2 =
> X

n

" (Xi — X,,)?. (On admettra que X, est une statistique complete.)

2 (0.5 point) En déduire que X,, et S? sont aussi indépendants quand o2 est inconnu.

3 (2 points) Démontrer que, s'il existe une statistique exhaustive minimale pour un échantillon
X1,..., Xn, T(X1,...,Xy), alors toute statistique complete est aussi exhaustive minimale.
(Note : Cette question n’a pas d’impact sur les questions suivantes.)

4 (1.5 point) On approche la variance de la médiane empirique med,, de ’échantillon Normal
X1,...,Xn ~ N(u,0?) par Monte Carlo, c’est a dire, en générant N échantillons Normaux
N(0,1) de taille n, calculant la médiane med,, pour chacun des N échantillons et en calculant
la variance empirique de cette collection de médianes.

1. Expliquer pourquoi on peut se ramener a u =0 et o = 1.

2. Ecrire un code R permettant de réaliser cette expérience de Monte Carlo.

5 (2 point) On répete I'expérience précédente en estimant la variance de la différence entre la
médiane empirique et X,, par les mémes étapes de Monte Carlo puis en rajoutant la variance
connue de X,,.

1. Rappeler la variance de X,,.

2. Expliquer pourquoi
Var(med,,) = Var(med,, — X,,) + Var(X,,)

en utilisant le théoréme de Basu.

3. Ecrire un code R permettant de réaliser cette expérience de Monte Carlo.

French — English Lexicon

échantillon — sample

famille exponentielle — exponential family
statistique complete — complete statistic
statistique exhaustive — sufficient statistic
statistique libre — ancilary statistic
vraisemblance — likelihood



