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Statistical modelling Durée 2h00 — Documents interdits

Exercice 1 Dans cet exercice il est demandé de donner la ou les bonnes réponses. Seules les réponses
justifiées seront validées. Il n’y a pas de points négatifs. Sauf mention contraire, n est un entier naturel supérieur
a 2.

1. Soient Xi,..., X, i.i.d. deloi Beta(1,\), A € R, et de réalisations x1,...,z,. L’estimateur du maximum
de vraisemblance de \ associé a (x1,...,x,) est donné par

(a) A =1/(1 = Ty), (€) An = —log [T (1 — ;)] /m,

() Ap = — 37 log(1 — z;)/n, (d) A = =—n/Y " log(l — ).

La bonne proposition est (d) car la log-vraisemblance vaut

N x1,. . x,) = nlogM—i—(A - 1)ilog(1 — ;).

La log-vraisemblance est deux fois dérivable. Comme la loi Beta(1,\) appartient a une famille exponentielle
minimale réguliere, 'unique maximum de la vraisemblance est donné par

) n ) n
U ):§+Zlog(1—xi). Donc Az, an) = —n/ 3 log(1 - ;).

=1

2. Soit un vecteur aléatoire (X1,..., X)) tel que pour i,j € [1,n],i # j, X; indépendant de X; et X; suit la

loi V(p1, 02), ott i € R est inconnu et les o; € R* sont supposés connus, de réalisation (z1, ..., xy). L'estimateur
du maximum de vraisemblance de p associé a (x1,...,x,) est donné par

(@) fin = (07221 + ... + 03 2m0) /(072 + ...+ 037), () iy of (@i — i) ™! =0,

(b) fin = (z1 + ...+ xn)/n, (d) fin, = (221 + ...+ 022,) /(03 + ...+ 52).

La bonne proposition est (a) car la log-vraisemblance vaut

Up |z, .. zn) = —1/2 Z{O‘ 2 4 log(2n0?)}

Elle est deux fois dérivable et les points critiques sont obtenus par

9 n - n - n B
a)\ ()\|CL'1,..., ):Z{Uz 2($¢—#)=Z{Ji 2$¢—|—,LLZ{0'1-2:
=1 =1

i=1

Comume il s’agit d’une famille exponentielle minimale réguliére, (a) est I'unique maximum de la vraisemblance.




3. Soient Xi,..., X, i.i.d. suivant une distribution discréte qui prend avec probabilité 1/3 chacune des valeurs
{0 —1,0,0 + 1}, 0 € R. La statistique des observations extrémes S(Xi,..., X,) = (X(1), X)) est

(a) incompléte et non-exhaustive, (c) complete et exhaustive,
(b) compléte et non-exhaustive, (d) incompléte et exhaustive.
La bonne proposition est (d). La vraisemblance associée a (x1,...,z,) vaut

L(G | Tlye-- ,fEn) = H H{9_17979+1}($i)/3.
i=1

Si gy —xa) = 2,0 =20+ 1 =24 —1;si zym) —rq) =1, la vraisemblance est non-nulle et identique
en z(p) et en () + 1, et si z(,) — x(1) = 0, la vraisemblance est non-nulle et identique en x(1) — 1, en z(y
et en x(1) + 1. La statistique (X(1), X()) détermine donc la vraisemblance. Elle n’est pas complete puisque
(X(1) = X)) = (X(1) = 0) = (X(n) — 0) est libre (c.f. Théoreme de Basu).

4. Soient Xi,...,X, iid. de loi géométrique G(e=%), avec 0y € R* inconnu, i.e., telle que pour k € N,
P(X; = k) = e %(1 — e %)=L L’information de Fisher sur 6 fournie par 3.7 ; X; vaut
@ G =")/n () /(e 1), o) n/(1 - ), (@) ne~to /(1 — e~

La bonne proposition est (c¢). On peut écrire
e 0

PXi=h ==

exp{log(1 — e~ %)k}

ce qui implique que la loi géomtrique définit une famille exponentielle de statistique naturelle S(X) = X. Pour
une observation, la fonction score et la dérivée seconde vallent

0 x—1 0? (- 1)e=%
0 14+ -—— et 0 —_—
96, b | 2) = + 1—ef0 © 892 oo | 2) = (1 — )2
. Donc
0? e e~ % 1
—Ep [=—l(0y | X)] = ————Ep [X —1]=— (P —1) = —— .
90[898 ( 0 ’ )] (1 — 6*90)2 90[ ] (1 — 6700)2 (6 ) 1 — o
5. Soient X1i,..., X, i.i.d. de loi normale N'(1,0?), o € R%.S5i6= o2 est le parameétre naturel, quelle est la
bonne fonction de score ?
1 & n 1 « n 1 & n ) 2x2_
N X2 b) — > (X;—1)2— — oS (x—12 = 2 (D) g X :

La bonne proposition est (c). La fonction score vaut

n n T, — 2 o T n s — 2 n
0o | w1,.. . 20 Z logfac,|0) Zi (zi —1)*  log(2m6) :ZM—*‘

1 i=1 Y70 i=1

a6,

6. SiXi,...,X, sont i.id. deloi Beta(8+1,1), 8 € R, un estimateur sans biais de 3/(1+ ) est donné par

(2) T+ (n+1) [f log(Xy)] ™, (¢) 14 (n — 1) [ log(Xa)) ™,
(b) 1+ n [¥f, log(Xi)] ™, (d) 1+n~t [ log(Xy)).

La bonne proposition est (d). Pour une loi Beta(3 + 1,1), de densité proportionnelle & 2? sur (0,1), la
fonction log(z)~! n’est pas intégrable en = 1, ce qui élimine les propositions (a) & (c) (pour n = 1). Par




ailleurs, une intégration par partie conduit a
1 11
/ log(z) (B + 1)z’ dz = —/ — P de
0 0o

donc

IEg[logX]:m et [Eg ll%—anlog(Xi)] :1_54—1:5?—1'
i=1

7. Soit (z1,...,2,) un échantillon 4.7.d. de distribution F' donnée par X7 ~ N (o, 1/2). Si le modeéle statistique
imposé est {N(u,1) | p € R}, quelle affirmation sur la vraisemblance L(y | 21, . ..2,) du modeéle est correcte ?

() elle vaut [T7; [e=@—1* /v/27], (©) foL(n | 71, .. @a)dp = 1,
() fon L(p | 21, 2a)dF (z ... 20) =1, (d) Jgn L(pe | 21, .- 20)d(21, ... 20) = 1.

La bonne proposition est (d). Puisque la vraisemblance L(u | z1,...,z,) (en tant que fonction de 6) est
définie comme la densité de ’échantillon (x1,...,2,) (en tant que fonction de cet échantillon), son intégrale
(d) en (x1,...,zy) vaut 1. Son espérance (b) ne vaut pas un, ni son intégrale en y, (c), tandis qu’il manque un
2 dans le dénominateur de ’exponentielle en (a).

8. Soit x un vecteur de n observations supposées étre des réalisations de la loi de Cauchy de parametre (6, 1),
0 € R. La médiane de I’échantillon est un estimateur de # dont on souhaite estimer le biais par une approche
bootstrap non-paramétrique. Quel code permet d’obtenir une réalisation bootstrap de la médiane ?

(a) median(rcauchy(n, median(x))) (d) median(pcauchy(n, median(x)))
(b) sample(x, replace = TRUE) (e) rcauchy(n, median(x))
(c) median(sample(x, replace = FALSE)) (f) median(sample(x, replace = TRUE))

La bonne proposition est (f). Une approche bootstrap non-paramétrique est associée a la mesure empirique,
obtenue par tirage avec remise depuis x, donc sample(x, replace = TRUE) est la bonne commande R pour
produire un échantillon bootstrap. On prend ensuite la médiane.

9. Soit x un vecteur de n observations. Supposons que ’on travaille avec le modele statistique associé a la loi
Gamma Ga(1,2), quelle ligne de commande permet d’obtenir le premier quartile de cette loi ?

(a) rgamma(0.25, 1, 2) (c) qgamma (0.25, 1, 2) (e) quantile(x, 0.25)

(b) quantile(x, 0.25, 1, 2) (d) pgamma (0.25, 1, 2)

La bonne proposition est (c). La fonction quantile d’une loi standard est obtenue avec le préfixe q attaché
au radical de la loi, soit verb!gamma!. La fonction verb !quantile! retourne les quantiles empiriques sur un
échantillon.

10. Pour Xji,..., X, d.i.d. de loi N (0, \), une statistique libre de \ est
(a) XoX3, (b) anzo’ (c) (Xn)? (d) X2/ X3, (e) —Xp.

Les bonnes propositions sont (b) et (d). Une variable N'(0, \) s’écrit A1/2e avec € ~ N(0,1). En remplacant
les X; dans les propositions, (a), (c) et (e) dépendent de A tandis qu’il s’élimine dans (b) et (d).




Exercice 2 La loi binomiale négative est une loi discréte dont la densité par rapport & la mesure de
comptage sur N est

—1
f(x\m—(“; )p’”u—p)x, avec r€R} et pelo,1f

Dans cet exercice, on suppose que le parameétre r est connu et fixé, et le parametre p est inconnu.
On note Xi,...,X, des variables aléatoires 7.7.d. suivant la loi binomiale négative de parameétre (r,p) et
Z1,...,Ty un n-échantillon pour cette loi.

1. Montrer que cette distribution constitue une famille exponentielle. Donner un parameétre naturel, une
statistique naturelle, et démontrer que la représentation est minimale et réguliére.

La densité s’écrit

c(p) =p" > 0, pour p €]0;1],
h(z) = (**""1) >0, pour z € N.

T

f(z | p) = c(p)h(z) exp[log(l — p)z], avec {

C’est donc une famille exponentielle avec statistique naturelle T'(x) = z et un parametre naturel 6 = n(p) =
log(1 — p). La représentation est minimale car T est une statistique de dimension 1 non constante p.s. L’espace
naturel des paramétres est © = {# € R | a(6) > 0} ot a(d) = c(n71(0)) est la fonction de partition de la forme
canonique. On a donc §# = {# € R | e’ < 1} = R* est un ouvert et la représentation est régulicre.

2. Montrer que la fonction génératrice des moments de cette loi vaut

Mx(t) = [ P t < —log(l—p).

1—et(1—p)Y’

On utilise les propriétés de la famille exponentielle 8 = log(1 — p). Comme T'(X;) = X7, la fonction génératrice
des moments de la loi binomilae négative est, pour t tel que 6§ +t € © (i.e., log(1 — p) +t < 0),

B _a(0) [ l—exp(d) 1" P '
Mroo(t) = Mx(t) = 225 = L—expww)] - L—etﬂ—p)] '




3. Montrer que I'estimateur suivant converge en probabilité vers p

nr
nr+ 3k Xp

A

Pn =

Comme T'(X1) = X1, le résultat sur l'espérance de la statistique naturelle d’'une famille exponentielle s’écrit

0 re’ r(l1—p)
E[X,]=ET(X1)]=—=1 0) = = .
[X1] = E[T(Xy)] = —z5logald) = T— »
On en déduit que X1,..., X, est une suite de variables aléatoires i.i.d. intégrables et la loi faible des grands

nombres donne

1 1—
Ly, & riop)
nk:l n—-+oo p

La fonction g : © — x/(z + r) est continue au voisinage de (1 — p)/p pour p €]0; 1], donc

ﬁn:g<;i){k> n%wg<w> =p.

k=1 p

4. Trouver une suite ¢, indépendante de p telle que

cn(Pn — ) 4, N(0,1).

n——+oo

Comme a la question précédente, on peut utiliser les propriétés des familles exponentielles pour calculer Var[ X

0?2 re? r(l1—p)
Var[X;] = Var[T'(X,)] = ~ 3 loga(f) = 1=y ==
Donc, Xi,...,X,, sont .7.d. de carré intégrable et le théoréme central limite donne

1< r(l-p)\ 4 r(1—p)
(2 g ) (o)

La fonction g :  + z/(x + ) est dérivable au voisinage de r(1 — p)/p et ¢'(r(1 — p)/p) = —p?/r # 0 pour
p €]0; 1[. La méthode delta conduit &

3 - r(1—p)pt 2(1 _
¢5F<i§2X0—g<(lm)]:vﬁwn—m Jg.N(Q(iﬁm£J;;M<Qpcijw>.
k=1

p n—-+oo
La fonction z — /r/(z+/1 — ) étant continue sur |0; 1] et py, % p, le théoreme de Slutsky donne
n—-+0oo

VIRV 4, V" (o220 =p)) __m
AT P e gy T \ & ) SN O etdone e =




5. Donner la vraisemblance de p associée a un n-échantillon (z1,...,z,) et montrer que l'estimateur du
maximum de vraisemblance de p est égal a p,.

Travaillant avec un échantillon i.i.d., la vraisemblance de p associée a (x1,...,xz,) est

Lp|x1,...,2p) = Hf(.%'l,...,ajn‘9):]9”7"(1_1))2::1 H <$k+7'—1>.
k=1

k=1 Tk
La fonction p +— logL(p | x1,...,zy) est deux fois dérivable et ses points critiques sont solutions de
0 nr 1 & 1 ”
—logL(p|x1,...,2n)=———— > zp=—— |nr—plnr+ > zx|| =0.
Ip Yop 1-p&= p(1—p) kz::l

On en déduit que p,, est un point critique. Comme la loi binomiale négative formant une famille exponentielle
minimale réguliere, on en déduit que p,, est I'unique estimateur du maximum de vraisemblance.

6. Montrer que lerreur quadratique moyenne pour p, est strictement minorée par Var[p,|, i.e.,
E, [(pn — p)?] > Var[p,]. Sachant que I'on dispose d'un vecteur d’observations x, écrire un code R donnant une
estimation de cette erreur quadratique moyenne utilisant k itérations d’un bootstrap non-paramétrique.

On a E[(p, — p)?] = Var[p,] + (E[p,] — p)?. La fonction g : x — r/(r + z) est strictement convexe sur R

£ Gl o

k=1

E[ﬁn] =E

Donc E[p,] — p < 0 et donc E,, [(p, — p)?] > Var[p,].

a <- numeric(k)
for (i in 1:k)
ali] <- mean(sample(x, replace = TRUE))
mse <- mean((r/(r + a) - r / (r + mean(x)))**2)

7. Montrer que S(X7i,...,X,) = > i=; X; suit une loi binomiale négative de parametre (nr,p).

La fonction génératrice d’une somme de variables aléatoires ¢.7.d. est le produit des fonctions génératrices de
ces variables aléatoires. On a donc :

Mg(x,,.x,)(t) = Mx(t)" = {1—@}1—19)]1”

qui est la fonction génératrice des moments d’une loi binomiale négative de parameétre (nr,p).




8. Montrer que 6, = (nr — 1)/[S(X1,...,Xy) + nr — 1] est un estimateur sans biais de p.

S(X1,...,X,) =Y iv X; suit une loi binomiale négative de parametre (nr, p). Le théoréme de transfert conduit
a
= nr—1 k nr—1 (k4+nr—1)!
1 _ — nr—1 1— k
I;)k—l—nr—l(k—i—nr—l)p pzk+nr—1 W —1 P P

k

— nr—1 1— k
p};)<k+m_2>p (1-p)

La derniére somme vaut 1 car il s’agit de l'intégrale (par rapport a la mesure de comptage sur N) de la densité
d’une loi binomiale négative de parametre (nr — 1,p). L’estimateur est donc sans biais.

9. Montrer que 6, est de variance minimale parmi les estimateurs sans biais de p.

Indication. Si une famille exponentielle paramétrée par 6 € © et de statistique naturelle T(X) est réguliére
alors, pour un échantillon i.i.d. (X1,...,Xy) de cette famille, > p_, T(X;) est une statistique compléte de 6.

La loi binomiale négative formant une famille exponentielle réguliére de statistique naturelle 7'(X) = X, on en
déduit que S(X7i,...,X,) est une statistique compléte (indication) et exhaustive (théoréme de factorisation)
de 6. §,, étant un estimateur sans biais, le théoreme de Lehmann-Scheffé donne que ]E[én | S(X1,...,Xn)] est
I'unique estimateur sans biais de variance minimale. Or par construction 0,, est une fonction mesurable de

S(X1,...,X,) et on a donc E[én | S(X1,...,X,)] = 0,,.

Exercice 3 Soit X = (X1,..., X,) un échantillon 4.i.d. de loi N'(11,0?), avec u € R et o € R¥%. On rappelle
que la loi de Student 7 (n — 1) est historiquement (c.f. Student, 1908) définie comme la loi du rapport

e Xn_ N -
T(X)d:f\/ﬁM, ot Xp=-> X, et S§2=

n—1:*
i
sont respectivement la moyenne et la variance empiriques associées a 1’échantillon.

1. En utilisant (obligatoirement) le théoréme de Basu, montrer que si (Xi,..., X)) est un échantillon i.7.d.
de loi N (u,1), alors X,, et S, sont indépendantes. En déduire que ce résultat reste vrai pour un échantillon
i.i.d. de loi N (u,0).

Indication. On pourra utiliser lindication de la question 9. de I’Exercice 2.

A o =1 fixé, la statistique S, est libre puisque X; — X,, = (X; — p) — (X, — p). Par ailleurs, puisque N (s, 1)
définit une famille exponentielle réguliere de statistique naturelle X, cette statistique est exhaustive minimale
et complete. Le théoreme de Basu implique donc que X, et S,, sont indépendantes. Passer au cas de la loi
N (p, o) revient a remplacer X,, et S, par 0 X, et 0S,. Si les premiers sont indépendants, les seconds le sont
aussi par transformation mesurable.

2. Montrer, en utilisant une transformation affine des X;, ¢ € [1,n], que quelque soit (u,0) € R x R% | la
statistique 7'(X) a une seule et méme loi de probabilité. Peut-on en déduire que T'(X) est une statistique libre ?

(Xn—p)/o X =1 N0, 1), (n—1)§§~xg(”—1)-

Donc le rapport a une loi qui ne dépend ni de p ni de o. Par contre, T'((X) n’est pas libre car ce n’est pas une
statistique, comme elle est aussi fonction de pu.




3. Montrer (ou admettre) que la loi de T(X) est celle du rapport A;/A; ou A; et As sont deux variables
aléatoires indépendantes telles que A; soit de loi N'(0,1) et Ay = \/Ba/(n — 1) avec By de loi x?(n — 1). En
déduire que, pour v € N*, la densité de la loi de Student 7 (v) s’exprime, pour ¢ € R, comme

I« o) \ortl . - :
fltv) = —=—-= (1 +¥/) 2, oul() désigne la fonction Gamma.

or L ()

A partir de la décomposition précédente, on pose A; = /n(X, — 1) Jo et Ay = S, /0. On a alors que Ay est
de loi N (0,1) et

)
—_——f
n Y 2 n L 2 Y 2
(n—l)AQ:zj(X’X”) :Z<Xz u) _n<Xn u)
i=1 g i=1 o o

est indépendant de A;. Cela implique que (n—1)A3 ~ x2(n—1). (Ce résultat s’appelle le théoréme de Cochran.)
La loi de T'(X) conditionnellement & Bs est une loi Normale N(0, (n — 1)/Bs). Par conséquent la densité de la
loi jointe de (Bg,T'(X)) est donnée par

B S (_ bat? ) _ by o <_ b _ bt) "
2rver (23t) 2m(n —1) 2n=1))  orrr (27) \2x(n = 1) 2 2n-1)

La loi marginale de T'(X)) s’obtient en intégrant (1) en by :

[ele} n71/2—1/2 _bj . ﬂ o F (n> 2n/2
/0 & eXp( > “am—1)) 213

ce qui conduit a ’expression donnée dans la question.

n/2
t2
1+ ‘|

(n—1)

On considere alors 'extension de la loi ci-dessus en la famille de lois indexée par (u,7), de densité

v+1

vl N2\
g(tv, p,T) = T\;V(?l%(z/?) (1 + t yrg) ) teR (2)

Cette nouvelle famille, notée T (v, i1, 72), est toujours appelée loi de Student. Dans toute la suite de ’exer-
cice, le parameétre v, appelé degré de liberté de la loi, est supposé fixe et connu.

4. Montrer que, si T est de loi T (v, pu, 72), alors (T — u)/7 est de loi T (v).

11 suffit de considérer le changement de variable z = (t — u)/7 qui réalise un C!-difféormorphisme de R dans R,
de Jacobien 1/7, qui conduit & une densité

v+1

(vt 2\ 2
osvegr) = i (1)
v

Vvl (vf2)

qui est indépendante de (u, 7) et redonne la densité de la loi T (v).

5. En déduire que si Péchantillon i.i.d. X = (X1,...,X,,) est de loi N'(u, 72), alors le rapport v/n X, /S, ne
suit pas une loi T (n — 1, u,72) (mais une autre loi appelée Student décentrée).

Le rapport




() = S

dépend de 7 si p # 0, donc ne peut suivre la loi 7 (v).

6. Montrer que la famille associée aux densités (2), de parametre (u,7) n’est pas une famille exponentielle.
Est-ce que l'estimateur du maximum de vraisemblance de (i, 7) peut étre une statistique exhaustive pour
n’importe quelle taille m € N* d'un échantillon (11, ...,T;,) de T (v, u,72)?

Indication. On ne calculera pas l'estimateur du maximum de vraisemblance de (u,T).

Quand on consideére la densité (2), Pexpression log [1 + (¢t — u)?/(v72)] ne peut se décomposer en un produit
d’une fonction de (p,7) et d’une fonction de ¢. Une autre fagon de voir cette impossibilité est de considérer
la vraisemblance, puissance d’un polynéme de degré 2n qui ne peut se paramétrer par un vecteur de taille
constante en n. Par conséquent, comme la famille n’est pas de type exponentielle, I’estimateur du maximum
de vraisemblance de (u, ), qui est de dimension deux, ne peut pas étre une statistique exhaustive.

7. En admettant que I'information de Fisher sur (i, 7) apportée par T de loi T (v, u, 72) vaut

IJ-‘gl . 0
ju(MvT) = l(”+0)7 - v ] )
2(v+3)74

montrer que X de loi N(u, 72) est plus informatif que T' sur (p, 7).

L’information de Fisher sur (u,7) apportée par X vaut
1
~ = 0
Joo(:u?T) = |fb2 1] )
274

(ce qui correspond au cas v = +00). La différence des matrices, Joo (1, 7) — I (11, 7) est définie positive, donc
X est plus informative que 7.

8. Donner un argument calculatoire pour caractériser la complexité du calcul de ’estimateur du maximum
de vraisemblance de (j,7) fondé sur un m-échantillon (T, ...,T,,) de T (v, u, 72), m € N*.

La vraisemblance L(p, T | t1,...,ty) est une puissance du polynoéme de degré 2m [ (1 + (ti—#)?/(wr2)) & une
puissance de 7 pres. A 7 fixé, obtenir ’estimateur du maximum de vraisemblance de u exige donc de déterminer
tous les zéros d’un polynoéme de degré 2m — 1 afin de déterminer le minimum global.

9. Soit T = pu+ 7y/vA1/\/As, avec Ay de loi N(0,1), indépendant de As, et As de loi x?(v). Donner
(a) la densité de la loi conditionnelle de T' conditionnellement & Ay comme une densité normale ;

(b) la densité de la loi jointe de (T, Ag), fC(t,a;v, u,T);
(¢) la densité de la loi conditionnelle de Ay conditionnellement & T', f*(as;t, v, i, 7) comme une densité Gamma.

Indication. On ne redémontrera pas que T est de loi T (v, p, 72).

(a) Déja déterminée dans la question 3 : T'| Ay = az ~ N (i, 7%v/as)

(b) Déja déterminée dans la question 3 :

. 1 vfam1 < a2> a;/‘2 as(t — p)?
t . P — —_— Y Y
f ( , @25 Vs W, T) 2V/2F(V/2) ag exp 2 X W exp 2V’7’2)

(c) La densité de la loi conditionnelle de Ay conditionnellement & T est alors donnée par f*(as;t, v, u, ) o




fe(t,a2; v, 1, ), en tant que fonction de ag, donc proportionnelle a

V/2—1+1/2 as aQ(t — /J/)z
aj T exp (‘2 ~ o)

qui correspond & une loi Gamma de parameétres (v + 1)/2 et [1 + (t—1)?/wr2)]/2.

Admis. Si Aj est de loi Ga(a,b), alors E, p[As] = a/b et Eq p[log As] = 1(a) —logb, ot 9(-) est une fonction

spéciale, dite digamma.

10. En vue d’implémenter I’algorithme EM pour trouver I’estimateur du maximum de vraisemblance, associé
a un m-échantillon (73,...,T},) de T (v, u,72), m € N*, montrer que, pour i € [1,m],

Qi iti, 1% 7%) E Epo o [log fo(t, Aziz v, i, ) | Ty = ]
1 —1
= — log[2n] — log I'(#/2) — = log(2) — log(r) + —=—E,0 ;o[log(As) | T; =

1 (t—p)?
_{2+21/7_2 “TO[A27,’T_t7,]

ou lespérance conditionnelle est calculée sous la densité f* (agi;ts, v, u°,°) (ce qui correspond a l’étape E).

E, 0,70 [log f(t, Agis vy, 7) | T = t5]

AT Asi  Agi(t — p)?
= Baorr [I‘Jg{wzr(vz) Nz B b
log(2m) log(v) v—1 1 (t—p)?
= 772 — log F(V/2) — 72 — IOg(T) —+ 72 EuO,TO [lOg(AQZ) | Tz = tz] — 5 —+ 2V7’2 E#O’TO [Agl | Tz = tz]

Les seuls termes qui dépendent de (i, 7) et comptent pour I'optimisation sont

—log(7) — {1 + W} E 0 ro[A2; | T; = t;]

2 QuT?

11. Montrer que la solution de (u!,71) e argmax,, r > rey Qi(p, 7 ti, pn0, 70) est

m
1 i tiEyo ro[Ag | Ty = t5] 12
= 2 et T = — t — 70 A2 T — t
Z?ll ]EHO’TO [AQ'L ‘ 7—; —_ tz] my ;( 2 M) ,LL [ 4 | ]
(ce qui correspond a l’étape M).
Minimiser
—p)?

m log + Z 7 /»l 70 [AQZ ’ T = tl]
n (i, 7) conduit aux équations

m m m

Z(ti — [,L)EMOJ-O [Ag; | T; =t] =0 et — Z 3 M 070 [Ag; | T; =t;] =0

i=1 T o= v

ce qui conduit bien aux solutions proposées (en vérifiant le second ordre).




