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Exercice1r | / 5.5

Dans cet exercice il vous est demandé de donner la ou les bonnes réponses. Seules les réponses justifiées
seront validées. Il n’y a pas de points négatifs, mais toute réponse fausse conduit a une note nulle.

1. On considére f définie, pour z € R, par f(x) = (2 + 0.5)1(,¢—1,113- Pour la mesure de Lebesgue

(a) z+ 2f(x) est une densité (¢) x> f(x)/2 est une densité

(b) f est une densité (d) Aucune de ces propositions

(d) f n’est pas une fonction positive et ne peut donc pas définir une densité.

2. Soit n,p € N*. On considere la variable aléatoire X : w — 2"1,,¢(0,1/n], POUr w € [0, 1]. Alors,

(a) E[XP] est non définie (b) E[XP] =2"P/n (c) E[XP] =2"Pn (d) E[XP] = 2"~ 1/p2
(b) Ona
E[X?] = /0 " X (w)PB(duw) /0 " 9PR(duw) = ?

3. Soit un jeu de données x qui ne contient que les valeurs possibles suivantes : aa, aA, AA. Pour repré-

senter la distribution de x, on utilise la commande

(a) barplot(table(x)/length(x), names.arg = c(aa, aA, AA))

(b) hist(x, xlab = c(aa, aA, AA))

(c) hist(table(x)/length(x), xlab = c(aa, aA, AA))
)

(d) barplot(x, names.arg = c(aa, aA, AA))

(a) La commande barplot permet de tracer la distribution d’une variable aléatoire discréte en spécifiant
la hauteur (correspondant a 'effectif ou la fréquence) de chacune des modalités. La fonction table permet




d’obtenir le nombre de fois ou chacune des modalités apparait dans le jeu de données.

4. Soit X une variable aléatoire réelle de densité définie pour z € [0, 1] par f(z) = (7/2(1 — x))~ L.

(a) E[X] =2 (b) E[X] est non définie (c) E[X] = 1/2 (d) E[X] =0

(c) E[X] est bien définie car z — zf(x) = y/x/(1 — x) est intégrable en 1 (critére de Riemann). X et
1 — X ont méme loi (invariance de la densité). On en déduit que E[X] = E[1 — X]. D’ou le résultat.

5. Soit (X, )nen une suite de variables aléatoires telles que pour tout € > 0

> PIXn — X| > €] < +o0.

neN
(a) X, converge en loi vers X. (c) X, converge en probabilité vers X.
(b) X, converge dans LP vers X. (d) X, converge presque strement vers X.

(a, ¢, d) Le lemme de Borel Cantelli donne que X, converge presque stirement vers X. On utilise ensuite
que la convergence presque-siire implique les convergences en probabilité et en loi.

6. Soit (X,)nen+ une suite de variables aléatoires i.i.d. telle que E[X?] < +o0o. On pose

1 n

Yo = o > (Xop—1— Xon)*.
n
k=1
(a) E[Y,] = Var[X4] (d) vn(Y, — E[X?]) converge en loi vers
(b) Y, converge presque siirement vers Var[X/] N(0,Var[X1])

(¢) Y, converge presque stirement vers E[X?]

(a, b)  ((Xop—1 — Xox)?) pen+ st une suite de variables aléatoires i.4.d. (comme transformation mesurable
des variables i.i.d. (Xok—1, Xox)). De plus comme X; et Xy sont identiquement distribuées, on a

E (X1 — X2)?| =E [X}| + B [X3] - 2B [X1X,] = 2E [X,]* - 2E [X,]* = 2Var[X,].

Par hypotheése E[X?] < 400, d'ott E[X1] < +oco (inégalité de Jensen) et donc Var[X;] < +oco. La loi forte
des grands nombres permet alors de conclure que Y, converge presque stirement vers Var[X;].

7. Soit (X, )nen une suite de variables i.i.d. de loi uniforme sur [0,0], avec # > 0. Parmi les variables
suivantes, donner celle(s) qui sui(ven)t asymptotiquement la loi A/(0,1).

(a) V3n (1-0/(2X,)) (c) v (1-(2X,)/0) (e) Aucune
(b) 2v3n (1-0/X,) (d) 5 (1- (2X,)/9)

(a) (Xn)nen est une suite de variables aléatoires 4.7.d. de variance finie : Var[X;] = 6#%/12. Le théoréme
Central Limite permet donc d’écrire

— 0 d 02
\/E(Xn2> nj&/\/<o,12> .




En appliquant la méthode delta pour la fonction g : 2 + 1/ qui est dérivable sur R avec ¢/(0/2) = —4/0% #
0, on obtient

1 2\ 4 166%\ 4 0 d

n

(c, d) suivent asymptotiquement une loi normale mais dont les variances ne sont pas égales a 1.

8. Soit une famille exponentielle définie par f(x | ) = c(8)h(z) exp[n(0)T(z)], pour z € R et § € R. On
suppose que 7 est une bijection de R dans R, de bijection réciproque 7+ n=1(7).

(2) EIT(X)] = — log c(9) (d) E[T(X)] = —&e(d)
(b) E[X] = —& log c(0) (&) E[X] = —$c(6)
(¢) E[T(X)] = —[log(c o n1)](n(6) (1) EIT(X)] = —[con1](n(6))

(c) Pour une famille exponentielle sous forme canonique, de parametre 7, de fonction de partition a(-) et
de statistique T'(-), on a le résultat suivant

E[T(X)] = —% loga(T).

La forme canonique de la famille exponentielle est ici obtenue en faisant le changement de paramétrisation
7 = n(f). La forme canonique est donc f(x | 7) = c¢[n~1(7)]h(z) exp[rT(z)]. On a donc a(7) = con~1(7) et

E[T(X)] = —[log(co ™ ))(n(0).

(a) est faux car ¢(-) n’est pas la fonction de partition d’une forme canonique

9. Soit k € N*. On considere f(- | v) la densité paramétrée par v € R et définie sur R™ par

f(z |v) =C(v)exp l—zn:(x, — v)k] .

=1

(a)
(b)
(¢)
)

)

v) ne définit pas une famille exponentielle.

v) forme une famille exponentielle de dimension k.

(d
(e

v
v) forme une famille exponentielle de dimension k — 2.
v

forme une famille exponentielle de dimension k£ — 1.

- S S

(-]
(]
(]
(-]
(-]

)
)
) forme une famille exponentielle de dimension n.
)
)

(e) En utilisant le binéme de Newton, on peut écrire la densité sous la forme

n n k-1 )
f(z |v) =C(v)exp ((—1)k+1m}> exp (— Z:Ef) exp (— Z Z(—v)kjazg) .
i=1

i=1 j=1

On en déduit que f(- | v) forme une famille exponentielle de dimension k — 1.




10. On enregistre dans un vecteur x le temps passé par n consommateurs sur un site de vente en ligne.
On considére que le modele statistique est une loi gamma de parametre (1,2). Si dans le contexte de
cette expérience je souhaite obtenir la valeur de la fonction de répartition empirique au point ¢, j’utilise la
commande

(a) mean(x) <=t (d) mean(x <= t)
(b) pgamma(t, 1, 2) (e) sum(x <= t)
(c) qgamma(t, 1, 2) (f) mean(pgamma(x, 1, 2) <= t)

(d) La fonction de répartition empirique correspond & la moyenne empirique des variables
]]‘{Xlgt}"“’]l{XnSt}‘

Exercice 2 / 7

Soit X une variable aléatoire de loi de Kumaraswamy K(a,b) de parametre (a,b) € R x R%, dont la
densité est donnée pour x € R par

fla | a,b) = abe® (1 — 2" Mgy (2).

1. Calculer la fonction de répartition de X, notée F'.

Pour tout t € [0, 1],

F(t) = ab/ot 2271 — 2% e = {—(1 — x“)b}; =1-(1-1t9

2.a  Montrer que si U est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1] alors Y = (1 — U'/*)1/® est une
variable aléatoire qui suit la loi K (a,b).

Pour tout t € [0, 1],

Py <f] =P[(1-UY)Ye <t| =P[U> (11| =1-P[U < (1 -] =1- (1 =) = F(0).

2.b Ecrire le code R d’une fonction rkum(n, a, b) permettant de simuler n réalisations indépendantes
de la loi K(a,b). Le code n’utilisera ni boucle for, ni boucle while.

rkum <- function(n, a, b) {
return((1 - runif(n)~(1/b))"(1/a))
}




r

3. Dans quel(s) cas la densité de f définit une famille exponentielle? Lorsque cela a un sens, écrire la
forme canonique et ’espace naturel du ou des parametres.
(a) Lorsque a et b sont inconnus.

(b) Lorsque a est supposé connu et b inconnu.
(c¢) Lorsque a est supposé inconnu et b connu.
)

(d) Jamais.

~

La densité peut s’écrire

T
1—x¢

f(z|a,b)=ab Ljo,1j(w) explan(z) + bIn(1 — 2)].

Des lors que a est supposé inconnu, la loi K(a,b) ne définit pas une famille exponentielle car on ne peut
pas trouver de changement de mesure h indépendant de a.

Si a est supposé connu, on reconnait une famille exponentielle sous forme canonique avec

a—1

c(b) =ab, h(z)=-——Tp(z), nb)=0>0 et T(r)=In(l-2z).

1—2x2
L’espace naturel du parametre b lorsque a > 0 est connu est

©= {b eR ’ /Rh(x) exp(bT(x))dx = /01 2271 — 2% e < —i—oo} =]0, 400,

car I'intégrande est intégrable au voisinage de 1 pour b > 0. Alternativement, on peut utiliser la caractéri-
sation de ’espace naturel via la fonction de partition de la forme canonique

©={beR|c(b) =ab>0} =]0,+o0].

4. Donner la fonction de répartition et la densité de la variable aléatoire Y = —In(X).

La fonction de répartition s’écrit pour ¢t € R
Fy(t)=PY <t]=P-In(X) <t]=P(X >e ) =1-F(e™").

D’apres 1., on a donc pour tout ¢ > 0,

Fe(t)=(1-c ).

Fy est dérivable sur |0, +oo[. On en déduit donc pour tout ¢ > 0,

J(t) = Fy(t) = abe™ (1 - =)

5.a Soient a > 0 et X,, de densité f(- | a,1+n~'), n € N*. Montrer que Y,, = —In(X,,) converge en loi,
lorsque n tend vers +oo, vers une loi exponentielle dont on donnera la valeur du parametre.

Pour montrer la convergence en loi de Y,,, on montre que sa fonction de répartition converge vers la fonction
de répartition d’une loi exponentielle. La fonction de répartition de Y,, est donnée pour ¢t > 0 par

Fy, () = (1 _ e—at) 1+5 = exp Kl + 712) In (1 — e_at>:| .




On a donc tout ¢ > 0

Fyn(t) — 1—e %,

n—o00

La limite correspond a la fonction de répartition de la loi £(a).

5.b Ecrire un code R pour illustrer numériquement la convergence en loi de Y,,.

Pour illustrer numériquement la convergence, on peut tracer le diagramme quantile-quantile (gg-plot) des
quantiles empiriques d’un échantillon de m réalisations i.7.d. de Y,, en fonction des quantiles de la loi
exponentielle de parametre a. Voici le code pour m = 1000 et n = 10000.

m <- 1000
n <- 10000

y_n <- -log(rkum(m, a + 1/n))

plot (qexp (ppoints(100), a), quantile(y_n, ppoints(100)))
abline(0, 1, col = "firebrick")

Alternativement, on peut comparer la fonction de répartition de Y,, avec la fonction de répartition de la loi
exponentielle £(a).

plot(x <- seq(0, 20, .01), pexp(x, a), type = "1")
lines(x, pexp(x, a)~(1+1/n), col = "mediumseagreen")

6. Soit b > 0, donner la fonction de répartition de la variable Z = —In(1 — X). En déduire une suite de
variables aléatoires Z,,, n € N*, qui sont une transformation de variables X,, de densité f dont on précisera
les parametres et qui converge en loi, lorsque n tend vers +oo, vers la loi exponentielle de parameétre b.

La fonction de répartition de Z est donnée pour tout ¢t > 0
b—1
Fr(t) =P-m(1-X) <t]=P[1-X>e | =P[X <1-¢| =1-[1- (1-¢7")]
On pose X, de densité f(- | 1+ %, b) et Z, = —In(1— X,,). La fonction de répartition de Z,, est, pour ¢t > 0,

FZn(t) =1 |:1 o (1 _e—t)l"'% b

1
Pour tout ¢t > 0, 1 —e™* €]0,1] et limy_ 400 (1 — e_t)Hn =1 — e~ ! . Par continuité de la fonction x
1—(1—2)%sur |0, 1], Fz, converge bien vers la fonction de répartition d’une loi exponentielle de paramétre
b>0.




Exercice 3 / 8

Lorsque Y suit une loi gamma Ga(a, 3) (c.f. Formulaire), (o, 3) € © C R?, on dit que X = 1/Y suit une
loi inverse gamma de parameétres «, 3, notée Inv — Ga(«, 3). Dans cet exercice, on suppose que les deux
parametres o and  sont inconnus.

1. Montrer que la densité de X est

@ J—

I‘B(a) z % Ltexp <f> L2503

fX(x |a7ﬁ)::

Le changement de variable g : x + 1/x réalise un C!-difféomorphisme de R* dans R’ . On obtient donc que
la densité de X = g(Y) est

o) = 1 (57@) [ipo @) = s () 00 () Btiwn = gy o () 1)

J

2. Montrer que la famille ainsi définie est une famille exponentielle et calculer ’espace naturel des para-
metres. La famille ainsi définie est-elle sous forme canonique ? Minimale 7 Réguliere 7

On peut écrire la densité

(&7

el 0.8) = pis exp |—alog(a) = 2| £esn) =l h(a) exp [t ) T(a)

T
avec

I%’WﬁﬁmwMWF@W=Mbemmww

cla, p) =
Il s’agit donc d’une famille exponentielle sous forme canonique. Son espace naturel des parametres est

0= {7‘ = (11, 7) € R? /Rh(x) exp ((1,T(z))) dz = /O+OO ﬁexp (;7—2) dz < —i—oo}

La fonction x + 2~ (0+7) exp(—7y/x) est intégrable en 0 si 75 > 0 et est intégrable en +oco pour 1475 > 1.
On en déduit donc que © =|0, +00[x]0, +0o[. © étant un ouvert de R?, la famille est réguliere.

Soit (a,b,c) € R* x R* x R. L’ensemble {z € R, alog(x)+b/x = ¢} contient au plus 2 points. Il est donc de
mesure nulle pour la mesure de Lebesgue, i.e., Plalog(X) 4+ b/X = ¢] = 0. La famille est donc minimale.

3.a Calculer E[1/X] en fonction de «, 3.

La famille étant sous forme canonique, on peut directement utiliser les dérivées partielles de la log fonction
de partition log ¢(«, ) pour trouver E[T(X)]. En prenant la dérivée partielle par rapport a (3, on obtient

0

1 1]
= 25|

E [—} = —glog c(a, ), donc E [] alogf—log(a)] = %.




3.b Calculer E[log(X)] en fonction de a, § et de la fonction digamma définie pour = > 0 par

U(z) =T'(x)/T(x).

En prenant la dérivée partielle par rapport a «, on obtient

E[—log(X)] = —% logc(a, f) donc E[log(X)] = % [alog f —log ()] = log(B) — ¥ (a).

J

4.a Soit (Xp)nen+ une suite de variables 4.7.d. suivant la loi Inv — Ga(a, 1). Montrer qu’il existe une suite
(an)nen+ telle que

n
a, — 0 et ay,log (HXZ> £, —U(a).

n—00 - n—00
=1

N\

Les (log(X,))nen+ est une suite de variables aléatoires i.i.d. comme transformation mesurable des (X, ),en-
qui sont i.7.d.. De plus,

Ellog(X1)] = log(1) — ¥(a) = —¥(a) < o0
La loi faible des grands nombres donne

1 & 1 n P
- z;log (X;) = - log l_IlXi e V(o).
1= 1=

En prenant pour n € N*, a,, = 1/n, on obtient le résultat voulu.

4.b  On admet que Var(log(X1)) = 02 < co. Trouver une suite (¢, )pen+ dont Pexpression ne dépend ni de
o2 ni de ¥(a) telle que

cn (:L znjlog(Xi) + \Il(a)> n%ON(o, 1).
i=1

On a déja établi que (log(X,,))nen+ sont i.i.d.. De plus, 'hypothése de 1’énoncé donne Var(log(X1)) = 02 <
00. Le théoreme central limite donne

Vvn <71L ilog(Xi) + \If(a)> LN (0,02> .
i=1

n—oo

Posons

1 & 2
> log(X)® - (n Zlog(Xi)> :
i i=1

Les (log(X,)?)nen+ sont i.i.d. comme transformation mesurable des (X,,)nen+ qui sont i.i.d.. Par ailleurs,
] = 0?4+ ¥(a)? < co. Ainsi on obtient avec la loi faible des grands nombres,




9 P
52— o2
n—oo

Vo2 nmoo o

En appliquant le lemme de Slutsky, on obtient alors

\/Z (i zn:log(Xi) + W(a)) n%; %/\/’ (0, 02) = N(0,1).
i=1

On obtient donc le résultat avec

n
Cp = - -
&2

4.c Pour n € N* et ¢ €]0, 1], en déduire la valeur de ¢, en fonction de ¢, et ¢ telle que

n—oo

1 & 1<
P [—tn - ZZ;log(Xi) < U(a) <t, — - glog(Xi)] — €.

D’apres la question précédente, on sait que pour tout t € R, on a

P — P[-t < Z <t], avec Z~N(0,1).

n—oo

—t<ep (i En:log(Xi) + \Il(a)> <t
i=1

Autrement dit,

P [ct 21 ilog(Xi) <V¥(a) < o1 ilog(Xi)] — Pt < Z <t
no i3 J

n—o0

Il suffit donc de choisir ¢ tel que P[—t < Z < t] = ¢ et de prendre ¢, = t/cy. Si 'on note ® la fonction de
répartition de la loi A(0,1), on cherche ¢t qui est solution de

1
Pl-t<Z<t]=20(t)—1=¢ < t—¢>1<5—5 ):—qlgs.

Il faut donc prendre pour ¢ le quantile d’ordre (1 4 ¢)/2 de la loi N'(0,1). D’ou le résultat.




5.a On souhaite trouver une approximation de ¥(«) pour a = 63. Donner un code R qui,
1. pour n = 1000, permet de simuler un échantillon x = (x1, ..., Xy,) suivant la loi Inv—Ga(63, 1) & partir
du générateur de la loi gamma;

2. pour cet échantillon x renvoie un intervalle de confiance asymptotique pour ¥(63) au niveau € = 90%.

Le code n’utilisera ni boucle for, ni boucle while.

n <- 1000
alpha <- 63
# ——— Simulation de =z

X <- 1/rgamma(n, shape = alpha, rate = 1)

# —--— Intervalle de confiance asymptotique
epsilon <- 0.9

# - Estimation de la variance

y <= log(x)

sigma2_hat <- mean(y~2) - mean(y) 2
# Remarque : asymptotiquement sigma2_hat est équivalent a wvar(y)

R S Calcul de t_n
t_n <- gnorm(.5 * (1 + epsilon)) * sqrt(sigma2_hat/n)
# - Calcul de l'intervalle

c(-1, 1) * t_n - mean(y)

[1] 4.126367 4.139655

5.b (Bonus) Donner un code R d’une fonction donnant lensemble des valeurs de la suite
(ar log (Hle xi))keN* pour un vecteur x donné. Le code n’utilisera ni boucle for, ni boucle while.

# --- Option n°1
cumsum (log(x))/(1:1length(x))
# —-—— Option n°2

log(cumprod(x))/(1:1length(x))
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