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Exercice 1. On observe X1 de loi U ([0,1]) sous H0 ou U ([2,3]) sous H1. Proposer un test de H0 contre
H1. Calculer les erreurs de première et seconde espèce, ainsi que la fonction puissance de ce test.

Exercice 2 (À connaître – Test gaussien). Soit (X1, · · · , Xn) un n-échantillon de la loi N (µ,σ2) avec
σ ∈R∗+ connu. Pour µ0 ∈R, on considère le problème de test suivant :

H0 : µ=µ0 contre H1 : µ 6=µ0.

1. Écrire un test de taille α ∈]0,1[.

2. Calculer sa fonction puissance.

3. Étudier la convergence de la fonction puissance quand n tend vers l’infini. Cette convergence est-
elle uniforme ?

4. Étudier la puissance du test en µ=µ0 +n−γ quand n tend vers l’infini, en fonction de γ ∈R+.

5. Le test proposé est-il sans biais ?

Exercice 3 (À connaître – Test gaussien). Soit (X1, · · · , Xn) un n-échantillon de la loi N (µ,σ2) avec
µ ∈R et σ ∈R∗+ inconnus. Pour σ0 ∈R∗+, on considère le problème de test suivant :

H0 : σ2 ≤σ2
0 contre H1 : σ2 >σ2

0.

1. Écrire un test de taille 1−α, α ∈]0,1[.

2. Donner la p-valeur du test.

3. Écrire un code R qui permet d’évaluer cette p-valeur.

Exercice 4 (À connaître – Modèle linéaire gaussien). On se place dans le cadre d’un modèle linéraire
gaussien. SoientX ∈Mn,d (R) telle queXTX> 0 et ξun vecteur gaussien deRn de loi N (0n ,σ2In),σ ∈R∗+.
On observe

Y =Xβ+ξ, β= (β1, . . . ,βd )T ∈Rd .

On note (β̂n , σ̂2
n) = (β̂1,n , . . . , β̂d ,n , σ̂2

n) l’estimateur du maximum de vraisemblance de (β,σ2).

On souhaite tester, pour a ∈R et j ∈ J1,dK, les hypothèses

H0 : β j = a contre H1 : β j 6= a.
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1. Montrer que si σ2 est connu, alors le test de zone de rejet définie, pour α ∈]0,1[, par

Rα =
{

Y :
∣∣β̂ j ,n −a

∣∣> q1−α/2σ
√

(XTX)−1
j j

}
,

avec q1−α/2 le quantile d’ordre 1−α/2 de la loi N (0,1), est un test de taille α permettant de tester H0

contre H1.

2. Montrer que si σ2 est inconnu, alors le test de zone de rejet définie, pour α ∈]0,1[, par

Rα =
{

Y :
∣∣β̂ j ,n −a

∣∣> q1−α/2,n−d

√
n

n −d
σ̂2

n(XTX)−1
j j

}
avec q1−α/2,n−d le quantile d’ordre 1−α/2 de la loi de Student T (n−d), est un test de taille α permet-
tant de tester H0 contre H1.

On souhaite tester, pour b ∈Rd , les hypothèses

H0 : β= b contre H1 : β 6= b.

3. Montrer que si σ2 est connu, alors le test de zone de rejet définie, pour α ∈]0,1[, par

Rα =
{

Y :
∥∥X(

β̂n −b
)∥∥2 >σ2q1−α,d

}
,

avec q1−α,d le quantile d’ordre 1−α de la loi du χ2(d), est un test de taille α permettant de tester H0

contre H1.

4. Montrer que si σ2 est inconnu, alors le test de zone de rejet définie, pour α ∈]0,1[, par

Rα =
{

Y :
∥∥X(

β̂n −b
)∥∥2 > d

n −d
q1−α,d ,n−d

∥∥Y −Xβ̂n
∥∥2

}
avec q1−α,d ,n−d le quantile d’ordre 1−α de la loi de Fisher F (d ,n−d), est un test de taille α permet-
tant de tester H0 contre H1.
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