Université Paris Dauphine 2021-2022
Département MIDO
Licence 3 - Statistique mathématique

TD n°4 — Tests d’hypotheses

stoehr@ceremade.dauphine.fr

Exercice 1. On observe X; de loi %/([0, 1]) sous Hy ou % ([2,3]) sous H;. Proposer un test de Hy contre
H,. Calculer les erreurs de premiere et seconde espece, ainsi que la fonction puissance de ce test.

Exercice 2 (A connaitre — Test gaussien).  Soit (X3,---, X;;) un n-échantillon de la loi A (y, 0?) avec
o € R} connu. Pour p € R, on considere le probleme de test suivant :

Hy:pu=pp contre Hp:pu# .
1. Ecrire un test de taille a €]0, 11.
2. Calculer sa fonction puissance.

3. Etudier la convergence de la fonction puissance quand 7 tend vers l'infini. Cette convergence est-
elle uniforme?

4. Frudier la puissance du test en y = o + n~" quand 7 tend vers I'infini, en fonction de y € R,.

5. Le test proposé est-il sans biais?

Exercice 3 (A connaitre — Test gaussien). Soit (X3,---, X;;) un n-échantillon de la loi A (y, 02) avec
1 eRetoeR} inconnus. Pour o € RY, on considere le probleme de test suivant :

Hp:o0%< 0(2) contre Hj :o° > U%.
1. Ecrire un test de taille 1 — a, a €]0, 1[.

2. Donner la p-valeur du test.

3. Ecrire un code R qui permet d’évaluer cette p-valeur.

Exercice 4 (A connaitre - Modéle linéaire gaussien). On se place dans le cadre d'un modele linéraire
gaussien. Soient X € ./, 4(R) telle que XTX>0et ¢ un vecteur gaussien de R” de loi A (0, 0%l,),0¢€ R:.

On observe

Y=XB+& B=(B,...,Pan) " eRY.

On note (Bn, (’7\%) = (El,n, . Bd'n, 6%1) 'estimateur du maximum de vraisemblance de (, a?).

On souhaite tester, pour a€ R et j € [1,d], les hypotheses

Hy:pfj=a contre H :p;#a.
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1. Montrer que si o2 est connu, alors le test de zone de rejet définie, pour a €]0, 1[, par

R ={Y : |Bjn-a| > qromo /X707 ]},

avec g1-a/, le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi A4(0,1), est un test de taille @ permettant de tester Hy
contre H;.

2. Montrer que si o2 est inconnu, alors le test de zone de rejet définie, pour «a €]0, 1|, par

~ no_ ~
Ra = {Y : |,Bj,n_a| > q1—a/2,n—d\/anU% XTX)j]-l}

avec (1—-a/,,n—q le quantile d’ordre 1 —a/2 de la loi de Student 9 (n— d), est un test de taille @ permet-
tant de tester Hy contre Hj.

On souhaite tester, pour b € R4, les hypotheses

Hy:B=b contre H;:pB#bDb.

3. Montrer que si o2 est connu, alors le test de zone de rejet définie, pour « €]0, 1|, par
~ 2
Ra={V : [X(Ba-b)" > 0*q1-aa},

avec q_q 4 le quantile d’ordre 1 - a de laloi du y?(d), est un test de taille « permettant de tester Hy
contre H;.

4. Montrer que si o2 est inconnu, alors le test de zone de rejet définie, pour a €]0, 1, par

. 2 d ~ 2
%a:{y : ”X(,Bn_b)” > n_dql—a,d,n—d ”Y_Xﬁn“ }
avec ¢1—q,d,n—q4 le quantile d’ordre 1 - a de laloi de Fisher & (d, n — d), est un test de taille & permet-

tant de tester Hy contre Hj.




