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|} Introduction

1.1 Principe de la méthode

Les méthodes de Monte Carlo permettent d’estimer des quantités en utilisant la simulation de va-
riables aléatoires. Les problemes pouvant étre rencontrés comprennent le calcul d’intégrales, les pro-
blemes d’optimisation et la résolution de systémes linéaires. La simplicité, la flexibilité et I'efficacité
pour les problemes en grande dimension de la méthode en font un outil intéressant, pouvant servir
d’alternative ou de référence pour d’autres méthodes numériques.

Supposons que 'on souhaite connaitre la valeur d’'une certaine quantité 6. La premiere étape de la
méthode consiste a écrire le probléeme sous la forme d’'une espérance. Soient une variable aléatoire

X = (X1,...,X,) deloi v sur R? (on abregera cela par X ~ v) et une fonction  : R — R. Le probleme
traité par les méthodes de Monte Carlo est I’estimation de

0 =E,[hX)] = fu@d hx)v(dx). (1.1)

La solution standard a ce probléeme est de simuler une suite (X;,) ;>1 = (X1,5,..., X4,n)n=1 de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées (i.i.d.) suivant la loi v, puis d’estimer 'espérance
E,[h(X)] par la moyenne empirique, i.e.,

— 1 2
hp==) hXg) (1.2)
nj=1

Remarque. Lorsqu’il n'y a pas d’ambiguité sur la loi de X, on omettra v dans les notations.

Exemple 1.1. Calcul d’'une intégrale

Soit h: [a, b]d — R. On cherche a calculer

0= h(xy,...,xg)dx...dx .
la,b]?

On peut réécrire .# sous la forme

5:(b—a)dfwh(x1,...,xd) dx;...dxy,.

1
(b—a)?

Si 'on pose X = (Xj,..., Xgz) un d-uplet de variables i.i.d. suivant la uniforme sur [a, b], on a
alors

6=(b-a)FhX)].
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De fagon générale, si § = [« h(x) f(x)dx, avec f un densité de probabilité sur R? et h une
fonction borélienne, alors on peut écrire, sous les hypotheses d’existence de §, § = E[g(X)] et
I'estimer.

1.2 Validité et comportement de la méthode

1.2.1 Convergence de la méthode

La convergence de la méthode est assurée par la loi des grands nombres, sous I’hypothése que £ est
intégrable par rapport a la mesure v, i.e., E,[|R(X)|] existe.

Théoreme 1.1. Loi faible et loi forte des grands nombres

Soit (X;,),,=1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de loi v telle que h(X;) soit v-
intégrable. Alors, pour tout € > 0,

P

I —[E[h(Xl)]' n:mO] =1 (loiforte).

T, — [E[h(Xl)]| < 5] — 1 (oifaible), P [

La loi des grands nombres renseigne donc de deux facons sur 'erreur que I'on commet en estimant
8 par la moyenne empirique /,,. Selon la version faible, il y a une probabilité nulle de commettre
une erreur plus grande que ¢, tandis que la version forte dit qu'une fois que I'erreur d’estimation est
inférieure a ¢, alors cette erreur ne peut que décroitre.

Laloi des grands nombres n’apporte en revanche pas d’informations pratiques sur I’erreur commise.
Ainsi, elle ne permet pas de choisir une taille d’échantillon n qui assure que la méthode produira
une erreur aussi petite que I'on souhaite, ni de dire si pour un échantillon Xj, ..., X, de taille n fixée,
Perreur sera arbitrairement petite ou non.

1.2.2 Vitesse de convergence et estimation de I'erreur Monte Carlo

Il est possible de préciser davantage le comportement de la méthode lorsque h est de carré intégrable
par rapport a la mesure v, i.e., Ey[h(X)?] < oo. h,, étant un estimateur sans biais de & = E,[h(X)], i.e.

Ey [En] = 0, son erreur quadratique moyenne est

2
[E[{En - [E[h(X)]}Z] - % = ou o2=Var[h(X)]. (1.3)

Autrement dit, la vitesse de convergence de la méthode de Monte Carlo classique est en &'(n~"2).
On peut d’ores et déja remarquer que cette vitesse de convergence ne permet pas d’estimer ¢ avec
une relativement grande précision, chaque chiffre significatif supplémentaire, nécessitant un cofit de
simulation 100 fois supérieur.

Lorsque la variance de h(X) est finie, le théoréme Central-Limite permet d’établir que h,, — E, [2(X)]
suit asymptotiquement une loi normale.

Théoreme 1.2. Théoréme central limite

Soit (X;,),,>; une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. de loi v telle que h(X;)? soit v-
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intégrable. Alors

— < 2 n (—
Va(ha-ElhXp]) — #(0,0%) © VzeR u»[ ?(hn—[E[h(Xl)])sz — (),

ol @ est la fonction de répartition de la loi normale .A4(0, 1).

Lerreur commise par la méthode de Monte Carlo est aléatoire. Elle ne peut étre bornée mais elle peut
étre quantifiée via un intervalle de confiance. Sous les hypothése du théoréme central limite, pour
tout g réel,

—[E[h(X)

12
n_ﬁ@fq—exp( )dt_2d>(q)—1

On en déduit I'intervalle de confiance bilatérale symétrique au niveau de confiance asymptotique
l-a

— o — o2 a
IC1-q = hn—éh—a/z\/7,hn+6h—a/z\17] avec q)(CIl—a/z):l_E-

Remarque. Le niveau de confiance usuel est 1 —a = 0.95. Alors q1_a/, = ®~1(0.975) = 1.96.

Lerreur quadratique moyenne et I'intervalle de confiance asymptotique dépendent tous deux de la
variance o, inconnue en pratique. Lorsque la variance est finie, il est possible d’utiliser I'échantillon
(X1,...,Xp,) pour obtenir un estimateur de g%, noté 2 dans la suite (c.f, Exemple 1.2).

., 1 & — 1 & —
1. ai:z Z(Yk—Yn)Z:;Z YZ - (Y )

k=1 k=1
1 & Y 2 < 2
Yp) = Z n) .

n-1;5 n- 1k:l

N 1 &
3. 65, = o kZ (Yar_1 — Yap)?.
-1

En substituant g2 par 62, on obtient une approximation de I'erreur quadratique moyenne mais éga-
lement de I'intervalle de confiance. En effet, on rappelle le théoreme de Slutsky.

Théoreme 1.3. Théoreme de Slutsky

Soient (Yy),;>1 et (Z,) =1 deux suites de variables aléatoires. S’il existe une variable aléatoire
Y telle que (Y},),>1 converge en loi vers Y, et une constante c telle que (Z,),~; converge en
&

probabilité vers c, alors (Y, Z,;) =1 converge en loi vers (Y, ¢). En particulier, Z, Y, T cY.
—+00

On en déduit que la convergence en loi du théoréme 1.2 est préservée lorsque la variance est rempla-
cée par un estimateur asymptotique sans biais.

[9)]
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Sous les hypotheses du théoréme 1.2, on a

n (— <
V32 (n—EtRODY) — ¥ 00,1,

etl'intervalle de confiance bilatéral symétrique au niveau de confiance asymptotique 1 — a est
=2 2
- 05 — o
hn—q1va\| ==, hn+ q1-a \/—” .
n=qi-y L q1-a/2 "

1.2.3 Monte Carlo v.s. Méthodes déterministes

La vitesse de convergence de la méthode de Monte Carlo est lente comparée a d’autres méthodes

numériques.

Soit h: [0, 1] — R. Supposons que I'on souhaite calculer

1
5:f h(x)dx.
0

Par exemple, si la fonction h est de classe €2 sur [0, 1], on obtient par la méthode des trapézes
une erreur en ¢'(n~2). Autrement dit, pour que 'on obtienne par la méthode de Monte cal-
cul la méme précision que la méthode des trapézes avec n points, il faudra de 'ordre de n*
tirages. Pour des fonctions davantage régulieres, la différence est encore plus marquée. Si la
fonction est de classe €* sur [0, 1], la méthode de Simpson fournit une erreur en &'(n™%), ce
qui équivaudrait 4 n® tirages pour la méthode de Monte Carlo!

Contrairement a ses compétiteurs, la méthode de Monte Carlo a néanmoins 'avantage de ne pas
dépendre de la régularité de la fonction & et peut donc s’adapter sans problemes a des problémes
non réguliers. Une autre caractéristique intéressante des méthodes de Monte Carlo est que I'erreur
quadratique moyenne ne dépend pas de la dimension d de I'espace d’états de X. Ceci n’est pas le cas
pour les méthodes numériques classiques.

Reprenons I'exemple 1.1.
1. Silafonction est de classe ¢* sur [0,1]¢, en utilisant la méthode de Simpson, on obtient une

erreur en ¢'(n”"%). La méthode devient donc inefficace dés lors que d devient trop grand.
2. On peut également approcher 6 al’aide sommes de Riemann

)

n—+oo n n

0= hm—z Z_:h(

Supposons que & soit ¢-lipschitzienne. Alors,

s
n

PP L

ka=

Le cofit de la méthode est T = n? pour une précision en T~'/4, alors que la méthode de
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Monte Carlo (sous les hypothéses du Théoréeme central limite) aura une précision de T2,
Les méthodes de Monte Carlo sont donc avantageuse a partir de d = 3.

En résumé, si les méthodes déterministes sont efficaces pour les problemes réguliers de trés petites
dimensions, les méthodes de Monte Carlo les surpassent et sont tres compétitives pour les problémes
non-réguliers en grande dimension.

1.3 Conclusion

Les méthodes de Monte Carlo nécessitent uniquement de savoir formuler le probleme sous la forme
d’une espérance par rapport a une loi v. Le choix de v est guidée par le fait que I’'on sache simuler sui-
vant cette mesure (c.f., Chapitre 2) mais également par le fait que I'on puisse controler la variance de
la méthode. En effet, 'équation (1.3) montre que les deux seuls facteurs influant sur les performances
de la méthode son n et 0 (ou 52). On peut donc réduire I'erreur en augmentant 7 au prix d'un coup
de simulation (temps de calcul) plus important ou en réduisant 0. Par exemple, si I'on reformule le
probleme par rapport a une mesure 7 telle que

1
5 =E,[hX)] =E,[gV)] et Vary[g(V)]= EVarv[h(X)], avec g une fonction mesurable de R?,

I'estimateur basée sur 1 présentera la méme précision que I’estimateur basée sur v en utilisant deux
fois moins de tirages (c.f., Chapitre 3).




Ce chapitre apporte une réponse (partielle) a comment simule-t-on suivant une loi v? Il présentera
notamment les principes généraux de la méthode d’inversion et de la méthode du rejet, ainsi que
quelques cas particuliers utiles.

2.1 Simulation suivant la loi uniforme

Initialement, le générateur de nombres aléatoires suivant loi uniforme sur [0,1] est le seul dont on
dispose. Disposer d'un tel générateur n’est pas trivial : un ordinateur ne disposant d’aucun compo-
sant aléatoire. Un générateur de nombres aléatoires est donc un programme déterministe qui produit
une suite de valeurs "suffisamment” désordonnées pour ressembler a un échantillon aléatoire (c.f.,
[1] pour la définition suivante).

Définition 2.1. Générateur pseudo-aléatoire

Un générateur de nombres pseudo-aléatoire est un algorithme qui, a partir d’'une valeur ini-
tiale up, appelée graine (seed), et une transformation D, produit une suite (4,) =1 = {D" (10)}
dans [0, 1]. Pour tout n, les valeurs uy, ..., u, reproduisent le comportement d'un échantillon
i.i.d. de loi uniforme vis a vis des tests usuels.

La loi uniforme joue un role central aussi bien dans la simulations de lois usuelles que de lois plus
complexes. Si des générateurs sont généralement disponibles pour les lois usuelles, il est important
de comprendre le role de ces processus de génération qui permettent dans certains cas de réduire la
variance des méthodes de Monte Carlo.

2.2 Méthode de la fonction inverse

Cette méthode permet, étant donné un générateur aléatoire uniforme, de simuler suivant la loi d'une
variable aléatoire réelle lorsque 1'on est capable de calculer I'inverse généralisé de sa fonction de
répartition.

Définition 2.2. Inverse généralisé

Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F. On appelle inverse généralisé
(ou fonction quantile) de F, noté F—, la fonction définie pour tout u € [0, 1] par

F (w)=inf{xeR: F(x)= u}.

Remarque. Linverse généralisé ne correspond al'inverse (au sens bijection) que lorsque F est conti-
nue et strictement croissante.
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1 F 1 S 1 S
: T : :
: — (b) — (c)
} 4 —t } 4 —t T 4
0w . N () * 0 Fw *

FIGURE 2.1 - Lecture graphique de F~ (u), i.e., quantile de laloi d’ordre u. (a) Léquation F(x) = u a une unique
solution. (b) Léquation F(x) = u n'a pas de solutions. (c) Léquation F(x) = u a une infinité de
solutions.

Par construction, I'inverse généralisé est une fonction croissante : pour 0 < u < v < 1, F étant crois-
sante, on a

xeR: Fx)zv=zulc{xeR:Fx)=zul=>F (u)<F (v).

Linverse généralisé est donc en particulier mesurable et sa composition avec une variable aléatoire
aléatoire demeure donc une variable aléatoire.

Lemme 2.1. Méthode de la fonction inverse ou méthode d’inversion

Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F et U ~ % ([0, 1]). Alors F~ (U)
est une variable aléatoire suivant la loi de X.

Soit X une variable aléatoire discrete de support Q = {x; € R, k € N*}. Notons, pour k= 1,

k
pe=P[X=xi], $=0 et sg=) p.
i=1

Pour tout u € [0, 1], 'inverse généralisé est donné par

+00

F‘_(u):inf{xER: pkll{xksx}zu}z{xk:sk_1<u5$k}.

k=1

Alors pour U ~%([0,1]), la variable aléatoire Z définie ci-dessous suit la méme loi que X

7= x1 siuel0,s],
X Siu€lsi_1,skl, k=2.

En pratique, il suffit donc de trouver, pour une réalisation u suivant la loi % ([0, 1]), I'unique
indice k tel que si_; < u < si. Ceci est facile a mettre en ceuvre lorsque Q est fini mais peut étre
plus complexe lorsque Q est infini dénombrable (e.g., loi de Poisson).

Soit X ~ &(A) une variable aléatoire de loi exponentielle de parametre A > 0.

Rappel. La loi exponentielle a pour densité f(x) = Ae"**1,=¢, et pour fonction de réparti-
tion F(x) = (1 — e ™) 1;420;.

©
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F est bijective (la bijection réciproque et I'inverse généralise coincident) et pour tout u € [0, 1],
F~(w) = 2 In(1 - w
u) = —In(1—uw).
A

Ainsi pour U ~%([0,1]), F~(U) = —=A"'In(1-U) ~ —A"'In(U) ~ &(A), car 1 - U et U ont méme
loi sur [0, 1].

La loi de Weibull est utilisée dans différents domaines (ingénierie, théorie des extrémes, assu-
rances, hydrologie,...). On dit qu'une variable aléatoire X suit une loi de Weibull de parametre
A, k € R lorsque sa fonction de répartition est donnée, pour tout réel x = 0, par

F(x) = 1—exp {— (xm)k} .
Comme pour la loi exponentielle, la fonction de répartition est bijective et
F~(w) = A{~In(1 - w}"".

Ainsi pour U ~ % ([0, 1]), M{—In(U)}"* suit une loi de Weibull de parametre A, k € R*.

La méthode de la fonction inverse est la méthode standard de simulation de variables aléatoires, mais
elle est également utile pour des méthodes de réduction de variance comme la variable antithétique
ou la stratification (c.f,, Chapitre 3). Bien que facile a mettre en ceuvre, elle n’est néanmoins exacte
qu’a condition de connaitre I’expression explicite de F~ (exponentielle, double exponentielle, Wei-
bull, Cauchy...), ce qui n’est pas toujours évident. Un contre-exemple classique a cette méthode est la
loi normale .A(0,1) : il n’existe pas de formulation simple de sa fonction de répartition ® ou de son
inverse ®~!. Il faut alors utiliser un algorithme d’approximation : il existe des polyndmes donnant
une approximation de ® et ®~!. La méthode de la fonction inverse peut s’appliquer a ces polyndémes
pour simuler une loi normale moyennant une approximation raisonnable. C’est la méthode utilisée
par défaut dans R.

2.3 Autres exemples de transformations

Lorsque F~ n’a pas d’expression explicite ou lorsque I’on cherche des méthodes de simulation alter-
natives plus rapide, on peut essayer de trouver des transformations entre la loi v et des lois dont on
dispose déja de générateurs.

2.3.1 Un premier exemple : somme de variables aléatoires

Simuler une variable aléatoire X de loi binomiale 2(n, p) avec la méthode de la fonction inverse pré-
sente I'inconvénient de devoir calculer la fonction de répartition, et donc des coefficients binomiaux
et des puissances de p et 1 — p. Ala place, on peut utiliser le résultat suivant

La somme de n variables aléatoires i.i.d. de Bernoulli de parametre p suit une loi 8(n, p).

Pour générer des variables de Bernoulli, on peut utiliser la méthode de la fonction inverse (c.f.,, Exemple
2.1). Soient Uj, ..., U, des variables aléatoires i.i.d. suivant la loi %/([0,1]). Alors ]l{Ul,Sp}, i=1,...,n,

10
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suit une loi de Bernoulli de parametre p et

n
2 Lyy,=p) ~ B, p).
i=1

Ce type d’approche est également utilisé pour simuler la loi de Poisson de parametre A a partir de la
somme de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi exponentielle de méme parametre A.

T=sup{neN": Xj+...+Xp,<1}, X;~8WN),i=1,...,n.

2.3.2 Algorithmes de Box-Muller

Lalgorithme de Box-Muller est 'un des exemples les plus connus de transformation. Il permet de
générer des variables aléatoires gaussiennes .4'(0,1) a partir de variables aléatoires uniformes sans
avoir recours a I’évaluation et a I'inversion de sa fonction de répartition ®.

Proposition 2.1. Algorithmes de Box-Muller

Version n°1. Soient U; et U, des variables i.i.d. de loi % ([0,1]). Alors les variables X; et X,
définies ci-dessous sont i.i.d. de loi A4°(0,1) :

Xi =v-2In(Uy)cosrl,) et X,=+/-2In(U;)sin2nU,).

Version n°2. Soit (U, U,) une variable aléatoire de loi uniforme sur le disque unité 2, =
{(uy, up) € R? : uf + ug < 1}. Alors les variables X; et X, définies ci-dessous sont i.i.d. de loi
N(0,1):

U —2In(UZ+U3) C x—U
= _—_— e =
1 1 U12 " U22 2 2

—2In (U2 +U3)
UZ+U?

2.3.3 Simulation d’'un vecteur gaussien

Un générateur de laloi A4(0,1) permet également de simuler un vecteur aléatoire X = (X,..., X;) de
R4 de loi normale multivariée A (u,Z).

Matrice de covariance X diagonale. Il suffit de générer d variables X;, i € [1,d], indépendantes de
lois normale respectives A (Mi ,Zii). Pour ce faire, il suffit de simuler 71,..., Z; variables aléatoires
i.i.d. suivantlaloi .#'(0,1) et d'utiliser la transformation X; = yu; + vZ;; Z;.

Matrice de covariance X non diagonale. La méthode précédente n’est pas envisageable. On utilise
alors la décomposition de Cholesky de X.

Proposition 2.2

Soit Z un vecteur aléatoire de loi .4 (04,1;). Etant donnée la décomposition de Cholesky de Z,
i.e, Z=LL" avec L une matrice triangulaire inférieure, la variable définie par

X=p+17Z, peR?

suit une loi normale multivariée A (p,X).

Remarques. 1. Z peut étre simulé en utilisant 'algorithme de Box-Muller (les composantes sont

11
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i.i.d. suivant A4(0,1)).

2. La fonction chol de R permet d’obtenir la décomposition de Cholesky d'une ma-
trice symétrique définie-positive.

3. La décomposition de Cholesky s’applique uniquement si la matrice est symétrique
définie positive. Si la loi est dégénérée, la matrice de covariance est simplement
semi-définie positive. La matrice L est alors obtenue par décomposition spectrale,
i.e., on diagonalise = dans une base orthogonale : = = QDQ7, puis on pose L =
oD'2.

SoitZ = (21, Zo) ~ N (02,12), p € [-1,1] une constante. En posant,

Xi=m+o1Z; et ngug+02(pZI+ 1—p222),

ona

2
X:(Xl,X2)~JV{(M1),( 71 ’001202)}. 2.1)

M2 pPO102 o5

2.3.4 Simulation du mouvement Brownien

La simulation du mouvement brownien est un autre exemple classique basé sur la génération de
variables aléatoires gaussiennes. On ne s’intéresse pas ici a la construction du mouvement brownien
mais simplement a sa simulation.

Définition 2.3

Un processus stochastique W = (Wy) g, est un mouvement brownien standard si, et seule-
ment si,
(1) WestissudeO0, i.e, Wy =0 p.s.,

(2) W est a trajectoires continues,

(3) W est a accroissements indépendants, i.e., pour toutes séquences 0 =ty < f; <... < ty, les
variables (W, - Wy,,..., W, — W;,_,) sont indépendantes,

(4) W est a accroissements stationnaires, i.e., pour tous s < ¢ la valeur de W; — W; ne dépend
que de lavaleurde t —set Wy — W ~ A (0,t—).

r
\

La propriété centrale dans la simulation du mouvement brownien est celle des accroissements indé-
pendants et stationnaires.

Proposition 2.3. Forward simulation

Soit (t) ey Une suite de Ry et (Z;) e Une suite de variables i.i.d. de loi A7(0,1). On définit le
processus W = (W;) rer, par

WO =0 et th+1 = th + V tn+]_ - thn.

Alors W est une réalisation de trajectoires du mouvement brownien aux instants () ,en-
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En finance, un exemple classique d’utilisation du mouvement brownien (W;);cg, estle calcul
de la valeur d'une option avec le modele de Black-Scholes, i.e., le processus (S¢) ;cg, défini par

r—o? r le taux d'intérét sans risque,
2 t+oW;|, avec

Sr=Spexp (
' o lavolatilité du prix de I'option.

2.4 Méthodes d’acceptation-rejet

La méthode d’acceptation rejet est une méthode générale de simulation de variables aléatoires qui
ne nécessite de connaitre la densité cible f qu’a une constante pres. Le principe est le suivant : on
génere des réalisations suivant une densité alternative g, appelée densité instrumentale, qui domine
f et pour laquelle on sait facilement simuler (e.g., lois uniforme, exponentielle, normale...) puis on
introduit un biais (a1’aide d’'une procédure acceptant certaines réalisations de g et rejetant les autres)
qui permet d’obtenir un échantillon suivant f.

Proposition 2.4. Méthode d’acceptation-rejet

Soit X = (Xj,..., X4) une variable aléatoire de densité f de R4 et g une densité de R4 telle qu’il
existe une constante M > 1 satisfaisant

fx) <= Mg(x), pourtoutxdans RY.

Soient (Uy) ,»1 une suite de variables i.i.d. de loi 22([0,11) et (Y;),»1 = (Y1,,..., Yg,n) =1 une
suite de variables i.i.d. de loi de densité g telles que ces deux suites soient indépendantes.
Alors, pour T défini par

f(Yn)

T:=inf{in=1:U,<a(Y,)}, ou a(Y,):= Mg (Y,)'

Y7 suitlaloi de densité f. Autrement dit pour simuler X ~ f, il suffit de simuler

Y~g et U~%(0,1]) jusquaceque uMg(y) < f(y).

Remarques. 1. a(Y,) est bien défini pour presque tout w, car P[Y, € {x : g(x) = 0}] =0.

2. T est presque stirement fini et I'algorithme ne peut donc pas tourner indéfiniment.
En effet, du fait de I'indépendance, pour tout n € N*,

1 n
P[T:+oo]s(1——) — 0.
M| n—+oo
3. f et g étant des densités, on a nécessairement M = 1. En effet,

fX)=Mgx) = fdf(x)dstfdg(x)dx = 1=<M.
R R

4. Ce résultat est valable pour une densité f par rapport a une mesure v quelconque.
Pour une variable aléatoire discrete sur une ensemble fini ou dénombrable, v est la
mesure de comptage.

Une conséquence de la proposition 2.4 est que la probabilité d’acceptation est exactement 1/ M. Au-

13



2.5 Conclusion J. STOEHR

u~%([0,Mg(y)])

Zone d’acceptation Mg

FIGURE 2.2 - Illustration de I'algorithme d’acceptation-rejet

trement dit, T suit une loi géométrique de parametre 1/M et le nombre d’essais moyen jusqu’a ce
qu'une variable soit acceptée est M. Ce résultat permet de choisir entre différentes densités instru-
mentales gi,..., g au travers de leurs bornes respectives My, ..., M. Ainsi une facon d’optimiser la
méthode est de trouver la plus petite borne M possible, bien que cette technique ait certaines limita-
tions.

2.5 Conclusion

La plupart des langages comme R ou Python proposent des générateurs aléatoires pour les lois de
probabilité usuelles. Certains des résultats vu dans ce chapitre peuvent donc paraitre anecdotiques.
IIs permettent néanmoins de réfléchir aux processus de génération utilisés et a leur utilisation dans
des contextes ou des générateurs ne sont pas disponibles. Par ailleurs ce chapitre ne fait pas un état
de I'art exhaustif des méthodes existantes. Certaines ont été omises comme le rapport d’ uniformes et
les méthodes de Monte Carlo par chaines de Markov (MCMC) qui nécessitent des notions du cours
de processus discrets.
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Dans ce chapitre, on se concentre sur le probleme d’estimation de 6 = E,[h(X)] avec & une fonction
mesurable telle que h est de carré intégrable par rapport a la mesure v (h est donc intégrable par
rapport a la mesure v et § est bien définie).

On a vu au Chapitre 1, que la méthode de Monte Carlo classique présente une erreur de I'ordre de
o/y/n. On peut diminuer I'erreur en augmentant 7, au prix d’'un cott de calcul plus important, ou
en diminuant o2. Ce chapitre décrit les méthodes dites de réduction de variance, ayant pour but de
construire un estimateur sans biais 8. n de variance inférieure a la méthode de Monte Carlo classique,
i.e.,, un estimateur tel que

E[6,] =6 et \/ar[gn]<\/ar[ﬁn].

Criteres de comparaison

Le point central de ce chapitre sera donc la comparaison en terme de variance entre un estimateur
sans biais 6, et h;,. Lorsque I'estimateur s’écrit 6§, = n! Z,’C’ZI Yi, avec (Y),>1 une suite de variables
aléatoires réelles i.i.d. de carré intégrable, cela revient, de facon équivalente, a vérifier si

E[Y;]=8 et o?=Var[¥;]<o?=Var[h(X)].

Limiter la comparaison des méthodes a la simple comparaison des variances o2 et af n’'est néan-
moins pas nécessairement judicieux si la méthode alternative n’est pas de complexité comparable
(e.g. cotit de calcul et utilisation de la mémoire plus important) a la méthode classique.

Supposons que le cofit de la méthode classique pour simuler un n-échantillon Xj, ..., X, et évaluer n
fois h est Cn. Pour obtenir une erreur quadratique moyenne €2, il faut prendre n = 0?/€? et le cotit de
la méthode est alors Ca?/e2. Sile cott de calcul de &, est C; n, alors pour obtenir la méme précision
€2, le cotit de la méthode est Claf/ €2. On en déduit I'efficacité relative de &, par rapport hy,

Co?
Claf )

R(hy,6,) =

Autrement dit, pour obtenir une erreur quadratique moyenne donnée, le calcul de k,, prend R(/,,, 5n)
fois le temps de calcul de . Ainsi, une méthode de réduction de variance est d’autant plus efficace
que R(hy, 5,1) est grand devant 1.

Il n’est pas toujours facile de quantifier I'effet du rapport des coftits C/Cj, celui-ci pouvant dépendre
du langage, de la facon de programmer les méthodes, des algorithmes de simulation utilisés, ... Dans
le cours, on se concentrera sur la comparaison des variances. Ce point sera abordé dans les séances
de travaux pratiques.
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3.1 Echantillonnage préférentiel (Importance Sampling)

L'échantillonnage préférentiel est un principe général, particulierement adapté au cas ot la fonction
h est presque nulle (ou nulle) en dehors d'un domaine 2 qui est tel que P[X € Z] soit proche de 0.
Cela se produit par exemple lorsque le volume de 2 est petit ou lorsque 2 est défini par les queues
de distributions de v. Il est alors difficile d’obtenir des réalisations de X dans & et donc d’estimer .

La méthode repose sur I'idée que pour calculer §, au lieu d’échantillonner suivant v, il est plus in-
téressant d’échantillonner suivant une loi dont les réalisations seront dans & avec forte probabilité,
puis de pondérer cet échantillon pour corriger le changement de loi d’échantillonnage.

Exemple 3.1. Probabilité d’événement rare

On souhaite calculer § = P[X > 4.5] pour X ~ A4 (0,1). Etant donnée (Xn) =1 une suite de n =
10000 variables aléatoires i.i.d. suivant la loi A4 (0,1), on a

n
Z {X;>4.5} =

1
n;

La simulation « naive » s’avere tres inefficace car il s’agit d'un événement rare. La solution est
de forcer la réalisation de cet événement. Soit Z ~ 7&(4.5,1) une variable aléatoire suivant la
loi exponentielle de parameétre 1 et translatée de 4.5, i.e. de densité donnée pour tout réel z par

g(2) = e 4 4oy 5.

On peut écrire

+00 +00
P[X > 4.5] =f (/)(x)dx=f <)
4.5

dx.
45 8x )g( )

Ainsi, pour une suite (Z;),=; de n = 10000 variables aléatoires i.i.d. suivant la loi de Z, on a
I'estimation

Définition 3.1. Estimateur d’échantillonnage préférentiel

Soit g une densité telle que supp(hf) = {xe R? : h(x) f(x) > 0} < supp(g) = {xeRY : g(x) > 0}.
Alors on peut écrire (pour Z ~ g)

Er[nX)] =Eg (3.1)

h(Z) f(Z) ]

Etant donnée (Z,),>; une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la densité g, on définit
I'estimateur d’échantillonnage préférentiel par

Z 1 &
Z I k) Zi)=— Z wih(Zy).

”k 18 (Zk) n=

La densité g est appelée loi instrumentale (ou loi d'importance) etle rapport wy = f(Z)/g(Zy)
est appelé poids d’'importance.

Remarque. Le colt de calcul de 5, (g) peut étre différent de celui de I'estimateur classique : le cofit
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de simulation suivant g pouvant étre différent du cofit de simulation suivant f. Cela
influe donc sur le rapport C/C; de la fonction R(h,6,(8)).

Biais de I'estimateur. Sous '’hypotheése supp(%f) < supp(g), on obtient directement que I'estima-
teur est sans biais en utilisant ’équation (3.1).

Convergence de 'estimateur. Les variables aléatoires (Yy) ;=1 = (h(Zn) f(Z,)/ g(Zn))nZl sont i.i.d. et
d’espérance finie sous g. La loi forte des grands nombre donne

h@ fZ) ]
8@

S

~ p.s.
Bu(g) ,— ElVi=Eg = Ef[h()]. (3.2)

Variance de 'estimateur. Les variables aléatoires (Z;),,»; étant i.i.d. suivant la densité g, la variance
de I'estimateur s’écrit

2 2 _ 2
h ;ZZ)(J;)(Z)] —62}: 1 h&fx)-0gm)” (3.3)

~ 1
Varg[6,(8)] = {[Eg nJy gx)

n

En pratique, un estimateur naturel de 0% = Var[Y;] est

1
n—-1

CHOGE S {wih(Zi) - 5.}
k=1

Choix de la densité instrumentale

La méthode d’échantillonnage préférentiel repose sur le fait qu’il n'y a pas unicité de la loi par rapport
a laquelle on intégre pour calculer 4. Cela laisse beaucoup de liberté quant au choix de g parmi les
lois faciles a simuler. L'égalité (3.3) nous renseigne sur le choix de bonnes lois instrumentales.

1. Lapremiére égalité indique que g est d’autant meilleure que E¢ [A*(X) f2(X)/g*(X)] est petite (borne
supérieure pour la variance). Mais elle illustre également un inconvénient majeur de ’estimateur
d’échantillonnage préférentiel : sa variance n’est pas toujours finie. Lorsque Var¢[h(X)] < +oo, une
condition suffisante pour garantir que 6, (g) soit de variance finie est de choisir une densité g telle
que f/g soit bornée ((i.e., les distributions g ayant des queues de distribution plus 1égeres que
celles de f sont a proscrire). Si ce rapport n’est pas borné, les poids d'importance f(Z;)/g(Zy),
k =1,...,n, sont trés variables et seuls certains termes dans la définition de &, (g) ont un poids
significatif. Autrement dit, on observe des variations brusques de la valeur estimée d'une itération
alautre.

2. La seconde égalité dans (3.3) indique qu’en prenant g proportionnel a 4 f on obtient un estima-

teur de variance presque nulle, voire nulle si la fonction & est de signe constant. Plus précisément,
la loi instrumentale optimale en terme de variance est donnée par le résultat suivant.

Proposition 3.1

Lestimateur d’échantillonnage préférentiel de variance minimale, 5 n(g*), est obtenu pour la
densité instrumentale

lh(@)|f (2)

, eRY,
fsupp(f) |h(x)|f(x)dx

g (2) =

Ce résultat n’a qu’'un intérét limité en pratique. Lorsque h > 0, la densité instrumentale optimale est
g* = hf/[Ef[h(X)] et Vargs [gn(g*)] = 0. Néanmoins, cela requiert de connaitre § = [Ef[h(X)] qui est
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justement la quantité d’intérét. La proposition 3.1 fournit en revanche une stratégie pour choisir g :
un candidat pertinent est tel que | k| f/ g soit quasi constant et de variance finie.

Estimateur auto-normalisé

11 est possible que les densités f et/ou g ne soient connues qu’'a une constante de normalisation
pres, ie., f = crf et g = cgg§. Dans ce cas, on travaille avec une version de I'estimateur dite auto-
normalisée.

Définition 3.2

Sous les méme hypothéses que la définition 3.1 et étant donnée (Z,,) ,~; une suite de variables
aléatoires i.i.d. suivant g, 'estimateur auto-normalisée est défini par

~ n o wih(Z F
on(@ = w, avec Wy = {(Zk), k=1,...,n, (3.4)
2o Wk 8(Zy)
n h(Z
_ w (3.5)
Zk:l Wi

Proposition 3.2

Lestimateur (3.4) converge presque sirement vers 0.

A la différence de I'estimateur d’échantillonnage préférentiel (3.2), I'estimateur auto-normalisé est
biaisé. Il présente néanmoins ’avantage d’étre exact lorsque la fonction #/ est constante (ce qui n’est
pas le cas pour (3.2)). Certes, il n'y a pas d'intérét a calculer des intégrales pour des fonctions h
constantes, en revanche cette propriété permet d’éviter des comportements atypiques.

Supposons que I'on souhaite estimer § = E¢[h(X) + C] avec C une constante. Soit (Z,) ,>1 une
suite de variables aléatoires i.i.d. suivant g. Alors

Y wih(Zy) + - Y wp#C+ — 2 weh(Zi).
k=1

1 & 1
— Z w(Zi) {h(Zy) +C = —
n= n= k=1

Autrement dit, 'estimateur d’échantillonnage préférentiel de 6 n’est pas égal a 'estimateur
d’échantillonneur préférentiel de E ¢ [(X)] auquel on ajoute C. L'estimation ne préserve pas les
propriétés de I'espérance. En revanche, si on consideére la version auto-normalisée la propriété
attendue est bien vérifiée :

Z:I wi{h(Zy) + C} 4 Z:l wih(Z;)

n n
k=1 Wk k=1 Wk

Diagnostique et taille efficace d’échantillon (effective sample size)

S’il est possible de comparer les performances en terme de variance de I’échantillonnage préférentiel
avec la méthode classique, cette comparaison est fortement sensible a la qualité d’estimation de la
variance et donc au choix de g. Il peut étre préférable de mener d’autres diagnostiques en amont,
notamment pour s’assurer que le choix de g est judicieux. Par exemple, lorsque 'on sait calculer
explicitement les poids d’'importances (f et g sont connues explicitement et pas a une constante
pres), on peut utiliser que Eg[f(Z)/g(Z)] = 1 et donc si la moyenne empirique des poids w, différe
beaucoup de 1, le choix de g n’est pas bon.
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On utilise généralement la taille efficace d’échantillon pour juger du choix de g :

2
Yo Wk w-
ESS= % =n=2.
Lo Wy w?

ESS représente le nombre d’observations apportant effectivement de I'information. Ainsi si la taille
efficace est trés petite devant n, on considerera que I'estimation n’est pas fiable. Il existe de nom-
breuses définitions de la taille efficace d'un échantillon dans la littérature. Il n’est pas possible d’en
faire une description exhaustive dans ce cours. On retiendra néanmoins, qu’il ne s’agit pas d'un outil

de diagnostique idéal, il permet au mieux d’identifier un probleme concernant les poids d’impor-
tance mais jamais de valider la méthode.

3.2 Variables antithétiques

La méthode de la variable antithétique a pour objectif de réduire I'erreur d’estimation en utilisant
des symétries du probléme. Elle s’applique lorsque la loi v présente des propriétés d’'invariances (e.g.,
symétrie ou rotation). Autrement dit, on suppose qu’il existe une transformation mesurable A: R% —
R4 telle que AX) ~v.

Exemple 3.3

1. SiU~%([a, b)), alors b+ a—U ~%([a, b]).
2. Si X~ (u,0%), alors 2u— X ~ A (u,0?).

Définition 3.3. Méthode de la variable antithétique

La variable aléatoire A(X) est appelée variable antithétique de X et I'’estimateur de la variable
antithétique est défini par

" hXp)+ho AX
Z Xk) - Xg) 3.6)
k=1

N 1
6n:_
n

ou (X;),,>1 est une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi de X.

Biais de 'estimateur. Les variables aléatoires X et A(X) étantidentiquement distribuées, onaE[h(X)] =
E[ho AX)]. On obtient donc que I'estimateur (3.6) est sans biais, i.e., E[5,] = E[h(X)].

Convergence de I'estimateur. La loi forte des grands nombres pour les suites de variables aléatoires
i.i.d. (h(X;)) pen €t (ho AXp)) ey (et le théoréme de continuité) donne

12 p.s.
- Y hXy) = E[hX)]

k=1 S

- Ps
= &y — EhX)].

12 p.s.
=) hoAXy) — E[ho AX)]=E[hX)]
n k=1 n—-+oo

Intervalle de confiance. Les variables aléatoires (Y;),=1 = (0.5{h(X,) + ho AX;)}),=1 sont i.i.d. et
de variance finie (h étant de carré intégrable par rapport a v). Le théoréme centrale limite donne

~ <
Vn(6n—E[hX)]) — A(0,07), avec of=Var(0.5(h(X)+hoAXH.
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On en déduit I'intervalle de confiance au niveau de confiance 1 — «,

-~ 02 -~ 02 ~ —~ ~ ~
ICi_q = 6n_q1—a/2\/ 71:5n+q1—a/2\l 71 = [6n_q1—a/2 \V \/ar[(sn] »6n+q1—a/2\/ \/ar[an]]r

ol ¢1—a, est le quantile d’ordre 1 — @/2 de la loi normale centrée réduite. Dans la pratique, on peut
estimer la variance O'% via la variance empirique

1 ~
3 (0.5(h(X) + ho AR} —5,)°.

a3 =
n-15

Performances de 'estimateur

Les variables (X;,) ,>1 étant i.i.d. suivant v, ajouté au fait que X et A(X) sont de méme loi, on a

\/ar[gn] = ﬁ (Var[h(X)] + Var[ho AX)] +2Cov[h(X),ho AX)])
= i\/ar[h(X)] + iCov[h(X), hoAX)] = i\/alr[h(X)](l +0),
2n 2n 2n
avec p = Cov[h(X), ho AX)]/Var[h(X)].

Cette expression de la variance justifie a posteriori pourquoi dans la définition de I'estimateur (3.6),
on prend le second échantillon identiquement distribué selon la loi de X, mais pas indépendant de
(X;) u=1- Sil'on n'utilise pas la suite (X;;),=1 pour construire la suite de réalisations correspondant
a la variable antithétique A(X), mais une suite de variables aléatoires i.i.d. (Xn)nzl, alors p = 0. La
méthode n’est rien d’autre que la méthode de Monte Carlo classique pour un échantillon de taille 2n.

Le cas favorable pour la méthode de la variable antithétique est celui de la corrélation négative. Dans
le cas particulier ou1 p = —1, on peut méme constater que ’on a un estimateur de variance nulle.

Proposition 3.3

On a la condition nécessaire et suffisante suivante

Covih(X),ho AX)] <0 <= \/ar[gn]<%\/ar[ﬁn]=\/ar[ﬁzn].

Ce résultat nous dit que sous la condition p < 0, la variance de I'estimateur est au moins divisée par
rapport a la méthode de Monte Carlo classique qui utilise le méme nombre de simulations et fait au
moins aussi bien que la méthode de Monte Carlo pour laquelle on utilise deux fois plus de simulation
et on évalue le méme nombre de fois .

On peut comparer |'efficacité relative de 5, par rapport a h,, ou hs,, en prenant en compte le cotit C,
de simulation suivant v et le cott Cj, d’évaluation de h :

C,+Cp, 2 . c 2

R(np,6,) = R(hon,6p) = =
(hn,0n) (h2n,0n) Cv+2Ch1+P C11+p

, avec —-1=p=1l

Casn°l:C, > Cj. Silecottd’estimation est dominé par le cofit de simulation suivant v, alors C; = C
etle gain R(h,,6,) = 1. §,, fait au moins aussi bien que &, ou hyj,. Si de plus p <0, §, est au moins
deux fois plus efficace que h;, ou hy,.

Cas n°2: C, <« Cy. Sile colit d’estimation est dominé par le colit d’évaluation de h, alors C; = 2C
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et R(En,gn) > 0.5. Ainsisi0<p <1, 5,1 est moins efficace que EL ou Egn. Dans le cas limite p =1,
la méthode de la variable antithétique double la variance de la méthode classique pour un méme
nombre d’évaluation de i (ou de facon équivalente 5, atteint la méme variance que h, en deux
fois plus de temps). En revanche, lorsque p < 0, 5, fait au moins aussi bien que h, ou hy,. Donc
méme si on utilisait deux fois plus de simulations avec la méthode classique, la méthode de la variable
antithétique resterait meilleure.

Casn°3:C, = Cy. Onaalors C; = 3C/2 et R(ﬁn,gn) =1deéslorsquep < 1/3. 11 suffit donc la encore
p <0 pour que 8 ,) soit plus efficace que &, ou hyj,

Sous certaines conditions, on est assuré que la covariance associée a la méthode est négative.

Proposition 3.4

Soient X une variable aléatoire de R? de loi v. Si @ et ¥ sont des fonctions mesurables de R4
dans R vérifiant :

(i) ®X) et ¥(X) ont méme loi et E, [®?(X)] < +o0;
(i) @ etV sontrespectivement croissante et décroissante en chacune de leurs coordonnées,

alors Cov[®(X), Y (X)] = 0.

Proposition 3.5

Si A est une transformation de R? décroissante en chacune de ces coordonnées laissant
la loi v invariante et h : R? — R est monotone en chacune de ses coordonnées. Alors
Cov[h(X), ho A(X)] =0, avec égalité uniquement si h est presque sirement constante.

Lorsque X ~ A (u,0?), on a la variable antithétique A(X) = 2u — X. La transformation A
est donc décroissante et la Proposition 3.5 s’applique. Un exemple d’application est le calcul
d’une option d’achat. On se place dans le modele de Black-Scholes

o
t+0'Wt
2

r—o? r le taux d’intérét sans risque,
S =Sopexp , avec

o lavolatilité du prix de I'option,
avec (W;)rer, un mouvement brownien standard. On cherche a calculer
5 =E[exp(-rT)(St—K)+], K=0.

En remarquant que Wy ~ A(0, T), on peut écrire 6 = E[h(X)] avec X ~ A4 (0,1) et

— g2 +
h:x—exp(-rT) (Soexp(r 20 t+aﬁx) —K) .
La fonction & est strictement croissante. Ainsi d’aprées la Proposition 3.5 donne
Cov[h(X),ho A(X)] <0,

et la méthode de la variable antithétique fournit un estimateur de Monte Carlo plus efficace.

Le résultat sur la monotonie a une utilité théorique pour justifier la réduction de la variance, mais il
ne garantit pas nécessairement un gain significatif (e.g,, si p < 0 mais proche de 0) dans la pratique.

21



3.3 Variables de controle J. STOEHR

La condition est uniquement suffisante. On peut donc a contrario obtenir une corrélation négative
pour une fonction /2 qui n’est pas monotone. En pratique, il peut donc, dans certains cas, étudier
empiriquement la corrélation méme si la condition de monotonie n’est pas vérifiée.

3.3 Variables de contrdle

La méthode de la variable de controle consiste a réduire la variance de la méthode Monte Carlo en
introduisant un probleme Monte Carlo que I'on sait résoudre exactement.

3.3.1 Cas unidimensionnel

Définition 3.4. Méthode de la variable de controle

Soit hy : RY — R telle que E[ho(X)] = m soit facile a calculer et Var[hy(X)] < +oco. Pour tout
réel b, étant donné (X;),=1 une suite de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi v, on définit
I'estimateur

~ 12
On(b) = — Y {h(Xy) — blho(Xy) — ml}. (3.7)
k=1

Biais de Pestimateur. Comme m = E[h(X)], on obtient directement E [5,] = E[2(X)] .

Convergence de 'estimateur. Laloi forte des grands nombres pour les suites de variables aléatoires
i.i.d. (h(Xy)),=1 et (ho(X,)) =1, donne

12 p.s.

-y hXp) — E[hX)]

=1 n—+oo . p.s. )
12 ps. = 0n(b) — E[RX)], pourtoutréel b.
- Y hoXp)-m — 0

=~
1l
—_

Intervalle de confiance. Les variables aléatoires (Y,),>1 = (h(X;) — b{ho(X;,) — m}),,»; sont ii.d. et
de variance finie, notée 0'% (b). Le théoreme centrale limite donne alors, pour tout réel b,

~ <
Vi (8,(b) ~E[hX)]) — A (0,0%(D).

On en déduit I'intervalle de confiance au niveau de confiance 1 — «

~ o1(b) -~ o1(b)
5n_q1a/2ﬁ»5n+qlw/zl—\/ﬁ]

= [5n — q1-a\/ Var[8,(b)], 0, + ql—dlz\/\/ar[gn(b)]],

ol g1-q/, est le quantile d’ordre 1 — /2 de la loi normale centrée réduite. Dans la pratique, on estime
la variance O'%(b) via la variance empirique associée aux réalisations de la variable aléatoire Y :

IC1—q =

1
n-1

n —~
52(b) = —— Y {h(Xp) — b(ho(Xp) - m) =8 (D)}
k=1
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Performances de I'estimateur

Les variables aléatoires (Y},),>1 étant i.i.d., on obtient que la variance de |’estimateur (3.7) est

Var[5,(b)] = %Uz(b) = %{\/ar[h(X)] + b*Var[hy(X)] - 2bCov[h(X), hy(X)1}

=Var|hy, +%{b2\/ar[h0(X)] —2bCov[h(X), hy(X)]}.

Proposition 3.6

Lestimateur & ,(b) est de variance plus faible que I'estimateur classique h,, si, et seulement si,
on choisit b et hy telles que

b*Var[hy(X)] — 2bCov[h(X), ho(X)] < 0.

Lestimateur de variance minimale, 6 ,,(b*), est obtenu pour

* _ . = _ Cov[h(X), hy(X)]
b —ar%géln\/ar[én(b)] = VXl (3.8)

On a alors

Cov[h(X), ho(X)]
VVar[hX)Var[hoX)]

\/ar[gn(b*)] = Var [En] (1 —p (hy hO)z) y P (h) hO) =

Remarque. Comme pourla méthode de la variable antithétique, il estimportant de réutiliser la suite
(X;) ,=1 pour construire les réalisations de la variables hy(X). Dans le cas contraire, la
méthode a la méme variance que la méthode classique.

Lestimateur de variance minimale a une variance inférieure a celle de I'estimateur classique £,, dés
lors que la corrélation p (h, hg) est non nulle (et cela indépendamment du signe de la corrélation). La
méthode sera cependant d’autant plus efficace que p (h, hg)? est proche de 1 et devient méme exacte
lorsque cette corrélation vaut 1. Le gain potentiel de la méthode dépend également du cofit de sa
mise en ceuvre. Si le cofit de la méthode classique est C = nC, + nCy, la méthode de la variable de
contréle implique un cott supplémentaire du fait de 'évaluation de hg, a savoir C; = C + nC(hyg).
Lefficacité relative de 5, (b) par rapport a h,, est

C 1

R(hyp, 6, (b)) = .
( o) C+nC(ho) 1-p (h, ho)?

La variable de contrdle est plus efficace que la méthode classique lorsque R(En, 5 »(b)) > 1, autrement
dit lorsque

C(hy)
lo(h, ho)l >¢m'

Comment déterminer le coefficient optimal b*? Dans la pratique, il y a peu de chances que I'on
connaisse Cov[h(X), ho(X)] et donc b* (c.f,, Exemple 3.3.1). On I'estime donc en utilisant

, _
g _ Thm V00 =) (00 —r)
Yo (ho(Xp) — m)?

(3.9)
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Stratégie n°1 : période de chauffe (burn-in period). On utilise les ¢ premiers termes (¢ petits) de la
suite (Xp,) ;=1 pour estimer b* et les 1 — ¢ termes restants pour calculer 6,,_¢ (b}). 6,-¢(b}) est alors
sans biais (bZ et (ho(X,) —m),~, sont indépendantes). Néanmoins ¢ a vocation a étre petit et donc
I'estimateur b; est peu précis.

Stratégien°2. On utilise I'ensemble de I'échantillon de taille 72 pour estimer b* (i.e., £ = n) et 5, (b%).
Cette solution offre une meilleure estimation de b;. Néanmoins &, (b};) est alors biaisé mais de va-
riance asymptotique Var[5, (b*)].

Exemple 3.5. Distribution symétrique

Soit X une variable aléatoire réelle de densité f symétrique par rapport a y. On souhaite cal-
culer la probabilité d’obtenir une réalisation au dela de p,

+00
P[Xza]:f fx)dx, a>y,
a

Un candidat naturel pour appliquer la méthode de la variable de controle est iig(X) = Ly ;-
Dans ce cas m = P[X = p] = 0.5. Pour une suite (X,),>; de variables aléatoires i.i.d. suivant la
loi de X, on considére alors I’estimateur
= 1z 1 Z
6nb)==) Lix>a - b(— Y Ly —P[Xzp]|.
ni=1 ni=1

Ona
Var[ho(X)]=P[Xzp] (1-P[X=p]) et Covlh(X),ho(X)]=P[X>al(1-P[X=p]).

On en déduit que I'estimateur 5 (b) est plus efficace que I'estimateur h,, lorsque

Cov[h(X),ho(X)] _ P[X>al

0<b<2 =
Var [k (X)] P[X =y

=4P[X > a].

Or P[X > a] est justement la quantité que I'on cherche a calculer.

3.3.2 Cas des variables de contrdle multiples

La méthode peut se généraliser a plusieurs variables de contréle.

Définition 3.5. Variables de controle multiples

Soit Ay, ..., hs un ensemble de fonctions de R?. On pose Zy = (h1Xg), ..., hsXg), k= 1. Pour
tout vecteur b de RY, on définit

~ 1 2
on(h) =~ Y hXp)—<b, Zy—E[Z;] >.
k=1

Tout comme dans le cas unidimensionnel, I’estimateur 5 n(b) est sans biais et on peut écrire
= - 1 T T
Var[5,(b)] = \/ar[hn] — —(2b"Epaz— b Ezb),
n

avec 2z la matrice de variance covariance de Z = (h;(X), ..., hs(X)) et Z;,x) z la matrice s x 1 dont la
i-eme composante, i = 1,...,s, est donnée par Cov[h(X), h;(X)]. Lestimateur de variance minimale

24



3.4 Méthodes de stratification J. STOEHR

est alors obtenu pour

b*=3,'%yxz et Var[6,(b*)]=Var|h,

1-— T 2_12 '
( Var[h(X)] ~hX.Z27Z hX),Z

On obtient donc que I'estimateur de variance minimale est plus efficace que I'estimateur ,,.

3.4 Meéthodes de stratification

Soient Z une variable aléatoire de R? et (D : k =1,...,K) une partition de 'ensemble 2 de 'ensemble
des valeurs prises par Z. Le principe de la méthode de stratification est de combiner I'information
obtenue sur chaque élément de la partition en utilisant la relation :

K
0 =E,[hX)] = Z P[Ze DEIE[h(X) | Z € Dg].
k=1

Le postulat de base de ces méthodes est que pour tout élément Dy, k=1,...,K :

(H3) P[Z e Dy] est connue explicitement et est strictement positif;

(H4) on sait simuler suivant la loi conditionnelle Z (X |Z € Dy.).

Ces conditions sont naturelles et permettent simplement d’assurer que 1’on a un estimateur Monte
Carlode E[h(X) | Z € D] et donc de E[h(X)]. En pratique, elles servent de guide a la construction de la
partition.

Remarque. Les résultats sont écrits en toute généralité pour une variable aléatoire Z. Ils sont en
particulier vrais pour Z = X et on pourra considérer que c’est le cas en premiere lecture.

Exemple 3.6. Simulation de lois conditionnelles £ (X |Z € Dy.)

1. Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F. On considere Z = X et pour
k=1,...,K, Dy =1d,d; + 1] avec d; des constantes réelles. Si U ~ % ([0, 1]), alors

X® = F=[F(dp) + U{F(dis1) - F(d}l, k=1,...,K,

suit la loi de X | X € Dy et Y® = h(X®) suit la loi de h(X) | X € Dy. On applique cette
méthode lorsque 'on sait évaluer F et F~ ou lorsque la partition est définie a ’aide de
quantiles (e.g., loi normale).

2. Soit X une variable aléatoire de R? de densité f. On considere Z = X. Alors, pour k €
{1,...,K},

fx)

— 2% epy, xERY,
PXe Dy *<P

fix® =

est la densité de la loi conditionnelle £ (X | X € Dy). On peut alors appliquer I'algorithme
du rejet.

Définition 3.6. Estimateur stratifié

Pour chaque élément Dy de la partition, on considere (x&l’f)) une suite de variables aléa-
ne
toires i.i.d. suivant la loi conditionnelle £ (X | Z € Dy). Alors pour n = n; +...+ ng, on définit
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I'estimateur stratifié par

K P[Ze Dyl

gn(nb---vnK) Z Zh(X(k))

k=1 ng i=1

On appelle :
e variable de stratification : la variable aléatoire Z;

e strates : les éléments Dy de la partition;

e allocation : le choix des nombre de tirages ny,...,ng que I'on fait pour les lois condition-
nelles (X |Z e Dy), k=1,...,K, sous la contrainte que le nombre total de simulation est
n=n;+...+ng.

Cet estimateur nécessite de choisir des strates, une variable de stratification et de se donner une
allocation; tant de parameétres qui peuvent rendre I'implémentation d’'un tel estimateur délicate.

Par soucis de concision, on notera pour chaque strate Dy, k€ {1,...,K}:
pr=P[ZeDyl, qp=ni/n, p=EhX)|ZeDyl, o%=Var[h(X)|Ze Dy

Biais de I'estimateur. Pour tout k, on a

1 % sing >0, ~ K
E|l—2 h(xi‘k)) = {'uk . ¢ = E[0n(m,...,n)] = Y prptrlingso)-
Ng ;=1 0 sinon. =1

Lestimateur est donc sans biais si pour tout k € {1,...,K}, ng > 0, i.e. pour chaque strate, on prends
au moins un tirage suivant la loi conditionnelle.

Convergence de l'estimateur. Pour k € {1,...,K}, tel que ny > 0, la loi forte des grands nombres
appliquée aux variables aléatoires i.i.d. (x&{”) N donne
ne

1 & ® p.s. —~ ps. K
— X ) — > ey — 1 .
nkl;h( i) mree MK 6n(n,..., nk) n_}ﬂ)kglpk#k (>0}

Lestimateur converge donc vers E[2(X)] si pour tout k € {1,..., K}, ng > 0. On supposera cette hypo-
theése désormais satisfaite.

Intervalle de confiance. On peut écrire

K
Vn(0n(m,...,ng) ~E[RX)]) = Z

S () -

Pk
\/_

Or le théoréeme centrale limite appliqué aux variables aléatoires i.i.d. (x;’“)) " k=1,...,K donne
ne

ng—+00

\/n_k(ni%h(xgk))—uk.) it A (0,0%).
k=1

Lindépendance entre les strates permet alors d’écrire

M=
|
wqw

P 4
Vi (8n(n,...,n) —E[RX)]) — A(0,0%(q1,....q1)), ol 0*(q,...,qK) =

k=1 4k
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On en déduit I'intervalle de confiance au niveau de confiance 1 — a

U(q11~-~)qK) < U(QI,”',QK)

O0n+ gia
\/ﬁ nt q1-a \/ﬁ

ol g1—«/, est le quantile d’ordre 1 — @/2 de la loi normale centrée réduite. Dans la pratique, on estime
la variance o (q, ..., qx) via les variances intra-strate empiriques associées aux réalisations des va-

)

ICi_a = [Sn —q1-a2

riables aléatoires (X%k)) N dans chacune des strates Dy, k=1,...,K :
ne

I _ K pi 1 ng 1 ™ © 2
a0 £ 5L 8 g L5l

k=1 9k =13 Nk j=1

11 s’agit d'un estimateur convergent de o(q, ..., gx) et donc l'intervalle de confiance reste valide en
remplacant o(qy, ..., qx) par son estimation (théoreme de Slutsky).

Performances de I'estimateur

Les variables étant indépendantes (entre les strates et a I'intérieur des strates) et identiquement dis-
tribuées a I'intérieur d’'une strate, on a

- Kps , 1
Var[6,(n1,..., ng)] =Z— ;az(ql,...,qm.

La variance de I'estimateur dépend donc du choix des strates et du choix de I'allocation (ny,..., ng)
ou de facon équivalente de (q,..., gx). On peut chercher I'allocation optimale, i.e. 'allocation telle
que la variance de I'estimateur soit minimale. On cherche alors

K
(F,....q%) = argmin  o°(qi,...,qx), telque Y qp=1.
(@1, qK)€10,1[¢ k=1

Proposition 3.7. Allocation optimale

(i) Lestimateur de variance minimal, 6, n(ny,...,nx), est obtenu pour l'allocation optimale
définie pour k=1,...,K par

q* — PkOk
¢ Z{i] pPiOi
On a alors

2
~ 1 &

\/ar[én(qf‘,...,q};)]:;(z pkak) :
k=1

(ii) Sous I'hypothese d’allocation optimale, I'estimateur stratifié 5, n(d5,...,qx) est plus effi-
cace que l'estimateur de Monte Carlo classique, i.e.

Var([8,(q5,...,q5)] < Var [En]

Le choix de I'allocation optimale dépend néanmoins des variances intra-strate o et peut donc étre
incalculable en pratique. Une solution est de remplacer la variance oy par un estimateur convergeant
évalué sur un premier jeu de simulations indépendant du jeu de simulations utilisé pour calculer
I'estimateur stratifié. Il existe également des méthodes plus sophistiquées et performantes basées
sur des techniques itératives.

Une alternative est de choisir une allocation tel que I’estimateur stratifié est de variance plus faible
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que I'estimateur de Monte Carlo classique sans étre de variance minimale.

Définition 3.7. Allocation proportionnelle

Lallocation est dite proportionnelle lorsque I'allocation pour chaque strate Dg, k = 1,...,K,
est proportionnelle a la probabilité d’appartenance a la strate, i.e. g = pk. Dans ce cas 'esti-
mateur stratifié est noté 6 ,(p1,..., px)-

Cette allocation permet toujours de construire un estimateur stratifié de variance plus faible que
I'estimateur de Monte Carlo classique #/;,.

Proposition 3.8

Sous I'hypothese d’allocation proportionnelle, I'estimateur stratifié 5nl p1,---, PKk) est plus ef-
ficace que 'estimateur de Monte Carlo classique, i.e.

~ 1 K —
Var[6,(p1,...,pr)] = - > pka?C < \/ar[hn].
k=1
Interprétation de 'estimateur stratifié a allocation proportionnelle. On peut toujours écrire

_ R K K 2
n\/ar[hn] =nVar[6,(p1,....,p)] + ) Pk (,uk— > pjuj) :
k=1 =1

Le second terme correspond a la variance inter-strates. Ainsi ’estimateur a allocation proportion-
nelle élimine la variabilité inter-strates pour ne conserver que la variabilité intra-strates. Il réduit
donc d’autant plus la variance que la variance intra-strates est faible. Cela renseigne sur la straté-

gie a adopter pour choisir les strates, i.e. prendre des strates pour lesquelles la quantité d’intérét varie
peu au sein de chaque strate.

Pour le calcul d'une option d’achat (c.f. Exemple 3.4), il est possible de calculer un estimateur
stratifié de .# en prenant Z = X pour variable de stratification et Dy = |dy,di + 1], k=1,...,K.
La méthode consiste a

(i) choisir une stratification ds, ..., dg et une allocation ny,..., ng;

(ii) asimuler, pour chaque strate k € {1,..., K}, une suite (X,(lk))

. de variables aléatoires i.i.d.
suivant la loi conditionnelle X | X € 1dy., dy +1];

n=

(iii) calculer 6,(ny,...,ng), i.e., la somme pondérée des moyennes,

S S L& (v
B,y mi) = Y (@dgin) -0} — Y A (x9).
k=1 g =1

Pour I'étape (ii), on peut simuler une suite (U,(,k)) . de variables aléatoires i.i.d. suivant la loi
=
% ([0,1]) et poser pour tout i = 1,

X0 =07 o)) + UP (0(di) - 0(dp)].

Cela ne fonctionne néanmoins que pour des événement X € |dy, di + 1] ou'on connait préci-
sément ®(dy.) et ®(dy). Dans le cas contraire, il est préférable de procéder par rejet.

Conclusion. Bien que I'on puisse toujours définir un estimateur stratifié de variance plus faible que
celle de I'estimateur classique (allocation proportionnelle), il existe plusieurs difficultés en pratique.
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Notamment le choix de strates et d'une variable de stratification pour lesquelles on connait explici-
tement P[Z € D¢]. Le choix des strates n’est pas sans conséquence sur la réduction de variance (des
techniques adaptatives efficaces existent pour choisir) mais également sur le cotit de calcul de I'es-
timateur : le temps de simulation pouvant dépendre de la strate considérée et I'architecture de I'al-
gorithme est généralement tres différente des autres méthodes vues dans ce chapitre. Il est donc
important d’étudier I'efficacité relative de I'estimateur stratifié par rapport a la méthode de Monte
Carlo classique.
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