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Important. Suivant les réglements en vigueur :

1. Les enseignants présents lors de I'épreuve ne peuvent communiquer que sur les fautes d’énoncé potentielles.
Toute autre question durant la composition ne sera pas acceptée.

2. Les étudiants sont tenus de se lever au moment de I'annonce de fin de la composition. En cas de refus, le respon-
sable de 'UE sera fondé a ne pas prendre en compte la copie incriminée.

3. Lidentification des copies et intercalaires doit avoir été faite au moment de la remise de chaque copie par les
enseignants et surveillants. Il ne sera pas accordé de délai pour cette raison en fin d’épreuve.

Notation. i.i.d.:indépendantes et identiquement distribuées.

Exercice 1. Soit X un vecteur aléatoire de R? de densité f. Soient ¢p: R? — R et y : R — R mesurables
telles que ¢(X) et ¢ (X) sont de carré intégrables. On souhaite estimer

A=E[¢X) -vX)].

Etant données X, ...,Xo,, n € N*, variables aléatoires i.i.d. suivant f, on considere les estimateurs

n

Du==Y [pX)-vXp)] et Ap==) ¢pXp)—— Y wXKpip)-
k=1 ni=1 =1

On note C le cotit de simulation d’une réalisation de f et on suppose que le cotit de calcul de D,, et A,,
est déterminé par le nombre de réalisations simulées suivant f.

1. Montrer que D,, et A, sont des estimateurs sans biais de A.

2. Quel est le cotit de calcul nécessaire pour obtenir une erreur quadratique moyenne ¢ € Ry avec Dy, ?
avec A, ?

3. A quelle condition nécessaire et suffisante sur Cov [(/)(X),l//(X)] D n atteint-il la méme erreur quadra-
tique moyenne que A, pour un cotit moindre?

Application. Soient des variables aléatoires V1,..., Y, i.i.d. suivant la loi A (u,0°), p € R, 0 € R, et
Z1,...,Zq i.id. suivantlaloi 4 (1,7?), A € R, y € R%. Pour h mesurable et bornée sur R, on s'intéresse a
I'estimation de

d

d
n=E|>_ hYy)-)_ h(Z)|.
k= =1

=1 k

4. Montrer que pour estimer 7, il est préférable, en terme de variance et de cofit, d’utiliser comme réali-
sations de 7y, ..., Z; une transformation des simulations de Y1, ..., Y; dés que Cov[h(Y1), h(Z;)] > 0,




Examen Méthodes de Monte Carlo

plutot que de simuler Y3,..., Y et Z3,..., Z; indépendamment.

Exercice 2. Soit n €N tel que n = 2. Soient X1, ..., X, des variables aléatoires réelles i.i.d. de densité f
et de fonction de répartition F dont I'inverse généralisée F— est facilement calculable. Les statistiques
d’ordre X(),..., X(») sont obtenues en faisant un tri croissant de X, ..., X,,. Pour k € {1,..., n}, la densité
de X est donnée, pour x € R, par

F@F! 1= Font

i) =

[,
et celle du couple (X(1), X)) est donnée, pour x, y € R tels que x < y par

fin(x,y)=nn-DIFy) - FXOI" 2 fx)f).

1. (a) Soitl < k < n. Montrer que pour simuler une réalisation de Xy, 'algorithme du rejet avec f pour
densité instrumentale permet de simuler en moyenne moins de réalisations suivant f qu'une
approche directe basée sur le tri de n réalisations suivant f.

Indication : on pourra utiliser sans le démontrer que pour 1 < k < n,
1
m-Dk-D - *< 5= 1"k -Din - k)

(b) Dans R, on a enregistré une M tel que, pour x € R, fi(x) < Mf(x) et rho(x) une fonction qui
calcule (de facon vectorielle) le rapport fi(x)/[M f(x)] pour Xj,..., X, distribuées (dans cette
question uniquement) suivant la loi exponentielle &(2). Donner le code R de I'algorithme du
rejet qui simule N réalisations de X(,. Ce code doit étre optimisé pour minimiser le nombre de
passages dans une boucle while. On pourra utiliser les fonctions de la librairie de base de R.

2. (a) Pour y € R, déterminer la fonction de répartition de X1y | X(,) = y, en fonction de F.

(b) En déduire une méthode de simulation du couple (X(1), X()) basée sur F, F~ et sur la simulation
de moins de n variables uniformes sur [0, 1].

(c) Donner, pour cette méthode, le code R qui fournit une réalisation (x,y) du couple (X(1), X))
lorsque Xj,..., X, sont distribuées suivant la loi de Cauchy 6(0, 1).

Exercice 3. Soit (X) =1 une suite de variables aléatoires réelles i.i.d. suivant une densité f paramé-
trée par 6 € © € R, o1 O© est un intervalle contenant 0. On suppose que f vérifie 'hypothese (H) : pour
fecOetxeR,

—— ¥ € €%(0), avec (0) =1 (0) =0
f(x10) =h(x)exp@x-y(0)) avec : o |R+ telle que { VO € ©, v'(0) = Eg[X1],
v VO €O, " (0) = Varg[Xi].
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Soient a, b € R tels que a < 0 < b. On définit

0 sim=0 . .
Sm = et M=min{meN"|S,¢la,bl}.
Z,’C”ZIX,C sim=1

Soit Oy € O tel que Eg,[X;1] <0 et Py, [X; > 0] > 0, ot Py, et Eg, désignent respectivement la probabilité et
I'espérance par rapport a f(- | 0p). On souhaite estimer p = Pg [Syr = b]. On notera n € N* le nombre de
tirages suivant le modeéle.

1. Donner I'expression de I'estimateur de Monte Carlo classique de p, noté p,(6y), pour des variables
aléatoires (X;;), i € {1,...,n} et j €N*, i.i.d. suivant f(- | 0p).

2. Soitf € ®\{fy}. Donner 'estimateur d’échantillonnage préférentiel de p pour des variables aléatoires
(Xij), i€{l,...,n}et jeN", iid. suivant g: x — f(x|0), noté En(e).

3. Montrer que 'on a nécessairement 6, < 0 et qu'il existe au plus un point 6* > 0 tel que w(6*) = y(6)).
4. Montrer que Var[5,(0*)] < Var[5,(00)].

Application. On suppose que (X,),=1 sont i.i.d. suivant la loi A" (8y, 1) avec Oy < 0. On considere © = R.
5. Montrer que la densité de la loi A (6, 1) vérifie 'hypotheése (H) et donner I'expression de 6*.

6. En déduire un majorant de p en fonction de 6, et b.

7. Onprend a = -5, b=10 et 0y = —1. Pour p,(0)), a partir de quelle valeur de n peut-on espérer avoir
une estimation de I'ordre de p?

x -20 -15 -10 -5
exp(x) | 2.061x1079 | 3.059x 1077 | 4.54x107° | 0.007

Exercice 4. Soitd e N*. Soient Xj, ..., X; des variables aléatoires i.i.d. suivant la loi arc sinus standard
dont la densité est donnée, pour x € R, par

1
(x) = ——=1 .
f=- T el

On s'intéresse a I’estimation de

1 d
6 =E[h(Xy,...,Xz)], avec h:(xl,...,xd)wlog(gZeX").
i=1

1. Calculer l'inverse généralisé de la fonction de répartition de la loi arc sinus standard et expliquer
comment obtenir des réalisations de cette loi.

2. Soit n € N*. Donner I'expression de 'estimateur de Monte Carlo classique de 6, noté [i,, pour des
variables aléatoires (X;;), i €{1,...,d} et j €{1,...,n}, i.i.d. suivant f.

3. (a) Trouver desréels a et b tels que aX; + b a méme loi que X;.
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(b) En déduire I'estimateur de §, noté 5 n» par laméthode de la variable antithétique.
(¢) Montrer que Var[5,] < Var[fi,] /2.

4. Onpose hy: (x1,...,X3) — Z?Zl x;. Montrer que E[hy(X3,...,X4)] = d/2. En déduire, en fonction d'un
parametre b € R et de hg, un estimateur par la méthode de la variable de contréle simple, noté 5 ,(b).

5. Numériquement, on observe que 5, a une variance 60 fois plus faible que i, et que le coefficient de
corrélation au carré entre hy(Xj,...,X;) et h(Xy,..., X,) vaut p2 =0.98. Soit b* € R tel que 5n(b*) soit
de variance minimale. Comparer la variance de 5 n etcelle de 5, 2(b%).

Exercice 5. Soit N une variable aléatoire de loi de Poisson (1), A € R}, i.e, pour ke N, P[N = k] =
Ake=A/ (kD). Soient Z=N | N =1 et (W) g, un mouvement brownien standard. On s’intéresse a
A = E[max(Wp, Wy, ..., W,)].

1. Donner le code R, sans boucles ou fonctions apply, qui fournit une réalisation de (Wy, W1,..., W),
pour A =2,

2. Soient ne N* et Le N'tel que L =2. On pose pour k€ {1,...,L—1}

n/lk L-1
ng=———— et np=n- n.
k(e — 1) k;l

Pour des variables aléatoires Xl.(’?, ke{l,...,L}, i €{1,...,nt}, £ € N*, iid. suivant la loi A4°(0,1) et
Yi,..., Yy, iid. suivantlaloide Z | Z = L, on définit

j
W=y x%), avec ke(l,...Lhiell,...nd, jeN, et

i0’
=1
1 & (k) ®), L & i) )
Pu(ni,...,np) = ;kz ZlmaX(O»Wi,l ~~-»Wi,k)+; Zimax(o, wi,...wh).
=1li= i=

Montrer que p,(ny,...,nr) est un estimateur stratifié avec allocation proportionnelle pour » tirages
au total et L strates, notées D;,...,Dy.

3. (Question de cours) Pour la variable de stratification Z et les strates D;,..., Dy, montrer que I’estima-
teur stratifié de variance minimale est obtenu pour 'allocation (ny,..., ny) définie par

P[Z € Dily/Var[max(Wy, Wi, ..., Wz) | Z € Dy
n »
Y P1Z e D;]v/Varlmax(Wo, Wy,..., Wz) | Z € D;]

nkz E{ly---rL})

et que sa variance est inférieure a Var [max(Wy, Wi, ..., Wz)] / n.




