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Exercice 1. Soient X une variable aléatoire de fonction de répartition F et U ~ U([0, 1]).
1. Montrer que F< (U) est une variable aléatoire suivant la loi de X.
2. On considere a,b € R tels que a < b et Pla < X < b] > 0. On note

X% = F<[F(a) + {F(b) — F(a)}U].

(a) Justifier que la fonction de répartition de X sachant a < X < b s’écrit pour z € R

G(x) = Mﬂ{a@gb} + Lipspy-

(b) En déduire que X" a la méme loi que X sachant a < X < b.

Exercice 2. Soit X une variable aléatoire de loi de densité f : x +— max(0,1 — |z|). Construire
une méthode de simulation de X a l'aide de :

1. la méthode de la fonction inverse;

2. Tlalgorithme du rejet.

Exercice 3 (Méthode du rejet). La loi normale N'(u,0?), u > 0, o > 0, tronquée de support
[b,4+00[ admet une densité f définie pour tout réel x par

1 z — u)?

ou ® est la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite A(0,1).

Un algorithme du rejet naif.
1. (Travail personnel) Montrer que f définit bien une densité de probabilité.

2. Décrire I'algorithme du rejet utilisant la loi normale N (11, o) comme loi instrumentale. Discuter
en fonction de p et b le nombre d’essais moyen avant acceptation.

Une distribution instrumentale alternative. On note pour x € R

- 2
fi(z) = exp l_(QUQM)] La>p)-

On suppose que b > p. On considere la loi exponentielle translatée de b, TE(A,b), de densité

ga(x) = )\e_A(x_b)]l{mZb}, z € R.
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3. Montrer pour z > b que

Lexp {A(u )+ “?2} it Ao? > b,
filz) _ (1)
ga(x) 7| (b — p)? :

X exp {— 20_2 } S1non.

4. En déduire un algorithme du rejet permettant de simuler suivant la densité f.

5. Calculer la valeur A\* pour laquelle le temps moyen de calcul de la méthode proposée soit le plus
petit possible.

¢ Travail personnel ¢

Exercice 4 (Box-Muller).

1. Soient U et Uy des variables i.i.d. de loi U([0,1]). Montrer que les variables
X1 =1/—2In(Uy) cos(2nU2) et Xy =1/—2In(U;)sin(27Us), (2)
sont i.i.d. de loi N'(0,1).
2. En déduire que les coordonnées polaires (R, ©) de (X, X3) vérifient

R?~E(1/2) et © ~U([0,27)).

Exercice 5 (Méthode polaire).

1. Soient U; et Us des variables i.i.d. de loi U([—1,1]). On effectue des tirages de U; et Us jusqu’a
ce que S := U? + UZ < 1. Montrer qu’a l'issue de cette procédure (Uy, Us) suit une loi uniforme
sur le disque unité Dy = {(u,v) : u? +v* < 1}.

2. Montrer que les variables suivantes sont i.i.d. de loi N'(0,1) :

—21In(S) ot Xy = Us —21In(S)

Y=y —g— S




