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Exercice 1 (Variable de contréle). On définit 6 = E[h(X)] et m = E[hy(X)], avec X ~ v. On suppose
que m est connu et que I'on souhaite estimer § = § — m. Soit Xj,...,X,, un n-échantillon suivant v, on
considere
~ 12 12
W ==Y nXp-m et 6% ==Y hX;)-ho(Xy).
R =1 n=1

Pour quelle valeur de la corrélation p entre h(X) et hy(X), I'estimateur 322) est-il plus efficace en terme

de variance que (/5\(,11)? On supposera pour simplifier que Var[h(X)] = Var[hy(X)] est finie, que le cofit
d’évaluation de h et hy est le méme et que le cotit de simulation suivant v est négligeable.

Exercice 2 (Variables de contréle). On suppose que Xj,..., X, sont i.i.d. suivant la loi de Gumbel
dont la densité est donnée par

f(x):%exp{—exp(—%)}exp(—x;u)]l{xem, avec peR et BeR].

On cherche a estimer, pour t € Ry,

a
Y exp(X;) >t
i=1

p=P

Pourl < k < n, onnotera Xj ,..., X4, 1 < k < n, nréalisations de X3, ..., X4. On considére les fonctions

0 0
hoi:x1,..., x5 — @Z(u,ﬁlxl,...,xd) et ho2:X1,...,Xp— %f(u,ﬁlxl,...,xd),

ou ¢(u,B | x1,...,x4) est la log-vraisemblance associée a Xj,..., X, variables aléatoires i.i.d. de loi de
Gumbel.

1. Montrer que sous des conditions de régularité usuelles E [ 1o (X1, ..., Xg)| =E[ho2(X1,..., Xa)] = 0.
2. En déduire deux estimateurs possibles de la variable de controle.

3. En pratique, quel critere utiliseriez-vous pour choisir lequel de ces estimateurs utiliser? Vous justi-
fierez le criteére utilisé.

Exercice 3 (Estimateur stratifié). Le nombre de précipitation S sur un mois est modélisé par une loi
de Poisson de parameétre A = 3.7. La quantité d’eau Q; tombant lors d'une précipitation s est modélisé
par un loi de Weibul de parametre de forme k = 0.5 et de parameétre d’échelle A = 2 (on supposera que
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les précipitations sont indépendantes). La quantité de pluie tombant en 1 mois est donc

{0 ,siS=0,
X =

Y3 ,Qs ,sinon.

On s’intéresse aux mois présentant de faibles précipitations et on cherche a estimer p =P[X < 3] (i.e, il
y amoins de 3 cm de pluie par mois).

1. Proposer un estimateur de p par la méthode de Monte Carlo classique.

2. Construire un estimateur de p par la méthode de stratification avec allocation proportionnelle, en
précisant les choix faits.




