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Exercice 1. On consideére le modéle linéaire homoscédastique sans constante, i.e., pour i € [1,n],
)/; = /sz + €,

ou r1,...,T, sont fixés, les erreurs €1, ..., &, sont indépendantes, centrées et de variance commune
o2. On suppose que

n n
fo > 0, sz # 0.
i=1 i=1

On définit
B _ Z?:1 ;Y B - ?:1 Y;
n — n 9 n —

i .
i=1T; 2im1 Ti

1. Interpréter 3, et B3, comme des Z-estimateurs en précisant leurs fonctions d’estimation. Lequel
de ces estimateurs coincide avec I'estimateur des moindres carrés?

Comparer les propriétés imposées aux résidus par ces deux méthodes.
Montrer qu’ils sont sans biais pour .

Comparer les variances de ces estimateurs. Dans quel cas sont-elles égales ?

LAl o o

Interpréter le résultat a partir des poids accordés aux observations.

Exercice 2. On consideére la régression linéaire simple, i.e., i € [1,n],
Yi = Bo + brxi + &, )

ou x1,...,T, sont des réels fixés qui ne sont pas tous égaux, et les erreurs €1, ..., &, sont indépen-
dantes, centrées et de variance commune 2. On souhaite déterminer la droite qui ajuste au mieux
les observations au sens des moindres carrés, c’est-a-dire résoudre

n

(BO,n; Bln) € arg min Z(Y; —a —bx;)%
(a,b)GRQ i=1

P Sey=d (@ - X)(Yi-Y).
=1

M=
5
7

I
M=
&

|

|

1. Ecrire la matrice de design X de ce modéle. Montrer quelle est de rang 2 et en déduire que
I’estimateur des moindres carrés existe et est unique.

2. Donner les deux équations satisfaites par BO,n et Bl,n pour le probléme de minimisation. Déduire
de I'une d’elle une expression de S, en fonction de 1, X et Y.
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3. FEtablir les identités

(2

n n
Spz = sz — nYQ, Spy = szYZ —-nXY.
i=1 i=1

En déduire les expressions de Sy, et Bi 5.

4. Montrer que la droite ajustée passe par le barycentre (X,Y) du nuage de points et que la somme
des résidus est nulle.

Exercice 3. On considere le modele linéaire homoscédastique
Y =Xg+e, Eyle] = 0,, Covgle] = 01,

oll B € RP et X € R™ P est une matrice déterministe de rang p, avec n > p. On note Bn I’estimateur
des moindres carrés et

H=XX"X)"'X", M=I1,-H

On rappelle que H et M sont les matrices des projections orthogonales sur Im(X) et Im(X)*,
respectivement.

1. Montrer que
2 T
SCR = HY - XﬁnH — ¢ Me.
2. En utilisant les propriétés de la trace, montrer que
Ey[SCR] = o2 tr(M).

3. Montrer que la trace d’'une matrice de projection orthogonale est égale a son rang. En déduire
la valeur de tr(M).

4. Construire un estimateur sans biais de o2 & partir de SCR. Calculer le biais de SCR /n et
expliquer pourquoi on divise par n — p plutot que par n. Ce résultat nécessite-t-il que les erreurs
soient gaussiennes ?

Exercice 4. Soit p > 1 fixé. On considére une suite de modeles de régression & plan déterministe,
i.e., pour tout n > p, on considere le modele

Y, =X,8+¢e,, Eyle] = 0, Covyle] = o1,

ou B € RP, X,, € R"™*P est une matrice déterministe dont la i-éme ligne est notée X,I’i, et 02 € R%.
On suppose que X,, est de rang p pour tout n > p et que

1
7X;LFXTL ? Qa
n n—00
ol Q est une matrice définie positive. On note B, I'estimateur des moindres carrés.

Partie I — Consistance.
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1. Rappeler 'expression de Bn Montrer que
B\n B = XTX Z Xn,i€i-

En déduire que 8, est sans biais et déterminer sa matrice de covariance.

2. Montrer que

£l = o (i) o

En déduire la consistance de 3,,.

Partie II — Normalité asymptotique. On suppose désormais que les variables (g;);>; sont
i.i.d., en plus d’étre centrées et de variance o2, et que le plan satisfait également

Il
1<z<n f n—oo

3. Montrer que
~ lote Y\ 11 &
Vil =)= (,Xi%0) S e

Pourquoi ne peut-on pas appliquer directement le théoreme central limite usuel pour des va-
riables i.7.d. a la somme figurant dans cette expression ?

4. Soit u € RP\ {0,}. On pose

uTxn,isi
T = =A%
NLD
Vérifier que Zy, 1, ..., Zpn sont indépendantes, centrées et de carré intégrable. Montrer que

n
ZVar[Zm] —— ¢’u' Qu > 0.

5. Soit § > 0. Montrer que

Xn:E[Z ]l{‘an|>5}} { zi:u an } 5%

1 NG
- le1]> .
i=1 lull maxq < j<pllxpn j

6. En déduire que la condition de Lindeberg est satisfaite.

7. Appliquer le théoreme de Lindeberg—Feller puis le critere de Cramér—Wold pour établir

1
f

En conclure que

anzgz n—>N(0p7U Q)
=1

V(B — B) —=— N, (0,,52Q7Y).

n—oo
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Partie III — Pourquoi contrdler le poids des observations 7

8. On considere le cas p =1 et le plan

Tn1=Vn,  Tni=0, i€ [2,n].

Vérifier que la premiére hypothese sur le plan est satisfaite, mais pas la seconde. Calculer Bn —-p
et /n(B, — B). Si les erreurs prennent les valeurs —1 et 1 avec probabilité 1/2, I'estimateur
est-il consistant ? Est-il asymptotiquement normal a la vitesse y/n 7 Interpréter.

Annexe

e

Théoreme de Lindeberg—Feller. Pour chaque n, soient Z, 1,...,Z,, des variables
aléatoires réelles indépendantes, centrées et de carré intégrable. Supposons que

n
ZVar[Zn’i] —— s2€]0,+o0]
et que, pour tout 6 > 0,

n

> E [Zi,iﬂﬂzmp(s}} — 0.

< n—00
=1

Alors,

Z Zn,i ﬁ) N(07 32)'
=1

Théoréeme de Cramér—Wold. Soient (Z,),>1 une suite de vecteurs aléatoires de R? et
Z un vecteur aléatoire de RP. Alors,

L L
Z, —— 7 — VueRP, u'Z, ——>u'Z.
n—oo n—oo




