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Soit (Vk)k≥1 une suite i.i.d. de variables aléatoires positives, on cherche premièrement

à estimer

pn := P
[
An > y

]
, où An :=

n∑
k=1

Vk.

Dans tout le sujet, on suppose que l’on est équipé d’un générateur de loi uniforme U [0, 1]

sur [0, 1], et que la fonction de répartition de loi N(0, 1), notée Φ, et son inverse Φ−1 sont

connues explicitement.

Partie I

Dans la première partie, on suppose que Vk est défini par Vk := eXk , où X1 ∼ N(µ, σ2)

est une variable gaussienne.

1. Méthode classique: soit (Uk)k≥1 une suite i.i.d. de simulation de variables aléatoires

de distribution uniforme sur [0, 1].

• Proposer un estimateur de Monte-Carlo In,m (sans aucune méthode de réduction

de variance) de la quantité pn, où m désigne le nombre de copies de simulation

dans l’estimateur.

• Donner un intervalle de confiance empirique de cet estimateur.

2. Méthode antithétique:

• Soit X1 ∼ N(µ, σ2). Quelle est la loi de −X1 ? En déduire un nouvel estimateur

antithétique Jn,m de pn.

• Soit φn(x1, · · · , xn) := 1{∑n
k=1 e

xk≥y
}. Remarquons que xk 7→ φn(x1, · · · , xn)

est croissante. Quel estimateur est meilleur entre In,m et Jn,m ? Justifier en

comparant la précision et l’effort de calcul.

3. Méthode de variable de contrôle:

• Définissons

Ãn :=
( n∏
k=1

Vk

)1/n
et m̂ := P(Ãn > y).

Calculer la valeur de m̂ (en fonction de Φ).
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• Proposer un nouvel estimateur de contrôle de variable J̃n,m. Justifier formelle-

ment que cet estimateur pourrait réduire la variance.

Partie II

Dans cette partie, on suppose que V1 ∼ E(β) suit une loi exponentielle, dont la

densité est donnée par βe−βx1x≥0.

4. Méthode de fonction d’importance:

• Etant donné une suite (Uk)k≥1 i.i.d de loi uniforme sur [0, 1], proposer une

méthode pour simuler une suite (Vk)k≥1.

• Soit f : R→ R une fonction bornée. Montrer que pour tout β1 > 0, on a

E
[
f
(
V1, · · · , Vn

)]
= E

[
f
(
Ṽ1, · · · , Ṽn

)βn
βn1

exp
(
(β1 − β)(Ṽ1 + · · ·+ Ṽn)

) ]
,

où (Ṽk)1≤k≤n est une suite i.i.d. de v.a. de loi exponentielle E(β1).

• Proposer un nouvel estimateur pour pn. Intuitivement, doit-on choisir β1 > β

ou β1 < β lorsque y >> 0 est très grand ?

Partie III

Soit N une variable de loi de Poisson avec paramètre λ indépendante de (Vk)k≥1,

i.e.

P
[
N = n

]
= e−λ

λn

n!
.

Dans cette partie, on cherche à estimer

p := P
[
A > y

]
, où A :=

N∑
k=1

Vk.

On suppose toujours que V1 ∼ E(β) et qu’on est equipé d’un générateur de loi

uniforme sur [0, 1].

5. Méthode de stratification:

• Proposer une méthode pour simuler une suite (Ai)i≥1 i.i.d. de simulation de A,

puis donner un estimateur (sans aucune réduction de variance) pour p, et son

intervalle de confiance. Écrire le pseudo-code de l’algorithme.

• En utilisant le fait que

P
[
A > y

]
=

∞∑
n=0

P
[
A > y

∣∣N = n
]
P[N = n],

proposer un nouvel estimateur par la méthode de stratification.

Comparer la variance de l’estimateur classique et celle de ce nouvel estimateur

avec allocation proportionnelle.
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