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Exercice 1. On cherche a résoudre les problemes suivants.

1. Premier probleme :

min (22% 4+ y°), ou K := {(z,y) € R* :z+2y =3}
(z,y)eK

a) Montrer que le probleme admet une solution.

b) Montrer que la contrainte est qualifiée en tout point dans K.

c) Ecrire les conditions nécessaires d’optimalité du probleme (Théoreme Kuhn-
Tucker) et en déduire la solution du probléme.

2. Les mémes questions pour le deuxieme probleme :
max 3xr+2y+z, ouK := {(a:,y,z) eR® 224yt +22 =1, x+y—|—220}.

(z,y,2) €K

Exercice 2. Soient b € R*, A une matrice de dimension k x n de rang k, ot k < n € N.
On définit
K = {z eR" : Az =b}

On cherche a calculer, pour un point y € R”, sa projection z* := [Ix(y) dans K, qui est,
par le cours, I'unique solution du probleme :

min ||y — x|
1. Utiliser Théoreme de Kuhn-Tucker, montrer qu’il existe un vecteur A € R*, t.q.
T+ AT N=y.
2. Utilisant le fait que z* € K, i.e. Ax* = b, en déduire que
AAT)N = Ay —b.
3. En déduire ensuite que
xt = (In — AT(AAT)_IA)y + AT(AAT) ™,

ou I, est la matrice identique de dimension n x n.



4. Soit f: R™ — R une fonction convexe de classe C', on consideére le probleme

min f(z),

Donner un algorithme itérative pour approximer la solution optimale (sans justifi-
cation de la convergence).

Exercice 3. Soient A;, A, deux matrices de dimension k; xn et ko xn, by € R¥ by € R*2,
f :R™ = R une fonction convexe, on admet que

inf {f(m) A = by, Ay < bg} = sup inf (f(x)+)\1-(Alx—bl)+)\2-(A2x—b2)).

n
A eRRL Jperh2 TR

On considére un probléme de transport optimal suivant : Soit £ = {0, 1}, nous avons
deux mesures de probabilité p et v fixées sur E, t.q. (u({0}), u({1})) = (po, p1) € (0,1)?
et (v({0}),v({1})) = (vo,11) € (0,1)? avec pg+puy = let vy+1y = 1. Soit f : EXE — R
une fonction de cout, on considere tous les vecteurs aléatoires possibles (Xg, X;) sur Ex F
t.q. Xo ~ p et X7 ~ v et cherche a résoudre le probleme :

min {E[f(Xg,Xl)] s Xo~ p, Xy~ 1/}. (1)

1. On sait que la loi jointe d’un vecteur aléatoire (X, X;) sur F x E est complétement
caractérisée par (poo, po1, p1o, p11) € [0, 1]* avec p;; = P[Xo =i, X1 = j], i,j = 0, 1.
Montrer que le probleme (1) pourrait étre reformulé :

P :=inf {p(f) : pio+pa = pi, poj + p1j =vj, pij >0, pour i,j =0,1},

ou p(f) = Zi,j:o,l f(i7j)pij‘

2. Soient ¢, : E — R deux fonctions définies sur £, on introduit

d(¢.0) = p(¢) +v(y) + _inf (p(f) = D pul6(i)+v()))).

pij 20,,j=0,1 =

ot 1u(¢) := pop(0) + p¢(1) et v(¥) := ny(0) + v19(1).

Utilisant la dualité qu'on admet au début de ’énoncé, montrer que
P =D :=sup {d(qb, 1Y) : toutes les fonction ¢, : £ — R},

3. Montrer la dualité finale :

P = sup {u(6) + v(¥) : 6(i) +¢(j) < f(i.4),Vi.j=0,1}.

(Remarque : cette dualité est appelé dualité de Kantorovich, qui est vrai pour un
espace E beaucoup plus général.)

Baréme indicatif : Exercice 1 : 12 points, Exercice 2 : 6 points. Exercise 3 : 6 points.



