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Résumé

Nous étudions dans une premiere partie des algorithmes stochastiques a temps
discret, s’écrivant localement comme une approximation des solutions d’une équa-
tion différentielle ordinaire. Nous rappelons des résultats de Benaim et Hirsch,
montrant sous des hypotheses faibles que les ensembles limites de ces algorithmes
appartiennent a une catégorie d’ensembles caractéristiques du systeme dynamique
associé appelés ensembles intérieurement transitifs par chaines. Il est naturel de
se demander quels ensembles, parmi ces ensembles caractéristiques, sont effec-
tivement atteints asymptotiquement par 1’algorithme avec une probabilité non
nulle.

Les attracteurs sont effectivement rejoints avec probabilité non nulle. Nous
nous sommes intéressés dans cette thése au cas des ensembles répulsifs, qui
contiennent dans chacun de leurs voisinages des trajectoires ne les ayant pas
comme ensembles limites. L’hypothése des points linéairement instables a été
beaucoup étudiée, en particulier par Pemantle (1990), Brandiére et Duflo (1996),
et Benaim (1997). Nous montrons dans le cas unidimensionnel que tous les types
de points instables (c’est a dire tels que la fonction sous-jacente soit positive a
droite et négative a gauche) sont évités lorsque le bruit est assez excitant et les
pas sont déterministes. Ce résultat nous permet, dans le cas plus général de la di-
mension finie, d’élargir le cadre de théoremes montrant sous certaines hypothéeses
qu’on évite presque-siirement les ensembles normalement hyperboliques, et en
particulier les points linéairement instables et les orbites périodiques hyperbo-
liques linéairement instables.

La condition d’excitation du bruit est importante dans ces résultats : nous
obtenons, dans le cas de I'algorithme de Narendra sur le bandit a deux bras, que
le point instable de la dynamique associée (qui correspond au choix du mauvais
bras) est atteint avec une probabilité non nulle pour des pas v, = ¢/n”?, ¢ €0, 1],
a < 1, ce résultat étant di a la faiblesse et I'irrégularité du bruit. Par contre cet
algorithme converge bien avec probabilité 1 vers le choix du bon bras pour des
pas v, = ¢/n, ¢ €]0,1][.

Nous avons étudié, en collaboration avec Benaim et Schreiber, une modélisation
des dynamiques génétiques par des urnes de Polya généralisées. Les processus
liés au probleme sont alors des approximations bruitées de solutions d’équations
différentielles. Mais les pas liés a I’évolution du systeme sont aléatoires et liés



a la taille de la population, et les théoremes précédents ne peuvent s’appliquer
directement. Il est nécessaire de prendre en compte les zones de croissance et de
décroissance de la population pour identifier les états limites possibles du systeme,
I’extinction étant envisageable.

La deuxieme partie concerne les marches aléatoires renforcées par sommets,
qui sont des processus évoluant dans un environnement qu’ils contribuent a faire
changer par le fait qu’ils ont une probabilité plus grande de revenir aux endroits
déja visités.

Pemantle et Volkov ont montré que, lorsque le graphe sous-jacent est Z, la
marche reste presque-siirement bloquée dans un ensemble fini de points et, avec
une probabilité strictement positive, dans un ensemble de cinq points consécutifs.
Ils ont conjecturé que ce deuxieme événement se réalisait avec probabilité un.

Nous apportons la preuve de cette conjecture. Le plan général de cette démons-
tration est le suivant. Nous commencons par étudier la dynamique liée aux me-
sures d’occupations sur les points qui suivent immédiatement le premier point
visité un nombre infini de fois. Cette étude préliminaire conduit & se poser la
question de la probabilité d’événements apparaissant comme ”instables”. Nous
ne pouvons pas utiliser les résultats précédents parce que nous n’avons pas de des-
cription dynamique des mesures d’occupation sur ’ensemble des points visités un
nombre infini de fois par la marche. Cependant le bruit généré par cette marche
est assez régulier pour que nous puissions appliquer I'heuristique de résultats
sur la non-convergence vers les points instables, en utilisant un ordre partiel sur
ce type de marches aléatoires rendu possible par ’aspect unidimensionnel du
probléme.

Nous donnons enfin une nouvelle preuve des résultats obtenus par Pemantle et
Volkov, en utilisant en partie certaines des techniques développées pour la preuve
de la conjecture.
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10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

1.1 Algorithmes stochastiques

1.1.1 Introduction et cadre général

Un algorithme stochastique est un processus a temps discret (z,,),en prenant
ses valeurs dans un espace euclidien et évoluant a chaque instant n suivant une
formule itérative du type

Tn+1 — Tn = 7n+1vn+17

oll Yp+1 est le pas a l'instant n 4 1, et V},;; est une variable aléatoire.

La valeur z, peut par exemple caractériser 1’état d’un systeme a l’instant
n dont 1’évolution a l'instant n + 1 dépend de son propre état et d’un élément
extérieur &,.1, c’est a dire

Vair = f(@n, Ens1)-

Les principaux résultats présentés ici sur les algorithmes stochastiques se
placent dans I’hypothese ol I’évolution est essentiellement une version bruitée
d’une dynamique inhérente au systeme étudié, de sorte que

Vs = F(xn) + an(en-}-l + Tn-l-l)a

ol €,41 est un bruit, c’est a dire une variable aléatoire d’espérance nulle, et 7,1
est petit.

Plus précisément, considérons un espace de probabilités (€2, F, P) muni d’une
filtration F = (F,)nen. Nous dirons ici qu'un processus (,)nen adapté a la filtra-
tion F est un algorithme stochastique a valeurs dans R™ (m > 1) si les conditions
suivantes H-1 sont satisfaites :

Tn+l — Tp = 7n+1F($n) + Cn+1 (en—f—l + Tn—f—l) (11)

ol

o [':R™ — R™ est borélienne

® (Vn)nen, (Cn)nen+ sont des suites déterministes & valeurs dans R, , telles que
(cn) a une infinité de termes non nuls,

® (€3)nen, (Tn)nen sont des suites a valeurs dans R™ adaptées a la filtration F

et telles que
E(ept1 | Fn) =0, lim r, =0.
n—0o0

Nous supposons dans les sections 1.1.1 a 1.1.4 que I’hypothése H-1 est vérifiée.
L’étude des algorithmes stochastiques a commencé dans les années 1950 avec
les travaux de Robbins et Monro (1951,[42]) et Kiefer et Wolfowitz (1952,[29]), et
a été 'objet de nombreux travaux dans le cadre de questions liées au traitement
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du signal, au controle adaptatif ([31],[33],[34]) et aux estimations récursives ([35]).
Cette étude est fortement liée a des problemes d’apprentissage, en particulier a
I’étude théorique des réseaux de neurones ([25],[50]) et des algorithmes de recuit
simulé ([23]). Plus récemment, ce formalisme a trouvé des applications & des
problemes liés & la théorie des jeux ([10],[27]), & la modélisation des phénomenes
d’épidémie ([9]), également & I’étude des marches aléatoires renforcées ([4],[39])
et de la dynamique des populations ([44]). Ces deux derniéres applications sont
envisagées dans cette thése.
Donnons deux exemples pour commencer.

Exemple 1.1.1 Bandit a deux bras.

Un bandit a deux bras est une machine a sous dotée de deux bras A et B;
en appuyant sur A (resp. B), on gagne un franc avec probabilité 64 (resp. 0p) et
rien sinon.

On peut chercher un algorithme qui détermine le meilleur bras a jouer (celui
pour lequel la probabilité de gagner est la plus forte) sans trop s’attarder sur le
moins bon bras.

L’algorithme de Narendra a pour but de répondre a cette question, et est
défini de la maniere suivante : a chaque instant n € N*, je joue le bras A avec
probabilité X,,, et le bras B avec probabilité 1 — X,,. Initialement X; = z; €]0,1[;
a I'instant n, je détermine X,,;; de la maniere suivante :

(1 — v,) X, + v si j'ai joué A et A est gagnant
Xnt1 = (1 —v,) X, sijai joué B et B est gagnant

X, sinon,
étant donnée une suite déterministe (7, )nen+. On obtient en résumé
Yn(1 — X,) avec probabilité X,,.0,4

X1 — Xpn = § =7 X, avec probabilité (1 — X,,).0p
0 avec probabilité 1 — (X,,04 + (1 — X,,)05p),

ces probabilités étant entendues conditionnellement a F,.
Une méthode pour étudier ce processus est d’observer que

E(Xni1—Xn | Fn) = V(1= X0)- X410 Xn-(1— X0 )05 = 10 Xn(1— X)) (0.4—05).

Il semble ainsi naturel de comparer 1’évolution du processus (X, )nen avec les
solutions de I’équation différentielle ordinaire

dz

— =x(1 —x)(04 — 0p),

= (1~ )64 — )

puisque le bruit s’ajoutant a chaque étape a E(X,+1 — X, | F») a une influence
négligeable sur I’évolution de X, sur des intervalles de temps longs. Cet argument
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permet d’affirmer (cf. théorémes 1.1.1 et 1.1.3 plus bas) que X, tend vers 0 ou 1
si Y., Yn = +00 et, pour tout ¢ >0, > e~/ < 400.

Une telle heuristique pourrait nous amener a penser que, dans la mesure ou
toutes les solutions de cette équation différentielle ne partant pas de 0 tendent
vers 1 si 04 > Op, la suite X,, tend alors vers 1 sous cette hypothese, ce qui serait
le résultat souhaitable pour cet algorithme.

Les méthodes de comparaison avec les solutions de I’équation différentielle ne
permettent en fait pas de déduire un tel résultat. Dans ce cas précis, nous avons
montré que cette affirmation est fausse pour des pas 7y, = ¢/n®, a €]0, 1], et vraie
pour v, = ¢/n si ¢ €]0, 1] (voir chapitre 3).

O

Exemple 1.1.2 Réseaux de neurones.
Le principe des algorithmes d’apprentissage en réseaux de neurones peut se
résumer de la maniere suivante. On se donne au départ une fonction

p:R"xRf — R
(w,z) — ¢(w,z).

On cherche alors une méthode qui permette de déterminer a partir d’un en-
semble de données (zx, Yx)rer (F fini) un vecteur de poids w € R™ assurant la
prédiction des sorties y & partir des entrées x par ¢(w, x) avec le plus de précision
possible, autrement dit qui minimise les différents écarts ||yx — @ (w, zx)||-

Formellement, considérons une suite de variables aléatoires i.i.d (z,,y,) €
Rf xR, n € N*, de loi u. Un algorithme supervisé en réseaux de neurones (wy, )nen
est défini par une regle du type suivant : wq fixé et, pour tout n € N,

oC

Wpt1 — Wp = —Vn+1 Sw (wna Tp+1, yn—l—l)

C(w,a:, y) = (y - ¢(w’$))2’

étant donnée une suite déterministe (7, )nen - On effectue donc a chaque itération
une descente de gradient basée sur la nouvelle information (41, Yn+1)-

Ceci est rendu possible par la méthode de rétropropagation du gradient, qui
permet de calculer directement

el ,9) = 5o (.2,9) = ~2(y — 8(0,2)) S (w,2).

Remarquons que, pour tout n € N,

0
Elwni1 — wn | wn = w] = =1 Ele(w, 21, 41)] = —’Yn+1%[E(C(wal‘1ay1))]-
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Ceci justifie de chercher & comparer I’évolution du processus (wp)nen aux
solutions de I’équation différentielle ordinaire

dw 1) _
= = —EE[C(w,xl,yl)] = -V(C(w)
avec

Cw) = E[C(w,21,y1)] = El(y1 — ¢(w, 21))"].

Concrétement, on travaille sur une base d’apprentissage finie (zy, Yn)n=1,..n-

Si
1 N
H= N ; 5(3%‘,?/1')

oll (5, désigne la mesure de Dirac en (z,y), alors

Cw) = Yl — bl 2P

Une tel algorithme n’assure pas a priori une convergence vers le meilleur choix
de w, c’est & dire celui qui minimise C'(w). Les résultats qui suivent permettent
de mieux en comprendre le comportement asymptotique.

Ainsi, nous pouvons par exemple appliquer les théoremes 1.1.1 et 1.1.2 (Benaim
et Hirsch) pour montrer que, génériquement, ’algorithme converge vers un point
critique de C. Le théoréme 1.1.3 (Benaim, Duflo) prouve que tous les minimas
locaux sont atteints avec probabilité strictement positive. Ce qui implique qu’en
général la probabilité de convergence vers le minimum global de C est différente
de 1. Enfin les résultats de non-convergence vers les pieges obtenus par Pemantle,
Brandiere et Duflo, Benaim, et ceux présentés au cours de cette these dans les
chapitres 2 et 3, permettent de montrer que les maximas locaux et les points cols
sont p.s évités.

Nous donnons cet exemple pour montrer la variété des applications des algo-
rithmes stochastiques. Cependant ’étude de ce type d’algorithmes d’apprentis-
sage par réseaux de neurones a donné lieu a un grand nombre de résultats (voir
par exemple [23], [25], [50]).

O

1.1.2 Résultats de convergence vers certains ensembles
caractéristiques du systéme dynamique associé
Un algorithme stochastique (1.1) peut étre considéré comme un algorithme

de Cauchy-Euler donnant une approximation en temps discret des solutions de
I’équation différentielle ordinaire (EDO)

dx
pri F(z), (1.2)
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ce qui permet d’espérer lier son comportement asymptotique a celui de cette
EDO (1.2), comme nous ’avons remarqué au cours des exemples précédents. Cet
argument appelé méthode de PEDO a été introduit par Ljung en 1977 ([32]) et
a inspiré un grand nombre de travaux (voir par exemple [12],][23],[30] et [31]).

Nous présentons ici le principe de résultats obtenus par Benaim et Hirsch en
1996 ([3],[5],[6],[8]) montrant que les ensembles limites de (X, ),en font partie
d’un certain type d’ensembles caractéristiques du systéme dynamique associé a
I’EDO, appelés ensembles intérieurement transitifs par chaines (I.C.T).

L’intérét de ces résultats a été d’expliquer ce lien entre I'algorithme et son
EDO associée sans se limiter a des dynamiques simples pour F, ce qui était
essentiellement supposé précédemment (par exemple des dynamiques de descente
de gradient, c’est a dire telles que F' soit 'opposé du gradient d’une fonction de
cout, comme dans le cas de 'exemple 1.1.2).

Nous supposerons dans la suite que I’ est bornée et lipschitzienne. Introdui-
sons quelques définitions.

Tout d’abord, cette derniere hypotheése implique que le champ de vecteurs F'
a d’uniques courbes intégrales. Nous définissons alors le flot ® associé a F’

¢:RxR*" — R”
(t,z) —> O(t,z) = O4(x).
Remarquons que, pour tous ¢, s € R2,
Sy =1d, O3 = DPy0 P,
Pour toute fonction Y : R, — R™, nous notons
L(Y) = NixoY ([, +00])

son ensemble limite.
Une fonction Y : Ry — R™ est appelée pseudo-trajectoire asymptotique
(P.T.A) de @ si et seulement si, pour tout 7" > 0,

lim sup d(Y(t+ h), &, (Y (1)) = 0.
t—+oc OShST

Ce qui signifie que, pour tout 7" > 0 fixé, la courbe
[0,7] = R™: h— Y(t+h)

suit la solution de 'EDO partant du point Y (¢) sur U'intervalle [0, 7] d’aussi pres
que nécessaire pour ¢ assez grand.
Posons par ailleurs

n
=0, Tnzz:%pournzl,
i=1
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et définissons la fonction ”inverse” m : R, — N de n — 7,, par
m(t) =sup{k >0: t > 74}
Considérons le processus en temps continu X (-) associé a X, par
X(t) =X, pour 7, <t < Tpyi-

Nous disons qu’un processus (€,)nen est sous-gaussien s’il existe un réel stric-
tement positif I' tel que, pour tout § € R™,

r
E(eXp(< 0,€n+1 >) | fn) S eXp(§”0||2)

Alors nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1.1.1 (Benaim,[3] et [5]).
Supposons yn, = Cp, Y, Yo = +00 et

[H-2.1] il existe ¢ > 2 tel que

(al) Z'y,lL“Lq/Q < 400
(a2)  sup E([len41]*) < +oo,

[H-2.2]

(b1) pour tout ¢ > 0, Zefc/"’" < 400

n

(b2) (€n)nen est sous-gaussien.

Alors le processus en temps continu X associé d (X,)nen est une pseudo-
trajectoire asymptotique (P.T.A) de ®.

Il nous reste maintenant a comprendre quels ensembles peuvent étre ensembles
limites de pseudo-trajectoires asymptotiques. Commencons par deux définitions.

Définition 1.1.1 (Bowen et Conley, [14] et [18]). Soient A € R™ et a, b € A.
Nous écrivons a <>, b si et seulement si, pour tous § > 0, T > 0, il existe n € N
et une suite (;)o<i<n € A™*! tels que

d(zg,a) < 0
Vi < n, dt; > T/ d(q)tl (xi);xi—f—l) )

T, =b.
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Définition 1.1.2 (Bowen et Conley, [14] et [18]). Un ensemble A est dit intérieu-
rement transitif par chaines (I1.C.T) ssi, pour tous a, b € A, a <>, b.

Un ensemble A est dit intérieurement récurrent par chaines (I.C.R) ssi, pour
tout a € A, a <4 a.

La notion d’ensemble intérieurement transitif par chaines est bien adaptée a
la description des ensembles limites de pseudo-trajectoires asymptotiques, comme
le montre le théoreme suivant.

Théoréme 1.1.2 (Benaim et Hirsch, [8]).

(i) Soit Y : Ry — R™ une pseudo-trajectoire asymptotique bornée. Alors L(Y)
est intérieurement transitif par chaines.

(ii) Soit L C R™ un ensemble intérieurement transitif par chaines. Alors il existe
une pseudo-trajectoire asymptotique Y telle que L(Y) = L.

Ce résultat conduit a se poser deux questions : en premier lieu, quel type d’en-
sembles recouvre la notion d’I.C. T ? Enfin, parmi ces ensembles I.C.T, lesquels
sont effectivement atteints avec une probabilité strictement positive par 1’algo-
rithme ? En effet il y a bien une équivalence entre ensembles I.C.T et ensembles
limites de P.T.A, mais les P.T.A possibles du flot associé a F' ne sont pas toutes
décrites par 1’algorithme.

Nous avons besoin des définitions suivantes.

Un ensemble A C R™ est dit invariant ssi ®;(A) = A pour tout ¢t € R.

Soit A C R™. Notons (i) et (ii) les conditions suivantes

(i) A est non vide, compact et invariant

(ii) Il existe un voisinage W C R™ de A tel que dist(®;(z), A) tend vers 0 quand
t — oo, uniformément par rapport a x € W.

Nous dirons que A est un attracteur si et seulement si (i) et (ii) sont vérifiées.

Nous dirons que A est un ensemble répulsif si et seulement si (i) est vérifiée
et (ii) n’est pas vérifiée.

Un point p € R™ est un équilibre si F(p) = 0 (ce qui implique que {p} est
invariant).

Le résultat suivant, di & Bowen ([14]) précise la nature des ensembles I.C.T
et I.C.R, ce qui est 'objet de la premiére question.

Théoréme 1.1.3 (Bowen,[14]). Soit A C R™. Les affirmations suivantes sont
équivalentes :

(1) A est intérieurement transitif par chaines
(ii) A est conneze et intérieurement récurrent par chaines

(iii) A est un ensemble compact et invariant, et ®|A n’a pas d’attracteur propre.
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Plusieurs résultats répondent partiellement a la deuxieme question.

En premier lieu, il est possible de montrer que pour tout attracteur A, la
probabilité que I’ensemble limite de I’algorithme soit inclus dans A est strictement,
positive sous certaines conditions : c’est ’objet de la partie suivante 1.1.3.

En deuxieme lieu, certains ensembles répulsifs ne sont presque-sirement pas
atteints lorsque le bruit est assez excitant, le résultat inverse étant possible
(convergence avec probabilité non nulle vers I’ensemble) si cette derniére hy-
pothese n’est pas satisfaite. C’est I’'objet de la partie 1.1.4.

1.1.3 Convergence avec probabilité non nulle vers un at-
tracteur

Les résultats de convergence avec probabilité non nulle vers un attracteur
présentés ici sont diis & Benaim ([5]) et Duflo ([24]). Ils se placent sous I’hypothese
suivante H-3 : il existe une fonction w : R} — Ry telle que, pour tous § > 0 et
T >0,

P(sup[ sup d(X(s+h), ®n(X(s)))] >0 | Fr,,)
s>t 0<h<T
et limy_,o, w(t,9,7) = 0.

Cette condition H-3 est satisfaite pour un grand nombre d’algorithmes sto-
chastiques. Une condition suffisante est qu’il existe une fonction 7 : Ri —- Ry
telle que

< w(t,6,T)

P(sup d(X(t+h),®n(X(t) 26 | Fr,p) < /tt+ r(s,9,T)ds

0<h<T

o
/ r(t,0,T) dt < oo.
0

Cette derniere condition est toujours vérifiée sous les hypotheéses du théoreme
1.1.1 (voir [5]).

Définissons l’ensemble Att(X) des points x € R™ atteignables par 1’algo-
rithme, c’est a dire tels que, a chaque instant ¢ > 0 et pour tout voisinage U de
z,

PEs>t: X(s) eU) > 0.

Alors nous avons le résultat suivant :

Théoréme 1.1.4 (Benaim, [5], Duflo,[24]) Soit A un attracteur ayant pour bas-
sin d’attraction B(A). Supposons B(A) N Att(X) # 0 ; alors

P(L(X) C A) >0.

Plus précisément, pour tout ouvert U C R™ tel que U C B(A), il existe §, T
> 0 (dépendants de U) tels que

PL(X)C A) > (1 —w(t, 8 T)PEs>t: X(s) € ).
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1.1.4 Non-convergence vers certains ensembles répulsifs

Commencons par rappeler certains résultats de non-convergence vers les points
linéairement instables (ou piéges) et plus généralement vers les ensembles norma-
lement hyperboliques, obtenus par Pemantle ([38]), Brandiére et Duflo ([15],[17]),
et Benaim ([5],[7]).

Introduisons auparavant les définitions suivantes.

Définition 1.1.3 Soit p € R™ un équilibre du systéme dynamique engendré par
F, c’est a dire tel que F(p) = 0. Notons H = DF(p). Nous dirons que p est
hyperbolique si toutes les valeurs propres de DF(p) ont des parties réelles non
nulles. L’équilibre p sera dit linéairement instable si certaines valeurs propres de
H ont une partie réelle strictement positive.

Nous notons K, (H) (resp. K_(H)) Uespace propre généralisé correspondant
auz valeurs propres de H a partie réelle strictement positive (resp. négative ou
nulle).

Pour tout x € R™, nous notons ™ la projection de z sur K, (H) pa-
rallélement & K_(H).

Définition 1.1.4 Soit o €]0,1]. Une fonction f sera dite C'*® si f est C' et
sa dérivée est a-holderienne. Remarquons que C'T1 est plus faible que C?. Une
variété est C1T* si ses fonctions de transition peuvent étre choisies 1.

Le résultat suivant donne un critere de non-convergence vers les points linéai-
rement instables : lorsque le bruit est assez excitant et régulier, et sous certaines
hypotheses les pas, le piege est presque-siirement évité.

Théoréme 1.1.5 (Brandiére et Duflo,[17]). Soit (zn)nen un algorithme stochas-
tique & valeurs dans R™. Supposons F C'T1 et soit p un équilibre linéairement
instable.

Nous faisons les hypothéses suivantes sur les perturbations

o liminf, o E(||€7),]| | Fo) > 0, limsup,_, . E(|lens1]? | Fn) < oo,
o > enllrall? < o0,

et sur les pas

Yo = O(cn), nyn = 00, Zci < 00.

neN neN
Alors P(lim,_yo z, = p) = 0.

Nous donnons maintenant un résultat de non-convergence vers les ensembles
normalement hyperboliques, dii & Benaim ([5]), utilisant en partie des idées diies
a Pemantle ([39]) pour son aspect probabiliste.

Les ensembles normalement hyperboliques sont des ensembles I' invariants par
® et vérifiant les conditions suivantes : I' C S ou S est une sous-variété de R™ de
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dimension (m — d), d € {1,...m}, localement invariante (il existe un voisinage
U de I dans R™ et ty € R tels que Vt € R, [t| < to, ®(U N S) C S), enfin
R™ =1T,5 & E, pour tout point p € I' avec

(i) p — E continue de I' dans la variété Grassmannienne G(d, m) des plans
de dimension d dans R™

(ii) D®:(p)E, = Eg,,) pour tout t €R, p€ T

(iii) Il existe A > 0 et C' > 0 tels que, pour tout p € I', w € Ey et t > 0,
D2 (p)w|| > CeXlw]|.

La notion d’ensemble normalement hyperbolique recouvre celle de point linéairement
instable et d’orbite périodique hyperbolique linéairement instable ; nous développons
ce point dans les deux exemples suivants.

Exemple 1.1.3 Soit p un équilibre linéairement instable de F' € C*. Alors I' =
{p} est un ensemble normalement hyperbolique. En effet, reprenons les notations
de la définition 1.1.3. Il existe (voir par exemple [43] ou [47]) une sous-variété
S localement invariante tangente & K_(H), qui est C* si F est C*. Comme
D®,(p) = 1) il existe A > 0 et ¢ > 0 tels que || D®;(p)w|| > Ce ||w||, pour
tout w € K (H), ce qui permet de conclure avec £} = K, (H).

O

Exemple 1.1.4 Soit I' € R™ une orbite de période T > 0 de F' € C*, k > 1. Pour
tout p € I', DOy y(x) = DPp(Py(x)) 0o DPy(x) et DDy p () = DPy(z) 0o DOy (x),
donc

D®r(®(z)) = D®y(z) o DPr(x) o (DPy(z)) .

Par conséquent les valeurs propres \; = e, ..., A\, = el (comptées avec
leurs multiplicités) de D®r(p) sont indépendantes de p € I'. Elles sont appelées
multiplicateurs de Floquet. L’unité est toujours un multiplicateur de Floquet car,
pour tout p € I', &1 (P4(p)) = D+(p) implique D@ (p).F(p) = F(p) par dérivation
en 0, et F'(p) est non nul car sinon l’orbite serait réduite a un point.

[ est dit hyperbolique si 1 est un multiplicateur de multiplicité 1, et les autres
multiplicateurs ont des modules différents de 1. I' est dit linéairement instable si
certains multiplicateurs ont un module strictement supérieur a 1.

Supposons que I' soit une orbite hyperbolique linéairement instable pour le
champ de vecteurs F'. Alors I’hyperbolicité implique (voir par exemple [47]) qu’il
existe C, A > 0, et une décomposition de TrR™ comme somme directe de trois
faisceaux de vecteurs :

TtR™ = E*(I") @ E*“(T) ® E*(I)
invariante par T+® et telle que pour tout p € I', t > 0,

ID®(p)|gll < Ce™, [|DD_s(p)|gy ]l < Ce™
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et
E} = Vect (F(p))
ot p x B désigne la fibre de £*(T") en p, et de méme pour E; et E;I’.
La dimension de 'espace vectoriel £ (pour tout p € I') est au moins 1, car
[' est linéairement instable.
La fonction p — EJ est une fonction C* & valeurs dans la variété Grassman-
nienne des plans de dimension appropriée.

O

Théoréme 1.1.6 (Benaim,[5]) Soit (xp)neny un algorithme stochastique & va-
leurs dans R™, tel que pour tout n € N, v, = ¢, et r, =0, et soit I' un ensemble
normalement hyperbolique. Supposons
(1) (€n)nen bornée, c’est a dire limsup,,_, o ||€n]| < o0
(ii) () vérifie la condition (b1) du théoréme 1.1.1
(iii) Il existe un voisinage N'(T') de T' et b > 0 tels que, pour tout vecteur unité
v € R™,
E(< €nt+1,V > | fn) > bl{mnEN(I‘)}-
(iv) 1l existe a €]1/2,1] tel que
(a) F et S sont C'te
(b) )
lim Tn+1

=0.
n—o0 . m 2
Vim0 S04 7

Alors
P(lim d(z,,I') =0) = 0.

n—0o0

Nous nous sommes tout d’abord intéressés dans cette these au comportement
des algorithmes au voisinage de points répulsifs qui ne vérifient pas les conditions
précédentes, c’est a dire non linéairement instables, dans le cas de la dimension
un. Brandiére a obtenu sur ce sujet le résultat que nous énoncons ci-apres.

Nous nous plagons donc dans le cas m = 1. Définissons ’hypothese H-4.1 sur
les perturbations : étant donné a > 2,

e liminf, o E(|€y11]? | Fn) > 0, limsup,,_, ., E(len1|® | Fn) < o0
¢ Y enTh <00

Nous pouvons sans perte de généralité supposer que le point répulsif considéré
est en 0.

Théoréme 1.1.7 (Brandiére,[16]). Supposons F(0) =0, F de classe C* au voi-
sinage de 0, et F(z) ~ az®* ! qveca >0 etk €N, v, = ¢, = g/n (avecg € R} ),
r, =0, et H-4.1 avec a > 2+ k~*. Alors P(lim,,_,o z,, = 0) = 0.
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Le théoreme que nous avons montré au cours de cette these se base sur ’hy-
pothese suivante H-4.2 sur la fonction F' :

Il existe un voisinage V' de 0 tel que F soit positive ou nulle sur VNR] et négative
ou nulle sur VNR, .

Théoréme 1.1.8 (Chapitre 8) Soit (x,)nen un algorithme stochastique. Alors,
sous les hypothéses H-4.1 et H-4.2, P(lim,_,o, z, = 0) = 0.

Nous montrons ce théoreme comme une conséquence du résultat suivant :

Théoréme 1.1.9 (Chapitre 8) Soient (xn)nen €t (Yn)nen des variables aléatoires
a valeurs dans R adaptées a la filtration F et vérifiant

Tp+1 = Yn + cn+1(€n+1 + Tn+1) St Xn € V,

ou V est un voisinage de 0 dans R, (€,)nen, (Tn)nen sont des suites réelles
adaptées a la filtration F, (c,)nen est une suite déterministe & valeurs dans R
ayant une infinité de termes non nuls.

Nous faisons Uhypothése H-4.1 et, pour tout n € N, |y,| > |z,|. Alors
P(limy, o 7, = 0) = 0.

Le théoreme 1.1.9 implique le théoreme 1.1.8 en posant, pour tout n € N,

Yn = Tp, + 7n+1F(xn)

Remarquons que I'hypothese d’excitation est particulierement importante :
I’algorithme de Narendra sur le bandit a deux bras, présenté dans l’exemple
1.1.1 et détaillé dans le chapitre 4, en donne un contre-exemple. En effet, lorsque
64 > 6p, 0 est un point linéairement instable pour 'algorithme car F(z) =
z(1—x)(04—0p) ; par contre, pour tout a > 1, E(|ep41|* | Fn) < Xpn(0a+05) si X,
est assez proche de 0. Donc ’hypothése H-4.1 n’est pas vérifiée sur I’événement
{lim,, 0, X;, = 0}.

Le principe développé dans les théoremes 1.1.8 et 1.1.9 nous a permis de
prouver le théoreme suivant, qui élargit les conditions d’application du théoreme
1.1.6.

Notons, pour tout n € N,

Vn—|—1 = F(xn) + €n+1 + Tn+1-

Théoréme 1.1.10 (Chapitre 2) Soit (xn)nen un algorithme stochastique d va-
leurs dans R™, tels que pour tout n € N, v, = ¢, et soit I' un ensemble norma-
lement hyperbolique. Supposons

(1) (€n)nen bornée, c’est a dire limsup,,_, . ||€n]| < o0

(if) 3 [Irnll* < o0
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(iii) Il existe un voisinage N'(I') de T et b > 0 tel que, pour tout vecteur unité
v e R,
E(< Vs, v > | Fo) 2 blig,enry)-

(iv) Il eziste o €]1/2,1] tel que F et S soient C'T*,

Alors
P(lim d(z,,I') =0) = 0.
n—o0
Le changement par rapport au théoreme 1.1.6 est de ne faire que ’hypothese
Yo = c¢p sur les pas, et d’ajouter un terme de perturbation (r,),en tel que

22 Irnll* < oo

1.1.5 Modélisation de dynamiques génétiques

Nous avons étudié, en collaboration avec Benaim et Schreiber, la modélisation
de phénomenes d’évolution a partir de modeles d’urnes généralisées : ce travail
est présenté dans le chapitre 5. Un processus d’urnes généralisées se définit de la
manieére suivante. L’urne contient des boules de différentes couleurs, et, a chaque
étape, on ajoute ou enleve certaines de ces boules suivant des probabilités ne
dépendant que du nombre ou de la distribution des boules dans 'urne a 'instant
considéré.

Le lien avec les dynamiques d’évolution s’effectue en associant chaque couleur
a un génotype, un phénotype ou une statégie comportementale. Le fait d’ajouter
ou d’enlever des boules d’une couleur donnée correspond alors pour les éléments
de la population étudiée au fait de se reproduire ou de disparaitre.

Nous étudions ainsi une chaine de Markov homogene

(Zn)neN = (Zr}“ feey Zs)nEN

A valeurs dans N¥. Pour tous i € {1,...,k} et n € N, 2 est associé au nombre
de boules de couleur 7 & I'instant n. Nous notons IT : N¥ x N¥ s [0, 1] le noyau
de transition de cette chaine de Markov; pour tous z, 2/ € N¥,
[(z,2') = Plzpy1 = 2' | 20 = 2].
Posons, pour tout w = (w!, ..., wk) € R¥,
k

lw| = [w'| + ...+ [w¥] , a(w) = w' + ...+ wF,

et définissons le k — 1-simplexe S, C R* par

k
Sp={z=(a',...,2") eR : Vie{l,...,k}, 2" >0, ) 2’ =1}.
=1
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Nous formulons les hypotheses suivantes H-5.1 et H-5.2 sur la chaine de
Markov : a chaque étape, d’une part on n’ajoute ou n’enléve qu'un nombre li-
mité de boules de chaque couleur, et d’autre part les probabilités de transition
ne dépendent asymptotiquement (pour un grand nombre de boules) que des pro-
portions des différentes couleurs :

H-5.1 3m e N/ VneN, |zp41 — 2] <m

H-5.2 Il existe des fonctions lipschitziennes
Pw: Sp—[0,1]: weZF |w<m
et un réel a > 0 tels que
Pu(2/]2]) = 11(z, 2 + w)| < a/2|

pour tous z € N¥ \ {0} et w € ZF tels que |w| < m.

Dans ce contexte, il est naturel d’associer a z, le processus x,, défini par

Znosiz, #0
n

0 siz, =0
Notons que, pour tout n € N tel que z, # 0, z, est un élément de S.

Exemple 1.1.5 Processus de sélection de fertilité.

Considérons une population monoique (i.e ayant un seul sexe) d’individus
diploides, avec k alleles différentes Ay, ..., Ay occupant un seul locus. Pour tout
i, j € {1,...,k}, nous ne distinguons pas les génotypes A;A; et A;A;.

Chaque élément de la population choisit son partenaire de fagon équiprobable
sur ’ensemble des autres individus, se reproduit et meurt immédiatement apres.

Plus précisément, nous supposons que 1’évolution s’effectue de la manieére sui-
vante. Nous fixons m € N et considérons, pour chaque paire de génotypes A;A;
et A, Ag, oui, j,r,s € {1,...,k}, une suite de variables aléatoires i.i.d G, (ij, rs),
n € N, a valeurs dans {0,...,m}, représentant le nombre de descendants créés
par leur éventuelle reproduction a l’instant n.

A chaque instant, la population se modifie de la maniere suivante :

(1) S’il y a moins de deux individus, la population disparait (il y a extinction)

(2) Nous tirons au hasard, sans replacement, deux individus dans la population ;
supposons ici qu’ils aient pour génotypes 4;A; et A, A,.

(3) Nous supprimons ces derniers éléments de la population (ils meurent).

(4) Nous ajoutons G,(ij, rs) individus a la population. Le génotype A, A, étant
déterminé par : u = 7 ou j avec probabilité 1/2, v = r ou s avec probabilité
1/2, indépendamment.
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Nous définissons, pour tous 7, j € {1,...,k} tels que i # j, 2% le nombre
d’individus de génotype A4;A; & U'instant n, et 2% deux fois le nombre d’individus
de génotype A;A; a 'instant n.

Nous étudions alors 1’évolution de z, = (2%) € (N¥*F)N_ Notons que |z,| =
Do 2% vaut deux fois la taille de la population étudiée. Nous montrons facilement
que (2p)nen est une chaine de Markov homogene, et que les conditions H-5.1 et
H-5.2 sont vérifiées.

O

Exemple 1.1.6 Processus de sélection de fertilité avec mutations

Pour tenir compte des mutations dans les processus de sélection de fertilité,
nous introduisons pour tous i, j, r, s € {1,...,k} des probabilités de mutation
u(ij,rs) du génotype A;A; au génotype A, A,. Alors, pour tous ¢, j € {1,...,k},
Z’rgs N(Z]a TS) =1

Ces mutations s’introduisent dans la définition du processus de sélection de
fertilité de I'exemple précédent, en considérant qu’a la fin de chaque étape, les
individus de génotype A, A, obtenus par la régle (4) deviennent des individus
Az Az avec probabilité p(uv, 40).

Le processus (2, )nen, défini & la fin de ’exemple 1.1.5, est toujours une chaine
de Markov homogene et vérifie également les hypotheses H-5.1 et H-5.2.

O
Dans le cas général, lorsque |z,| est grand, alors d’une part x,.1 — x, est
petit puisque d’apreés I’hypotheése H-5.1 |z,.; — 2,| est borné, et d’autre part
la quantité E(z,+1 — ©, | F,) peut d’apres I'hypothese H-5.2 étre déterminée
précisément a partir des valeurs de p,,(z,) pour |w| < m.
Nous pouvons donc espérer comparer x,, aux solutions d’une équation différentielle.
Notons w = z,41 — z,, et calculons

Zn+1 Zn _ Zn+l — Zn Zn+1 |Zn| - ‘Zn—kl‘) 1

- e = = —wW—2 a\w)|.
il Teal ~ Jol Teenil' T2 o Tnnaw)]

Tp41—Tp =

Donc |z,11 — z,| < 2m/|z,], et également

1
Tpi1 — Tn = — W — Tpa(w)] + byi,
|20
ol () )
o(w 2m
b = — < :
bnt1] = [(@n41 — Tn) 2] | < ENE

Le lemme suivant développe cette remarque.

Lemme 1.1.1 Considérons une chaine de Markov homogéne (z,)nen Sur Nt sa-
tisfaisant les hypothéses H-5.1 et H-5.2. Soit F = (F,)nen la filtration engendrée
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par (zp)nen- 1l existe des suites de variables aléatoires (Uy,)nen €t (by)nen adaptées
a la filtration F telles que, pour tout n € N,
(i) Si zn, # 0, alors

Tp+1 — | | Z pw xn - xna(w)) +Upq1 + bn-l—l) (1'3)

weZk

(1) EUny1 | 2] =0
(1ii) ||Upsa]| < 4m et EUps1|? | Fn] < 4m?
(1) ||bpya]| < max{T|zn|}

Le processus (Zn)nen suit donc un algorithme bruité d’approximation de
Cauchy-Euler, de pas 1/|z,| a I'instant n, de I’équation différentielle ordinaire

— = Z Pw(2)(w — za(w)). (1.4)

Remarquons cependant que (z,),en n’est pas un algorithme stochastique au
sens de I’hypothese H-1, les pas 1/|z,| n’étant pas déterministes. L’évolution
de la taille de z, joue un role prépondérant dans le controle que nous pouvons
avoir sur z,. Nous avons donc besoin de prendre en compte la dynamique de
la taille de la population pour énoncer des résultats comparables aux théoremes
précédents, et les résultats présentés dans les sections 1.1.2 & 1.1.4 ne s’appliquent
pas directement.

Il est en revanche possible de décrire précisément les ensembles limites de
la distribution génotypique lorsque la population croit assez rapidement, comme
I’énonce le théoreme suivant, dii a Schreiber (2001, [44]).

Nous définissons le processus continu X (.) associé & (z,)nen de la méme
maniere qu’en 1.1.1, avec des pas v; = 1/|z;].

Nous écrivons dans la suite qu'un processus (z,)nen €St un processus d’urnes
généralisées si (z,)nen est une chaine de Markov homogene sur N* satisfaisant les
conditions H-5.1 et H-5.2.

Théoréme 1.1.11 Soit (z,)nen un processus d’urnes généralisées. Alors, p.s sur
I’événement {lim inf % > 0},

(1) le processus X (.) associé & (xn)nen est p.s une pseudo-trajectoire asymp-
totique du flot associé a (1.4).

(2) ’ensemble limite L((2,)nen) de (Tn)nen est p.s un ensemble intérieurement
récurrent pas chaines du flot associé a (1.4).

La proposition suivante énonce que les sous-ensembles du simplexe sur lesquels
la population a tendance a décroitre ne peuvent p.s pas étre ensembles limites de
I’algorithme.
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Remarquons qu’asymptotiquement, la croissance moyenne de la population

partant de z € Sy, est
Z Pw(T)a(w).

Proposition 1.1.1 Soit (z,)nen un processus d’urnes généralisées. Si K C Sk
est un ensemble compact satisfaisant

sup » _ pu(@)a(w) <0,

alors
PHL(@)nen) € K} N {Jim [2] = 00}] =0,

Nous pouvons a contrario montrer qu’un attracteur sur lequel la population a
tendance a croitre est ensemble limite de 1’algorithme avec probabilité non nulle.

Définissons '’ensemble Att.,(X) des points x € Sy tels que, pour tout M € N
et pour tout voisinage ouvert U de z,

P[E3n e N/ |z,| > M et z, € U] > 0.

Cet ensemble correspond aux régions du simplexe atteignables par une popu-
lation de grande taille.

Théoréeme 1.1.12 Soit (z,)nen un processus d’urnes généralisées. Soit A un
attracteur de I’équation différentielle associée (1.4), de bassin d’attraction B(A).
Supposons

a= ;ggzw:pw(w)a(w) > 0,

et définissons

C= {ngg}f% > a} N {L((2)nen) C A}

Si U est un ensemble ouvert dont la fermeture est incluse dans B(.A), alors il
ezxiste une constante K > 0 telle que, pour tout M € N,

P[C] > (1 - %)P[Eln €N |z,| > M et z, €Ul
En particulier, st
B(A) N Attoo(X) # 0,
alors P[C] > 0.

Nous pouvons bien siir estimer la vitesse de convergence d’une population dont
la distribution génotypique converge vers un ensemble sur lequel la population a
tendance a croitre, comme ’énonce la proposition suivante.
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Proposition 1.1.2 Soit (z,)nen un processus d’urnes généralisées. Soit K C Sk
un ensemble compact. St

a = inf pr(x)a(w) > 0,

rzeK
alors
liminf — >«
n—r0Q n

sur U’événement { L((xn)nen) C K} N {lim, o0 |2, = 00}.

Il est également possible d’adapter le théoréeme 1.1.10 sur la non-convergence
vers les points ou orbites linéairement instables, mais le résultat reste subordonné
au fait que la population croisse suffisamment régulierement.

Définition 1.1.5 Soit (2,)neny un processus d’urnes généralisées. Etant donné
un compact U C int(Sy), nous disons que (z)nen est non-dégénéré en U si, pour
tout x € U,

Vect{w € ZF : p,(z) >0} =R*

o, pour tout sous-ensemble A de RF, Vect(A) C RF désigne I’espace vectoriel
engendré par les points de A.

Théoréme 1.1.13 Soit (2,)neny un processus d’urnes généralisées. Soit U C
int(Sg) un équilibre linéairement instable ou une orbite hyperbolique linéairement
instable du systéme différentiel associé (1.4). Supposons

(a) pour tout w € Z* tel que lw| < m, la fonction p,, est C**? sur un voisinage
de U, avec B >1/2

(b) (zn)nen est non dégénéré sur U.

Alors P[L((n)nen) C U et liminf, . 22 > 0] = 0.

Les résultats qui précedent impliquent le théoreme suivant.

Théoréme 1.1.14 Soit (2z,)nen un processus d’urnes généralisées. Supposons
que toutes les fonctions p, soient C'*P avec B > 1/2, que (2;)nen S0it non
dégénéré sur Sy, que Atty(X) = Sk et que les ensembles intérieurement récurrents
par chaines de ’équation différentielle associée (1.4) soient des équilibres hyper-
boliques q vérifiant »_,, pw(q)a(w) # 0. Alors

1) Pllim inf'zn—"| > 0] > 0 si et seulement s’il existe un équilibre linéairement
stable q tel que Y, pw(g)o(w) >0

2) P{L((n)nen) = q}] > 0 pour tout équilibre linéairement stable q satisfai-

sant Y, Pw(g)o(w) >0
3) P{L((zn)nen) = q}] = 0 pour tout équilibre linéairement instable q.

Nous donnons un exemple d’application de ce résultat aux processus additifs
de sélection de fertilité avec mutations.
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Exemple 1.1.7 Processus additifs de sélection de fertilité. Nous reprenons les
notations des exemples 1.1.5 et 1.1.6. Nous disons qu’un processus de sélection
de fertilité (avec ou sans mutations) est additif ssi le nombre moyen de descen-
dants produits par reproduction entre deux individus A;A; et A, A, est additif :
autrement dit, s’il existe une suite (7i;)ijeq1,..k} telle que, pour tous ¢, j, 7, s

e{l,....k},
9(i,75) = E[Golij, 75)] = %ij + o

O

Proposition 1.1.3 Considérons un processus (2, )nen additif de sélection de fer-
tilité avec mutations. Supposons

e Vi, j,r,s€{l,....k}, u(rs,ij) est strictement positif, et suffisamment
petit lorsque {r,s} # {i,j}

eVi, j,r,s€{l,....k}, P[Go(ij,rs) >3] > 0.

Supposons également que les équilibres q de I’équation de sélection de fertilité
sans mutations sont hyperboliques et vérifient Y pw(q)o(w) # 0.

Alors les conclusions du théoréme 1.1.14 sont satisfaites.

1.2 Marches aléatoires renforcées par sommets

1.2.1 Introduction

La deuxieme partie de cette these est consacrée aux marches aléatoires ren-
forcées par sommets, définies par Pemantle en 1988 ([37]), qui sont des processus
évoluant dans un environnement qu’ils contribuent a faire changer par le fait
qu’ils ont une probabilité plus grande de revenir aux endroits déja visités.

Plus précisément, plagcons nous sur un espace de probabilité (Q,F, P) et
considérons un graphe G localement fini, ~ sa relation d’adjacence et S(G) I’en-
semble de ses sommets.

Soit (X, )nen un processus a valeurs dans S(G) ; notons F, = o(Xo, ..., Xy),
et F = (Fn)nen- Définissons, pour tout sommet v € S(G), Z,(v) le nombre de
fois ol ce sommet a été visité, c’est a dire

Zn(U) = ]_ + Z ]-Xi:m
=0

en supposant par convention qu’a I'instant 0 tous les sommets ont été visités une
fois par la marche.

Considérons une application a : S(G) x S(G) — R* telle que, pour tous v,
w € S(G), a(v,w) >0 <= v~ w.
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Alors (X,,)nen est une marche aléatoire renforcée par sommets de renforce-
ment ¢ et issue de vy € S(G) si Xy = vy et, pour tout n € N,

a(Xn,v)Zy(v)
S o, @( X, ) Zn(w)

Ce type de processus avec mémoire a été étudié en détail sur des graphes
finis par Pemantle (1992,[39]) et Benaim (1997,[3]). Il peut s’appliquer a la
modélisation de phénomenes d’auto-organisation, liés a ’apprentissage ou a des
problemes économiques. Une description détaillée de ces applications et des résultats
connus sur le sujet est donnée dans [40] (voir aussi [48]).

Cette idée de marches aléatoires avec renforcement trouve son origine dans
les travaux de Coppersmith et Diaconis en 1986 ([19]), avec la notion de marches
aléatoires renforcées par arétes définies de telle maniere que les probabilités d’at-
teindre un sommet dépendent du nombre de fois ou ’aréte menant a ce sommet
a été visitée (et non du nombre de fois ol ce sommet a été visité). Ces processus,
dont la définition differe peu de celle des marches aléatoires renforcées par som-
mets, donnent néanmoins lieu a des comportements asymptotiques sensiblement
différents.

Les marches aléatoires renforcées par sommets ont également un équivalent
en temps continu, avec la notion de diffusions auto-attractives introduite par
Cranston et Le Jan en 1995 ([20]). Ces diffusions auto-attractives ont été étudiées
par Raimond en 1996 ([41]), par Benaim, Ledoux et Raimond en 2000 ([11]), et
également par Herrmann et Roynette en 2000 ([28]).

Les résultats obtenus dans le cadre de cette thése se placent dans le cas ou
G =7 et a(v,w) = lyuy. Sous ces hypotheéses, Pemantle et Volkov ont obtenu
des énoncés trés précis sur le comportement asymptotique de X, ([40]) !, que
nous rappelons ci-dessous.

Définissons

P(Xn+1:v|f'n):1

R={veZ/3IneN, X,=v}, R ={veZ/ X, =vune infinité de fois}.

Pour v € Z et a €]0, 1], considérons les six événements :
() RR={v—-2,v—1,v,v+1,v+2};
(ii) InZ,(v —2)/Inn — «;
(iii) n Z,(v+2)/Inn = 1 — «a;
(iv) Zy(v—1)/n — a/2;
(V) Za(w+1)/n— (1 - a)/2;
(vi) Z,(v)/n — 1/2.

Ipartiellement généralisés par Volkov ([49]) & une classe assez large de graphes localement
finis.



30 CHAPITRE 1. INTRODUCTION

Théoréeme 1.2.1 ([/0], Pemantle et Volkov) P(|R| < +00) = 1.
Théoréme 1.2.2 ([/0], Pemantle et Volkov) P(|R'| < 4) = 0.

Théoréme 1.2.3 ([40], Pemantle et Volkov) Pour tout ouvert I CJ0,1[ et tout
v € 7, il existe avec une probabilité strictement positive un réel o € I tel que les
événements (i) a (vi) se réalisent.

Conjecture 1.2.1 ([40], Pemantle et Volkov) Il existe presque-sirement v € Z
et a €]0,1] tels que les événements (i) a (vi) se réalisent.

Nous avons démontré cette conjecture au cours de cette these. La preuve en est
présentée dans le chapitre 8. Auparavant, nous donnons un plan de ses arguments
principaux dans la section 1.2.3, et un résumé détaillé dans le chapitre 7.

Nous avons également proposé une nouvelle preuve des théoremes 1.2.1, 1.2.2
et 1.2.3, obtenue en mettant en oeuvre des techniques utilisées pour la preuve de
cette conjecture. Cette démonstration est présentée dans le chapitre 6; nous en
donnons I’heuristique dans la section 1.2.2.

1.2.2 Un résultat de Pemantle et Volkov sur 7Z

Pour comprendre les causes du blocage de la marche avec probabilité stricte-
ment positive dans cinq points, nous commencons par étudier le comportement
d’une marche de méme nature évoluant sur trois points C', D et F.

Notons, pour tout n € N, C,, = Z,(C), D, = Z,(D) et E, = Z,(FE) les
nombres de fois ou les points C', D et E ont été visités a l'instant n.

A chaque instant n € N, si X,, = C ou E, alors X,,,1 = D;si X, = D, alors
X,, = C avec une probabilité C,,/(C,, + E,,) égale au nombre de fois ou C' a été
visité sur le nombre total de fois ol C' ou E ont été visités.

Ce mécanisme est équivalent a celui d’une urne de Pélya a deux couleurs C'
et F, ayant au départ respectivement Cy et Fy boules. A chaque étape (qui se
déroule un instant sur deux dans notre exemple) on tire au hasard une boule, que
I’on remet en ajoutant une autre boule de la méme couleur.

Alors un résultat classique affirme que C,/(C,, + E,) tend vers une loi béta
de parametres Cy et E, (voir par exemple [26], volume 2, chapitre VII). Une
conséquence immédiate en est que C,/(C, + E,) converge p.s vers un réel stric-
tement compris entre 0 et 1. Donnons une preuve courte de cette derniere affir-
mation, die a Volkov ([49]).

Affirmation 1.2.1 Presque-sirement, il existe a €]0,1][ tel que C,,/(Cy,+ E,) —
.

PREUVE: Définissons, pour tout n € N,

U, =In(C, + E,) —In(E, —1).
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Alors (U, )nen est une sur-martingale positive. En effet, pour tout n € N, si
X, = D, alors

1 E, 1

In(1— ) <.
tore)te g -5 <0

E(Upsr — U, | F,) =In(1

Donc (Uy,)nen converge p.s. Nous pouvons appliquer le méme argument en

inversant C' et E, ce qui permet de conclure.
O

Ajoutons deux points A et B a gauche de C, et notons, pour tout n € N,
A, =Z,(A), B, = Z,(B), t,, (resp. u,) l'instant de n-ieme visite en C' (resp. en
D).

Expliquons le principe du processus par lequel la marche reste dans certains
cas bloquée a droite de A.

Considérons, pour tout n € N, les événements suivants :

1) A été visité a fois (oll a est une constante),

2) B a été peu visité par rapport a C, c’est a dire B, < C¢ (ou £ €]0, 1] est
une constante),

3) C n’a pas été trop visité par rapport a D, c’est a dire C,,/D,, < ( (ou ( < ¢
est une constante).

Soit m € N un instant auquel 1), 2), 3) sont réalisés et X,, = C. Alors ces
propriétés 1), 2) et 3) auront une grande tendance a rester vraies. En effet,

(i) A chaque instant ¢, de visite en C, si 1), 2) et 3) sont vérifiées, alors la
probabilité de visite en A avant l'instant ¢, est

Bt At Bt At 1 a 1% a
P(X =A|F,) = = = < —=—L — < .
(Ktatz | Fta) B, + Dy, A, +Cy, — Cy, Cp, — nl=énnl=¢ = np2=¢

Donc la probabilité que 1) reste vraie tant que 2) et 3) restent vraies est
supérieure a

a a 1
R R

(ii) De méme, a chaque instant ¢,, de visite en C, si 1), 2) et 3) sont vérifiées,
nous pouvons faire les remarques suivantes concernant le nombre de visites en B
avant t,, 1. D’une part si A n’est pas visité a I'instant ¢, + 2, B est visité au plus
une fois avant t,,.1. Et d’autre part

Btn Btn Otn < CBtn

PRon =Bl 5 =5 25, < 6. D, = n

Par conséquent

BBy | Fu) < By, (1+¢/n) < nf(1+&/n) = (n + 1),
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Ce qui implique que, en moyenne, 2) a également tendance a se reproduire tant
que 1) et 3) restent vraies. Nous obtenons, en prenant en compte les perturbations
autour de cette tendance moyenne, le résultat que B,/C$ n’augmente que peu
avec une grande probabilité.

(iii) A chaque instant wu, de visite en D, la probabilité d’aller en C est
Cy,/(Cy, + E,,), qui est inférieur a C,, /D, . Par conséquent

E(Cun+1/Dun+1 | fun) < Cun/Dun-

Il nous reste a évaluer Cy, , — Cy, 41, c’est a dire le nombre de visites de B
vers C' avant le retour en D a l'instant w,,;. Nous pouvons montrer que ces
visites, qui contribuent & faire augmenter C, /D, , ont en moyenne un impact
peu important sur son évolution lorsque 'on part d’une situation dans laquelle
1) et 2) sont réalisés, puisqu’alors la probabilité d’aller en B partant de C' est
faible.

En résumé, de la méme maniére qu’en (ii), nous pouvons montrer qu’en
moyenne C,, /D, n’augmente que peu sous cette hypothese.

Le résultat qui correspond a ces considérations heuristiques peut s’énoncer de
la maniére suivante. Soient p > 1, ¢, & €]0,1] tels que £ > (. Définissons, pour
tout n € N, les événements suivants

51( ) LA = a
E2(n)ue : B < puCs
&3(n)¢ : Cn/ Dy, <C

et E(n)auce = E1(n)a NE2(n)ue N E3(n)c.

Lemme 1.2.1 Supposons a € N*, p > 1, (, £ €0, 1] fixés tels que & > (. Alors,
pour tout v < min(1/2,1 — &), il existe kg € N ne dépendant que de p, C et & tel
que pour tout k > ky,

P(ﬂ”Ztkg(n)a,H,C+k_”,§|ftk) > 615(tk)a,1,g,§'

Nous pouvons déduire les théoremes 1.2.1 et 1.2.3 de ce lemme 1.2.1, a partir
des arguments suivants. Nous donnons ici uniquement le schéma des preuves
données dans le chapitre 6.

Commencons par le théoreme 1.2.3 : supposons v > vy par exemple, notons
A =wv—3et Ba G les points qui suivent A par ordre alphabétique. Soient (;, (3
€]0, 1] quelconques. Apres l'instant initial, il est possible avec une probabilité non
nulle de se rendre en D puis de ne faire pendant un certain temps que des allers
et retours entre {D} et {C, E'}, de sorte qu’il existe un instant n € N auquel le
rapport C,,/(C,+ E,) soit dans U'intervalle |(;, 1 — (3[, avec C, et E,, aussi grands
que voulus.

En appliquant le lemme 1.2.1 sur les points A a G d’une part et G a A d’autre
part nous obtenons que, partant d’une telle situation, on va avec une grande
probabilité ne plus jamais visiter les points A et GG, peu visiter les points B et
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F, le rapport C,/(C, + E,) restant proche de I'intervalle |¢;,1 — (3[. Ce qui, en
appliquant des résultats de convergence sur les martingales liées a ce phénomene,
permet de conclure que les événements (i) a (vi) sont bien vérifiés.

La preuve du théoréme 1.2.1 repose sur la remarque suivante : a chaque fois
qu'un point v & gauche de vy est visité pour la deuxieme fois (rappelons que
par convention, a l'instant initial tous les sommets ont été visités une fois par la
marche), tous ses antécédents n’ont été visités qu'une fois. Notons A = v — 2, et
B a G les points suivants.

On peut alors trouver, pour tout ky € N, avec une probabilité ne dépendant
que de kg, un instant n € N auquel A, =1, B, =1, C,, = kg et D,, > 2ky, ce qui
implique en reprenant les notations du lemme 1.2.1 que &(tx,)1,1,1/2,3/4 €st vérifiée.
Enfin, en appliquant ce lemme, nous pouvons conclure qu’alors le sommet v — 2
n’est plus jamais visité avec une grande probabilité si ky est supposé assez grand.

En résumé, pour tout v < vy, la probabilité que v — 2 ne soit jamais visité
conditionnellement au fait que v a été visité est supérieure a une constante. Par
conséquent, la probabilité qu'un sommet vy — 2k soit visité au moins une fois tend
vers 0 quand k tend vers l'infini, ce qui implique que R a p.s une borne inférieure.
On montre de la méme maniere que R a p.s une borne supérieure.

Il reste maintenant a expliquer le principe de la démonstration que nous pro-
posons du théoréme 1.2.2.

Commencons par introduire, pour tout A € Z, I’événement

QA = {A = infR' — 1}.
Nous savons, d’apres le théoreme 1.2.1, que
P(UAEz;QA) = 1.

Lorsque nous sommes, pour A € Z, sur un ensemble 24, il n’y a en tout qu’un
nombre fini de visites en A et, a contrario d’un des arguments du lemme 1.2.1, il
y a peu de visites de B vers C (si B a G sont les entiers qui suivent A).

Plus précisément, introduisons, pour tous entiers L et M consécutifs (M =
L £+ 1), 'événement

1 XL Xp1=
Toar =Y~ < oo},
n

Cet événement correspond au fait qu’il y ait peu de visites de L vers M. Nous
pouvons par exemple déduire du lemme de Kronecker que, sur Ty, yy,

D 1xu=L Xu=nry = 0(M,).
k=1

Le lemme du Borel-Cantelli conditionnel (voir par exemple [21]) nous permet
d’affirmer que

Lix,= = 1x,—
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Nous reprenons d’autre part une idée proche de celle développée dans la partie
(iii) de I'argument de la preuve du lemme 1.2.1, & savoir que si I'on observe le
processus un instant sur deux, C,/(C, + E,) n’augmente pas en moyenne lors
des visites venant de D ou F', et est donc essentiellement affecté par 'impact des
visites de B vers C. Nous déduisons de ces deux remarques que C,/(C, + E,)
converge vers un réel a € [0,1[. Ce qui est résumé par le résultat suivant, qui
constitue une partie de la proposition 8.3.1 de la preuve de la conjecture (Chapitre
8)

Proposition 8.3.1 (début). Soient Q, R, S, T et U cing entiers consécutifs.
Alors

1
a)Y,=ln(R,+T,) —In(T,—1) — Z ﬁl{xk,le,Xk:R}
o Tt T Lk

est une sur-martingale.

b) TQR - {Ela € [0 1[/ a}.

+T

L’affirmation b) se déduit de a) par le fait que sur Y g, Y, est p.s minorée,
et donc converge p.s.

Cette proposition implique, avec @ := B, R :=C ... que lim E,,/(C,+ E,) > 0
sur €4, donc en particulier que lim inf E,,/D,, > 0. Par ailleurs, a partir du point
E lui-méme visité un nombre infini de fois sur €24, la probabilité d’aller en F’ est

F, 1
D,+F,  D,+1

Ce qui permet d’affirmer que

Ix,= E‘F 1Xn Ix,=k
4 C {Z D, + F, - Z = Foo}

C {Z 1x,=E,Xp1=F = +oo} C {F visité un nombre infini de fois }.

Ce qui permet de conclure la preuve du théoréme 1.2.2.

1.2.3 Preuve d’une conjecture de Pemantle et Volkov

Nous présentons maintenant le plan général de la preuve de la conjecture
1.2.1 donnée dans le chapitre 8. Un résumé détaillant I’heuristique des résultats
de cette preuve est donné dans le chapitre 7. Pour simplifier les notations, nous
reprenons la numérotation des résultats de la preuve, chapitre 8.
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Tout d’abord, nous utilisons toujours le fait que
P(UAEZQA) =L

Nous fixons donc A € Z, et nous plagons sur {24. Notons B, C, ... les points
qui suivent A. Nous avons déja énoncé (proposition 3.1) que

Ch

QA C TB,A = TB,C C {ElOd 6]0, ].]/ m — CV}

Il est possible d’obtenir une regle du méme type pour la convergence du rap-
port G,/(G, + I,) lorsque o > 0, en utilisant un autre résultat énoncé dans la
proposition 8.3.1.

Proposition 8.3.1 (fin). Soient Q, R, S, T et U cing entiers consécutifs,
croissants ou décroissants. Alors

a)

3

1
1
le L+ Tyt {Xk-1=Q,Xx=R}
n

1 _ _
+Zl Ry 1+Tk 1)Tk ) {Xp_1=U,X},=T}

Z, =R, +T,) —In(T,, — 1)—

est une sur-martingale.
b) TQ’R N {Ck > 0} C TU,T-

Nous utilisons ici cette proposition avec @ := B, R:=C, S: =D, T .= E,
U := F, ce qui permet d’obtenir

TBcﬂ{Oz>0}CTFE—TFGC{36€]O 1]/ _>/B}

G, +I

Nous avons besoin d’étudier plus précisément les cas a = 0 et 8 = 0. Nous
allons en fait montrer que a = 0 est p.s impossible, et qu’en revanche 8 = 0 est
possible mais implique H,/(H, + J,) — B’ > 0. Ces résultats reposent sur les
lemmes 8.6.1, 8.6.2 et 8.2.4.

Lemme 8.6.1 Soient P, Q, R, S et T cing entiers consécutifs. Alors

Qn

T N4{lim ———
reM{lim 7"

=0} CTor="Tor

Lemme 8.6.2 Soient P, QQ, R, S et T cing entiers consécutifs. Alors

% =0} C {limsupi <1}

T N4l
po N {lim R, +T,
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Lemme 8.2.4 Soient P, ) et R trois entiers consécutifs. Alors

prQ N TR,Q = {Qoo < OO}

Comme nous allons le voir, le lemme 8.6.1 est une conséquence du lemme
8.6.2.

L’argument de la preuve du lemme 8.6.2 est détaillé dans la partie 2 du résumsé,
chapitre 7. L’idée générale est celle d'une compétition entre les nombres de visites
aux points () et 1T'. Nous voulons montrer que

Qn
Qn+Sn

est un événement de probabilité nulle.

D’une part, si ’on part d’une situation dans laquelle 7" a été plus visité que
Q, alors le nombre de visites en 7" va avoir tendance a augmenter, et on obtiendra
finalement que liminf S,,/R,, > 1 avec une probabilité raisonnable. Nous pouvons
ainsi supposer, pour tout p > 1, que 7, reste inférieur a @), pour n assez grand.

D’autre part, sous cette derniere hypothese le bruit inhérent au comportement
de la marche aléatoire est suffisamment régulier pour que ’on puisse, a partir d’un
ordre partiel sur ce type de marches aléatoires, utiliser I'heuristique de résultats
de non-convergence vers les points instables et montrer que liminfS,/R, # 1
avec probabilité 1.

Enfin, le lemme 8.6.1 se déduit du lemme 8.6.2, en utilisant I'inclusion

T
0} N {liminf ———— =0}

I'y=7 NA{l
0 ="TreN {lim R, +T,

n

TP,Q N {hm sup m

<1} C Yo,
qui constitue le corollaire 8.3.2 de la preuve. Ce corollaire signifie que, s’il y a un
faible nombre de visites de P vers @) et si T est visité régulierement par rapport
a R, alors il y a également un faible nombre de visites de () vers R.

L’argument de la preuve du lemme 8.2.4 est tres simple : il repose sur 'idée
que s’il y a peu de visites de P vers () et peu de visites de R vers @, alors il y

a forcément peu de visites en (), c’est a dire que @) est visité un nombre fini de
fois. Plus précisément

1 _ - 1 - —
TP,Q N TR,Q — {Z {XleP,Xk Q} < OO} N {Z {XleR,Xk Q} < OO}
keN* k kEN* k

:{ZM<OO}:{QOO<OO}.

ke @
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Les trois lemmes précédents impliquent bien que o > 0 p.s sur €24 : en effet
QanN {CE = 0} C Q4N TC,B C TA,B N TC,B =0 p-s.

Etudions maintenant le cas § = 0. Alors §' = lim H,,/(H,, + J,,) existe car le
lemme 8.6.1 implique que

YN {lim 8 € [0,1[}.

H
" _ - T _n
G o1 - U Ten clg—7r

Et 8’ > 0, car les lemmes 8.2.4 et 8.6.1 impliquent que

H,
You N {lim——"— =0} C Yy, = Tpya,

Hy + Jn
et
Q4N {li il 0} N {li Ay 0} CQuNYTrenT
= m —-————— =
A im G 11 H o+ A F.G H,G
H
Q4 N{Gqs N{lim—— =0} =0 p.s.
COQaN{Gx < 0} {lmHn+Jn }=0ps
En résumé
QACQA’FUQAJUQA,Q p-s
ou

QA,F =Q4N {Goo < OO},

Cy Gp
QA,I = TAyBﬂTB,CﬂTF’Gﬂ{HO{ E]O, 1[E|ﬂ E]O, 1[/ W — o et G i I — ﬂ}ﬂ{Goo = OO}

C, H,
QA,Q :{El(l/ 6]07 1[7 Elﬁ, 6]0, 1[/ m — et m — ﬁl}

NYasNYTeecNYTreNYTenN{Gsx = o0}

Il reste a prouver que, pour tout A € Z, Q4,1 et {24 ont pour probabilité 0.

Ces deux preuves reposent sur des idées similaires. Commencons par exemple
par 24.

L’argument se divise en deux étapes : sur {4, d’'une part H,/D, /4 1 est
p.s impossible, d’autre part H,,/D,, — 1 est p.s impossible. Ce qui conduit & une
contradiction.

La premiere étape se décompose de la maniere suivante. En premier lieu nous
montrons, en utilisant des idées reliées aux résultats de convergence avec proba-
bilité non nulle vers un attracteur (voir par exemple [3], [24]), que H,/D,, /4 1
implique H,,/D,, — 0 ou H,,/D,, — co. En deuxiéme lieu nous estimons la vitesse
de convergence vers 0 ou 0o, ce qui nous permet de prouver que In H,,/In D,, tend
vers 0 ou oo lorsque n tend vers I'infini. Enfin en troisieme lieu nous utilisons ce
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dernier résultat pour prouver que la marche aléatoire reste a partir d’un certain
temps bloquée entre B et F' ou a droite de I, ce qui conduit a une contradiction.

La preuve de la deuxiéme étape (H,/D, — 1 p.s impossible) repose sur un
principe de non-convergence vers les points instables similaire a celui de la preuve
du lemme 8.6.2.

La preuve de P(§242) = 0 est du méme type, en remplacant I, par D,,.
Cependant nous avons besoin auparavant de montrer que les points B a L sont
tous régulierement visités sur Q4. Nous utilisons donc un résultat (le lemme
8.8.1) nous permettant de distinguer entre le cas ou la marche aléatoire reste
finalement bloquée dans un sous-ensemble strict de [B, L] et celui ou les fréquences
des visites aux points B a L sont suffisamment importantes pour pouvoir estimer
les variations de I,/ D,,.

Les détails de ces arguments sont donnés dans le résumé de la preuve, chapitre
7, et la démonstration complete dans les sections 8.7 et 8.8.
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Pieges répulsifs
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Centre de mathématiques et leurs applications, Ecole normale supérieure de Cachan, 61, avenue du
Président-Wilson, 94230 Cachan, France
Courriel : tarres@cmla.ens-cachan.fr

(Recgu le 6 juin 1999, accepté apreés révision le 9 novembre 1999)

Résumé. Nous donnons des hypotheses faibles assurant qu’un algorithme stochastique contourne les pieges
en dimension 1. Ce qui permet, dans le cas plus général de la dimension finie, d’élargir le cadre
de théorémes montrant qu’on évite les points instables, les orbites périodiques et ensembles
normalement hyperboliques. © 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales
Elsevier SAS

Repulsive traps

Abstract. We give weak assumptions ensuring that a stochastic algorithm does not fall into a repulsive
trap in the one-dimensionnal case. This enables us, in the more general finite-dimensionnal
case, to exlend theorems relevant to unstable points, periodic orbits and normally hyperbolic
sets. (© 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS

Abridged English Version

Let (2, F,P) be a probability space and {F,},en a nondecreasing sequence of sub-o-algebras of F.
Consider a discrete time process (X,) living in R and satisfying equation (1), where V € R is a neigh-
bourhood of 0, F' a function: V — R, (¢,), (r,) are adapted random variables on R (i.e. &, r, are
mesurable with respect to F,, for each n > 0), (), (¢n) deterministic sequences of nonnegative numbers,
(v») having infinitely positive terms.

Let ap, = 310 ¢? for n € N. We make the following assumptions:

H-1 on perturbations (equations in the french text);
H-2  (y») bounded and [y, = O(y/an) or |F(z)| = O(|z])];
H-3 F is a bounded Borel function, nonnegative on V N R} and nonpositive on V N R; .

THEOREM 1. — Let (X,,) be an algorithm satisfying equation (1). Under hypotheses H-1, H-2 and H-3,
P(lim,— X, = 0) =0.

Brandiere and Duflo have proved that P(lim, o Xn = 0) = 0 under the assumptions (al) or (a2) of
the French text ([2—4], and [5], paragraph 3.IV).

Note présentée par Paul DEHEUVELS.

0764-4442/00/03300125 (© 2000 Académie des sciences/Editions scientifiques et médicales Elsevier SAS.
Tous droits réservés.
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This one-dimensionnal result enables us to extend a result of Benaim giving conditions ensuring that a
Robbins—Monro algorithm does not fall into normally hyperbolic sets. The case of normally hyperbolic
sets includes those of linearly unstable equilibria and periodic orbits.

Consider a sequence (z,,) of adapted random variables living in R™ and satisfying equation (2), where
F:R™ — R™ is a smooth vector field generating the flow ® = {®;}, and define V.41 = F(x) + Upt+1 +
rnt+1. Let I’ denote a nonempty compact set invariant under ®. We define assumptions H-4 on steps and
perturbations, H-5 : T' is a normally hyperbolic set, and H-6 : there exist a neighbourhood N (T) of T and
b > 0 such that, for all unit vector v € R™, E(|(Vn+1,v)| | Fn) > bliz en(m))-

THEOREM 2. — Let {z,} be an algorithm given by (2). Suppose assumptions H-4, H-5 and H-6 are
satisfied, and F and S are C'T° with 1/2 < o < 1; then P(limn%oo d(z,,T) = 0) =0.

1. Introduction

Nous nous placons dans un espace de probabilité (€2, F, P) muni d’une filtration F = (F},)nen-
Le principal résultat présenté ici concerne les algorithmes stochastiques a valeurs dans R ; nous explici-
tons des conditions sous lesquelles un tel algorithme contourne les pieges.
Plus précisément, nous considérons une suite de variables aléatoires (X,,) adaptées & la filtration F
vérifiant :
Xn+1 = Xn + Yn+1 F(Xn) + Cn+1 (6n+1 + 'I"n+1) si Xn € V, (1)

ou V est un voisinage de 0 dans R, F une fonction de V dans R, (¢,,), (r,) sont des suites réelles adaptées
3 la filtration F, (v,), (cn) des suites déterministes & valeurs dans R* et (c,) a une infinité de termes
non nuls.

Posons a,, = EZ;OZ ¢2 pour n € N. Appelons H-1 ’hypothése suivante sur les perturbations :
— E(ent1 | Fn) =0, liminf E(e2,, | Fn) > 0 et Ja > 2, limsup E(|lept1]® | Fr) < +00,

n—oo n—oo

= 3,2 < +oo,
et H-2 P’hypothese : (7,) bornée et [y, = O(\/an) ou |F(z)| = O(|z|)].

Il s’agit de savoir quelles conditions sur les perturbations, les pas et la fonction F' au voisinage de 0
entrainent que ’algorithme contourne presque sfirement ce point 0.

Les travaux de Brandiere et Duflo permettent d’affirmer que I’on a bien P(limn_,c,O X, = O) = 0 dans
les deux cas suivants (voir [2], [3], [4], et [5], paragraphe 3.IV) :

(al) F est différentiable, F' est lipschitzienne et F'(0) > 0, Y72 < +oc0, E(ent1 | Fn) =0, linrgitgf E(lent1] |
Fn) > 0, limsup E(e2 4 | Fr) < 400, 7 = O(cpn), >0 = +00, Y ¢3 < 400
n—00
(a2) Fest Cl et F(z) ~ az®* L aveca>0et k€N, 7, =cn = £, r, =0 et H-1.

Le théoréme montré en deuxieme partie vient en prolongement de ces résultats. Il se base sur I’hypothese
suivante sur la fonction F' :
H-3 F:R — R borélienne bornée positive ou nulle sur V N R} et négative ou nulle sur VN R,
et sur H-1 et H-2.

Il permet d’affaiblir les conditions nécessaires & des résultats déja obtenus sur les points instables,

les orbites périodiques et ensembles normalement hyperboliques (voir [1]) : c’est I’objet de la troisieme
partie.

2. Les pieges en dimension 1

THEOREME 1. — Soit (X,) un algorithme vérifiant (1) ; alors, sous les hypothéses H-1, H-2 et H-3,
P(limp—y 400 X5 = 0) =0.
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Pieges répulsifs

La démonstration repose sur deux lemmes. Le premier s’inspire fortement d’un résultat de Benaim
(voir [1], lemme 9.6, également utilisé dans le corps de la démonstration), basé sur des travaux de
Pemantle ([6] et [7]), et le généralise. Le deuxiéme reproduit I’idée qui sous-tend ce travail ; il utilise des
estimations de Y ¢; &; pour le controle du processus.

Suivant une astuce due & Lai et Wei (voir [5], 2.II1.2), on peut se limiter & établir le théoreme dans le
cadre simplifié suivant :

(a) pour des constantes A, B € R,,Vn € N, E(e2,, | F) > 24, E(len+1|? | Fn) < B%.

De plus, quitte & remplacer (X,,) par (X,,4+n,) pour n, assez grand et a prolonger F' sur R \ V par une
fonction bornée positive sur Rt \ V et négative sur R~ \. V, on peut supposer sans perte de généralité,
n > 0 étant fixé :

(8) YpsoTas1 Snet V=R

Nous commengons par envisager le cas Y. c2 < +oo. Dans ce qui suit, jusqu’a la démonstration du
théoréme, nous considérons une suite adaptée (X,,) qui ne vérifie pas nécessairement (1).
Notons s, = Y720 r?. Nous désignerons, pour tout n € N, par SL, PL, NI et TF les temps d’arrét
définis par Sﬁ =inf{m >n| X2 > Lani1}, PnL = inf {m >n| Xp > W/Lam_‘_l}, NTI; = inf {m >n |
Xm < —\/Lami1} et T =inf{m >n | X2 > L}. Nous noterons H = {liminf |X,| > 0}.
Nous notons H'-1 Phypothese : E(|ep41]* | Fn) < B%, Y, o072, <net V=R
LEMME 1. — Supposons Y ¢2 < +o0, H'-1 avec < %, et il existe c € R} tel que :
() E(X2,, — X2 | F) > Ak, — 260 E(lrina | | )| Xs)
(il) (Xiy1 — Xi)? < c(ang1 + ¢2y163,) pour tout n € N tel que n < i < SE.
Alors il existe une constante C €]0,1[ telle que pour tout n € N, P(SL < oo | F,,) > C.
Démonstration. — Remplagons, pour simplifier, SL par S. Sur {n < k < S}, |Xi| < v/Lags <

/Layt1. On en déduit, en posant Z, = X2 — AZf:n 2 +2y/Lani1 Ef:n ¢i |ri| et en utilisant (i), que
{Zrns}r>n est une sous-martingale. Donc, si m > n, E(Zpns — Z, | F) 2> 0.

Ainsi,
n W/ Qn 1A
E(X2 .-X2|F, ><A E 2 —2v/La, 7+)P5>m Fn
( mAS n | ) = ot i +1 4\/Z ( | )
,/OtTH_lA
—2y/Lops1 ——(1—P(S>m | F,
puisque, d’apres 'inégalité de Cauchy—Schwarz, Z;’;nﬂ ci|ri| < Jons18nt1 < ¥ j’\'/%‘A. Donc

E(X2,5— X2 | Fn) > A(%2 — am1) P(S > m | ) — Gant1 (1 - P(S > m | F)) .
D’autre part, X2 g = X2 < Lamy1 si S > m. Donc X2,,g — X2 < X2 lycs<m + Lami1lssm <
2[X2 | lncs<mt(Xs—Xs-1)? lncs<m]| +L @m+1 Lssm. Puisque X3_| < Lag < Lapisin < S <m,
on peut écrire, en utilisant (ii)
E(X7ns — Xn | Fn)
<2L(P(S >m | Fn)ams1 + (1= P(S > m | Fn))ant1) +2E((Xs — Xs-1)” Ln<cs<m | Fn)
<2L+)(P(S>m| Fa)amsr + (L= P(S>m | Fo))amg1) +2¢ Y G E(e] Ls=i | Fn)
i=n+1
D’aprés linégalité de Holder, E(e2 15—; | Fn) < B(les|® | Fu)aP(S =i | Fn)'™% < BP(S =i | F,)'"%
2
sii > n. Donc Z;lnﬂ E(E? 1s=i | Fn) < Bant1 (1 —P(S>m| fn))l *. Finalement,

A _2[A
P(S>m|Fy,) 3 Qn+l = [A+2(L+c)]am+1 < (1—P(S>m | ]-'n))1 2[5 +2(ecB+ L+ c¢)|ant1

3
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b
soit, en posant b = — >1,p:P(S:+oo|fn)ett:(W),pbg(l—p)t.

1-2 =

Donc il existe C' € R}, ne dépendant que de A, B, L et c tel que P(S =+ | F,) <1-C. O

LEMME 2. — Supposons >_ c? < +oo, H'-1 avecn <1, L > (\/S_B—i— 2)2 et, pour touti € N |
Xiv1 > Xs + 741 F(X5) + civ1(€i41 +7i41) et E(gir | F5) > 0.

Alors, pour tout n € N et m >n, P(H | Fip) lpr—m > %lqu,:m.

Démonstration. — a) Nous avons supposé E(E%Jr1 | Fi) < B. Posons Ry41 = infpspm, Zf:mﬂ CiEj.

Soit V; = &; —E(e; | Fi—1) : alors, pour tout i, V; < &;, E(Vip1 | Fi) =0 et E(VA, | Fi) < E(ely, | Fi).
D’apres I'inégalité de Doob :

P [ele]
E <sup | D aVil? fm> <SAE( Y GV | Fm) S4sup B(VE, | Frn)amss < 4By,
p>m i=m-+1 i=m-+1 izm
donc, si k € Ry, P(Rimt1 < —k\/@my1 | Fin) < 45. On en déduit, en posant ko = V8B,
1
P (Rm+1 > _kO\/am+1 | ]:m) > 5
b) L’inégalité de Cauchy—Schwarz permet d’écrire Ef:m“ lei i) < \/Omt1 Smi1 < \/Om+y1- Si Pr’;“ =m
(donc X, > (ko + 2)\/Om+t1) €t Rmt1 > —koy/Qm+t1, alors, pour tout p > m,

p—1 P P
Xp—XmZZ’Yi+1F(Xi)+ Z cig; — Z lesril > —(ko + 1)\/@m1;
i=m i=m-+1 i=m+1
par conséquent, Vp > m, X, > \/@mi1. En résumé, H O {Rpnq1 > —koy/@my1 et PX = m}. Dot il
résulte que P(H | F) lpr—m > 3 lpr_m- O
Démonstration du théoréme 1. — Pour des raisons qui seront clarifiées par la démonstration, nous

choisissons L = (V8B + 2)2 et 7 = min (g, %, 1). X, vérifie (1), donc en développant I'espérance
du carré de X, 41 :

E(X2, 1 | Fn) = 21 Xn F(Xy) = X2 4+ 21 B(e2 1y | F) 4 26041 E(rngy | Fn)Xn
+26$L+1 E(ent1mn+1 | Fn) + Yot 1 F(Xn) (Y1 F(Xn) + 2¢n41 B(rnga | Fn)) + c?l-+1 E(T31+1 | ]:n)

L’hypothese H-3 nous permet d’affirmer que E(Xﬁ 41| .77”) est supérieur ou égal au deuxiéme membre

de Dégalité. D’autre part, Yn+1 F(Xpn) (Y1 F(Xn) + 2¢n41 B(rpgr | Fn)) > =2 1 E(r2,, | F) et
E(ent1rnt1 | Fn) > — BE(?"?L_,_1 | fn) (inégalité de Cauchy—Schwarz). Ainsi,

E(X2 = X2 | Fa) 2 ¢ (24— 2V/B0) = 2011 E(lrun| | 7o) 1Xa

donc X,, vérifie la condition (i) du lemme 1 & cause du choix de 7.

La condition (ii) de ce lemme est vérifiée : (X;r1 — X;)2 < 3(72, (F(X:))* + 2y r2, + 21 e2,,) et
si S > > n, Phypothese H-2 implique 72,1 (F(X;))? = O(ap41) : c’est immédiat si v, = O(\/oz_p) (F
est supposée bornée). Si (,) est seulement supposée bornée et |F(z)| = O(|z|), alors i < SE = |X;] <

v/Lan+1, ce qui permet de conclure.

Par conséquent, P(SE < +o0o | F,) > C.

Remarquons que 1gz—p, = 1pr_m + Ini=pm. D’apres le lemme 2, P(H | Fn) 1pi—p > 5 1pi—p, ; par
un raisonnement analogue, P(H | Fn) Inz—p > § INt—p,. Finalement, P(H | Fin) 1s—p > § 1s2—pm.
Donc
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Pieges répulsifs

1 c
E(lm | Fn) 2 ZE (I lgze; | Fn) > ZE (EQa | F)lse—; | Fn) > 2 ZE (Isz=i | Fu) > PR
i>n i>n i>n
Puisque H est Foo-mesurable, lim E(ly | F,) = 1y presque partout, on en déduit P(H) = 1. O
n—oo

Dans le cas Y ¢2 = 400, la condition (i) du lemme 1 reste satisfaite et I'on peut également vérifier (ii)’ :
il existe ¢ € RF tel que (X1 — X;)? < ¢(1+c?y + 2y ¢2,,). Cela permet de montrer, sur le méme
principe que le lemme 1, qu’il existe une constante C' €]0, 1] telle que, pour tout n € N, P(TT{‘ < o0 |
Fn) > C. En effet, si I'on pose Z, = X7 — A Zf:n & +2VL Zf:n cilril et Spm = Z;ln_H 2, on déduit
que

E (anAT# - X2 | ]—“n) > gSn,mP(T,f >m | Fn) — g Snm (1= P(Tr > m | Fp)) si Spm > 1

2

puis, en majorant Xm/\TnL :

A A 2
(55"’7" — L)P(TE > m | .7:”) < [(20(1 + B) + i)Smm +2(L+¢)| (1= P(TE > m | Fo)t e,

ce qui permet de conclure.

Remarque 1 . — La preuve, dans le cas Y ¢2 < +oo, montre un peu plus que P(X,, — 0) =0 : elle
permet d’affirmer que l’algorithme reste p.s. sur une demi-droite & partir d’un certain rang. Ceci n’est
plus vrai lorsque Y ¢2 = +o0 : le lemme 2 n’a pas d’équivalent vérifié de facon générale dans ce cas.

3. Les ensembles normalement hyperboliques en dimension finie

Le principe développé en dimension 1 permet d’élargir le cadre d’application d’un résultat dii & Benaim
([1], théoréme 9.1) donnant des conditions suffisantes pour qu’un algorithme de Robbins-Monro contourne
presque stirement des ensembles normalement hyperboliques en dimension finie.

La notion d’ensembles normalement hyperboliques inclut celles d’équilibres et d’orbites périodiques
linéairement instables ([1], paragraphe 9).

Il s’agit d’étudier (z,,), suite de variables aléatoires & valeurs dans R™ adaptées & la filtration F, définie
par la forme itérative :

Tnt1 — Tn = Ynt1 (F(@n) + Unt1 + Tni1), (2)

F étant un champ de vecteurs continu : R™ — R™ engendrant le flot ® = {®;}. Nous appelons H-4
I'hypothese : {7, }nen st une suite déterministe & valeurs dans Rt ayant une infinité de termes non nuls,
{Un}, {rn} sont des perturbations aléatoires adaptées a la filtration F, E(U,+1 | Frn) = 0 et (U,,) bornée
(3K >0,VneN, ||Uy]| € K), 3 |Iril]* < 4oo0.

Le théoréme s’intéresse & des ensembles I' invariants par ® et vérifiant les conditions suivantes H-5 :
' C S, ou S est une sous-variété de R™ de dimension (m — d), d € {1,...,m}, localement invariante
(il existe un voisinage U de I' dans R™ et tg € R, tels que, Vt € R, |t| < tg, 2,(UNS) C S), enfin
R™ = T,S @ Ey pour tout point p € T avec : (i) p+— E} continue de I' dans la variété grassmannienne
G(d,m) des plans de dimension d dans R™ ; (ii) D®;(p) Ejf = Eg, (p) Dour tout ¢ € R, p € E} ; (iii) il
existe A > 0 et C' > 0 tels que, pour tout p € T, w € E¥ et t > 0, |[D®;(p)w|| > C e |lw]].

Définissons V41 = F(zp) + Ung1 + rnt1- Appelons H-6 hypothese : il existe un voisinage N (T) de
T et b > 0 tels que, pour tout vecteur unité v € R™, E(|(Vat1,v)| | Fn) = blis, en(r)}-

5
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THEOREME 2. — Soit {z,} un algorithme défini par (2). Nous faisons les hypothéses H-4, H-5 et H-6,
et supposons que F et S sont C'T* avec 1/2 < a <1 ; alors P (lim,—o d(z,,T) = 0) = 0.

Le changement par rapport au théoreme déja existant ([1], théoréme 9.1) est de ne pas faire I’hypotheése
sur les pas lim &, /, / lim 7" . 42 =0 et d’ajouter un terme de perturbation {r,} avec ) ||rs]|* <
n— o0 m—r

o0
+00 (le résultat est énoncé dans [1] avec 0 < a < 1 mais la preuve nécessite ’hypothese o > 1/2).
Démonstration. — Benaim définit une fonction 7 lipschitzienne (voir [1], proposition 9.5) permettant,
si l’on considere le processus X,, = n(z,) & valeurs dans R, d’écrire

Xnt1 — Xn = 0(Tnt1) —N(Tn) = Ynt18 Xn + 'Yn+1(Ur’L+1 + T;z+1) - k’Y}Li??

avec U), = Dn(zp—1)Up et r,, = Dn(xp—1)rn : U}, est bornée sur un voisinage compact de I' et
l'inégalité de Jensen permet d’affirmer E(U,,; | Fn) > Dn(2y,) E(Upy1 | Fr) = 0. ||Dn|| étant bornée sur
N(T), nous pouvons, > 0 étant fixé, supposer > r}, +12 < n par le principe expliqué précédemment.

Le bruit U}, ainsi obtenu en dimension 1 est assez excitant : on montre que E(U;,,* | F,) > %” siz €
N(T), ol ¢; est une constante strictement positive définie dans [1]. En effet, puisque E(U},,, | F») > 0,
il suffit de montrer que E(|U},,,| | Fn) > 242, et, puisque pour 3, v > 0, yn(z) > D(z) - F(z) > Bn(z)
([1], proposition 9.5), que E(|Dn(zy,) - Vig1| | Frn) > 1 b (en réduisant A (T) si nécessaire, et en prenant 7
assez petit). Cette derniere inégalité se déduit de H-6 par le méme principe que celui développé dans [1],
théoreme 9.1.

Cela permet d’aﬂirmer& par application de l’inégalité de Jzensen en envisageant séparément les cas
X, > lw‘++1 et X,, < Img“, que E(X2,, — X2 | F,) > %%2&1 = 2911 E(Jrr, 411 | Fr) | Xn| pour n
assez petit.

La condition (i) du lemme 1 est donc bien vérifiée avec ¢; = ;. La condition (ii) est, elle aussi, vérifiée
puisque 7 lipschitzienne implique |Xp4+1—Xn| = [7(Zn+1) —0(2n)| = O(Yn+1)- Les conditions du lemme 2
sont assurées lorsque Y y2 < +o0, & ceci prés qu’il y a en plus de r} un terme 7} = v2, qui ne vérifie pas
nécessairement Y 742 < +oo. Ce lemme reste vrai & cause de la forme particuliere de F : F(z) = Bz.

En effet, d’apres I'inégalité de Holder, pour tout & > 0, S20_ . 7T < \/Ef:mﬂ y2 \/Zf:mﬂ y2e <

€4/0m114 /Zf=m+1 Y < Ey/Om+1 (1 + Zf:mH 'y,-) pour n assez grand car o > 1/2.
Nous avons donc, dans la partie (ii) de la démonstration de ce lemme, en choisissant ¢ = min (ﬂ, %) :

sip>m, X, — Xy > Zf:mﬂ Ci€; — 5 \/@m+1, €t la conclusion reste vraie. O

w
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3.1 Introduction

Nous nous plagons dans un espace de probabilité (€2, F, P) muni d’une filtra-
tion F = (F,,)nen-

Le but de ce travail est de généraliser certains résultats obtenus dans [8],
au sujet des conditions sous lesquelles un algorithme stochastique contourne les
pieges. Nous expliquons pourquoi une des hypothéses du théoréeme 1 de [8] sur
les pieges dans le cas unidimensionnel est inutile.

Ce travail se réfere a de nombreuses reprises a l’article [8] : il est souhaitable
d’avoir lu précédemment ce dernier article, en particulier pour connaitre d’autres
résultats sur les pieges.

3.2 Les pieges en dimension 1

Nous considérons des suites de variables aléatoires (X,,), (Y,), adaptées a la
filtration F vérifiant

Xn+1 = Yn + cn+1(€n+1 + Tn_|_1) si Xn ev (31)

ou V est un voisinage de 0 dans R, (e,), (7,) sont des suites réelles adaptées a
la filtration F, (c,) une suite déterministe & valeurs dans R* et (c,) a une infinité

de termes non nuls.
+oo 2

Posons «a;, = ) . ¢ pour n € N. Appelons A-1 I’hypothése suivante sur les
perturbations
o E(eny1|Fy) =0, liminf, o E(e2, | F,) > 0 et
da > 2 limsup,_, ., E(|ens1]*Fn) < +00
o Y r2< +o0,

Nous pouvons énoncer le théoreme suivant :

Théoréeme 3.2.1 Soient (X,,) et (Y,,) des suites de variables aléatoires vérifiant
(8.1). Supposons A-1 et, pour tout n € N, |Y,| > |X,|; alors

P( lim X, =0)=0.

n—-+o0o

Une application directe du théoreme 3.2.1 est le théoreme suivant : conservons
les notations précédentes et considérons une suite de variables aléatoires (X,,)
adaptées a la filtration F vérifiant

Xn+1 = Xn -+ ’)/n_|_1F(Xn) + Cpn+1 (€n+1 —+ ’I"n_|_1) si Xn € V, (32)

ol (y,) est une suite déterministe & valeurs dans R .
Notons A-2 I’hypothese suivante sur la fonction F' :
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F : R — R est borélienne positive ou nulle sur VNR et négative ou
nulle sur VNR, .

Théoréme 3.2.2 Soit (X,) un algorithme vérifiant (3.2); sous les hypothéses
A-1 et A-2,
P( lim X, =0)=0.
n—-+00

En comparaison aux hypotheses de [8], A-1 correspond a I’ancienne hypothese
H-1, et A-2 a H-3 sans la supposition F' bornée.

Nous commenc¢ons maintenant la preuve du théoreme 3.2.1.

Nous pouvons, sans perte de généralité et pour tout n € R, nous placer dans
le cadre simplifié suivant (voir [§]) :

(@) pour des constantes A, B € Rf,Vn € N, E(e2_,|F,) > 2A, E(|ent1]*|Fn) <

wle

Bz,

(B) YonsoTni1 <met V=R

Nous montrons ce théoréme 3.2.2 sous I’hypothése > ¢2 < +oo, les chan-
gements A effectuer étant du méme type lorsque Y c¢2 = 4o00. Les lemmes qui
suivent se placent dans I’hypotheése ou les processus (X,)nen €t (Yn)nen sont
F-adaptés mais ne vérifient pas forcément les équations (3.2) ou (3.1).
Nous notons s, = ;;02 r?, et définissons, pour tout n € N, les temps
d’arrét SL, SL PL. NL et TE par St = inf{m > n/X2% > Loy}, SE =
inf{m > n/Y?2 > Lam}, P = inf{m > n/X,, > \/Lam1}, N = inf{m >
n/Xm < —vLamyii} et TF = inf{m > n/X?2 > L}. Nous notons également
H = {liminf | X,,| > 0}.

Nous notons enfin A’-1 Phypothese : E(|e,41]%F) < B2, >, o241 < 7 et
V=R

Alors le lemme 1 de [8] s’adapte de la maniére suivante :

Lemme 3.2.1 Supposons Y. 2 < 400, A1 avec n < A?/16L, et il existe ¢ €
R tel que

() B(X2, = Y2F) > Ay, — 2651 E(ranil | F) Vi

(i) (Xior — Vi) < el +1)

Alors il existe une constante C €0, 1] telle que pour tout n € N,
P(St < x| F,) > C.

PREUVE: Cette preuve repose sur le méme principe que celle du lemme 1 de
8]. Nous remplagons pour simplifier S;* par S'.

Sur {n <k <S8}, |Yi| < Loy < vVLagi.

Par conséquent, en posant Z, = X2 — AYF ¢ 4+ 2y/Lan 1 Y.r, cilri|, en

utilisant (i) et le fait que V;2 > X7 pour tout k& € N, nous obtenons que { Zyrg' }x>n
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est une sous-martingale. Donc, si m > n, E(Z,ns — Zn|Fn) > 0. Ainsi

m A
BE(X:, o — X2 F) > (A Z e — 2\/Lan+17'a+1)P(S' > m|F,)
1=n+1 4\/Z

Q1A
—-2(1-P(S" > m|fn))\/Lan+1%

puisque, d’aprés l'inégalité de Cauchy-Schwarz, > .- . ci|ril < /Oniidnr1 <
g i=n-+1 +

Vontr1A
RV Donc

B o X2 F) 2 A0, P(S' > mIF) (1 P(S' > mI o)) o
D’autre part, X% < Y2 < Loy, si S’ > m. Par conséquent
X2ng — Xp < Lo lesm + 2[Y5 1 lncsi<m + (Xsr — Yor1)* Lncsr<m),
et

E(Xpnsr = Xpl Fn)
<2L(P(S" > m|Fu)amss + (1= P(S" > m|Fa)) o) + 2EB((Xsr — Yer-1) Lncsi<m | Fn)

<AL+ )(P(S' > mIF)amss + (L - P(S' > mlF)) o) +2¢ Y CE(ELo-|F).

1=n+1

La fin de la preuve est identique a celle du lemme 1 de [8].

Nous adaptons le lemme 2 de [8] de la fagon suivante :

Lemme 3.2.2 Supposons 3. c? < 400, A’-1 avecn < 1, L > (/8B 4 2)? et,
pour tout 1 € N

o Xi =Y+ (€1 + i)

o |V > |X;]

o E(€i1]F) =0

Alors, pour tousn € N et m > n, P(H|Fp)lg > 11,

'L _ 'L
n =m n =m

La preuve de ce lemme est identique a celle du lemme 2 de [8].
Démonstration du théoréme 1.- Nous choisissons L = (V8B + 2)2 et n =

min(g, %, 1). Il nous reste a prouver que les variables aléatoires (X, )nen et
(Ya)nen vérifient bien les hypotheéses du lemme 3.2.1. Remarquons que

E(X2+1‘fn) = Yn2 + Ci+1E(€i+1|fn) + 2¢h 41 E(1n 41| Fn)Ya
+20721+1E(6n+17“n+1‘fn) + Ci+1E(7“721+1"7:n)-
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En appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, E(€n17n+1|Fn) > —/BE(r2 1| Fn)).
Ainsi

E(Xﬁﬂ - Yrﬂfn) > Ci+1(2A — 2y Bn) - 2Cn+1E(|Tn+1||fn)|Xn|a

donc I’hypothese (i) du lemme 3.2.1 est vérifiée a cause du choix de 7). La condition
(ii) de ce lemme est également vérifiée car pour tout ¢ € N,

(Xip1 — YZ)2 < 20?-1—1(6124-1 + Tz'2—|—1)'

Ainsi les hypotheses du lemme 3.2.1 sont bien réunies et P(S,X < +oo|F;)
C. D’autre part le lemme 3.2.2 nous permet d’affirmer que P(H|F,)1,

Vv IV

'L —
o =m

1
§1S’nL:m' Donc

1 C
E(Lu|Fa) > D E(lnlspl Fa) > Y B(E(Ln|Fi)Lsp=il Fa) > 5 D E(Lsg—il Fa) > 5

i>n i>n i>n

Puisque H est F-mesurable, lim, ,o, E(1y|F,) = 1y presque partout, on en
déduit P(H) = 1. O
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4.1 Introduction

Nous nous plagons dans un espace de probabilité (€2, F, P) muni d’une filtra-
tion F = (‘Fn)nEN-

Nous disposons d’un bandit & deux bras A et B : en appuyant sur A (resp.
B), on gagne un franc avec probabilité 64 (resp. 0p), et rien sinon.

[’algorithme de Narendra (voir par exemple [2]) a pour but de choisir le bras
pour lequel la probabilité de gagner est la plus grande, et est défini comme suit :
a chaque instant n € N*, je joue le bras A avec probabilité X,,, et le bras B avec
probabilité 1 — X,,. Initialement X; = z; €]0, 1[; a I'instant n, je détermine X,
de la maniére suivante :

(1 — 4,) X, + v si j’ai joué A et A est gagnant
Xnt1 =14 (1 —7,) X, si jai joué B et B est gagnant

X, sinon,
étant donnée une suite déterministe (7, )nen<- On obtient en résumé

Yn(1 — X,) avec probabilité X,,.0,4
Xnt1 — Xn = ¢ =X, avec probabilité (1 — X,,).0p
0 avec probabilité 1 — (X,,04 + (1 — X,,)0p),

ces probabilités étant entendues conditionnellement a F,,.

Pour I’étude de cet algorithme nous définissons, pour tout n € N*, la variable
aléatoire F, . -mesurable U, ; a valeurs dans {A, B, N} comme suit : dans les
équations précédentes, U, 1 = A sous la premiere hypothese, U,.; = B sous la
deuxieme hypothese, enfin U, ;1 = N sous la derniere hypothese.

Nous supposons dorénavant 84 > 6. Le théoreme suivant affirme que, si v, =
c/n® (avec ¢ €]0, 1], a €]0, 1]), alors la probabilité que I’algorithme converge vers
le choix du mauvais bras B, c’est a dire que X,, converge vers 0, est strictement
positive lorsque a < 1.

Théoréme 4.1.1 Siz; <1 et a < 1, alors P(lim, o X,, = 0) > 0.

Par contre cette probabilité que I'algorithme converge vers le choix du mauvais
bras B, c’est a dire que X,, converge vers 0, est nulle lorsque o = 1.

Théoréme 4.1.2 Sia=1 et z; > 0, P(lim, ,, X,, = 0) = 0.

4.2 Preuve des résultats

Nous notons 4, = v1,+ ...+ Uk, +0(<) lorsque u, = vy n+. ..+ Vg, +0(Vkn)
quand n tend vers +o00. Nous notons par C'st une constante universelle strictement
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positive quelquonque et, pour ay, ..., ax € R, par Cst(ay,...,a;) une constante
strictement positive ne dépendant que de aq, ..., a;.

Nous utilisons pour la preuve du théoreme 4.1.1 le résultat suivant, qui donne
des inégalités exponentielles pour les lois de Bernoulli.

Lemme 4.2.1 Soit Z; une suite de variables de Bernoulli 0 et 1 i.1.d avec pro-
babilité de succes p. Posons

i+ Zo+...+ Zy

Y

A

n

alors pour tout a €]0, p|,
P(Z < a) < exp{—-nH(a,p)}

avec

250

1
H(a,p) zaln%—i-(l—a)ln1

PREUVE DU THEOREME 4.1.1.- Posons, pour tout n € N, ¢, = 2". Soient kg € N
que nous fixerons dans la suite de la démonstration, et € > 0 quelquonque.

La démonstration repose sur le principe suivant : si a un instant ¢,, X,
est petit, alors avec une grande probabilité on ne gagne jamais avec le bras A
sur lintervalle |t,,t,.1], ce qui implique, puisque d’autre part avec une grande
probabilité on gagne un assez grand nombre de fois avec le bras B sur ce méme
intervalle, qu’il est tres probable que X;,,, soit inférieur a X;, d’un facteur d’au
moins 2~ En appliquant ce raisonnement pour tout n € N, on montre qu’avec
une probabilité non nulle, on ne gagne jamais avec le bras A a partir d’un instant
donné.

Plus précisément, définissons le temps d’arréet

T =inf{n > t,/ U, = A}
et, pour tout £ > kg, les événements probabilistes suivants

Ei(k) : X < 327 (Eho)0+e)
Ey(k) : T > ty,

enfin E(k) = Ei(k) N Ey(k).
Remarquons d’une part, en posant

Pr = (1 — 2_(k_k0)(1+6)$10,4)2k =1- 0A$12k0(1+6)2_k6 + O(<1),

que
P(Ey(k+1) | Fi) > 1w)pe-
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D’autre part, notons
q = P(EK+1) | Fy)

et montrons que
Gk > Lew) (px + 0(275)).

En effet, notons N le nombre d’entiers n €|ty, tx11] tels que U,, = B. Observons
que sur Ey(k +1), Xy, , < z1 et, pour tout entier n € [tg, tyi1],

PUns1 = B | Fu) 2 Lgu<an}0p(1 — 21).
Ce qui implique, en appliquant le lemme 4.2.1, que
P({N > 2051 —2)} N Ex(k + 1) | F,) > pr — exp(—2°Cst(0p,11)).
Or X, 11 = Xy (1 — 7,) lorsque U, ;1 = B. Par conséquent, sur

Ey(k+1)N{N > 2k 105(1 — 21)},

th+1 < th(l o c2—(k+1)a)2k*163(1—$1) < th eXp(_Q—(k-l-l)an—lceB(l . :L_l))
S 2—(k—k0)(1—|—€) exp(_Qk(l—a)CQ—(a—l—l)gB(l - 331)) S 2—(k+1—k0)(1—|—6)

si kg est supérieur a une constante ne dépendant que de a, €, ¢, Op et x1, de sorte
que exp(—2k1- o=@t )g (1 — g,)) < 270+,
En résumé

P[mekoE(k) | Ftko] Z 1th0Sz1H2—2<;Coqk > O,
car g, est strictement positif pour tout &k > kg et
Qr = 1 — Oz, 2k00F)97ke 4 5(q),

Or
N>k B (k) CH li_)m X, = 0}.

Ce qui permet de conclure.

La preuve du théoreme 4.1.2 utilise le lemme suivant.

Lemme 4.2.2 Soit F : [0,1] — R, une fonction borélienne positive sur [0, 1].
S0it (Yn)nen- une suite définie par v, = c/n, ot c € R .
Notons
B={VWeR,, Vne N, Ip>n/ X, > b/p}.

Soit (Xy)nen un algorithme a valeurs dans [0, 1] ; notons F,, = 0(Xy, ..., X,).
Supposons que
Xn+1 - Xn = ’Yn(F(Xn) + 6n—{—l)
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et qu’il existe une constante a € RY telle que, pour tout n € N*,
E(ent1 | Fn) =0, E(e2y; | Fn) < aXn.

Alors
P({liminf X,, =0} N B) = 0.
n—od

PREUVE: Nous allons montrer que, pour tout p € N tel que p > 2, si X, > b/p,
alors
P(liminf X,, >0 | F,) > 1/2
n—0oQ

si b a été supposé plus grand qu’une constante ne dépendant que de a et de c. Ce
qui permettra de conclure.

Nous fixons donc p € N tel que p > 2 et X, > b/p.

Le principe de I'argument utilisé est le suivant : toutes les fois que X, est
supérieur & X, pour n > p, la probabilité que X,;; soit inférieur & X,,/2 est
tres faible. D’autre part ’hypothese sur les moments conditionnels d’ordre 2 du
bruit implique que la somme des termes de bruit vy,e,41 pour X,, < X, est, avec
une grande probabilité, inférieure & un terme de l'ordre de /X, /p et est donc
inférieure & X,/4 si b a été supposé assez grand. En résumé, avec une grande
probabilité, on reste alors supérieur a X, /4.

Plus précisément, posons, pour tout n € N*, €,,1 = €,411x,<x,-

Appliquons 'inégalité de Doob :

G i 4ac’ X
E(iuP(Z Yi€in)? | Fp) < 42%2E(€z2+1 | Fp) < p— 1p-
P i=p i=p
Posons
k-1
Ay ={Vjik/ k>j>p, > vifim > —X,/4},
i=j
alors \ ,
256ac 512ac 1
P(AS | Fp) < < <
(A1 F) < e < T <

en supposant b assez grand.
D’autre part, pour tout k£ > p, si X > X, > b/p, alors

4ayi Xy < 4ac® _ 4dac?

P(Xpi1 < Xi/2 | Fi) < Pllepsr] > Xi/2%|F) < X7 S Px, < X,

Donc, en posant

Ay ={Vk > p/ X}, > X, = X1 > X;/2},
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nous déduisons

1
c
en supposant b assez grand.
En résumé, notons A = A; N A,y. Alors P(A | F,) > 1/2 et, sur A, pour tout
O
PREUVE DU THEOREME 4.1.2.- Nous appliquons le lemme 4.2.2. Tl nous reste
a montrer que P(B) = 1.
Remarquons que

1 S z1Cst(c) 1

X, > w72 (1—c/k)epi -1y Verr=NT_oTp 2 7 pe Mrer,n-1)/ Uerr=NT g

Or, pour tout & € [1,n — 1], P(Ugs1 = N | Fx) > min(l — 04,1 — 0p5)/2.
Par conséquent, en appliquant le lemme de Borel-Cantelli conditionnel (voir par
exemple [3]),

1 C
Miow s =40} = Y £=to)

kEN*/ Xpy1=N

C
={> T P(Up = N|Fy) = +o0} =0,
keN*

ce qui permet de conclure, car ¢ < 1.
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Abstract Generalized Polya urn models can describe the dynamics of finite popu-
lations of interacting genotypes. Three basic questions these models can address are :
Under what conditions does a population exhibit growth ? On the event of growth, at
what rate does the population increase 7 What is the long term behavior of the distri-
bution of genotypes ? To address these questions, we associate a mean limit ordinary
differential equation (ODE) with the urn model. Previously, it has been shown that on
the event of population growth, the limiting distribution of genotypes is a connected
internally chain recurrent set for the mean limit ODE. To determine when growth and
convergence occurs with positive probability, we prove two results. First, if the mean
limit ODE has an “attainable” attractor at which growth is expected, then growth
and convergence toward this attractor occurs with positive probability. Second, the
population distribution almost surely does not converge to sets where growth is not
expected, and almost surely does not converge to “non-degenerate” unstable equilibria
or periodic orbits of the mean limit ODE. Applications to stochastic analogs of the
replicator equations and fertility-selection equations of population genetics are given.

5.1 Introduction

The founder-effect in population genetics refers to the establishment of a new po-
pulation consisting of a few founders that is isolated from the original population. A
founder-effect can occur when a small number of individuals colonize a place previously
uninhabited by their species. In this case, the founding population is geographically
isolated from the original population. A founder-effect due to temporal isolation can
occur when a population passes through a bottle neck after which only a few indivi-
duals survive. Several fundamental questions surrounding the founder-effect include :
What is the probability that a founding population successfully establishes itself? If a
founding population establishes itself, what is the population’s growth rate and what
is the long-term genotypic or phenotypic composition the population? How does the
initial genotypic composition and initial population size influence the likelihoods of the
various outcomes ?

To address these questions, we consider a general class of Polya urn models. Tra-
ditionally, Polya urn models are described as involving an urn which contains a finite
number of balls of different colors. At discrete moments in time, balls are added or
removed from the urn according to probabilities that only depend on their distribu-
tion and number at that point in time. The pertinence of these models to evolutionary
questions is self-evident if we view the balls as individuals whose color represents their
genotype or phenotype, adding or removing balls as replication or death of individuals,
and updates of the urn as interactions between individuals. When balls are added at
a constant rate (i.e. a fixed number of individuals are added at every update of the
process), Polya urn models have been studied extensively by [1, 5, 6, 8, 10, 11] amongst
others. What makes the models we discuss here more relevant to population processes
is that they permit the removal of balls, as well as the addition of balls at non-constant
rates. Consequently, extinction of the entire population or one or more subpopulations
is possible in finite time.
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The article is structured as follows. In section 2, we introduce the generalized urn
models of interest. As examples, replicator processes and fertility-selection processes
with and without mutations are introduced. These urn models typically predict that
either the populations go extinct or grow, and that demographic stochasticity is most
pronounced when the population is small. Once the population starts to get large, it
tends to grow in an essentially deterministic fashion. For this reason, on the event of
non-extinction, the dynamics of the distribution of types in the population (i.e. the
distribution of the color of balls in the urn) are strongly correlated to the asymptotic
behavior of an appropriately chosen ordinary differential equation (ODE), commonly
called the mean limit ODE. In section 3, we describe the mean limit ODE, and recall
a theorem [12] that on the event of growth relates the asymptotic behaviors of the
stochastic process to its mean limit ODE. Using this result, we derive a time averaging
principle and a competitive exclusion principle for replicator processes. We also show
that additive fertility-selection processes almost surely converge on the event of non-
extinction to a fixed point of the mean limit ODE. These results, however, provide
no insight into when population growth occurs with positive probability and which
limiting behaviors occur with positive probability. These issues are addressed in sections
4 and 5. In section 4, we prove that the existence of an “attainable” attractor (for the
mean limit ODE) at which growth is expected is a sufficient condition for growth
and convergence to the attractor with positive probability. In addition, we provide an
estimate for the rate of growth. In section 5, we prove non-convergence to invariant
subsets of the mean limit ODE where growth is not expected, and non-convergence to
“non-degenerate” unstable equilibria and periodic orbits of the mean limit ODE. In
section 6, we combine our results to give necessary and sufficient conditions for growth
with positive probability for process with gradient-like mean limit ODEs, and apply
these conditions to additive fertility processes with mutation.

5.2 Generalized Urn Models

In this section, we introduce a class of generalized urn models. Several examples of
evolutionary processes that fall into this class of generalized urn models are given in
the subsections below. Due to the fact that we are dealing finite populations consisting
of individuals that are one of k types, we consider Markov chains on the positive cone

ZE = {z=(z',...,2%) € Z": 2" > 0 for all i}
of the set Z* of k-tuples of integers. Given a vector w = (w',...,wF) € Z* define
lw| = |w'| + -+ + [w*| and a(w) = w' + -+ + wF.

We shall always write || - || for the Euclidean norm on R,

Let zn, = (2}, ...,2F) be a homogeneous Markov chain with state space Z%. In our
context, 2% corresponds to the number of balls of color i at the n-th update. Associated
with z, is the random process z,, defined by

é—:‘ if z, #0

Ty =
0 if z, =0
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which is the distribution of balls at the n-th update. Note that when there are no balls
at the n-th update, we set z,, to zero which we view as the “null” distribution. Let
S, C R* denote the unit k£ — 1 simplex, i.e.

k
Sp={zx=(z',...,2F) e RF : &* ZO,Zmiz 1}.
1=1

Let IT : Z% x Z* s [0,1] denote the transition kernel of the Markov chain z,. In other
words, TI(z,2') = Plz,41 = 2'|z, = 2]. We place the following assumptions on the
Markov chains z, of interest :
(A1) At each update, there is a maximal number of balls that can be added or
removed. In other words, there exists a positive integer m such that |z,41 —z,| <
m for all n.

(A2) There exist Lipschitz maps
{pw: Sk = [0,1] :w € ZF, |w| < m}
and a real number a > 0 such that
lpw(z/|2]) = Tl(z, 2 + w)| < a/|z]

for all non-zero z € Z% and w € Z* with |w| < m.

Since we view updates of the Markov chain to correspond to the effect of interac-
tions between individuals, assumption (A1) implies that each interaction results in the
addition or removal of no more than a maximum number of individuals. Assumption
(A2) assures that there is a well defined mean limit ODE for the urn models.

5.2.1 Replicator Processes

Consider a system consisting of a finite population of individuals playing & dif-
ferent strategies. At each update of the population, pairs of individuals are chosen
randomly with replacement from the population. The chosen individuals replicate and
die according to probabilities that only depend on their strategies. More precisely, let
m be a non-negative integer that represents the maximum number of progeny that
any individual can produce in one update. Let {R, },>0 and {Rn}n20 be sequences of
independent identically distributed random £ x k matrices whose entries take values in
the set {—1,0,1,...,m}. Let R,/ and RY denote the ij-th entry of R, and R, respec-
tively. Let {r,},>0 be a sequence of independent identically distributed random k& x 1
matrices whose entries take values in the set {—1,0,1,...,m}. We define a replicator
process according to the following rules :

1. Two individuals are chosen at random with replacement from the the population.
Make note of the individuals chosen and return them to the population.

2. If the same individual is chosen twice and it plays strategy 4, then r? individuals
of strategy ¢ are added to population.

3. If two distinct individuals are chosen, say strategy i and strategy j, then add RY
individuals of strategy i and add R} individuals of strategy j.
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To show that this process satisfies assumptions (A1) and (A2), let z € ZX\{0}
and z = z/|z|. We break up the transition probabilities into four cases. First, if w =
0,...,0,w",0,...,0) with w* # 0, then

;T2 =1

T
2]

i o .
Pl = w]

I(z, z4w) =z B

PRI+ R} = w'|+) _ 22'27 P[RY = w'|P[R]’ = 0]+
J#i
and . . .o ~ e o . . .. . ~
pw(z) = 2'2' P[RY + RY = w'] + Z 22'2? P[RY = w'|P[R]" = 0).
J#i
Second, if w = (0,...,0,w",0,...,0,w,0,...,0) with w' # 0, w/ # 0, and i # j, then
I(z,z + w) = py(z) = 2xia:jP[Rij = w’]P[R{Z = w’).

Thirdly, if w has three or more non-zero coordinates, then I1(z, z +w) = py(z) = 0. Fi-
nally, II(z, z) and po(z) are given by the complementary probabilities, 1-3_, ., II(z, z+
w) and 1-37, o Ppw(7), respectively. From these expressions, it follows that (A2) holds.

5.2.2 Fertility Selection Processes

Consider a population of diploid individuals that has k distinct alleles A, ..., Ay
that occupy a single locus. Assume that the population is monoecious (i.e. there is only
one “sex”) and that each individual chooses its mate randomly from the population. We
assume that individuals die immediately after mating. Although there is no distinction
between individuals of genotype A;A; and A;A;, we develop an urn model of the form
Zn = (zﬁf ) € ZiXk as it is notationally more convenient. For i # j, let 2§ = 25¢ denote
the number of individuals of genotype A;A; at the n-th update of the population.
Alternatively, let z* denote twice the number of individuals of genotype A;A; at the
n-th update of the population. Hence |z,| =}, ; 27 equals twice the total number of
individuals in the population.

For every pair of genotypes, say A;A; and A, A, we associate a sequence of i.i.d
random variables Gy, (ij,7s) = Gp(ij,rs) that take values in {0,...,m} where m re-
presents the maximal number progeny produced by a mating and where G, (ij,rs)
represents the number of progeny produced by a mating between genotypes A;A; and
A, A, at update n. Let z, € Zl_ﬁ_Xk be a Markov chain satisfying 24 = 23% and updated
according to the following rules :

1. If the population size is less than two, then the population goes extinct. In other
words, if |z,| < 4 then 2,11 = 0.

2. Pick two individuals at random without replacement from the population, say
genotypes A,A; and A, A,.

3. Remove the chosen individuals from the population (i.e. they die).

4. Add G,(ij,rs) individuals to the population. The genotype, say A,A,, of each
added individual is independently determined by random mating probabilities

(i.e. u equals ¢ or j with equal probability and v equals r or s with equal proba-
bility).
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Define i
2o if 2, # 0

[2n]

0 if z, = 0.

Hence, if i # j, then 22 = 22% equals the proportion of the population with genotype
A;Aj. Alternatively, 7% is the proportion of the population with genotype A4;A;.

To see that this process satisfies assumption (A2), let w and z be in ZﬁXk such that
w = wl* and 29 = 29" for all 1 < 4,5 < k. Assume that |z| > 0. p,(z/|z|) is given
by a linear combination of the terms z¥/z"*. On the other hand, II(z, z + w) is given
by the corresponding linear combination of the terms z¥z" z%2%|z|/(|z| — 2) when
{i,§} # {r,s} and 2% (z"*|2| — 2)/(|z| — 2). From these observations it follows that (A2)
is satisfied.

5.2.3 Fertility Selection Process with Mutations

To account for mutations in the fertility selection process, let u(rs,ij) > 0 for
1 <1i,j,m,5 <k be such that >, . pu(rs,ij) =1 for all 1 <r < s < k. The quantity
p(ij,rs) represents the probability that the genotype A;A; mutates to the genotype
A, Ag. The fertility process with mutation is given by the first three rules of the fertility
process without mutation and replacing the fourth rule with : Add G, (ij,rs) indivi-
duals to the population. For each added individual, its genotype is determined by two
steps. First, determine a genotype A, A, according to random mating probabilities.
The probability that the added individual has genotype AzAj is given by u(uv,uv).
For reasons similar to the fertility selection process without mutation, this process also
satisfies assumptions (A1) and (A2).

5.3 Mean Limit ODEs

To understand the limiting behavior of the z,,, we express z,, as a stochastic algo-
rithm.

Lemma 5.3.1 Let 2, be a Markov chain on Z%_ satisfying assumptions (A1) and (A2)
with mean limit transition probabilities p,, : Sy — [0,1]. Let F,, denote the o field
generated by {zo, z1,...,2n}. There exists sequences of random variables {Uy} and {by}
adapted to Fp, and a real number K > 0 such that

(i) if zn, # 0, then
Tn+1 — Tp = L Z p’w(mn)(w - xna('w)) +Upt1 +bpy1 | - (5.1)
(i1) E[Uns1|2a] = 0.

(iii) |Unll < 4m and E[[|Uns1?|Fn] < 4m?.

(i0) lbn+1| < sty
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PROOF: Define

g5) = 3 pule)(w - sa(w))

weZk
Un+1 = ($n+1 — Tn — E[xn—l—l - $n|zn])|zn‘
bn+1 = |zn|E[-'If'n+1 - ~Tn|z’n] - g(wn)

From these definitions, it follows that (i) and (ii) hold.
For the remainder of the proof, we write z = z,, and x = x,. To prove (iii), notice
that if z,4+1 # 0, then

|2:n_|_1|2’| 2|zn+1| I

[(@ns1 — )2l = | | (5.2)
zn—f—l‘
< ||zn+1|z| zn+1|zﬂ+1‘ || + ||z”+1|zn+1| z|zn+1| ||
- |2n+1] |2n+1]
< 2m

where the last line follows from the fact that no more than m balls are being added
or removed at any update. Alternatively if z,41 = 0, then it must be that |z,| < m
since no more than m balls can be removed at a single update. In which case, z,41 =0

and |[(zn4+1 — Zn)|2nll] = llzn]| < m. Thus, we get that ||Up41|| < 4m. Furthermore,
E[|Un+11*170] < Elll(@nt1 — zn)|2n]|I?|Fn] < 4m?.

To prove (iv), notice that if z # 0 and zp+1 — 2 = w, then |z, 41| = |2| + a(w).
Consequently,

elw—a()) .
(@ns1 — 2)|2] :{ fratw) LW =2

—z ifw=—z.

Therefore, for z # 0

|2|(w — a(w)x)
2| EBlzni1 — zl2n = 2] = o Wz 2+ w)
i w;g |z| + a(w)
—2T1(z, 0). (5.3)

Notice that II(z,0) > 0 only when |z| < m. Assume that |z| > m. Equation (5.3)
implies that

bl = ||IZ\E[wn+1 wnlzn] —g(z)||
= |||; EETI) \+ (2, z + w)(w — a(w)z) — g(z)||
w|<
< | | ; (‘Z| 4‘_2)1 O(z,z +w) — pw(x)> (w — a(w)z)]|.
w|<m

Applying assumptions (A1) and (A2) implies that there is Ky > 0 such that ||b,41]] <
K1/|zn| whenever |z,| > m. On the other hand, if |z| < m, then the definition of by, 1
implies that ||bp41] < 2m + sup,eg, [|9()||. Choosing K sufficiently larger than K
completes the proof of (iv).
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a
The recurrence relationship (5.1) can be viewed as a “noisy” Cauchy-Euler approxi-
mation scheme with step size 1/|z,| for solving the ordinary differential equation

‘;—f = 3 pu(@)w — za(w) (5.4)

wEZk

which we call the mean limit ODE. When the number of individuals in the population
grow without bound, the step size decreases to zero and it seems reasonable that there
is a strong relationship between the limiting behavior of the mean limit ODE and the
distribution of balls z,. To make the relationship between the stochastic process z,
and the mean limit ODE more transparent, it is useful to define a continuous time
version of z, where time is scaled in an appropriate manner. Since the number of
events (updates) that occur in a given time interval is likely to be proportional to the
size of the population, we define the time 7, that has elapsed by update n as

7 = 0
1 .
Topl = Tn + m if Zn+1 # 0
’Tn+1 ion+1 =0.

The continuous time version of z, is given by
X =z, for 7, <t < Tpy1- (5.5)

To relate the limiting behavior of the flow ¢:(z) of (5.4) to the limiting behavior
of X, Schreiber (2001) proved the next theorem using techniques of Benaim (1996).
Recall, a set C is called invariant for the flow ¢; provided that ¢;(C) = C for all t € R.
A compact invariant set C is internally chain recurrent provided that for every z € C,
T > 0 and € > 0, there exist points z1,z2...,2s in C and times t1,...,t; greater
than 7" such that z; = z, = x and ||¢y, (i) — zit1]| < efor 1 < i < s —1. Given a
function X; : R, — R* or a sequence {Zn}n>0 in RF, we define the limit sets, L(X;)
and L(z,), of X; and z,. L(X;) is the set of p € R* such that limj_, s Xy, = p for
some subsequence {tj}r>0 With limy_,o t = co. L(z,,) is the set of p € RF such that
limy_, o %, = p for some subsequence {ny };>¢ with limy_,, ny = oo.

Theorem 5.3.1 (Schreiber 2001) Let z, be a Markov process satisfying (A1) and
(A2) with mean limit ODE (5.4). Then on the event {liminf, @ > 0}

1. the interpolated process Xy is almost surely an asymptotic pseudotrajectory for
the flow ¢y of the mean limit ODE. In other words, X; almost surely satisfies

Jlim sup |[¢pXe — Xipnll =0
0 0<hLT

for any T > 0.

2. the limit set L(X;) of X; is almost surely an internally chain recurrent set for
the mean limit ODE.
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The first assertion of the theorem roughly states that X; tracks the flow of the mean
limit ODE with increasing accuracy far into the future. The second assertion of the
theorem states that the only candidates for limit sets of the process z, corresponding
to the distribution of balls are connected compact internally chain recurrent sets for
the mean limit flow.

To give a sense of the utility of this result, we derive some corollaries for the
replicator processes and the fertility selection process in the next two subsections.

5.3.1 Implications for Replicator Processes

Let {R,}n>0 and {Rn}nzo be sequences of independent identically distributed ran-
dom k x k matrices whose entries take values in the set {—1,0,1,...,m}. Let {r,},>0 be
a sequence of independent identically distributed random k& x 1 matrices whose entries
take values in the set {—1,0,1,...,m}. Let 2, € Zﬁ_ be the replicator process associated
with these random matrices. Define the mean payoff matrix by A = E[Ry + Rg]. The
limiting mean ODE associated with this process is given by a replicator equation [9]

‘;—f ~ diag(e)Az — (wAD)s  i=1,... .k (5.6)
where z.A denotes multiplying the left hand side of A by the transpose of z and diag(x)
is a diagonal k£ x k matrix with diagonal entries z*. The dynamics of (5.6) are well-
studied and have two remarkable properties whose proofs can be found in [9].

Theorem 5.3.2 (Exclusion principle) If the replicator equation (5.6) has no equi-
librium in int S, then every orbit of (5.6) converges to 9Sy.

Theorem 5.3.3 (Time averaging principle) If the replicator equation (5.6) has a
unique equilibrium p in intSy and if (t) is a solution of (5.6) such that L(z(t)) C intSy,
then

T—oo T

1 (T
lim —/ z(t)dt = p.
0

It turns out that Theorem 5.3.1 provides us the tool in which to transfer these
theorems to replicator processes.

Theorem 5.3.4 Let z, be a replicator process on Z’j_ with mean payoff matriz A. If
mean limit replicator equation has no equilibria in intSk, then L(x,) NOSk # @ almost

surely on the event {liminf, % > 0}.

PROOF: The proof of Theorem 5.3.2 implies there exists a vector ¢ € RF such that
the function V(z) = 3 c'logz’ is strictly increasing along the forward orbits of the
mean limit replicator equation that lie in int.S;. Consequently every compact connected
internally chain recurrent set intersects 0S;. Applying Theorem 5.3.1 completes the
proof.

a
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Theorem 5.3.5 Let z, be a replicator process on Z’jr with mean payoff matriz A. Let
X, be continuous-time process associated with zy, that is defined by (5.5). Assume that
(5.6) has a unique rest point p in intSy. Then

lim —/ Xidt =
T—oo T
almost surely on the event

{lim inf [z nl > 0} N {L(X;) C intSy}.

n—oo

PROOF: Consider a trajectory X; from the event {lim inf, ;o0 22l > 0} N{L(X;) C
intSk}. Theorem 5.3.1 implies that X; is almost surely an asymptotic pseudotrajectory
for the flow ¢; of the mean limit replicator equation. Theorem 5.3.1 implies that L(X})
is a compact internally chain recurrent set for the flow ¢; of (5.6). Theorem 5.3.3 implies
that

1 t
lim —/ ¢sxds =p
tJo

t—00

for all z € L(X;), and this convergence is uniform. Therefore given € > 0, we can choose
T > 0 and a compact neighborhood U of L(X;) such that

1 T €
Iz [ dwds—pll <5

whenever z € U. Since X; is an asymptotic pseudotrajectory, there exists an [ > 1 such
that

SUP | Xtrn — on Xl < Py
0<h

for all ¢ > IT. For any i € Z, deﬁne

T
$() = | /0 (Xirs — ¢ Xir) ds] + | /0 (65 Xar — p) ds)|.

Since L(X;) C U, there is an N > [ such that X; € U for all t > NT. Given any t € R,
let [t] denote the integer part of ¢. For any ¢ > (N + 1)T', we get

t NT
I [ Xeds sl < 1(“/ (X, — p) dsll + (M) + 6N +1) +

A} +||/ dsn)

< %(2NT +€T(H/T] ~ N) +2(¢ — []T).

Taking the limit as ¢ — oo we get that

hmsup||—/ Xsds —pll <e.

t—00

Taking the limit as € — 0 completes the proof of the theorem.
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5.3.2 Implications for Additive Fertility-Selection Processes

Let 2z, € Zlix’c be a fertility-selection process defined by the sequence of random
variables Gy, (ij,7s) with 1 < 4,j,r,s < k. Define g(ij,rs) = E[Go(ij,rs)]. Define
Zn = 2n/|2n| whenever z, # 0 and z,, = 0 otherwise.

The mean limit ODE for this selection-fertility process is given by the fertility
selection equations (see, e.g., Hofbauer and Sigmund (1998))

dx"
dt

k
= Z g(ir, js)z" 7 — 2t g (5.7)

r,s=1

where

g= E glir,js)x*" xI%.
1<4,5,r,8<k

Now consider the special case, when the each allele contributes additively to number
of progeny produced by a mating. In this case, if v;; is genotype A;A;’s contribution
to fertility, then the mating between genotypes A;A; and A, A, produces on average

g(ij, TS) = Yij + Yrs
progeny. Under this additional assumption, equation (5.7) simplifies to

dz®

= oy oty - 22y (5.8)

where 2 = Z?:l z' is the frequency of the allele 4; in the population,

k
Y=Y Yira"
r=1

is the average fertility of allele 7 in the population, and

k k
=Y = vz
i1 ij=1

is the average fertility of the population.

Theorem 5.3.6 If z, is an additive fertility-selection process and the mean—l\imr’t ODE
Zn

(5.8) has only a finite number of equilibria, then on the event {liminf, ,., =* > 0},
Zn almost surely converges to an equilibrium of (5.8).

The proof of this theorem follows from the work of Hofbauer and Sigmund (1998)
that we include here for the reader’s convenience.
PROOF: Define the Hardy-Weinberg manifold by

H={z:29 =z’ forall 1 <4,j < k}.
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Since for any solution z(¢) to ( 5.8)

7 @7 () =2 ()2 (1)) = (=" (1) - 2* ()= (1))27,

x%(t) — 2 (t)z (t) converges exponentially to zero. Hence, all compact connected inter-
nally chain recurrent sets lie in the Hardy-Weinberg manifold. On the Hardy-Weinberg
manifold, the dynamics of (5.8) are determined by the Hardy-Weinberg relations 2%/ =
z'z) and the differential equation

Y2

W =iy (5.9
This differential equation is the continuous-time selection equations with selection pa-
rameters vy;; and, consequently, the mean fertility 7y is a strict Lyapunov function for
(5.9) (see, e.g., [9]). Hence, all compact connected internally chain recurrent sets cor-
respond to compact connected sets of equilibria. Since we have assumed that there are
only a finite number of equilibria, the only compact connected internally chain recur-
rent sets are individual equilibria. Applying Theorem 5.3.1 completes the proof of this
theorem.

a

5.4 Growth and Convergence with Positive Pro-
bability

Theorem 5.3.1 helps to determine the limiting behavior of the genotypic composition
of a population on the event of growth. However, it does not indicate which limiting
behaviors occur with positive probability and sheds no insight into conditions that
ensure that the population grows with positive probability. The goal of this section
is to show that when the mean limit ODE admits an attractor at which growth is
expected, the population grows with positive probability and its genotypic composition
converges to the attractor with positive probability. Prior to stating and proving this
result, we prove the following proposition that estimates the rate of growth on the event
of convergence to a set where growth is expected.

Proposition 5.4.1 Let z, be a generalized urn process satisfying (A1) and (A2). Let
K C Sk be a compact set. If

a = inf pr(w)a(w) > 0,

TeK
then
.. z
lim 1nfM >a
n—oo n

on the event {L({xn})n>0 C K} N {limy, 0 [25] = 00}
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Remark. If K is an equilibrium, liminf,_,o, 2* = a on the event {L({z,})n>0 C

n
K} N {limy_y00 |2n| = 00}

PROOF: Let & = {L({zn})n>0 C K} N {limy_,o0|2,| = oo}. We will show that
liminf, ,o0 |2n|/n > a — € on the event & for every € > 0. Let ¢ > 0 be given. The
definition of a, compactness of K, continuity of p,,, and assumption (A2) imply that
there exist an integer I and compact neighborhood U of K such that E[|z,1|—|2n||2n =
z] > a—e whenever |z| > I and z/|z| € U. For each natural number m, define the event
Em = {lzn| > I,2n/|zn| € U for n > m}. Notice that £ C USS_,Ey,. Define a sequence
of random variables by Ny = 0 and

N, — |Znt1] — |zal if |2n| > T and 2z, /[2,| € U
ntl a else

for n > 0. Let

n
1
M, = 2; {(NZ- — E[N;|Fi—1)).
1=
M, is a martingale that satisfies

1
2 2
s%pE[Mn] <4m Z 2
i>1
as |N;| < 2m. Therefore by Doob’s convergence theorem {M,},>1 converges almost
surely. By Kronecker’s lemma

1
Jim ~ z; N; — E[N;|Fi_1] =0 (5.10)
1=

almost surely. Since Y1 | N; = |z3| — |zp| for all n > m on the event &, and
E[N;|Fi_1] > a — € for all i > 1, equation (5.10) implies that liminf, e 2% > a — ¢

n
almost surely on the event &,,. It follows that liminf,_, . ‘Z(n—n” > a — ¢ almost surely
on the event £.
O
Let ¢¢(z) denote the flow of the mean limit ODE in (5.4). A compact invariant set
A C Sy is called an attractor provided that there is an open neighborhood U C Sj of
A such that

Ni>oUs>tpU = A.

The basin of attraction B(A) of A is the set of points x € Sy satisfying infyc 4 ||z —
yl| = 0 as t — oo.

Define Atto(X) as the set of points z € Sy such that, for all M € N and every
open neighborhood U of x

P[|z,| > M and z,, € U for some n| > 0.

Theorem 5.4.1 Let z, be a generalized urn process satisfying (A1) and (A2). Let A
be an attractor for mean limit ODE with basin of attraction B(A). Assume that

a= ;gagw:pw(x)a(w) >0
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and define

C = {liminf% > a} N{L({zn}n>0) C A}

n—o0

If U is an open set whose closure is contained in B(A), then there ezists a constant
K > 0 such that for all M € N,

P[C] > (1 - %) Pllzy| > M and z,, € U for some n |.

In particular, if
B(A) N Attoo(X) # 0,

then P[C] > 0.

PROOF: Assumption infyec 4>, pw(z)a(w) > 0 means that the population grows
in a neighborhood of the attractor A when the population size is sufficiently large. It
implies that there exist aj, ag > 0 and a neighborhood N of A such that E[|z,+1]| —
|znll2n] > @11{g,en,|z0|>as)- The proof relies on the following principle : remaining
in a neighborhood of the attractor increases the population size and this increase in
population size increases the likelihood of remaining near the attractor. Let U be an
open set such that U is a compact subset of B(A). Assume M € N and r € N are
such that P[|z.| > M , z, € U] > 0. Choose a neighborhood V of A such that V is a
compact subset of NN B(A). Since A is an attractor there exists a time Ty > 1 such
that the trajectories coming from U UV rejoin the neighborhood V after time 7. More
precisely, there exists § > 0 such that, if Xy € UUV, T > Tj and || ®p(X;) — Xiy7|| < 6,
then Xyy7 € V.

To avoid double subscripts, we let z(r) denote z., 7(r) denote 7., etc. Given any
r € N, define rg = r and

rp=1nf{r > rg_1, 7(r) — 7(rg—1) > To}

for all £ > 1. Since 7,41 — T for all n where m is the integer in assumption

1
2 |zo|+mn
Al, lim, y0o 7, = oo and 7, < 400 for all n. Define A = 7™ B = 3A, and the

following events for all k > 1
Ei(k) |z(ry)l > ¢*'BT'M
Ey(k) for all r € [rg,m541] , 2, €V

where ( =1+ a1Ty/2B. Let E(0) be the event {|z,| > M , z, € U}. For k > 1, define
E(k) = E(k — 1) N E1(k) N Ey(k). We will show that there exists a constant F' > 0
such that P[E(k + 1)|E(0)] > P[E(k)|E(0)] — F/M(¢* for all k > 0. The proof of this
estimate relies on three lemmas. The first consists in observing that the population
size |z-| remains bounded on a time intervals of order T, namely between B~!|z(ry)|
and B|z(rg)| on [rg,rk+1]. The second one makes use of this claim to underestimate
probability of being inside V on [rg41, Tkr2] if z(rg) € UUV. The third lemma estimates
the probability that the population grows sufficiently.

Lemma 5.4.1 For enough large |z(ry)| :
1. Blz(rg)| > |z| > B7Yz(ry)| for all v € [rg, ry1]
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2. Ty < 7(rp41) — 7(re) < 2Ty
3. TOB_1|z(rk)| <rpe1 — 1k < ToB|z(ry)|

PROOF: Suppose |z(rg)| > Am. Let u = inf{n € N : |z(r +n)| < A7Yz(rp)|}-
Then

T(ry +u) —7(rg) > Z !

_1 N
o<i<lrtroioa-tym A el +m

2(r)|(1-A=1)/m d
/0 A~z(ry)| + ma

ln(A) = T().

v

1
m

This proves that A™1z(rg)| < |z(r)| for all © € [rg,Tk11), which implies for suf-
ficiently large |z(rg)| that B=!|z(ry)| < |z(r)| for all » € [rg,7x41]- One can show
similarly that 2A4|z(rg)| > |z(r)| for all r € [rg, 7k+1]. The definition of r;, immediately
implies that 7(rg4+1) — 7(rg) > To. Since Ty > 1 and 7(n + 1) — 7(n) < 1 for all n,
the definition of 74 also implies that 7(rgy1) — 7(rx) < To + 1 < 2Ty. The proof of

claim 1 and the fact that Ty > 1 imply that % > 7(rgs1) — 7(rg) > Ty and
T—Tgk

A < 7(r) — 7(rg) < Tp for all r € [rg,rx41). Claim 3 follows for sufficiently large
|2(rk)]-
a

Lemma 5.4.2 There exists a C > 0 depending only on py, To , §, a1 and m such that

PIB(k + DIFA(R),a(r) €U UV] 21 37

for all k >0 and M > 0 sufficiently large.

PROOF: Suppose Fi(k) is satisfied and z(ry) € U U V. Lemma 5.4.1 implies that
for large enough M, |2(r)| > B~ 2|z(ry)| for r € [rg, Tkro], 4To > 7(r) — 7(rg) > Ty for
T € [Tkt1,Thto), and T —1g < 2B?Ty|2(ry)|. Define g(z) = 3, pw (@) (w—za(w)). Let
L be the Lipschitz constant for g. Using Gronwall’s inequality, we prove the following
estimate :

sup  (|Dr()—r(r) () — 2(r)|| < PO (Tilrg, rhg2) + Tolrk, rer2))  (5.11)
T€[Tk41,Tk+2]

where
! .
U(i+1)
Li(rg, ko) = sup || ——l
rE<I<rppo—1 g;k |2(3)]
and
! .
2sup lg()| bi + 1)
To(rg,r = - + su - .
2( k k+2) lnf'rkSrgrk+2 |Z(T)| rkSlSr,E)+2—1 || Z |Z(Z)| ||

I=Tp
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To prove (5.11), let X(t) = X; denote the continuous time version of z, defined in
(5.5) and ¢(t) = sup{n € Z, : t > 7(n)}. Notice that for any h > 0 and ¢t > 0

X(t+h) = X(t) = slct+h) —a(ct) = TN 26 +1) - 2()

_ e(t+h)—1 ga(i)) +UGH1)1h(i+1)
= iz e(t) 20

_ T(c(t+h)) c(t+h)—1 U@G+1)+b(i+1
= [y e () ds + 35 T D

T(c(t+h))—t t-l—h —1 U@G+1)+b(i+1
fr<(c<(t))72) g(X(t+ ) ds + S TR a)

Since ¢p X (t) )+ fo )) ds, the previous equalities imply that

l¢n(X (1)) — X (¢ +h)|| < fo o6y (X(1)) — g(X(t + ) llds + [ (X (t + 5))l1ds
Ly (X (¢ 8)llds + || 5 tj(g -1 U

Lfoh lps(X(t)) — X (t+ s)||ds + |z|(|gé|(3)|

ligllo C(t+h) 1 U(i4+1)+b(i+1)

ECET) Rl pYE Eom

Choosing t = 7(r) and applying Gronwall’s inequality to the previous inequality over
the interval 0 < h < 7(rg19) — 7(rg) gives the desired estimate.

Since E;(k) holds, |z(r)| > |z(rg)|B=2 > ¢¥"'B=3M for all r € [rk,rk+2] This

observation plus the fact that there exists K > 0 such that ||b(n+1)]| <1 )| imply that

IA

ATy (ry, o) < 2 for M sufficiently large. On the other hand, Doob’s inequality
and Lemma 5.3.1 imply that
Th+2—1
E[  sup [ Z |2 | z(ry)] < 16m2E] Z 2|z )]
Tk—1SISTRga—1 (2)]
16m?B*
< ———Flrgio —ri|z(rg
\Z(Tk)|2 [ +2 | ( )]
32m>T, BS < 32m2B"T;
l2(ri)] = MCT
Therefore
Ui + 1 LT ) 128m2T, B e3110
P[ sup || || > °5 [ 2(re)] < (5.12)

Define £ = {SUPTE[Tk+1,rk+2] d(®7(r)—7(r)T(Tk), 2(1)) < d}. Since 7(rg41) — 7(rk) > To
and z(rg) € U UV, our choice of Ty implies that z(r) € V for all r € [rgy1,rg+2] on
the event €. Tnequalities (5.11) and (5.12) imply that P[€] > 1 — 2mTbBTe for A
sufficiently large.

a

Lemma 5.4.3 There exists D > 0 depending only on py, Ty , §, a1 and m such that

D

PEA(k+1) U E>(k) E1 (k)] > 1 — 370
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for all k > 1 and M > 0 sufficiently large.

PROOF: Define N(i) = |z(i)| — |z(¢ — 1)|, D(i) = N(i) — E[N(3)|z(: — 1)] and
Gk+1) = —L "% D(i). Observe that |D(n)| < 2m. Therefore

Tk+1—Tk i=rr+1

re+ToB|2(rg)]|

E[( ) D@l icr,)? | =)

=741

32 re+ToB|z(rg)| 4m2B3

< W Z E[D() | 2(ry)] < Tol2(r)]

i=rr+1

_32

E[G(k+1)°z(re)] < TEIE A

where we have used the fact that ToB Y|z(rg)| < rry1 — mx < ToB|z(r)|- It follows
that P[G(k + 1) < —-%] < P[G(k +1)? > 4] < with D = WT;TB ¢, Since
¢ =1+a1Ty/2B, it follows that

N

D
M(k ’

Ei(k+1)¢ N By (k) N By(k) € {G(k + 1) < —a1/2}.

O
These three lemmas imply that there exists F' > 0 depending only on p,,, Ty , J, a1

and m such that
F

Mk

for all kK > 0 and M > 0 sufficiently large. Indeed, due to the fact that for all k > 1 E(k)
equals the disjoint union of E(k+1), E1(k+1)°NE(k), and Eo(k+1)°NE1(k+1)NE(k),
we get

PIE(k + 1)[E(0)] > P[E(K)|E(0)] -

P[E(k +1)|E(0)] = P[E(k)|E(0)] — P[Ey(k +1)°NEy(k +1) N E(k)|E(0)]
—P[E1(k +1)° N E(k)|E(0)]
> P[E(K)|E(0)] — P[E2(k +1)° N Ei(k) N {z(ry) € UUV}HE(0)]
—P[E;(k+ 1)° N Ey(k)|E(0)]
F
> P[E(k)|E(0)] — MCF

where the first inequality follows from the inclusions E(k)NE; (k+1) C E1(k)N{z(ry) €
UUV} and E(k) C Es(k), and the second equality follows from Lemmas 5.4.2 and
5.4.3 with FF = C + D. These inequalities remain true for ¥ = 0 since E;(1) always
holds.

It follows that

P[lim E(k)] > P[E(0) ( ZML@)

k—00
k=0

P[E(0)] (1 - %) .

The definition of E(k) implies that P[C] > P[E(0)] (1 - %) where C = {liminf,, ,o 22l >
0}n{z, € UUV i.o0.}. On the event C, Theorem 5.3.1 implies that L({z,}) is a compact

v
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internally chain recurrent set for the mean limit ODE. Since L({z,}) N B(A) # 0 on
the event C, a basic result about internally chain recurrent sets (see, e.g., [4, Cor. 5.4])
implies that L({z,}) C A on the event C. Setting K = % and applying Proposi-
tion 5.4.1 completes the proof of the first assertion of the theorem. To prove the second
assertion, assume that p € Att(X) N B(A), choose U an open neighborhood of p such

that U C B(A), and apply the first assertion of the theorem.
O

5.5 Non-Convergence

In this section, we show that there are two types of invariant sets of the mean
limit ODE toward which the generalized urn process does not converge. The first type
corresponds to a compact set where growth of the process is not expected, and the
second type corresponds to a “non-degenerate” equilibrium or periodic orbit.

Proposition 5.5.1 Let z, be a Markov process on Zﬁ_ satisfying (A1) and (A2). If
K C Sy is a compact set satisfying

32113 ;pw(w)a(w) <0, (5.13)

then P[{L(z,) C K} N{limy_, |2n| = +00}] = 0.

PROOF: Equation (5.13) implies that we can choose a neighborhood U of K, N € N,
and € > 0 such that

sup  Ellzny1| — |znllzn = 2] < —e. (5.14)
l2|>N,z/|z|€U

Given any [ € N such that z; € U and |z;| > N, define the stopping time
T=inf{n>1:z, ¢ Uor |z| <N}

For any n > [, we get

TAn

0 < Ellzrall=E[) |ail = lzimal] + Ell]]
i=l+1

= Y Ellzinr| — lza—1yarl] + Ellzl]
1=l+1

n
< —€e Y P[T>id]+ E[lz]
i=l+1

Taking the limit as n — oo, we get that > 72, | P[T > i] < E[|z/]/e. The Borel-Cantelli
lemma implies that P[T = oo] = 0. It follows that P[{L(z,) C K} N {lim,_ |2n| =
+o00}] =0.

a
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If A is a subset of RF, then we let Span(A) C R* denote the vector space spanned
by the points in A. Given a compact subset & C int(Sy) we say that the process {z,}
is nondegenerate at U if for all z € U,

Span{w € Z* : p,(z) > 0} = RF.

Recall, a periodic orbit or an equilibrium of an ODE is linearly unstable provided
that one of its characteristic exponents is greater than zero.

Theorem 5.5.1 Let {z,} be a generalized urn process satisfying (A1) and (A2). Let
U C int(Sk) be a linearly unstable equilibrium or a hyperbolic linearly unstable orbit for
the mean limit ODE. Assume

(a) There exists 8 > 1/2 such that the functions p,, are C'*# in a neighborhood
of U.

(b) {zn} is nondegenerate at U.
Then P[(L(z,) C U) N {liminf, o, 2l > 0}] = 0.
PROOF: Let N(U) be a neighborhood of U. The event

{L(z,) CU and liminf@ > 0}

n—oo N

is contained in the event

U EN,a

NEZ.,.,aE@

where Q% denotes the positive rationals and
Eno =A{L(zn) CU}N{Vn > N |z,| > na and z,, € N(U)}

In order to prove Theorem 5.5.1 it then suffices to prove that for N large enough and

ac Q)

P[Ey,] = 0.

Let F,, denote the sigma field generated by 2y, ..., 2z,, and V11 = |2,|(2n+1 — Tn). Let
F denote the vector field on Sy, defined by F(z) = ), puw(z)(w — za(w)). Let {e,}
denote a sequence of bounded, zero-mean i.i.d. random variables taking values in

TSy ={ueR :) u; =0}

whose covariance matrix is nondegenerate (i.e has rank k — 1).
Define the sequence {Zy }n>n as follows :

-%N:'/ENa

=—(F(Zn) + Vi1 — F(z,)) ifz, € NU) and |z,| > na

| : \
Zn
Tyl — Fn = (5.15)

ﬁ(F(ffn) +€nt1) otherwise
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The processes {z,} and {Z,} coincide on the event Fy ,. On the other hand,

P[lim dist(Z,,U) = 0] =0

n—00

in view of the following theorem whose proof is an easy adaptation of [13] , Theorem
2.

Theorem 5.5.2 Let {F,},cz+ denote a nondecreasing sequence of sub-o-algebras of
F, and (Z,) a sequence of adapted random variables given by

Fpi1 — Fn = Bu(F(En) + Uns1 + bpt1) (5.16)

where F is a C'8 vector field, with 1/2 < 8 < 1, {Uy,}, {bn} and {Bn} are adapted
random variables. 5 }
We define Vi1 = F(Zp) + Ups1 + bpya.
Assume
(i) IK >0, Yn € Z, ||Un| < K and E(Ups1|Fn) = 0.

(ii) There exist a, b > 0 and a deterministic sequence {y,} of nonnegative num-
bers having infinitely positive terms, such that ¥Yn € Z4 , avy, < B, < by,

(i4) 372 < 400
(iv) U C Int(Sk) is a linearly unstable periodic orbit or equilibrium for F'

(v) There ezist a neighbourhood N(U) of U and ¢ > 0 such that, for all unit
vector v € R™, E(| < Viq1,v > [|Fn) > clyz,enuy-

Then P[L(3,) C U] = 0.
Let
Ap ={zn € N(U) and |z,| > na}.

Using notation of Lemma 5.3.1 set

Un—|—1 = Un—|—1,bn—|—1 = bn—}—l,,@n = 1/|zn| on Ana

and

Unt1 = €nt1, bpy1 =0, B = 1/an on A7,

Then, by Lemma 5.3.1, the process {Z, } defined by (5.15) verifies resursion (5.16) and
assertions (i),(ii),(iii) and (iv) of Theorem 5.5.2 are satisfied.

It remains to verify assertion (v). Let B(1) = {v € Si : |[v|]| = 1}. Let G; :
Sk x B(1) > Ry and Go : U x S, x B(1) — Ry be the functions defined by

G1(z,v) = E(| < F(Z) + €p,v > |)

and
Ga(z,%,v) = Y | < F(Z) — F(z) + Qu(e),v > [pe()

where @, denote the projection operator @ : Span{z} & T'Sy, — T'Sk.
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Then it is not hard to verify that
E(< Vny1,v > ||Fn) = G1(Zn,v)1ac + Ga(z, Tn,v)14a, + O(1/n).

By continuity of G7, G2 compactness of the sets U, S, B(1) and assumption (A2), there
exists b > 0 and a the neighborhood N (U) such that G1(Z,v) > b, Go(z, Z,v) > b for
all z € N(U),z € S, and v € B(1).

Assumption (v) is thus verified for n > N and N large enough.

5.6 Non-degenerate Processes with Gradient-Like
Mean Limit ODEs

Using the results from the previous two sections, we can prove the following result.

Theorem 5.6.1 Let z,, be a generalized urn process satisfying (A1) and (A2), p,, are
C'™B for some B > 1/2, z, is non-degenerate on Sy, Attoo(X) = Sk, and the chain
recurrent set for the mean limit ODE consists of hyperbolic equilibria q that satisfy
Y wPw(@a(w) # 0. Then Plliminf, |Zn—”‘ > 0] if and only if there ezists a linearly
stable equilibrium q such that )", py(q)a(w) > 0. Furthermore, P[{L(zy) = q}] > 0 for
any linearly stable equilibrium q satisfying Y, pw(q)a(w) > 0, and P[{L(z,) = q}] =0
for any equilibrium q which is linearly unstable.

PROOF: Define G = {liminf,,_, |2n|/n > 0}. Since z, is non-degenerate, Theo-
rem 5.3.1 and Theorem 5.5.1 imply that L(z,) is contained almost surely in the set
of linearly stable equilibria on the event G. If ) pu(g¢)a(w) < 0 for all linearly
stable equilibria ¢, then Proposition 5.5.1 implies P[G] = 0. Alternatively, if ¢ is
a linearly stable equilibrium and ), pw(¢)a(w) > 0, then Theorem 5.4.1 implies
P[G N {L(zy) = q}] > 0. Finally, if ¢ is an equilibrium which is linearly unstable, then
Proposition 5.5.1 implies P[L(zy) = gq] = 01if ), pw(g)a(w) < 0 and Proposition 5.4.1
and Theorem 5.5.1 imply P[L(z,) = q] =0 if ), pw(g)a(w) > 0.

O

As an application of this result, we consider an additive fertility selection processes
zn, with mutation where g(ij,7s) = E[G(ij,7s)] is the the expected number of pro-
geny produced by a mating between genotypes A;A; and A,Ag, and pu(ij,rs) is the
probability genotype A;A; mutates to genotype A, A;.

Corollary 5.6.1 Let z, be an additive fertility selection process with mutation such
that u(rs,ij) are positive for all 1 < i,j,r,8 < k and sufficiently small whenever
{r,s} # {i,j}, P|G1(ij,rs) > 3] > 0 for all 1 < 4,5,7,s < k, and such that the
fertility selection equation (5.8) without mutation has hyperbolic equilibria q satisfying
Y wPw(@a(w) # 0. Then Plliminf, |Zn—"‘ > 0] if and only if there ezists a linearly
stable equilibrium q such that ), py(q)a(w) > 0. Furthermore, P{L({z,}) = ¢q}] >0
for any linearly stable equilibrium q satisfying >, Pw(q)o(w) > 0, and P[{L{z,} =
q}] = 0 for any equilibrium q which is linearly unstable.
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PROOF: Since the mean limit ODE corresponding to the fertility selection process
without mutation is gradient-like and has only hyperbolic equilibria, the chain-recurrent
set for this mean limit ODE equals the set of equilibria. Consequently, the mean limit
ODE corresponding to the fertility selection process with sufficiently small mutation
rates also has a chain-recurrent set consisting only hyperbolic equilibria. Due to the
fact that all mutation rates are positive, this process is non-degenerate on the entire
simplex. Since P[G1(ij,rs) > 3] > 0 for all 1 < 4,j,r,s < k, Attoo(X;) is the entire
simplex. Applying Theorem 5.6.1 completes the proof.

a
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Résumé : Les marches aléatoires renforcées par sommets, définies par Pemantle
(1988,[3]), sont des processus évoluant dans un environnement qu’ils contribuent & faire
changer par le fait qu’ils ont une probabilité plus grande de revenir aux endroits déja
visités. Pemantle et Volkov ([5]) ont montré que, lorsque le graphe sous-jacent est Z, la
marche reste presque-siirement bloquée dans un ensemble fini d’au moins cingq points
et, avec une probabilité strictement positive, dans cinq points. Nous donnons ici une
preuve rapide de ces résultats.

6.1 Introduction

Soient G un graphe localement fini, ~ la relation d’adjacence de G et S(G)
I’ensemble de ses sommets.

Soient (€2, F, P) un espace de probabilité, et (X,)nen un processus a valeurs
dans S(G) ; notons F,, = o(Xy, ..., Xn)-

Pour tous v € S(G) et n € NU {oc}, soit Z,(v) le nombre de fois a I'instant
n ou ce sommet a été visité plus un, c’est a dire

Zy(v) =14 1y,
=0

Considérons une application r : S(G) x S(G) — R* telle que, pour tous v,
w € S(G), r(v,w) >0 <= v~ w.

Alors (X,,)nen est une marche aléatoire renforcée par sommets de renforce-
ment r et issue de vy € S(G) si Xo = vy et, pour tout n € N,

. r( Xy, v) Zn(v)
o waxn r(Xn, w) Zn(w)

Ce type de marche aléatoire avec mémoire a été introduit par Pemantle en
1988 ([3]), et analysé en détail sur des graphes finis par Pemantle (1992,[4]) et
Benaim (1997,[1]). Une description détaillée des applications (auto-organisation,
apprentissage, économie) et des résultats connus sur le sujet est donnée dans [5]
(voir aussi [6]).

Nous nous placons dans la suite de 'article dans I’hypothese ot G = 7Z et
r(v,w) = ly~y. Dans ce cadre, Pemantle et Volkov ont obtenu des résultats
trés précis sur le comportement asymptotique de X,, (partiellement généralisés
par Volkov ([8]) & une classe assez large de graphes localement finis.), que nous
rappelons ci-dessous.

Définissons

P(Xn+1:U|Fn):1

R={veZ/TIneN, X,=v}, R={ve€Z/ Zy(v) = o}

Etants donnés v € Z et « €]0, 1], considérons les six événements :
() RR={v—-2,v—1,v,uv+1,v+2};
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(ii) nZ,(v —2)/Inn — «;
(iii) n Z,(v+2)/Inn = 1 — «a;
(iv) Zn(v—1)/n — a/2;

(v) Zu(o+1)/n = (1 — a)/2;
(vi) Z,(v)/n — 1/2.

Théoréme 6.1.1 (/5/) P(|R| < o0) = 1.
Théoréme 6.1.2 (/5]) P(|R'| <4) =0.

Théoréme 6.1.3 (/5]/) Pour tout ouvert I C|0,1[ et tout v € Z, il eriste avec
une probabilité strictement positive un réel o € I tel que les événements (i) d
(vi) se réalisent.

Conjecture 6.1.1 ([5]) Il existe presque-surement v € Z et o €0, 1] tels que les
événements (i) a (vi) se réalisent.

Nous prouvons cette conjecture dans [7]. L’objet de cet article est de présenter
une preuve rapide des théoremes 6.1.1, 6.1.2 et 6.1.3. Nous utilisons en par-
tie I’heuristique de l’article initial de Pemantle et Volkov. Cependant l'intérét
de cette nouvelle preuve est de faire apparaitre les théoremes 1 et 3 comme
conséquences d’'un méme résultat (le lemme 1) donnant a chaque instant des
conditions suffisantes pour que la marche reste bloquée a droite (ou a gauche)
d’un point fixé. Et inversement de déduire le théoreme 2 d’un résultat simple
(le lemme 2, énoncé initialement dans [7]) donnant, lorsque la marche reste a
partir d’un certain temps bloquée a droite d’un point fixé, des indications sur
les fréquences des visites a droite de ce point. Ces deux résultats sont en grande
partie basés sur la construction de deux sur-martingales, nommées ici V,, et W,,.

6.2 Démonstration des théorémes 1 a 3

Soient A, B, C, D, E, F et GG sept points successifs, dans 1’ordre croissant
ou décroissant. Définissons, pour tout n € NU {0}, A, = Z,(A), B, = Z,(B),
etc..., et si n > 2, instant de (n — 1)-iéme visite en C

t, =inf{m € N/ C,, = n}.

Soient a € N*, u > 1, ¢, £ €]0, 1] tels que £ > (. Pour tout n € N, définissons
les événements suivants :

E1(n)g + An = a,

gQ(n)u,ﬁ : B, < ,UCSN

g3(”)( : Cn/Dn S C:
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E(M)auce =E€1(n)a N E(n)yue N Es(n)c.
Enfin, pour tout £ € N, définissons 1I’événement
AZ,M,£ = (Mn>4,E(N)a,pc,e) N {3 une v.a. a t.q. supp(a) CJ0,&[ et
lim C,,/D, =a= lim InB,/InC, < &}.
n—0o0 n—00
Heuristiquement, ce dernier événement correspond a ce que la marche aléatoire
reste bloquée a droite de A (ou & gauche, lorsque les entiers A & G sont en ordre
décroissant), le point B étant rarement visité en comparaison du point C, et la
proportion de visites en C' par rapport aux visites en D restant inférieure a la
constante (.

L’événement &(n)q e (resp. AF . ) est parfois noté g(n)iic,ﬁ (resp. Algﬁi)
dans le but de désigner, lorsqu’il y a ambiguité, les choix de A et de ’ordre sur les
entiers A & G (+ si croissant, — si décroissant). De fagon similaire, nous désignons
parfois l'instant ¢ par ¢ .

Lemme 6.2.1 Supposons a € N*, ug, p > 1, ¢, & €]0,1[ fizés tels que u > py
et & > (. Alors, pour tous v < min(1/2,1 — &) et ¢ €]0,1], il existe kg € N ne
dépendant que de a, o, 1, C, &, v et c tel que pour tout k > ko,

P(A}  conv el Fr) > cle

tk)a,ug.C,E "

Les preuves des théoremes 1 et 3 reposent pour l’essentiel sur le lemme 1,
dont nous donnons la démonstration en annexe.

PREUVE DU THEOREME 6.1.1 : Montrons que R a p.s une borne inférieure.
La situation étant équivalente en inversant 1’ordre des entiers, on en déduira de
la méme maniere que R a p.s une borne supérieure.

Il nous suffit de prouver qu’il existe une constante 6 > 0 telle que, pour tout
v € Z tel que v < vy (point de départ de la marche),

Pv—2¢R|veR)>,
car cela implique, pour tout & € N,
P(vo — 2k € R) < (1 - 8)".

Fixons C = v (et les points A & G correspondants dans ’ordre croissant),
a=1,pm=14Lp=2,=1/2,6=3/4,v=1/8 et ¢ =1/2, et choisissons ky € N
(indépendant de v) tel que les conditions du lemme 6.2.1 soient satisfaites pour
ce choix de variables a, po, i, ¢, &, v et c. Observons que

P(E(trg)1,1,/23/4 | v ER) > 1/6ko~1,

En effet, a la premiere visite en C| les points A et B a gauche de C' n’ont jamais
été visités par la marche; donc la probabilité qu’il y ait au moins ky — 1 visites
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en D avant de retourner en C est supérieure & 1/2 x 1/3¥~1 et la probabilité
qu’il n’y ait ensuite pas de visite en B jusqu’a la (kg — 1)-iéme visite en C' est
supérieure a 1/2F~2 D’autre part, le lemme 6.2.1 implique que

P(U_Q ¢ R | Eko) > P((ﬂnztkogl(n)a|Ftk0) > P(Ako |’,Ftk0) > 15(?%0)1,1,1/2,3/4/2'

1,2,1/24k5" ,3/4
En résumé, P(v—2¢ R | v € R) > 1/6k.
PREUVE DU THEOREME 6.1.2 : Notons, pour tout A € Z,
Qa={infR = A+1}.
Nous savons, d’apres le théoreme 6.1.1, que
P(UaezQ4) = P(inf R' > —o0) = 1.

Choisissons A € Z et appelons B, C, D, E et F les entiers qui suivent A par
ordre croissant. Nous utilisons le lemme suivant, énoncé initialement dans [7].
Nous voulons montrer que F' est visité un nombre infini de fois sur 4.

Lemme 6.2.2

Q4 C {Ela €)0,1]/ C’Eﬁ — a} C {liminf% > 0} D.S.

PREUVE: En appliquant deux fois le lemme de Borel-Cantelli conditionnel (voir
par exemple [2]), nous pouvons montrer que

QAC{ZlXi:l?{%le<OO}:{ ,;Z.X;:gi<oo}:{21&:]z#<oo}(6'l)

Ce qui signifie qu’il y a “peu” de visites de B vers C sur {24. D’autre part, il
est facile de vérifier que le processus (W,)nen défini par

1
Wo=In(Cp+ En) =In(Ep = 1) = 3 o lpx=pxia=0)

i<n—1

est une sur-martingale (la preuve est laissée au lecteur). Par conséquent, en
définissant le temps d’arrét

. A 1
TM = lnf {TL € N / Z C + E.]'{Xi:BiXH-l:C} Z M}i

1 <n—1

le processus W, o1, est une sur-martingale minorée par —M —1, et donc converge
p.s. Ce qui permet de conclure que C,,/(C,,+E,) a une limite finie sur Q4 puisque,
d’apres 6.1, il existe alors p.s M > 0 tel que Ty, = oo.
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O

Le lemme 2 implique, en appliquant a nouveau le lemme de Borel-Cantelli
conditionnel et en utilisant le fait que F,,/(D, + F,) > 1/(D, + 1),

QAC{ mz Dn+1_OO}C{ZlX”_E’Xn+1_F_OO}C{Foo—oo}-

O

PREUVE DU THEOREME 6.1.3 : Nous pouvons supposer sans perte de généralité
I =|a,, o[ avec a,, a* €]0,1], a* > a,, et v > vy.

Notons A =v — 3, et B a G les entiers qui suivent A par ordre croissant.

Le principe de cette preuve est d’appliquer le lemme 6.2.1 d’une part sur les
points A a G avec £ = o, et d’autre part sur les points G a A avec £ =1 — a,.

Soient (1 et (5 tels que a* > (4 > 1 — (3 > a,. Notons, pour tous ky € N* et
m € N,

Fm = {Xm = _D, mln(Cm,Dm,Em) 2 ko, Am = 2, Bm S 3, Fm = Gm = 1,
Con/ D < G = kyty Bm/Dm < G — kg '[}.

Alors, d’une part, pour tout m € N,

A, G,
I'm C 5(t8m+1)2,3j,21,a* n 5(tgm+1)1,1,g2,1—a*

et d’autre part, si 'on suppose kq assez grand pour que 1 — (G —kg') < ¢ — kg,
il existe m € N tel que P([,,;) > 0.
Nous obtenons, en appliquant le lemme 6.2.1, que

P( Cm+1,A,+

2 itk o Fm) >3/4.1p, , P(APHC0 | Fm) > 3/4.1r,,

1,2,Co+ky " ,1—au

si v < min(1/2,1 — o*, a,) et ko est supposé supérieur a4 une constante ne
dépendant que de v, (i, (o, ay et .
Par conséquent, en notant

Crm+1,A,4+ Em+1,G,—
A — A m 941y m m s Lry
m 2,4,(1+ky Y o 1,2,¢o+ky Y 1—ax’

nous obtenons que
P(A,) > P(T,)/2 > 0.

Plagons nous sur A,,. Alors, pour n > m, B, < 4D%, F, < 2D}~ D, <
Cp+E, < D, + B, +F, < D,(1+6D; ™72y of les événements (i) & (vi)
sont bien réalisés.

O
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6.3 Annexe : preuve du lemme 1

Nous nous plagons dorénavant sur &£ (tx)a u,c,e- En particulier, pour tout n >
tx, les probabilités conditionnelles sachant JF, considérées sont implicitement res-
treintes & £ (k) a,uo.c.e- Nous supposons dans toute la suite que la constante kg a
été choisie suffisamment grande, en fonction des autres constantes a, g, 4, ¢, &,
v et c.

Nous notons ¢’ = ¢ + k£ (nous supposons kg assez grand pour que ¢’ < §),
et définissons les temps d’arrét

T, = inf{n >t/ A, > a},
Ty = inf{n >t/ Bn > uC%},
Ty = inf{n > t,/ C,/Dy > ('},

ainsi que T'=T; ATy AN T3.
Considérons les ensembles de probabilité

N ={T1 <TLNT3}, Qo ={T, <T) NT3}, Qs = {15 <T1 NT5}.

Nous allons montrer que, pour tout ¢ €]0,1[, il existe ko tel que, pour tout
k> ko, P(%N{T < oo} | F,) <(1—-c¢)/3 pourie€ {1,2,3}. Ce qui permettra
de conclure car €2y U 9 U 23 = (.

Définissons, pour tout n > 2,

O, =inf{m e N/ C, + Dp, =n} AT, Kk, =1t, AN T.

La preuve est divisée en trois étapes, notées 1), 2) et 3).
1) Démonstration de P(Q; N{T' < o0} | F,) < (1 —¢)/3.
Il nous suffit de prouver que, avec une grande probabilité, il n’y a pas de visite
en A venant de C jusqu’a l'instant 7.
Supposons n > k > kg et t,, < T. Alors
B, Ay

B, A, _unta _ ap

Par conséquent

ap ap 1
PLWN{T <o} | F,) < ; n2—€ < (1—¢&) (k—1)-¢

2) Démonstration de P(Q N {T < o0} | F,) < (1 —¢)/3.

Soit n > k > kg tel que t, < T.

Nous voulons contrdler ’évolution de By, /n¢ : d’une part, si A n’est pas visité
en t, + 2, B est visité au plus une fois entre les instants ¢, et t,.1, et d’autre
part, sit, < T,

B,
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ce qui implique
E(Biyir | Ft,) < B, (1+¢'/n).
Donc le processus (R, )nen, défini pour tout n € N par R, = B, /nf, est une
sur-martingale :

Bt 1+ C'/n Bt
E(Rusy — Ro | F,) < D 1EG/ B
(Fnr = B | Fi) < S me ~ e =0
car ( < & implique 1 +¢'/n < (14 1~/n)'5 si ko a été choisi assez grand.
Notons enfin, pour tout n € N, R, 1 = Rpy1 — E(Rps1 | F,). Alors

1 ('By, < I3
(n+1)% n — plte

B[R, | F,) < P(Xy,y1=B| F,) <

en utilisant le fait que B;, < uné.
Donc, en utilisant 'inégalité de Doob,

E(sup ZRHI <4Zn1+’5 < 1)

n>k —k
1=k

Notons €2 = {sup,sx > i Rii1 > p— o}, alors P(% | F,) < (1—c¢)/3.
Sur Q’QC, pour tout n > t; tel que n < T,

Ry < Ry +p— po < p,

ce qui permet de conclure.

Remarquons enfin que le raisonnement utilisé au début de cette étape permet
de prouver également que, sur {7 = oo} N {C,/D, = a < &}, nB,/InC,
converge vers «. En effet, pour tout 8 > «, S, = By, /n” converge puisque S,
est alors une sur-martingale a partir d’un certain rang. Et, de fagon similaire, si
a #0,T, =n/B] converge pour tout v > 1/a.

3) Démonstration de P(Q23 N {T < o0} | F,) < (1 —¢)/3.

Le principe de cette partie est d’observer que, en moyenne, C,, /D, n’augmente
que lors des visites de B a C, puisqu’a chaque visite en D la probabilité d’aller
en C est C,/(Cn + E,) et est donc strictement inférieure & C,/D,.

Plus précisément, le processus (V},)nen défini pour tout n € N par

e e T
Dé’n—l i<n (B9i—1 +‘D‘9i—1)D9i—1—1

est une sur-martingale. B
D’autre part, notons k = Cy, + Dy, > k et, pour tout n € N, Vi, yy =V —
E(Vpi1 | Fo,). Alors,sin > ket 6, <T,

Ch., By, 2 _2(1+¢)

E(Viy | Fo,) <

1 _ 1 o< <
(Co, + Eo )DL, Xon=" T (B, 4 Dp)DZ. ¢S D7 = 2
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Donc en appliquant I'inégalité de Doob,

n_ 2
Bloup(Y_ Vi)? | ) < 20

n2k _j

Notons €3 = {sup,; > ¢ Vispn > k7v/3}, alors P(Q% | F,) < (1 —¢)/3 en
supposant ko assez grand, puisque l'on a fait I'hypothese v < 1/2. Sur QF, pour
tout n > k tel que 6, < T,

an < an < Ctk +]€_ . Z Bai
Dy, Dy,—1 = Dy 3 (Bo; + Dg;) Dy, 1

¢ K p(1+8) ¢ v
< — — 1t <
_C+k_1+3+z§ it <k

puisque 'on a supposé v <1 — &.

Remarquons enfin que, sous les hypotheses précédentes, V,, est une sur-martingale
minorée par —k~" /3, et converge donc p.s. Par conséquent C,,/D,, converge p.s
sur {T = oo}.

Remerciements. Je tiens a remercier mon directeur de thése Michel Benalm
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Chapitre 7

Detailed summary of the article
?VRRW on Z eventually gets
stuck at a set of five points”
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7.1 Proposition 8.3.1

The beginning of the proof is devoted to estimates on the number of visits to
the smallest points infinitely visited by the random walk. More precisely, we let
B denote the smallest point visited infinitely often, A= B -1, C = B+ 1, and
D, E, F, G... be the points following C.

We define, for all n € NU{+oc} and for all A, B ...€ Z, A, B,, ... the number
of times A (resp. B ...) has been visited at time n.

The two following results are claimed in order to show that there exists an
a € [0,1[ such that C,/(C, + E,) — «, and that if o > 0, then there exists
B € [0,1] such that G,,/(G,, + I,,) — B.

Let us define, for all successive numbers L and M (M = L £+ 1),

1 - -
T = {Z {Xk*jlv!L’Xk M} < 4o00}.
=1 k-1

Lemma 8.2.3 Let K, L and M be three successive numbers, increasing or
decreasing. Then Y x =Y m.

PROOF: Using conditional Borel-Cantelli lemma,

Lixy 1=L,x,=M} 1x, =1
T — k—1 sk < — D e S < — ,.r .
LM {k%l Vv +o0} {kEN Kot M +o0} LK

O

Proposition 8.3.1 LetQ, R, S, T, U be five successive numbers, increasing
or decreasing. Then

a)

1

Vo=Io(Ro+To) = (T = 1) = ) o —

k=1

Lixy 1=Q.x=R}

and
Zy=I(Ry+T) —In(T, —1)— )
k=1

1
— 1 _ _
Ry + Ty, {Xk-1=Q,X,=R}

n

Ry
+ L
kz:; (Rk—l + Tk—l)Tk—l {Xk-1=U,X,=T}

are supermartingales.

b)

R,
Yor < {R 1T

TQ,R N {Od > O} C TU,T-

—a€l0,1[}
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PROOF: The first statement of b) follows from the first statement of a), since

- 1
Tor C {; ml{xkflzq},xszg} < 400} C {Y, bounded below }

n Tn n
Fin + converges } C { R —a€l0,1]},

C1Ya C
{Y,, converges } C { T R 4T

The second statement of b) follows from the second statement of a), since

n

1 - _
TorN{a>0} C {Z gk_l_f’;k_}z} < +oo} N{a >0}
— R+ T

1{Xk—1:Qan:R}
Ry 1+ Ty

C {Z, converges } N{a >0} N{
k=1

< +oo}

- Rie
} Lixy s=vx=1} < +00p N1 >0
{; (R 1+ Ty 1)Tx 1 {Xk-1=U,X3,=T} n{ }

" Lix,_,=U,X,=T}
C {Z k Tk_l u < +OO} = TU,T-
k=1

O
Let us define the set R’ of points visited infinitely often and, for all A € Z,

Q4= {A=infR —1}.

Let B, C... be the integers following A. Lemma 8.2.3 and proposition 8.3.1
imply that

Ch
Q4 CYTpa=Tpe C{3ael0,1]/ C 3B %€ [0, 1]}

and

Gn
QAﬂ{a>0}CTB,Cﬂ{a>0}CTF,E:TF,GC{G ; — p€[0,1]}.

7.2 Proof of lemma 8.6.2

We now need to study the case @ = 0, and similarly the case § = 0. In fact,
we will prove that @ > 0 a.s on €24, and that nevertheless the case f = 0 is a
priori possible but implies H,,/(H, + J,) = 8’ > 0.

We begin with the proof of the following lemma.
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Lemma 8.6.2 Let B, C, D, E and F be five consecutive points. Then

n

F,

T N{L
zo M {lim D, + F,

The heuristic underlying this lemma is that the case

Fo=TgecN {limﬁ =0}n {liminf% =0}
can be compared to an unstable equilibria. More precisely, it is natural to think
that there is a ”competition” between the numbers of visits to points B and F'.
We will prove on one hand that if we start from a configuration where F' is more
visited than B, then the number of visits to F' with respect to the number of visits
to E' will tend to increase, and eventually liminf £, /D,, > 1 with a reasonnable
probability, which leads to a contradiction. On the other hand, if for p > 1, F,
remains smaller than pC), for large n, then the noise inherent to the behavior of
the random walk implies that eventually one of the terms D,, and F, becomes
more important, i.e liminf E,,/D,, # 1.
Henceforth assume we belong to I'y. Let us define, for all n € N,

The first result we need to prove is that p, remains enough large to generate
a stable noise.

Lemma 8.3.8 Let L, M, N and O be four consecutive integers. Then, for
all b < 1/2, there exists almost surely n € N such that, for all k € N such that
M, + N, > n,

My, + Ny,

L+ 0> b—r——.
k b= ln(Lk—i-Ok)

This lemma implies that, for enough large n € N,

1
Dy, > .
Pn= D,
Indeed, for enough large n € N,
3 D,+E,
Co+F,>-—F———.
T 2 S, £ Fy)

Now, either p, > 1/5or (4C, < E,, and 4F,, < D,,). Similarly, either p,, > 1/3
or D, € [2E,/3,3E, /2] (observe for instance that D,, < C, + E,, < 3E,,/2 when
Pn < 1/3).
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This implies in particular that, either p,, > 1/5 or 2 max(C,,, F;,) < max(D,, E,)/2 <
min(D,, E,).
Assume for instance C,, > F,,. Then
C, i 1 D, + E, S i 1 bE,/3 S 1
Cn+ E, — 16In(2C,) C, + E, — 16In D, 5E,/4 — 4In D,

v

The other case is similar.

First, we apply this underestimate of p, to bound the term C,,/(C, + E,) for
enough large n. Afterwards we estimate the variations of In E,,/D,,, and use these
estimates to show for all y > 1 that F,, < uC, for enough large n. Then we show
that this last case is a.s impossible.

First, let us show that, given pu > 1, there exists a.s 7y € N such that for all
n, jo € N with n > jy > 49, p,, remains smaller than pp;,.

The result is a consequence of the following lemma.

Lemma 8.3.3 Let, for alln € N,

1 - - C
I, = H 1+ {Xk—ch;Xk C’}), M, = n
1<k<n k

with the convention that 11y = 1.
Then, for allv < 1/2,
1) M, is a nonnegative supermartingale.

2) supy, o (Mn = Mjo) < 0(1/(Cjo + Ejo)”)-

In order to simplify the summary, the stopping times Ty, T, T and T3 defined
here are not the same as those defined in the article.
Given € > 0, define the stopping time

"1 - - 1
Ty = inf{n > iy/ kz {X’“_laz’xk_c} > e} Anf{n > ig/ pp < o Dn}.
=10
For all v €]0,1/2[, we obtain that for n < Ty and jy € [ig, n], if we assume
Dj, enough large,
Pn < Pio. + 1 ’
1T, Hjo (Cjo + Ejo)u
which implies

11,
n< 5. __° < -
p — p]O HJO + D]UO /‘[/pjo

for enough small € and enough large D, , since p;, > 1/4InDj;, and II, <

1{x, =B,x,=C}
XD (Y TP <

We now define stopping time

T =T, /\inf{n > 20/ 3]0 € [Z(),TL]/ Pn > N/ﬁjo}'
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In order to estimate the variations of In E,,/D,, we define, for all j, € N such
that X;, = D, a sequence a, as follows :

@ = Jo
{ Vn €N, apy1 =inf{k > o,/ Xy, = D and Xy = E}
and our goal is to give an estimate of

E E
In 2t _ Jp Zon
n n Dan

D

Qn41

At each visit to point D, the probability to go to F is Ey/(Cy + E)) at time
k. Similarly at each visit to point E, the probability to go to D is Dy /(Dy, + Fj)
at time k.

First assume Dy /(Dy+ Fy) is near D, /(D,, + F,,) for all k£ € [a,, ap41], the
law of the number of visits to E between times o, and oy, is near the law of
first success with probability D, /(D,, + Fa,), and therefore has an expectation
of nearly (D, + F,,)/Da,. The similar remark is true for the number of visits
to D between time [ay,, a;,41]. Under this assumption, we obtain

E, E 1 D, +F 1 C,, +E
E 1 n+1 _ l Qn A ~ Qn Qn _ [677) [677)
( ! Dan+1 ! Dan | F n) Ean Dan Dan Ean
~ Dan +Fan _(COln+Ean)

D, FE,,

Unfortunately, we have to deal with the possibility that Fy/(Dy + Fy) or
Cy/(Cr + E)) change significantly between time «, and ay,y1.
To this end we define, given ¢ €]0, 1] and jy > 79, a stopping time

T =T A 1nf{n > ]0/ Dn > Q}a

and construct for instance a random variable V' (given by lemma 8.5.4) whose
expectation and variance may be estimated by

Cocn+1 NT3 + Ean

and such that V =D, ., — D,, when o, <T5.
Using this tool, we prove the following lemma.
Let us define, for all £ € N,

Ry = Dy + F, — (Cr + Ey).

Lemma 8.6.3 Let jo € N be such that X;, = D; let ¢ €]0,Cst[. Then there
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exist random variables (Dy)nen, (Eﬂ)nEN; (€n)nen, (Tn)nen adapted to the filtration
(fan)nEN such that; Zf oy, < T3, then

1)D, =D, , E, =E,,
2 E _ Ran+1/\T3

En+1
2)1In = —1 = s
)In n D Fo.

n+1 Dn

3)E(6n+1 | fan) =0, E(eiﬂ | fan) <

+ €n+1 + Tn,

Cst.q Cst

e, |Tn| £ s
(n+Dj0)2 (n+Dj0)2

A first consequence of this result is the following lemma.
Given 75 € N and € > 0, let
T oc = {Piy < €/2 and min(D;,, E;) > 1/€'}.

20

Let us define the stopping time

Lemma 8.6.5 'y C Ujpen({72 = +00} N T4 e)-

As seen above, the proof of this lemma relies on the fact that, each time
F, > uC, for a given constant u, the probability that liminfy ., Eyx/Dy > 0 is
greater than a constant. This fact needs technical arguments, since it has to deal
with cases where F' is too large in comparison with C),, which complicates the

estimates of
E

Qn 41 _ ln Ean

D D,

This proof also needs an estimate of a sum involving the number of visits from
B to C between times jy and «, given j, € N (recall that (a;,).en depends on
Jo since ag = jo). This corresponds to lemma 8.6.4, claimed hereafter.

Let us define, for all successive integers B and C (C = B+ 1) and i, j € N
such that j > 1,

In

Qn+1

J
(BC)Z',J' = Z Lix, =B, x,=C}
k=i+1

Lemma 8.6.4 Let us define, for all r € N, the stopping time
W, =inf{n >r/ s, > A}.

Suppose p €]1,Cst[, A €]0,Cst| and € €]0,Cst(p)[. Then, on I'1 e, ani1 <
Ty AN Wy, implies
& (Bc)ak,a‘+1 ~
Z DB, = 2Puc
=k 3
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Next we prove that, when F,, < uC), for sufficiently large n, the conclusion
lim E,/D,, = 1 (since C,/(C,, + E,) — 0 on I'y) holds with probability 0.

The idea behind this last part of the proof of lemma 8.6.2 is to make use of the
arguments developed in the proofs of non-convergence towards repulsive traps.

If we consider a stochastic algorithm (z,),en taking values in R, whose beha-
vior can be written as

Tp+1 — Ty = Yn + Cn+1 (6n+1 + rn—|—1)

and satisfying the following conditions, given a filtration F = (F,,),en,

1) (Zn)nen; (Yn)nen, (€n)nen and (7,)nen are F-adapted random variables ta-
king values in R, (v,)nen and (c,)nen are deterministic sequences taking values
in Ry, (¢y)nen having an infinite number of positive terms,

2) for all n € N, z,, and y,, are of the same sign,

3) E(ent1 | Fr) = 0, liminf, o0 E(€2,, | F,) > 0 and there exists a > 2 such
that limsup,,_, o E(|€n11]® | Fn) < +00, D72 < +o0,

then the trap x = 0 is avoided with probability 1 (see theorem 3.2.2, chapter
3), i.e P(lim, oz, = 0) = 0.

In the case of VRRW, we can write that

Tpt1l — Tn = Yng1 + €pg1 + To,

where

o 1 E’n o Ran+1/\T3
Tp =M ==, Ypy1 = D. E )
anay,

n
and €,,1, 7,41 are given by lemma 8.6.3.

The problem here is that we can’t say that =, and y,; are of the same sign.

However, we can observe that, roughly, the term R,,,, only increases with
the visits from G to F' and decreases with the visits from B to C.

Heuristically, we therefore can say that, when x, ”tends” to increase (resp. to
decrease) the random walk tends to go "more to the right” (resp. "to the left”),
which implies that y, also ”tends” to increase.

The precise tool behind these remarks is the definition of a partial order on
the random walks. Lemma 8.5.1 claims the following result.

Assume we deal with two random walks M and M’ such that at each point
j € Z, for a same number of visits to 7, if M’ has more visited j+ 1 than M and
less visited j — 1, then M’ has a greater probability than M to go right. Then
we can couple M and M’ such that for all j € Z, for a same number of visits to
j, M’ has more visited j + 1 than M and less visited j — 1. In this case, we write
that M' > M.

It is easy to prove that, given two random walks M and M’ such that M’ >
M, if we keep notations A,,, B,, ..., and R,, oy, p,, P, concerning M, and make
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use of notations A/, B, ... and R}, o, p, ., for the corresponding definitions
with M’ then, for all n € N,
w > Ra,.

o,

Having defined a partial order on random walks on Z, we observe that the
noise inherent to the behavior of In F,_ /D, is related to the uncertainty on the
visits from D to C' during the time D, remains of the order of D; . Indeed, for
all n > jo > 4y such that n < Ty, p, < pupj, and F,, < pC,, which implies
Pn < 2pn < 2upj, < 4ppj,.

This latter remark gives the idea to define, concurrently to the VRRW called
M, a random walk M’ with the same conditional probabilities as M starting
from all points different from D, but such that, given g and g3 > 0,

P(X;, =C | Xj=D, ) =p; ] €ljo, ]
P(XJI'+1 =C | X]I' =D, F;) = p;- otherwise,

where r = D;; and, for all n € N,

__ g — g
Pr=pa(l - =) , I, =P, (1 — ———).
V 2pj0Dj0 V 2pj0Djo

The advantage of such a definition is to generate a trend towards the right for
M/’ in comparison with M, enough significant to cover the noise and nevertheless
not too large, so that the probabilities of a same group of paths for M and for
M’ are of the same order.

More precisely, this new random walk M’ satisfies two properties. First, the
behavior of In(Ej, /D, ) can be written similarly as the corresponding behavior
of In(E,, /D,,) but with an additionnal term for n < |gsr| corresponding to
the lower probability to go to C starting from D. Second, given any group of
paths, we can precisely bound the probability for it to hold for M’ given the
corresponding probability for M.

Statement There exists (F., )nen-adapted random variables (€,)nen, (7] )nen
such that for all n € N, "

, Cst.p; Cst
E(ep 1 | Fo,) =0, Ble | Fiy) < — 2o || < ————
(€ | Far) =0, E(e)y | Fi) < 1Dy Il < (n+ D)

and, when a;,; <715,

Ee E; Ry Cst
’ ) D '
—ln o o g > e 92 0 e 41 ifnel0,|gsD;
D,a/ D,a/ - DIa, E;, D.]O Dj n+1 n [ ng ]OJ
n+1 n n n
E’ 7 ! / ,
—1In ‘I"n+1 —In 7'n > ll%alel +€:’L+1 41! otherwise.
D%H D% Dag.b Ea;.b

— 1],



112 CHAPITRE 7. SUMMARY OF THE PROOF OF THE CONJECTURE

Lemma 8.5.2 For all € > 0 and for all mesurable group of paths C,
PM’(C | f'jo) < M(g%g)PM(C | fjo) + €,

M (g, €) being a constant depending only on g, and €.

(the lemma is stated with kg instead of jy in the proof).

These two lemmas will imply that, for all j, > iy, the probability that
liminf E,, /D,, # 1 or T, < +00 conditionally to Fj, is greater than a constant.

Indeed, taking g, enough large implies that the sum of the | g3 Dj, | terms

Cst.ge  [Dj,
D D

Jo

Jo
is with large probability greater than the contributions of the noises (e,), (€),)
and of the terms (ry,), (r;,), which ensures that liminf £}, /D;, > liminf E,, /D,,
with large probability. On the other hand, the paths follovved by M’ are followed
by M with a significant probablhty(decreasmg as gp increases).

More precisely, for enough large ¢ € R}, letting

Dj
A={ sup |Z€k+1‘<0\/ —, Sup ‘26k+1|<c D]O 5
Djq j

k1€EN, n>k; k=ki k1€EN, n>k; k=k; 0

we obtain by Doob’s inequality that P(A¢ | Fj,) < € if we choose ¢ = Cst/V/¢
and, if we assume Dj, large enough,

S lnl e[ Skl <5

keN* JO keNe

Define, for all n € N,

B, /Dl
Ean/Dan
and 7, = Supyepo ) M- Then, if we belong to A,

m, = In

-1 R, R D D
o> Yet1 Q41 C'st. Jo _ 4 Jo_
m Z(DI El Dak Eak) +Cs 9293 Djo c Dj

0

Now, an easy calculation (detailed in the article) shows that

n-1 PRI n—1
( O‘;c+1 _ Rak+1 ) > 9% ) ‘ROLIH—I‘
! ' - n-—
2D, B, Da,Fa, £~ D, Ea,

and that
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for all n € N such that a,, < Ty on A.
In summary, on A,

my > (CSt-9293 —4c — 966pj0) gi > C\/gz(f
j

J

if m,, < 6¢y/pj,/Djy, taking go = C'st.c/gs. We similarly prove this inequality in
the other case for m,,.
In summary, we obtain that, on I'o N A,

liminf £, /Dy, > 1

when T, = 0o and T = co. We let C; denote the group of paths followed by M’
on 'y N A. Then Py (Cy | Fj,) > 1/2 if we take € enough small. This implies by
lemma 8.5.2 that

Pu(C | Fip) = M{ga,&)(1/2 — ).

Therefore the paths followed by M’ on I'y N A are also followed by M with a
reasonable probability, and

liminf E, /D, > 1

on these paths. This finishes the proof of lemma 8.6.2.

7.3 Proof of Q4 CQyprUQ4; U0y,

We now wish to deduce from lemma 8.6.2 that & = 0 on Q4, and that 8’ =
lim H,/(H,+ J,) # 0 when 8 = 0. The first result we use to this end is that if we
belong to the second event involved in lemma 8.6.2, i.e if lim inf F,, /(D,, + F},) > 0
and if we also belong to Tz ¢, then there is a few number of visits from C to D,
i.e we belong to Y¢ p. The second result we use in the proof of this fact is that if
we belong, given three consecutive integers P, () and R, to Tpgo N YTg g, the fact
that there is a few number of visits from P to ) and from R to () is equivalent
to the fact that there is a few visits to @, i.e that ) is visited finitely often.

Corollary 8.3.2 Let P, Q, R, S and T be five successive integers, increasing
or decreasing. Then

n

TP,Q N {hm sup m

< 1} - TQ’R.

Lemma 8.2.4 Let P, Q and R be three consecutive integers. Then

TpoNTro={Qx < +00}.
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Let us now prove that these results imply that o > 0 on 4. Indeed, using
lemma 8.6.2, corollary 8.3.2 and lemma, 8.2.4,

F,
D, + F,
C QAQTC,B C TA,BQTC’BHQA =0 a.s.

Qan{a=0} CQs4NTpeN{liminf > 0}

We now prove that 8/ = 0 when 8 = 0. First, ' exists in this case, using
lemma 8.6.2 and corollary 8.3.2 :

G H
Yrg N {li " =0} C Yy C{=+""— "€ [0,1[}.
F;G {lmGn+In } G;H {Hn+Jn_>ﬂ [’ [}
Second, applying again these two results,
H
Yo NAli " =0} C Yy, ="The
G,H {1m H,+J, } H,J H,G
Therefore

CQAN{Gy < +o0} N {lim =0} =0 as.

_n

H, + J,

In summary, we have proved that
Qa=QarUQ4;1UQyo

a.s where
QAyF = QA N {Goo < OO},

C,
Qa1 ="TapNTrcNYreN{3a €]0,1[35 €]0,1[/ =——— — @ and — BIN{Go = 0}

G
Cn+ E, G+ 1,

C
Qua ={3a €)0,1], I8 €]0,1]/ " n
a2 ={3a €]0, 1], 35" €]0,1]/ Cn+En—>aand 1T

N TA,B N TB,C’ N TF,G N TG,H N {Goo = OO}

— 3'}

Let us now give some indications on the proofs of corollary 8.3.2 and lemma
8.2.4. Corollary 8.3.2 is a direct consequence of the lemma 8.3.6.

Lemma 8.3.6 Let P, Q, R, S and T be five successive integers, increasing
or decreasing. Then, for all v >0 and v+ < 1,

(1) TpoN{Qw = oo} N {limsup R nT <4}
In In
< =
C {lim SUp R lim sup o S <74} N{Qx = o0}

CYorN{Rsw = Sec = 0} a.s
(2) TpQﬂ{Qoo—oo}ﬂ{hmlnfR fn

T >y} C {hmmfl1 S: >y} a.s.
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Let us give a short proof of lemma 8.2.4 :

1 _ _ 1 _ —
TP,Qm TR,Q _ {Z {XleP,Xk Q} < OO} N {Z {XleR,Xk Q} < OO}
keN* k keN* k
1ix, —
(10— (g <o
kEN k

7.4 Proofs of P(241) =0 and P(Q49) =0

7.4.1 Introduction

It remains to prove that P(24,,) = 0 and P(Q242) = 0.

These two proofs rely on the same principle. Let us first explain the case {14 ;.
Firstly we show, using ideas related to convergence with positive probability
towards an attractor, that H,/D, # 1 implies H,/D, — 0 or H,/D, — oc.
Secondly we also can estimate the rate of convergence towards 0 or oo, which
leads us to prove that in this case In H,/In D,, tends to 0 or to +oco as n tends
to infinity. Thirdly we make use of this latter result to prove that the VRRW
eventually gets stuck either between B and F' or right hand from F', which leads
to a contradiction.

The proof is similar on €24 o, if we take I,, in place of D,,. However, the case of
(24,2 needs beforehand an argument showing that points B to L are all regularly
visited. To this end, we need to discriminate between the case the random walk
eventually gets stuck at a strict subset of [B, L] and the case the frequency of visits
at points B to L is enough large to ensure that we can estimate the variations of
I,,/D,,. These two cases correspond respectively to {8’ < a} and 8’ > a}.

Let us now claim first a lemma and its corollary giving conditions ensuring
that the random walk eventually gets stuck left hand from a fixed point, and
second a result of convergence towards an attractor suited to this part of the
proof.

Let us endow the following notation. Given two nonnegative sequences (s )nen
and (vp)nen, We write u, =< v, iff either limsupu, < 400 and limsup v, < 400
or Uy /v, — 1. We write u, = v, iff lim infu, /v, > 1.

Lemma 8.4.1 Let L, M, N and O be four consecutive states. Let a1, ay > 0
be two constants. Let py € N and (r(n))n>p, be a process taking values in 10, 1]
adapted to (Fp)nen-

Given my, po, o € N and v > 0, define the probability sets
Yo = {r(po) < 1—d and ¥n > py, N, < alL;(") and, Vn > p, r(n) < r(p)+L,"},

0,po,a1,d,r

v0 = {Vn > q, X, <O}

1,90
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and _
0 . =1{3i>me/ Xi = M and O; < a;M; "},
Then
N,O N,0 N,0
HO,;Do,al,d,T N (mm02p0H2,m0,a2,7‘) C queNHqu .

Corollary 8.4.1 Let L, M, N and O be four consecutive states.

In O, . In N,
{lim inf 2% | limsup " < 1} € {Ox < 400}.

Lemma 8.4.2 Let (Gn)nen be a filtration. Let (Yn)nen, (Yn)nen, (€n)nen and
(Sn)nen be sequences of G,-mesurable random variables, taking values in RT (resp.

Rf, R, R), and such that
Z\sk\ < oo and ZE(ez+1 | Fi) < 00 a.s.

keN keN

Let A > 1 possibly infinite, and let p € [1, \/X]

Assume
Iny, 1 —Iny, = 7n(yn - 1) +e1tsn Yys € [/\_17 /\]
Ynt1 > p 1A if Yo > A
Yn+1 < PAT if yo < A7
Then y,, enjoys the following properties.
1)

{yn # 1} C {liminfy, > 1} N {limsupy, < 1}.
2) If A = oo, then

{yn # 1} C{Iny, <> wlyr — 1}

If A < o0 and

> =40 on | J [ e N AL
kEN neN k>n
then
{yn # 1} C {liminfy, > p=>A > 1} U {limsupy, < 17" < 1}.
3)

{yn = 1} C D wlye — 1| < +o0}.
keN
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7.4.2 Proof P(Q4:)=0
Let us define, for all 4 > 1, a, b €]0,1] and iy € N the stopping time
Ty =inf{n > iy/ E,/(Cy + En) & [Nilaa pal or G /(G + 1) & [Mflba (b]}.

Then
QAI C UngNabEOl {TI +OO}

Lemma 8.7.1

JIn 1x,-r B, 1x,-F

Let us define, for all n € N, the time k, of n-th return to state F'. Let us
define the stopping times

Uy =inf{n > iy/ F,/G, > e or F,/E, > €},
and T2 = T1 A U1.
Lemma 8.7.2 Let a; < Cst(u,b). Assume > 1+ € and k, > iy. Then

P({Grioy sty > HGi} | Fey) < exp(=Cist. (s — 1)~ bm).

Let us define, given i € N and a; < Cst(p,b), such that X;, = F, the
stopping times
Uy =inf{n > 4o/ IV € {D,E,G,H}/ 3k € N/ ki > ig and K(14a )6 < 10
and Vn(1+a1)k > uVi, }

and T3 = T2 A U2.
Then, for all p > 1and e < p—1,

QA 1 C UzoeNa a1,b€]0,1 {T3 +OO}

Lemma 8.7.3 Letiy € N, a, b €]0,1[, pu €]1,2[ and € €]0, u — 1[. There
exist sequences of F, -mesurable random variables (Dp)n>ko, (Hn)n>kos (€n)n>m.
(Tn)n>ke such that, if k, <Ts, then

I)Dn = Dnnaﬁn = Hnna

I:In—l—l ﬁn Gnn + Inn - (Cnn + Enn)

2)In = —Iln— = + €ni1 + T,
) Dn+1 Dn n(GNn +Eﬂn) !
5 a2+ b2 a2 +b72
3)E(ent1 | Fi,) =0, E(€ypy | Fi,) < Cst. T y el < Cst.T.

< oo}
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Let, for all k£ € N,
Rk :Gk+Ik - (Ck+Ek)

Lemma 8.7.4

: | R, |
Q lim H,/D,, =1 _ .
an © lim B/ Do = 10D i =gy < +0)

Sketch of the proof. We observe that, forallk € N, Hy < Gy+1, < F,+Hi+J;
Now lemma 8.7.3 implies that, when &, < T,

1 Hn+1 1 ﬁn ﬁn - bn + + + Snn
n— - N—=-=——7"- €n Tn —
n+1 Dn n(Enn + G’in) i In’(Elin + Gﬁan)

where
Z —|S'€"‘ < 400
n(E, + Gg,)

by lemma 8.7.1.
The end of the proof relies on lemma 8.4.2 and corollary 8.4.1.
O

The proof of the non-convergence of H, /D, towards 1 is similar to the proof
of lemma 8.6.2. For further details, see section 8.7.2.

7.4.3 Proof of P(Q42)=0

We first need martingales estimates for the VRRW, proved in subsection 8.3.2
of chapter 8.

Lemma 8.3.4 On the event {limsupIlnG,/Inl, < 1}, there exists almost
surely v > 0 such that

H, H, 1
sup(— — — o(—).
Lemma 8.3.7
YraNYrrN{ H — B €]0,1[} c {InG Hn g }
_— nG, — — In 1, converges}.
F.G LK H +J, ) H +J, q

Let L, M and N be the integers following K. We assume, without loss of
generality, that we belong to T, k. Indeed, on €249, we belong to Tr ¢, T r and
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Y k.1, which implies by lemma 8.6.2 and corollary 8.3.2 that either lim L, /(L,, +
N,) > 0 or we belong to T, . The first case is impossible, since P(Q2p1) = 0.
Let us define, for all n € N,

En m(n)

 Ch+E,’ B

Hn) “H,+J,

Let us define, given p > 1, a, @’ € Rf, I, m €]0, 1], the stopping time

Ty = inf{n > iy/ F, & [ *aD" paD!™] or G, & [~ 'a' I™™ | paI™™)]
or I(n),(n) & [l pl] or m(n),7in(n) & [u~"m, pm]
or 3k € [ig,n]/ |l(n) — (k)| > D;” or |m(n) — m(k)| > I."}.
Then lemmas 8.3.4 and 8.3.7 imply that, for all u > 1,

QA52 C UiOENaaya’5V>07l7m€]071[{T1 = OO}'

The following lemma 8.8.1 implies that, on €245, points B to K are regularly
visited by the random walk.
Lemma 8.8.1 P(f' <a}NnQus) =0.

Let b €]0,1/2[. Define the stopping time
U, = inf{n >iy/ I(n) + m(n) — 1 < b or I(n) + m(n) — 1 < b},
and T, = T1 A U;. Then, for all u > 1,

Qa2 C UigeN,a,a’,u>0,b€]0,1/2[,l,m6]0,1[{T2 = +00}.

We assume, without loss of generality, B;,, ... K;, as large as necessary. We
suppose iy is large enough, and take b smaller if necessary, so that, for n € [ig, T3/,
I(n) <1-0b, F, < D:"* < ebD,, and similarly m(n) < 1—b, G, < I17° < ¢bl,.

Let us define, for all n € N, v(n) = p~!(I(n) + m(n) — 1). Observe that, for
all n € [ig, Ty[, v(n) > p='b.

Given A > g > 1, let us define two random sequences (&, )nen, (€x)nen, a5
follows : & = jo and, for all n € N,

En = inf{k > &,/ I € [\"'Dy, ADg]}  otherwise,

and 5
€ni1 = inf{k > &,/ X =G and Xy = F}

in all cases.
For all £ € N; let

T,p=inf{n>k X, =F}, T_,=inf{n > k/ X,, = G}.
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Lemma 8.8.2 If Ik S ADk; then
P(Hr, , > Hy+ H, " | Fe) < exp[-A\ "' "mad' [71"].

We obtain similar inequalities if we replace H by G, I or J for 7'y, and by C,
D, For FforT_.

Therefore, let us define, for all n € N, the stopping time
Uy = inf{n > io/ 3V € {G, H,1,7}/ 3k > io/ It < ADy , Tup <o and Vi, = Vi > 17"
3V e{C,D,E,F}/ 3k >iy/ D < My, T_ <ipand Vp_, =V} > V;cl—v(k)}'
Then, for all x> 1 and A > 1,

Q4,2 C Uigenyaa w>0,b€]0,1/21,melo, {13 = 400},
where T3 = Ty A Us.
Remark that in particular, for all V € {C, D, E, F,G,H, I, J}, for all §, < T3
such that &§,_; > 149, then V,, < T/"£ +Vv v(€n-1) . A consequence is that I, €

&n—1
(A tu™Dg,, AuDy,] as long as &, < T3.

Lemma 8.8.3 There exists a constant e > 0, depending only on b, A\, u, [
and m such that

F: G
7&1 En t en1§n<T3.
&n
Moreover,
Ksn Be,
&n<T3 En<T3 €n<T3 En<Ts nosn

Let us define the stopping times
U; = 1nf{n > 7,0/ anng/Dgn < GTL} , T, =UsNT;s.
Let, for all £ € N,
Rk = Hk + Jk - (Ck +Ek).

Lemma 8.8.4 Letiy € N, a, d, v > 0, b €]0,1/2[, I, m €]0,1[. There
exist sequences of Fe,-mesurable random variables (Dy)pn> ko, (I n)n>kos (€n)n>m.s
(Tn)n>ke such that, if &, < Ty, then

1)D, = D, , I, = I,

In—f—l §
2)ln — —In— =
Dn+1 Dn anan

+ €ny1 + 7 if Ie, € [N 'Dg,, ADg, ],

De, \° De, '\
— 2 < Y (it S < . I
3)E(6n+1 ‘ Flﬁn) 0 ) E(€n+1 ‘ F ) CSt(A) (anan ) ’ |r"‘ N CSt(A) (an an )
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Lemma 8.8.5

R
Uiz € {Ie/ D = 10 (Y el <+

The proof of the non-convergence of I,,/D,, toward 1 is similar to the proof of
lemma 8.6.2. For further details, see section 8.8.2.
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Abstract : Vertex-Reinforced Random Walk (VRRW), defined by Pemantle (1988,[7]),
is a random process taking values in the vertex set of a graph G, which is more likely to
visit vertices it has visited before. Pemantle and Volkov (1997,[9]) considered the case
where the underlying graph is the one-dimensional integer lattice Z. They proved that
the range is almost surely finite, and that with positive probability the range contains
exactly five points. They conjectured that this second event holds with probability one;
the proof of this conjecture is the main purpose of this paper.

8.1 General introduction

Let (2, F, P) be a probability space. Let G be a locally finite graph, ~ be its
neighbor relation, and V(G) be its vertex set.

Let (X, )nen be a process taking values in V(G). Let F = (F,)nen denote the
filtration generated by the process, i.e F,, = 0(Xo,...,X,,) for all n € N.

For any v € V(G), let Z(n,v) be the number of times plus one that the
process visits site v up through time n € NU {00}, i.e Z(n,v) =1+ > 1" ;1x,-,.

Then (X, )nen is called Vertex-Reinforced Random Walk (VRRW) with star-
ting point v € V(G) if Xy = v and, for alln € N,

Z(n,x)
r~ Xy, .
2w, £ (0, w)

In other words, moves are restricted to the edges of GG, with the probability of
a move to a neighbor y being proportionnal to the augmented occupation Z(n, y)
of y at that time.

The reinforced random walks have been introduced in 1988 by Pemantle ([7]),
in the spirit of the seminal work of Coppersmith and Diaconis ([4]) who defined
the notion of edge-reinforced random walks, having at each step a probability to
move along an edge proportional to the number of times plus one that the process
has visited this edge.

Reinforced processes are useful in models involving self-organization and lear-
ning behavior; they can also describe spatial monopolistic competition in eco-
nomics. For more details on applications and known results in connection with
these models, we refer the reader to Pemantle and Volkov ([8],[9]).

Reinforced vertex random walks on finite graphs, with reinforcements weigh-
ted by factors associated to each edge of the graph, have been studied in Pemantle
(1992,[8]) and Benaim (1997,[1]).

Pemantle and Volkov achieved in 1997 results on reinforced random walks on
Z ([9]), which are described in the following. Recently, Volkov ([11]) generalized

PXppi=a | F) =1

1 AMS 1991 subject classification. Primary 60G17; secondary 34F05, 60G50.
Keywords : Vertex-reinforced random walks, urn model, random perturbations of dynamical
systems, repulsive traps.
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some of these results to a fairly broad class of locally finite graphs (containing
the graphs of bounded degree) by proving that, when the weights associated to
vertices are 1 (which is the case in this paper), the VRRW has finite range with
positive probability.

The remainder of this paper is devoted to vertex-reinforced random walks on
Z.

Define R={veZ/3IneN, X, =v}, R ={v€Z/ X, =v infinitely often}
and, for k¥ € Z and « €]0, 1], the six events :

(1) RR={k—-2,k—1,k,k+1,k+2};
(ii) nZ(n,k —2)/Inn — a;
(iii) nZ(n,k+2)/Inn —- 1 — «;
(iv) Z(n,k—1)/n — a/2;
(v) Z(n,k+1)/n— (1 —«a)/2;
(vi) Z(n,k)/n — 1/2.
Pemantle and Volkov ([9]), proved the following results.

Theorem 8.1.1 P(|R| =5) > 0 and P(|R| < +o0) = 1.
Theorem 8.1.2 P(|R'| <4) =0.

Theorem 8.1.3 For any open set I C [0,1] and any integer k € Z, there exists
with positive probability oo € I such that the events (i) to (vi) occur.

They also proposed the following conjecture.

Conjecture 8.1.1 There exist almost surely k € Z and o €]0,1[ such that the
events (i) to (vi) occur.

The main purpose of the present article is the proof of this conjecture. In
fact, we prove the following result which is a little more accurate. Define the two
events

(ii,) dC, € Rj_/ Z(’fl,k‘ - 2)/na — C;
(iii’) 3C, € R%/ Z(n, k +2)/n'=* — Cy.

Theorem 8.1.4 There exist almost surely k € Z and « €]0,1[ such that the
events (i), (it"), (i), and (iv) to (vi) occur.

We have used some results of Pemantle and Volkov ([9], [11]) : we point it out
in the concerned parts. We have also used a result of Benaim about convergence
with positive probability towards an attractor.
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8.2 Introduction to the proof

8.2.1 Notations

For a sequence (v,) of F-adapted random variables (v, is F,-mesurable for
alln € N), let F(,,), .« = (Fy,)nen denote the filtration defined as follows : for all
neN AeF, <= VgeN, An{y, <q}eF,

Let us denote, for all z € R, 2 = max(z,0) and 2~ = — max(—z, 0).

The notation Cst is used to denote an arbitrary universal constant ; similarly,
we write C'st(ay, ag, ..., a,) for a constant depending only on ay, as, ... a,.

We say for simplicity that a property holds for z < Cst(as,...,a,) (resp. for
xz > Cst(ay,...,ap)) when there exists a constant ¢, which depends only on ay,

. a, so that this property holds for < ¢ (resp. for z > ¢). The same remark
holds when we first say we assume z < Cst(ay, - ..,a,) (resp. x > Cst(ay,- .., a,))
and further consider properties involving z.

Given sequences (U )nen and (v, )nen, we write u, = O(v,) when, foralln € N,
lun| < Cst.|v,|; and u, = o(v,) when lim,, , t, /v, = 0, with the convention
that u,/v, = 0 when u,, = v, = 0. If (uy,)nen and (v, )nen are taking values in R,
we write u, < v, iff either lim sup u,, < 400 and limsupv, < 400 or u,/v, — 1,
and u, > v, iff liminfu, /v, > 1. We write u,, = v,, iff limsup |u, — v,| < +o0.

Given u, v € R U{oo}, we write u &~ v iff u = v = o0, or u < 00 and v < 0.

We also write, to simplify notation, f = g; + ...+ g + 0o(<) whenever f =
g1+ ...+ gk + o(gi)-

We write for simplicity, for all integer I € Z, for all m, n € NU {o0}, I,, =
Z(n,I), and Iy, = Z(n,I) — Z(m, I).

We also write, given integers I, J and K such that J =1+1, K =J +£1, for
allm, n e N,

(IDn =Y 1x, s=1x=0, [ D)mp = (I)n = (I )m,
k=1

(IJK)" = Z 1Xk72:I,Xk—1:J,Xk=K7 (IJK)m,n = (IJK)n - (IJK)ma
k=1
and given two integers P and () not necessarily successive,

(P/Q)(n) = P(sup{k € N/ Q¢ =n}).

We will make use of the following conditional Borel-Cantelli lemma at various
steps of the proof.

Lemma 8.2.1 Let F = (F,)n>0 be a filtration, and consider a sequence (&,)n>1
of F-adapted random variables.
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Assume that the r.v (&,)nen are nonnegative and bounded by a constant C' (for
instance &, = 1r,, with T, € F,). Then

) & <+t ={D)_E(& | Fai) < +0} as.

8.2.2 Introduction to the proof

Let us define, for all A € Z,

QA = {A = infR' — 1}.
Theorem 8.1.1(Pemantle and Volkov) implies that
Q C UAEZQA-

Therefore proving theorem 8.1.4 is equivalent to showing that, for all A € Z,
conditions (z), (i), (i7'), and (iv) to (vi) are satisfied on Q4, for k = A + 3.

From now on we fix A € Z, and let B, C', D, E, F, G and so on until letter
K in alphabetical order denote the integers following A.

We first observe that there is a few visits from B to C on {24.
Let us define, for all successive numbers L and M (M = L £+ 1),

1 = =
Yo ={) {X’“—EWL’X’“ M < 400}
1 k-1

The event Ty, 5y corresponds to the fact that there is a few number of visits
from L to M. We mention in the two following lemmas a few properties satisfied
onY L,M-

Lemma 8.2.2 Let L, M, and N be three successive integers, increasing or de-
creasing. Suppose we belong to Yy N { M = co}. Then

n

- Ix, =N x=M
Z Lxp i=L,x0=M = (Mn) ) Z Ic;w—k =InM,.
k=1 k=1 k—1

PROOF: The first estimate follows from Kronecker lemma. The second estimate
follows from

n

n n
o Ix,=m Ix, ,=0,x,=Mm Ix, =~Nx,=m
M, =3 M 3 X NN N X NN
k=1 n k=1 n k=1 n

O

Lemma 8.2.3 Let K, L and M be three successive integers, increasing or de-
creasing. Then Y x = Tr .
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PROOF: Using conditional Borel-Cantelli lemma,

1{X =L, Xp=M} Ix, =1
T = i L AR N T < 4o} =Tk
LM {; -1 )= {; Ki—1+ Mg s e

O
The first important result of the proof is Proposition 8.3.1, which implies that

QACTBA—TB(;'C{HOJE[Ol[/C o CM}

and

TpeN{0<a<1l}CYrr="Tre C{38€]0,1]/ — B}

n
G,+1,

This means that, when there is a few visits coming from B to C, then the
visits from B have a negligible influence on the behavior of C,,/(C,, + E,,), which
therefore tends to decrease. Conversely, if there is a few visits from B to C and
C,/(C, + E,) converges towards a positive number, then there is a few visits
from F to F.

The next goal is the study of the case a = 0, and similarly the case 5 = 0.
This study relies on lemma 8.6.1, which claims that, for all consecutive integers
P,Q, Rand S,

Q@n
Q@n+ 5y

This means that when @, /(Q,+S,) tends to 0 on Y p g, then @) becomes negligible
with respect to R.

This gives us a tool to analyse the case @ = 0, since it implies that there is a
few number of visits from C to B (we belong to Y¢ g). Since there is also a few
number of visits from A to B (we belong to Q4 C T4 ), we can deduce from it
that there is a few number of visits to B, i.e that B is visited finitely often.

More precisely, let us state the following lemma.

TP,Q N {hm = 0} C TQ,R = TQ,p.

Lemma 8.2.4 Let P, ) and R be three consecutive integers. Then

TpoNTro = {Qx < +oo}.

PROOF:

1x, - (X, =R Xem
TroNTre =1{>_ {X’“ P ook n (Y {X’“—é) B9« foo)
keN- keN- k-t

- {Xk =9 oo} = {Qu < +o00).

kEN*
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In summary, it follows from lemmas 8.6.1 and 8.2.4 that
QanN {a = 0} CcQan TC,B C TA,B N chB =0 a.s.

Let us now consider the case 8 = 0. In this case, §’ = lim H,,/(H,+ J,,) exists.
Indeed, applying lemmas 8.6.1 :

TF,G’ N {hm

" zo}cTG,Hc{HH" — B e [0,1[}.

And ' # 0, since lemma 8.2.4, and lemma 8.6.1 on Y¢ g, imply

n

TN N{lim ——
F.G G,H {lmHn+Jn

= 0} C TF,G N TH,G =0 as.
In summary,
QA C QA,F U QAJ U QA’2 a.s

where
QA,F = QA N {Goo < OO},

Ch G,
QA,I = TA,BHTB’CQTF’GrW{ElOé E]O, ]_[El,B E]O, 1[/ W — o and G 11 — B}Q{Goo = OO}

n Hn '
7Cn+En—>aand Hn+Jn—)ﬂ}

M TA,B N TB,C’ N TF,G N TG’,H N {Goo = OO}

Qa2 ={3a €]0,1[, 38" €]0,1[/

It remains to prove that, for all A € Z, 24, and Q4 are of probability 0.
In sections 8.7.1 and 8.8.1, we prove that H, /D, (resp. I,/D,) does converge
towards 1 on 4 (resp. on ,45). In sections 8.7.2 and 8.8.2, we prove that these
two cases are almost surely impossible.

In summary, we obtain that events (i), (iv), (v) and (vi) take place on 4
a.s, with £ = A 4+ 3. We conclude for (i7') and (73i') by applying lemma 8.3.7, in
the case P:= A, Q := B.

8.3 Martingales results

8.3.1 General martingales results

Let us recall the Chow theorem.
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Theorem 8.3.1 (Chow). Let (M,)nen be a square integrable martingale. Let

k=0

Then, for all r > 1/2,

(1) {<M>y<oo}C{3M, €R/ M, - My} a.s.
(2)  {<M >p=00} C{M, =o0o(< M >* (In< M >,_1)")} as.

n

Now observe that, given a supermartingale (M, ),en such that the variance of
M, 1 — M, decreases as 1/n'E with & > 1, M,, converges a.s towards a r.v M,
taking values in R U {—oo0} (by Chow theorem). The following lemma aims to
give an overestimate of the difference M,, — M., as n — oo.

Corollary 8.3.1 Let (M,)nen be a supermartingale such that, given € > 1,
V(Mpyr — M, | F,) = O(1/n%).

Then, for allv < (£ —1)/2,

(1) M, > M, € RU{—00} a.s

(2) M, — My <o(1/n") a.s

(3) supnzp(Mn — M,) <o(1/p") a.s
PROOF: Let us define, for all £ € N,

Upg = My — M1 — E(My, — My_1 | Fi—).

Then, for all n, p € N such that n > p,

My—M, =Y (Mq=M1)= > U+ > E(My— My | Fi)
k=p+1 k=p+1 k=p+1
<> U
k=p+1

Let A > 0 be such that A < (£ —1)2, and define a random process (S;,)nen by
Su=Y Ui, So=0.
i=1
Then (S, )nen is a martingale such that, for all n € N,

= E((Sns1 = Su)* | Fo) = 0V (Mysy = My, | F) <05
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It implies, by using Chow theorem, that a.s S, converges a.s towards a r.v
S« € R taking values in R.
Now, for all p, n € N such that n > p,

n

n 1 B n 1 1 S, Sy
2 U= 2 5= S = 2 S ) T T e

k=p+1 k=p+1 =p+1
Hence, if we assume p > C'st()),
- 1 1 2 1
|2 Ul s SIS G T e = oG
for all v < A.

O
We now state a lemma giving an exponential inequality for Bernoulli laws.

Lemma 8.3.1 Let (Z;);en be a sequence of i.i.d Bernoulli 0 and 1 variables with
probability of success p. Let, for all n € N*,

T4 Zat ...+ 2y

VA N ,
then
P(|Z = p| > a) < exp{—NH(a,p)}
with
e ifa<p, H(a,p) = L—FO (L)
2p(1 - p) p*(1—p)?

eifa=rp, r>0, a and p are small, H(a,p) = p((r + 1) In(r + 1) —r) + O(p*) > 0.

8.3.2 Martingales results for the VRRW
General martingales results for the VRRW

Let us first recall a short proof given by Volkov ([11],part 2.1) on the Pdlya
urn model, which led us to improve and shorten significantly the proof of the
proposition stated in this subsection.

Consider an urn containing balls of n different colors. At each time ¢ a ball
is drawn at random, and is then replaced together with another ball of the same
color. Let Z(t,7) denote the number of balls of color 7 at time ¢, and let Z(t) :=
>.; Z(t, 1) be the total number of balls. Consider

o Z(,1) Z(t,n)
a(t) = ( 720 200 )

to be the relative distribution of colors at time ¢.
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Lemma 8.3.2 (Pdlya urns). The vector a(t) converges a.s towards some random
element in the interior of (n — 1)-simplez A C R™.

In fact, it can be proved that lim; ., @(t) has a Dirichlet distribution with pa-
rameters depending on the initial distribution of the colors (see Pemantle, [6],
lemma 1).

PROOF: (Volkov) For all i € [1,n],

&i(t) = log Z(t) —log(Z(t,1) — 1)

is a nonnegative supermartingale. This implies that &;(¢) converges a.s to a non-
negative random value &;(00), and therefore

lim a(f) = (exp(—£1(00)), - - -, exp(—£a(0))).

t—o00

O

Given five successive numbers ), R, S, T and U, if we ignore the visits from @)

to R, the term In(R,, +T,)/(T, — 1) is nonnegative and tends to decrease. There-

fore, if there is a few number of visits from @ to R, T,,/(R,+1T,,) converges towards

a positive number. Conversely, we can prove that if R, /(R, + T,) converges to-

wards a positive number and if there is a few number of visits from @ to R, then
there is few number of visits from U to T'.

Proposition 8.3.1 Let QQ, R, S, T, U be five successive numbers, increasing or
decreasing. Then

a)
- 1
Y, =In(R,+T,) —In(T, — 1) — —1rx, = =
n( + ) Il( ) ZRk—l‘{‘kal {Xp_1=Q,X;=R}

and

3

1

— 1
le L+ Tyt {Xk-1=Q,X,=R}

n

1 U X
+Zl Ry 1+Tk )T {Xp1=U,X},=T}

Zn=In(Ry+T,) —In(T, — 1)—

are supermartingales.

b)

TQ,R C{ﬁ—)ae [0,1[}

TQ,Rﬂ {OZ > 0} C Your.
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PROOF: The first statement of b) follows from the first statement of a), since

- 1
Tor C {kz_; ml{xk—le;Xk:R} < +oo} C {Y, bounded below }

R, + T, R,
C {Y, converges } C { * converges } C { 7

S T T 1
T n+Tn—>a€[0, [},

The second statement of b) follows from the second statement of a), since
n

1 - _
YTorN{a>0} C {Z {;k_l_f’;k_m < +oo} N{a >0}
— R+ T

Lixy_1=Q,x,=R}
Ry 1+ Ty

C {Z, converges } N {a > 0}N{
k=1

< +oo}

- Ry 1
< Lix, —vxeer < +o0}N{a>0
{; (Rp1 + Ty 1)Tiy {Xk 1=U,Xx=T} n{ }

& 1{X _1=U,X,=T}
C {Z u Clrk_l k < +OO} = TU,T-
k=1

O

Remark 8.3.1 A. Bienveniie also worked on this conjecture of Pemantle and
Volkov in his doctorate thesis (1999,[3]) and proved that on the event R' =
{k — 2,k — 1,k k + 1,k + 2}, the asymptotic behaviour of the random walk
was really given by the events (i7) to (vi) (using ideas related to the theory of
continous vertex-reinforced random walks, e.g Sellke,[10]). Part of proposition
8.3.1, and lemma 8.2.2, give us a short proof of this result : indeed, on {R' =
{k -2,k —1,k,k+1,k+ 2}}, we belong to Yy_oj_1 and Yjiok4+1 by lemma
8.2.2. Therefore, applying twice the proposition (Q = k — 2, R = k — 1, and
Q=k+2, R=Fk+1)implies Z(n,k—1)/(Z(n,k—1)+ Z(n,k+1)) = « €]0,1].
Now we prove that events (7i) and (¢i¢) hold by applying lemma 3.5,[9] (with
Xn = Z(Yp, k —2) and Y,, = Z(v,, k) for event (i), vy, being the n-th return to
state k — 1).

O

Martingales estimates for the VRRW

Similarly as in Proposition 8.3.1, given four consecutive integers ), R, S and
T, R,/(R, + T,) tends to decrease if we ignore the visits from @) to R. We use
this principle together with corollary 8.3.1 of Chow lemma to overestimate, for
all p, n large enough such that n > p, R, /(R, + T,) given R,/(R, + T,).
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Lemma 8.3.3 Let Q, R, S and T be four successive integers. Let (My)nen be
the process defined for all n € N by

l{x, 1=Q,x.=R} R,
M, = [[ (14 @Mty gy T
| Zhen Ry, (R, +T,)

Then, for allv < 1/2,
(1) (Mp)nen is a positive supermartingale,
(2) SUPp>p | My, — Mp| < o(1/(Ry, +T},)").
PROOF: Let us prove (2). Let ¢, be the time of n — 2-th visit to R or T, i.e

t, = inf{k € N/ Ry + T} = n}.
Then (M;,) is a supermartingale and, for all n > 2,

1 1
M,  —M | <—=—.
| tn+1 tn| — Rtn+ﬂn n

We conclude by using corollary 8.3.1 of Chow theorem.
O
Following the same heuristics, when limsupln@,/In S, < 1, there is a very
few number of visits from @ to R, which implies that the ratio R,/S, tends
to decrease. The aim of the following lemma is to give a sharp overestimate of
R,/S, — R,/S, for enough large n and p such that n > p.

Lemma 8.3.4 Let Q, R and S be three successive integers, increasing or decrea-
sing. On the event {limsupln@,/InS, < 1}, there exists almost surely v > 0
such that

R, R, 1
sup(— — =) < o(=).
nzp(Sn Sp) (S;,’)

PROOF: Let u, be the time of n — 2-th visit to R or S, i.e
un, = inf{k € N/ Ry + Sx = n}.

Given v € R} and k € N*\ {1}, define the stopping time (for filtration

(Fun)nen)
T =inf{n > k/ Qu, > S }.

Observe that
{limsupIn Q,,/In S, <1} C U gt 4eniT = +00}.

Let, for all n € N*\ {1}, 6,, = upar.
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Let (M,)nen be the process defined for all n € N\ {1} by

z Qﬂn 14 Xg, R
n Sen 1 i Qan—l + San—l)San—lfll
Then (M, )nen is a supermartingale. Moreover, for all n > k,

Ry 1x, — 1y, —
0.1 x4, =5 4 Qo, Xgn_R2 < % <
(Ro, + E5,)S;,  (Qa, +50,)55, — S5,

V(Myy1 — M, | F,) <

1

the last inequality following from the fact that, when n < 7', thenn = R, +S,, <
Qun + 25,, < 3S,.

Therefore (M,) satisfies the assumptions of corollary 8.3.1 of Chow theorem
with & = 2. This implies that, for all v < 1/2,

sup(M, — M,) < o(1/p").

n>p

On the other hand, for all enough large p € N,

Qs, 2 _ _
Z(Qen+50n 5 2257 <182n7 1.

n>p n>p

O
Given three successive integers P, () and R, the following lemma provides
estimates on sums taken over visits from @) to R.

Lemma 8.3.5 Let P, (Q and R be three successive integers, increasing or decrea-
sing. Then, for all T > 1/2,

X 1=Q, X= kale
— Pk 1+ Rk 1

n n <Rk_1 )
>l ek~ Z —1x 0 = o(Qi(n Q.)")
k=1 k=1 k—1 k—1

" 1x, ,—Q.x=R " 1x,_,—0 " 1x,_ =0, x,=P
3 k-1 g = k—1 = k—1 A
) ; Ry = D1+ Ry ; Py

Observe that (3) is a generalization of lemma 8.2.3.
PROOF: We endow notations of Chow theorem. Let us prove first (1) and (2).

n
Ry
-H Zlel Q,Xr= R_Zpk1+Rk1 Xp—1=Q
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is a martingale, and

" Ri1Piilx,_ =g "~ Ri_1lx,_,—0
< H >n= s < = < Qn— .
; (Peo1+ Rp1)? — Zl Py + Ry 1

We can conclude for (1) and (2) by applying the second part of Chow theorem.
Let us now prove (3) :

n n
1x, ,=0,x,=R 1x, ;=0
G — k—1 i _ k—1
" ; Ry kz:; P14+ R

is a martingale, and

n n

Ry 1Py 1lx, = Ix, 1=
<G >,= kol < kol < +o00.
; R: | (Py—1+ Ri—1)? ; Ry_1(Py—y + Ry—1)

Indeed, the last sum is finite by Borel-Cantelli lemma, :

Ix, =0 "1
= Sz IXi= =r < +00.
ZRk 1(Pe-1+ Re1) ;Rﬁ_l Xp-1=Q,Xp=R

O

Given successive integers P, ), R and S, the following lemma gives estimates

on the number of visits to ) with respect to the number of visits to R (resp. to
S), when we belong to Ypg and limsupR,,/(R, +T,) < 1.

Lemma 8.3.6 Let P, Q, R, S and T be five successive integers, increasing or
decreasing. Then, for all v >0 and v, < 1,

1 TroN{Qu = N {li <
(1) Tra{Qu = o0} {limsup 12— < 7.}
nQ, In
C{hmsupln <11nr1sup1 S, "<y 31N {Qu = oo}

CYorN{Ro = Sec = 0} a.s

o Ry In@n
= > > .S.
(2) TYTpoN{Qw =oo}n {lim 1nfR T v-} C {lim inf s, > v-} a.s

PROOF: Assume we belong to Tpg N {Q = oo}. Then
Ix=0 _ ~= Ixy =R, x=Q "\ 1x, ,=Rx,=S "\ 1x, ,=5x,=R
an = A=Y k—1 Ak = k—1 <k = k—1 <k .
" Z Qr1 ; Qr1 ; Sk-1 ; Sk-1

The second equivalence follows from lemma 8.2.2, the third from part (3) of
lemma 8.3.5, and the fourth is straightforward. On the other hand, following the
notations of Chow theorem,

1X —$.X 1x, ,=sBk_1
M k—1— k— _ k—1
Z ZS}cle 1+ k1)
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is a martingale such that

Ix, =5  Rg-1Tk—1 Ix,_ 1=5 _
i < <y

<M >,=
S | (Rp—1+ Ty—1) St

k=1

Therefore limsupln @,/ In S, <~ on {limsup R,/(R,+71,) < 74+ }N{Qx =
oo}, and limsupIn @,/ In S, > v_ on {limsup R, /(R +T1;) > 74} N{Qu = o0}.

We now assume we belong to YpoM{Qe = co}N{limsup R, /(R,+7T;) < 74},
with v, < 1. Let ;. =limsupln @,/ In S,,. We need to prove that, for all 5, > 7.,
limsupIn@,/In R, < 4,. Observe that

k=1

Qr-1
Qn Z]-Xk 1= RXk Q Z Qk 1 + Sk 1 Xk_lzR
Ix,_,=r - 1X =R
<3 Mot <oy ot on .
k=1 k- k=1 1%-1
Indeed, the first equivalence follows from lemma 8.2.2, the second from part (2)
of lemma 8.3.5, and the inequality follows from Rj < Q) + Sk < 2S5 for enough
large k.
It remains to prove the last inclusion of (1) :

InQ, 1x, =Q
{1msup1 o <1} C {E Pt R < oo} O.R

O

Corollary 8.3.2 Let P, QQ, R, S and T be five successive integers, increasing or
decreasing. Then

TP;Q N {hm sup < 1} C TQ,R.

()
R,+T,
Lemma 8.3.7 Let P, Q, R, S, T, U and V' be seven successive integers, increa-
sing or decreasing. Then

Ry

T NnY Nl
P N Ty N {lim R 4T

exists and €]0,1[} C {lnQ, =

R,

PROOF: We assume in all the proof we belong to YpoN Yy yN{lim R, /(R, +
T,) exists and €]0,1[}.

Applying lemma 8.3.6, we obtain that limsupln@,/In S, < 1 and lim sup
InU,/InS, < 1, i.e that there exists a.s v > 0 such that @, = o(S.™”) and
U, = 0o(S}7"). Therefore S, < R, +T,, < S, + Q + U, = S, + 0o(S} ™), and

Ri _Ru
R, +T, 5,
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Applying lemma 8.3.4 twice (for the behaviors of R, /S, and T,,/S,), we de-
duce that R R

| =
Ro+T, ' R.+T,
On the other hand, it follows from the proof of lemma 8.3.6 that

n

1X =5 Rk*l
InQ, = E kol )
ne ~ Sp-1 Rpr+Tx

Therefore

n

1X _1=S kal . Rn Rn
In@, = — =lim ——+In§5, = InS,.
M= R T S P R T M S e T

O

The following lemma 8.3.8 claims that, given four consecutive points L to

O, the boundary states have an occupation measure greater than the inverse of

logarithm of the number of visits to these boundary states. This result is stated

in [9] (Pemantle and Volkov, for the proof of theorem 8.1.2) with the assumption

that, after a finite time, the random walk visits these four points only, which

implies that L, — M,, + N,, — O, can only take two values. We prove it without
this assumption.

Lemma 8.3.8 Let L, M, N and O be four consecutive points. Then, for all
b < 1/2, there exists almost surely n € N such that, for all k € N such that
My + N > n,

My, + Ni

1Il(Lk + Ok) ’

We make use of the following lemma 8.3.9 ([9], theorem 2.3, Pemantle and
Volkov) for the proof of lemma 8.3.8.

Ly +0Or >0

Lemma 8.3.9 Let ¢ > 0. Let us define the random process (P, Q) as follows.
For all n, with probability P, /(P, + Qn), Pot1 = P+ 1 and Qny1 = Qn; and,
with probability Qn/(Pn + Qn), Poy1 = Py +c¢ and Qpi1 = Qp + 1.

Then P,/(cQy) — InQ, converges to a random limit in (—oo, +00).

PROOF OF LEMMA 8.3.8 : Let 7, be the time of the m-th visit to M or N
skipping at least one step,

T = inf{n > 7,1 +1: X, € {M,N}}

and 75 = 0.
Define
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At time 7, suppose for instance that we are at state M : VRRW will either
go to the left, or go twice to the right, or go to the right and make one step back.

On the two first events, U,,;1 < U,, +1 and V,,,;1 > V,,, + 1, and on the third
Um+1 - Um +1 and Vm+1 = Vm.

Let us call F' the union of the two first events, and show that P(F) >
Vin/(Um + V). This will imply that the process (U,V) can be coupled with
the urn model (P, Q) described in lemma 8.3.9, with U, < P, Vi, > @ and
¢ = 1, and will therefore complete the proof of this lemma.

It is equivalent to prove that

P(F) = , _ |
B = N I N M0 L7008 ~ T4V

L N (0] S L+0 V

which can be written as [L(M+0)+NO][L+O0+2£X] > (L+N)(L+0)(M+0).
Expanding the left-hand side of this latter inequality :

M+N
5
= L(M + O)(L + 0) + N(L + 0)O + L(M + 0)

[L(M + O)+ NOJ[L+ O +

M4N MiN
++N0;.

Now, since M +0 > N, L(M +O) Y > (M + 0)¥ + LNM > LMN +
%. Therefore

M+N+NOM+N ELMN-i-L];[O—i—NZM-I-NZN

LN NON . NOM
20+ 2 > 2 since L+ N > M)

L(M +0)

> LMN + NOM ( indeed

Finally

(L(M +0) + NOJ[L + 0 + M=,

>L(M+O)(L+0)+N(L+0)O+N(L+0)M
>(L+N)(L+0O)M+0)

8.4 Other general results for the VRRW

The following lemma provides, given four consecutive states L, M, N and O,
conditions ensuring that the process will eventually remain left hand from O.
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Lemma 8.4.1 Let L, M, N and O be four successive states, increasing or de-
creasing. Let a1, ag > 0 be two constants. Let (r(n))nen be a process taking values
in 10, 1] adapted to (Fy)nen-

Given my, po, o € N and v > 0, define the probability sets

Hé\fﬁahd,r = {r(po) < 1—d, Vn > po, N, < a L' and, for all n > p > py, r(n) < r(p)+L,"},
Hf:;r(b)o,az,r = {37’ > mo/ Xi=M and O; < G’QMiI_T(i)}
and

¢ = {Vn > gy, X, < O}.

2#10

Then
N,O N,0 N,0
HOaPO;aladar m (mmOZPOHI,mo,ag,T) C UqOENHquO .
PROOF: For simplicity, we may write Ily,,, I1; 5, and Il 4, respectively, the

probability sets Hé\’r ;f(iahd’T, resp. Hf{ ;r?o,az,T and Hg’[ (’1(0). Let us define the stopping
time

R = 1nf{n Z mo/ X, = M and Oz S CLQMil_T(i)}

associated with Il .
For 7 > py, let
S; =inf{n > i/ X, = O}

and
T; =inf{n > i/ r(n) > 1 —d or N, > a, L"™ or 3p € [i,n]/ r(n) > r(p) + L}

be the stopping times associated with IIy 4 and II; ,,,. It suffices to show that
there exists a constant ¢ < 1 such that, for all my > py,

P(o.po N (O >poTa,mp) N (Ngoenlls g) | Frmg) < e

2,(]0
Now
+oo
P(HO,po n Hl,mo n (HQOENHg,qo) | fMO) < Z E(lRZiE(l{Ti:—f—oo and S;<+o0} | -E) | fMO)
i=myg

400
S Z E(lR:iE(1{5i<Ti} | f'l) | Fmo)

i=myg

Therefore it suffices to show that there exists a constant ¢ > 0 such that, if
X; = M and O; < a;M} ™™™ then P(S; > T; | F;) > ¢. We write S = S; and
T =T,

Let (, be the time of n-th visit to state M after time ¢, i.e {(; = ¢ and, for all
neN,
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We want an estimate of P({X,,2 = O} | F¢,) for ¢, < SAT.
Ifj<SAT, X; =M and j > 1, then

P(Xjo = O | F) < Nj/L;.0;/M; < a, LI [ Lj.as M} ™ /M < 2a1a2M;<i>+Lf By Va0l

2

observing that M, < L, + N,, < a;L}"*+ L, < 2L, if L,, was supposed large
enough, which can be assumed without loss of generality. Therefore

+00
P(S=>T|F) > H(l — 2a1a2(n + Mi)r(iHL;V*?M;*T(Z))
n=0
. +m . _
> exp(—4a1a2Mi1_T(l) Z(n + M;)" O+ =2) > exp(—8ajasd ')
n=0

(if M, is greater than a constant which depends only on a1, as, d and v).
O

Corollary 8.4.1 Let L, M, N and O be four successive states, increasing or
decreasing.

. . .nO, . In N,
{hgg(l)rolf A —|—11nm_>s01;p L, <1} C{Ox < o0}
PROOF: Let
. . .InO, In N, B
I'= {h}ggf YA + hnm_)solip L, <1} N {04 = oo}.

Let us endow notations of lemma 8.4.1 in the particular case where r(n) equals
the constant function r €]0, 1] over N. Then

I'c UTE]O,I[,al,aQER;" (Hg;;)g,al,d,rﬂ(ﬂmozponi\,];??o,ag,r)) C queNHé\{(}?ﬂ{Lm = OO} = (D a.s.
O
The following lemma gives conditions ensuring that a certain class of processes
a.s remains far from 1 after a finite time. It makes use of the heuristic of a result
of Benaim about convergence with positive probability towards an attractor ([2],
chapter 7).

Lemma 8.4.2 Let (G,)nen be a filtration. Let (Vn)nen, (Yn)nen, (€n)nen and
(Sn)nen be sequences of G,,-mesurable random variables, taking values in R (resp.
Rf, R, R), and such that

Z|sk| < oo and ZE(eiJrl | Fi) < 00 a.s.

keN kEN

Let A > 1 possibly infinite, and let p € [1, \/X]
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Assume
In Yn+1 — In Yn = 7n(yn - 1) + €n+1 + Sn Zf Yn € [/\71’ /\]
Yni1 > A if Yp > A
Yni1 < pA™! if yp, < A1
Then y,, enjoys the following properties.

1)
{yn # 1} C {liminfy, > 1} N {limsupy, < 1}.

2) If A = oo, then

{yn A1} C{Inyy <> wlyr — 1}

k=1
If A < 00 and
> =40 on |J[{me 1AL
kEN neNk>n
then

{yn # 1} C {liminfy, > p ?A > 1} U {limsupy, < X ' < 1}

3)
{yn = 1} C{D_ Welye — 1] < +00}.

PROOF: We begin with the proofs of 1) and 2). By definition,
{limsupy, > 1} = Uss1 Nggen {310 > Ko/ Yne > 0}

Fix § > 1, and suppose we belong to Ngyen{Ino > ko/ yYn, > 6}-

Now we can choose without loss of generality a nonnegative integer py € N
such that ) |rn] < min(Ind/3,1n /2,1) and, applying Chow lemma, take pg
such that

n>po

sup \Zekﬂlyke[kl,)\” < min(lné/3,1n p/2).

pzpo,nzp

We know that there exists ng > py such that y,, > ¢; this implies, for all
n > nyg, as long as y, € [1, A],

n—1 n—1 n—1
Iny, =Iny,, + Z Ye(yp — 1) + Z €pr1 + Z S$pn>1Ind—2Ind/3 > 1nd/3,
k=ngo k=no k=no

This proves 1) and 2) when A = oo (the argument being the same in the case
liminfy, < 1).
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Let us now prove 2) when A < co. We can derive from the latter inequality
that

n—1
Iy, >né/3+(Vo—-1) 3 7,
k=no

and therefore that there exists gy > ng such that y,, > A. For all n > ¢, let 72 ne
the greatest integer k € [qo, n] such that yx > \. If & # n, then y;,, > p~ !\ and,
for all k£ € [+ 1,n],

n—1 n—1
Iny, >Inp 'A+ Z €k+1 + Z sp>Inp "A—Inp>Inp ?X>0.
k=i+1 k=i+1

Therefore v, > u=2\.
The proof of 1) when A < oo is similar.
Let us now prove statement 3). Let us define, for all z € R, 6(z) = 1,51 —

lger-
Suppose we belong to {y, — 1}. Then there exists ¢ € N such that y, €
[A71, A] for n > go. We can take gy large enough so that Zquo Iri| <1 and

n
sup ‘Z€k+11yke[)ﬁ1,,\]5(yk)‘ <L

>qo,n>
For all n > qo,

Inyni1| > [ Inyn| + Ynlyn — 1 + 0(yn) (€ng1 + 5n)-

Therefore, for all m, n > qq,

n

D wlye = 1 < g = [Inym| = Y exadye) = Y S(uk)sk < 2[InA[+2.

k=m k=m k=m

This completes the proof of 3).

8.5 Coupling results for the VRRW

We first define a partial order relation on a certain class of random walks on
Z, and give sufficient conditions for two random walks to be coupled in order to
be comparable by the order relation.

Definition 8.5.1 Let k € N; we say (zo,...,xx) € Z*¥" is a path on Z if

and only if (iff), for all 0 < n < k — 1, there exists €, € {—1,1} such that
Tyt — T = €p.
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Leti € N* and j € Z; let n; j(xo, ..., zx) be the i-th visit time to state j of

the sequence (Tn)o<n<k, With the convention that n, (o, ..., zy) = 400 if j has
been wvisited less than i times.
We also define Z(n, j)(xq,...,zx), n < k, the number of times plus one site

J has been visited by the sequence x; until time n.
These definitions extend to the case of a sequence (z,)pen indezed by N.

When this is unambiguous, we write n; ; for n; j(zo, - . ., Tx), nj ; forni ;(wgy, ..., 73) ;
likewise we write Z(n, j) and Z'(n, j) without indicating the sequences (o, . .., xx)
and (xg, ..., x5).

Definition 8.5.2 Let P be the set of paths on Z indexed by N , and let T be the
smallest o-field containing the cylinders C,,. . ., = {(Tk)ken /To = 20,---,2p =

Zp}-

Definition 8.5.3 Let (zo,..., 1) € Z¥™ and (z}),...,2%) € ZF*' be two paths
on Z (k or k' may be infinite). Let i € N* and j € Z; we define property
E; j((%i)o<i<k, (@) o<i<kr) (written E; ; when this is unambiguous) as follows :

Zl(n;,jaj +1) > Z(ni;,j+ 1) and Zl(n;,jaj —1) < Z(nij,j—1)
with the convention that E;; holds whenever n; j = 400 or n;J = 400.

Definition 8.5.4 Two random walks M = (Xj)gen and M’ = (X}, )ren taking
values on Z and defined on the same probability space (2, F, P) are said to be
coupled iff, for almost every w € Q, E; j((Xp(w))ken, (Xi (w))kren) holds for all
i €N and j € Z. We let M' > M denote this property.

Thus M’ > M means that, for a same number 7 of visits to j, M’ has more
visited point j + 1 (right hand from j) than M, and less visited j — 1.

Lemma 8.5.1 Let M and M' denote two random walks on Z, starting from the
same point Xy = X = v.

Suppose, for alli € N* and j € Z, for all paths (xo, . . .,xx) € ZF*, (20,...,74) €
ZF+ (with k, k' € N) starting from v, ending at the same point z, = z, = j,
and having visited 7 a same number i of times,

P(X]:;/+1 :]+1|X]Ic = x;c,,...,X(') = Z'()) Z P(Xk+1 :]+1|Xk :.’L'k,...,XO :$0)

whenever E; ; holds.
Then the processes M and M' can be coupled so that M' > M.

PROOF: Let (2, F, P) be a probability space, and let (w;;)ien+ jez be ii.d
random variables of density 1 on [0, 1].
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Let Z = (Zk)ken be an arbitrary random walk on Z such that Z; = v. Let
4(2) = (¢(2)(20, - - -, 2k) ) (z)ieweP ken be the assembly of conditional probabilities
for Z, defined for all (2;);en € P and k € N by

9(Z2)(205---s2) = P(Zpyr = 2 + 1| 2 = 2, ..., Zo = 20).

We construct a random walk on (2, F, P) having the expected conditional
probabilities ¢(Z), also written Z by a slight abuse of language, as follows :
Zy = v and, for all n € N, given (Zy, ..., Z,) :

Zn—l—l == Zn +1 if wz(n’zn),l’zn S q(Z)(Z(), ey Zn)
Zp+1 = Zn—1 otherwise .

We make use of this construction to define M = (Xj)geny and M’ = (X1, )iren
on (£, F, P) given the conditional probabilities ¢(M) and ¢(M").

Now consider an arbitrary element (w; ;)nxz of [0, 1] *Z, and consider the se-
quence (z;);en (resp. (z})ien) corresponding to the values of (X;);en (resp. (X])ien)
given (wi,j)N* X7 -

Let

Dij = q(M)(o, - .- 73:712‘,;') ) p;,j = q(M,)("L‘()v s ’x;%)

We want to prove that E;; holds for (z;) and (z}), for all (4,5) € N* x Z.
Observe that :

ey ="10

e There are two instances for z,.1, knowing (zo,...,x,) for p > 1 : there
exists (i,7) € N* x Z such that p = n, ,

—if Wi, j < Di,j then Tp+1 = Tp +1

—ifw;; > p;ij then 2,11 =2, -1

The same remark holds for M', replacing p; ; by p; ; and n; ; by n; ;.

Let us introduce the property

Py = {V(i,j) € N" x Z/n; j < k and n; ; <k, E; j holds }.

Let us prove by induction on k that Py holds for all £ € N. P, follows from
Xo = X{ = v. Suppose P;_1; we want to deduce P, which is different from P,
if there exists (i,j) € N* X Z such that n;; = k and nj; < k, or n;; = k and
n;; < k. Select such a couple (4, j).

If + = 1, then suppose for instance that j > zo = v (the case j < v is
analogous, and j = v is obvious). Then Z'(n;;,j + 1) = Z(n;;,j +1) = 1, and
we aim to prove that Z'(n; ;,j — 1) < Z(n;;,j — 1).

Suppose the contrary Z'(n; ;, j—1) > Z(n;;, j—1) and let a = Z(n; 5, j—1)—1.
Since Py_; holds, E,;_; holds and therefore pﬁl’j_l > Paj-1- NoW Tp, . 41 =
Tn,,;_, + 1since a = Z(n;;,j — 1) — 1; this implies z;, -y =7, . +1and
leads to a contradiction.



146 CHAPITRE 8. PROOF OF THE CONJECTURE

If i > 1, take M at time n; ;; and M" at time n; , ;. We make use of the
notation M or M’ — [ or r in order to indicate that M or M’ goes to the left or
to the right at this time n;_; ; (resp. n;_, ;). Since E;_, ; is satisfied, p_, ; > pi_1;
and it is impossible that M — r and M’ — [. Hence, there are three cases :

-M — [ and M’ — r , and conclusion follows.

-M — r and M' — 7, and conclusion follows from an analogous proof to
case 1 = 1.

-M — | and M" — [, and conclusion follows from an analogous proof.
O

We define A] (resp. B, etc...) the number of times plus one site A (resp. B,
etc...) has been visited by M’ at time n, similarly as A,,, B,, etc...for M.

In the sequel, we replace the previous definition of the filtration F = (F,,),en
by, for all n € N, F, = 0(wij)(i,j)en xz/ n; j<n- Similarly, we define the filtration
F' = (F, )nen by, for all n € N, F, = 0(wij)(ij)enxz/ n <n-

We also define a notion of stopping time on paths.

If m, m" € N and m' > m, we write, for all subset A of Z™*!, Almi1 =
{(zo,. . Zm) € Z™ gty ooy To) € L™/ (20, .., Toy) € A}

Fix a family of subsets 7,, of Z™*! such that, for all m m' € N, m' > m,
T |lzm+1N Ty = 0, define a stopping time t on the paths defined by {t = m} = Ty,.
We can define stopping times 7" and 7" corresponding to t for the random walks
Mand M byT=m <= (X1,...,Xpn) €ETm={t=m}and T' =m =
(X1,...,X]) € T, = {t = m}. We will say in the remainder of the proof that
two stopping times, respectively for the random walks M and M’, are associated
if they are corresponding to a same stopping time on the paths.

We also say that two sequences of (F,, ) en-stopping times (T )ken (for (F)nen)
and (F) )pen-stopping times (T})ren (for (F,)nen) are associated iff, for all k£ € N,
T}, and T, are associated.

Similarly we say that an (F,),en-adapted process (Ap,)nen corresponds to a
process defined on the paths iff there exists a sequence of functions F,, : P|zn+1 —
R, n € N, such that A, = F,(Xo,...,X,). Observe that if such a sequence of
functions exists, it is uniquely defined. In this case we say that the (F,)nen-
adapted process (D, )nen and a (F,)nen-adapted process (D)),en are associated
iff, for all n € N, Al = F,(Xo, ..., X}).

We will also make use of notations Z : Q — P, w € Q — (X;(w))ien and
T:Q— P, w €N (le(w))ZEN

Lemma 8.5.2 Let L, M and N be three consecutive integers. Let kg € N, g1 €
10,1] and g > 0.

We will define a random walk M’ coupled to the original VRRW M.
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Set r = My, and define

p=i5=gz B B =pa—0

" L,+N, " V2gr T
LI pl .

/) n ! n 7 ! !

Ppn= 57— Op = g2 , Py =Dp — 0y

Let us consider a stopping time on paths u, and let s, v, w be stopping times
on paths defined by

S1 = 1nf{n > ko/Mn > (91 + 1)Mk0} , So = 1nf{n > kg/(LM)ko’n > glpkOMkO}
v=1inf{j > ko/ pj & [Pko/2, 20ko]} » wi=siANuAwv, i€ {1,2}.

Let Sy and S| (resp. Sy and Sy, U and U', V and V', Wy and W, Wy and
W3 ) be the stopping times for M and M' corresponding to s; (resp. sq, u, v, w,

’LUQ).
Let i € {1,2}. The random walk M’ is defined with the same conditional

probabilities as M from all points different from M, the conditional laws starting
from M being

P(Xjoy =L | Xj= M,F) =7, i€ ko, W]

P(Xl, =L|X,=MF)=p, ifj>W orj<k

2

By lemma 8.5.1, these two processes can be coupled so that M' > M. Assume
Pro €0, Cst[, and py, My, > Cst(€) in the case i = 2. Then, for all € > 0 and
CeT,

P (C | Fieg) < M(g2,€)Prm(C | Fio) + €,

where M(ga,€) only depends on go and €.

PROOF: Let us prove the lemma for ¢ = 2, the case ¢ = 1 being similar. Let

7 = (Zko,...,Zk)

be a path such that k¥ <s AuAv. Set, when X, = z,,
PM(Z) = PM((Xkoa---:Xk) = (zko,...,zk) ‘ fko)

for simplicity, and similarly for Pyy(Z). The probabilities Py(Z) and Py (Z)
are different because of the different probabilities for M and M’ starting from
M.

The proof consists to bound the rate Py (Z)/Puy(Z) on a set of paths of large
probability for M'.
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More precisely, let us define I = Pyy(Z)/Pm(Z). Then

ZJ—M Zj+1 L pj Z]'—M,Z]+1—N 1 _p]
and
05 05 05 05
Inl < J 2 J _ -3
z‘_M; NP ._MZ P ;\41—%‘ ‘_MZ _, i1 —pj)
J=MLE 1= Zj=MLZ 1= %= Zj=MLZj+1=
k 5 p k
< . pj— 1 L)l=m = 2 =)l =m
2 teenl e = s 30 B~ el

Let us define the stopping times P = inf{n > ko/ M} > 8My,}, and T" =
P AW
Let, for all j > ko,

1
Sy = Z T[p;_l — 1X;.:L]1X]’._1:M-
j=ko+1 J=1

Then (S},)n>ko+1 is @ martingale, and

TI
E(Sf | Firo) < 8pkoB( Y 1xt —m | Fiy) < 128p, My, = 128py,r,
j=ko+1

since p; < 2pg, < 1/2.
Let {A = {|Sh| < B\/Zpg,7}, then P(A€ | Fy,) < 64/B? < & for B = 8/+/€.
It remains to prove that W < P on A. Indeed, assume the contrary, i.e
MY, > 8My,. Then

T’ T
Ixt_ —mxi=L
D D D p} Lxj=m=B/2p,7 > 2Pk My — B/ 2psy Mi,
j=ko+1 J—1 j=ko+1 J=

which implies (LM)j, 1 > p, My, and leads to a contradiction.

Therefore conclusion holds with M (gq, €) = exp(8ga/V/€).
|

Lemma 8.5.3 Let (R,)nen, (Sn)nen and (Up)nen be three (Fp,)nen-adapted pro-
cesses associated to a process defined on paths.

Let (6,)nen be an increasing sequence of stopping times associated to paths.
Let T be a stopping time, associated to a stopping time on paths t. Let L, M and
N be three consecutive integers, and let g, €]0,1], g3 €]0,1[, 7 € {1, 2}.

Let u(dp)nen, v(0n)nen be (Fs,)nen-adapted processes.
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Given g1, L, M and N, let us consider, for all go > 0 and all m € N, the
random walk M' defined in lemma 8.5.2 starting at ko := ,,, with the stopping
time on paths u = t N dpyp|gu(s,)|- Let us define the (F) )nen-adapted processes
(R])nen, (Sh)nen and (U))nen associated to (Ry)nen, (Sn)nen and (Up)nen, the
stopping time T" associated to T and the increasing sequence (6},)n>m associated
to (0n)n>m- Note that M' depends on m.

Assume that, for all m € N,

a) There ezist (Fs,)n>m-adapted processes (ﬁ Yn>ms (€n)nsms (Tn)n>m with
U, = Us, if 6, <T, (.7-'5, )n>m-adapted processes (U Yn>ms (€)n>m, (7h)n>m With
U = Us, if 0], < T', sequences of Fs,, -mesurable positive reals (m(dm,n))nen,
(n(Opm, n)wjneN, such that the following holds for n > m.

E(€n+1 | fén) =0, E( n+1 | fdn) > m(5m,n)2 ) ‘Tn| < n(5m,n)2
E(ehyy | F5,) =0, E(ely | F5,) < m(6m,n)*, 1] < n(6m, n)’

Un—|—1 R5n+1 AT

In 0 == +€ni1+ 1y if 0, < T,
n on
[}7’1+1 Rg;z+1’\T’ ! ! '
in %2t > T guu(G) Gy 7 when € [+ Lgs0(5) [ and 6 < 7
F7! R’/ " !
In ngl — énstAT e when n > | g3v(0m)] and 6, < T.

b) There exists a constant C; € R such that

max Z mM(Om,m)2, Z n(0m,n)? | < Cru(dm)v(0m),

and ©(0,,)v(0m) = mooo 0y V(€m) —m—o00 00
c) For alln € N,

d)
. Rg;+1 Rti—n-m
(i) Z S, < +o0 or (ii) Z T>—oo.
In4+1<T " In+1<T "

e) Let, for all n > m such that 6, < T and 6;, < T", g, = Uy /Us, and
hn = S§ /Ss,- Then

(i) 3C3 € RS/ hy € [Cagy ', Cagnl

or
(ii) There exists Cy > 72C; and C3 € R} such that

In g, < Cou(6)v(0) = |Inhy,| < Csu(dm)v(dm),
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and, for all n > m,
gn+1 Z gn — C2u(6m)v(6’m)/2

Then

P({ lim Us, =1} N {T = o0}) = 0,

with the convention that lim,_,. Us, # 1 when there exists n € N such that
0, = OC.
The lemma remains true if we replace, in hypotheses a) and d), R, a7 (resp.
:5;L+1AT’) by Rs,ar (resp. Rfs;LAT')-

Remark 8.5.1 Assumption d) is independent of m and M'.

Condition Cy > 72C} in assumption €)(ii) is only technical, and the assump-
tion is in the case of application satisfied for all Cy € Rf. This condition e)(ii)
corresponds to the fact that, when In g, is in the order of the noise generated by
(€n), (€)), (rn), (rl), Inh, is of the same order. It is related, in section 8.8, to a
kind of Lipschitz condition of In S, with respect to InU,, i.e |In.S, —In S| is in
the order of [InU, — InU,| on small time intervals. However, such a definition
would not be suitable, since we have to deal with the noise inherent to the ran-
dom walk : a small change of In U,, does not generate with probability 1 a similar
change of In S,,.

O
PROOF: We give the proof under assumption d)(i), the case d)(ii) being si-
milar.
It suffices to prove that there exists a constant n > 0 (which will be chosen in
the following) such that, for all my € N and m > my,

Pl{lim Uy, #1} U{QAT < oc}) | %5,) > n,

where @ = inf{n > 4,/ Ik > mo, 0 < n/ [InUs,| > ¢ or u(d)v(d) >
L or Zf:_;m R};M /Ss, >}, where ¢ will be fixed in the following.

Let us assume the contrary : we will prove that it leads to a contradiction for
a good choice of 7.

Firstly, this implies P(T < oo | F5,,) < 1. Applying lemma 8.5.2, this implies
P(T' < 00) | Fs,,) < M(g2,€)P(T < 00 | Fs,) + €. We choose n = é/M(gs, €) in
order to have P(T" < oo) < 2¢é. We assume without loss of generality that n < €.

Now let ¢ > 0 and define

n—1 n—1
{A; = sup | Z €xr1] < cu(Om)v(0m), sup | Z €ri1| < cu(dm)v(dm)}-

ki>mn>k ki>mn>k
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Applying Doob’s inequality and assumption c),

n—1 [e'e)
sgp\ZekH\ | Fs,) <4 m(bm,n)? < ACHw(Sm)v(0m))*.
n>m k=m nemn

Hence, using the same argument for (e, ,)k>m, P(AS | Fs,) < 1/2 if we
choose ¢ = 8C;. Moreover, recall that "7 |r| < Ci1u(6,)v(0m), D pe,, 1T <
Cr(0) V(61 ).

Let us define

={lim R;, =1} N{QAT =00} N{T' =0}, A=A;NA,.

We obtain that P(A | F5,,) > 1/2 — 3€. In the sequel, assume we belong to
A.

Let, forall k € N, my =Ing, = In Ué;c/UJk > 0 (assumption c)), ny = Inhy =
In S'%/S(;k, Tk, = SUD;¢ [ k] M-
We now estimate my, for £ > m + | g3v(0m)] :

929 gy 1 R;,
2 (P9 e 2050 (0) + 3 (ot — T
i=—m % 8
929 - 11
>(2293 9. _ 9 =
( 9 Cl)u((sm)v(ém) + £ R51+1(S(,5{ SJi )a

the second inequality following from assumption c).

We now need to estimate the sum of the terms S, (1/Tj, —1/T5,). Let us
assume that e)(ii) is satisfied, the proof in the case e)(i) being similar.

We first deal with the case iy < Cou(dy,)v(dy,), which implies, for i € [m, k],
In;| < Csu(6m)v(dy) and therefore

|R(sz+1 |
S,

2

1 |R51, 1| g —Ng
i+1(S_l - §)| = S;_ max(|e t = 1|a ‘1 —€ ZD S 203“(5m)v(5m)
5! ) )

2 2

|Rs

On the other hand, for all £ > m,

which implies

k=l Rt R; R,
Z g Z%|:‘Z%|S20u((5m)v((5m)+2L§2L(C+2).
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Therefore

Bl

-1

|R¢5i+1 |
Ss;

< 2u(c+1).

I
3

We obtain in summary
my > [g293/2 — 2(c + C1) — 4C5(c + 2)|u(dpm ) v(0mm)-

In the other case 7y, > Cou(d,,)v(d,,), we consider kg to be the greatest j such
that m; > Cou(6m)v(0s). This implies mj1 > Cou(dy,)v(6m)/2 and, if k # j+1,

my > [Ca/2 — 2(c+ C1) — 40Cs(c + 2)|u(0m)v(0m)-

In summary, if we choose ¢ = 8C1, t = Cy/(32Cs3(c + 2)), go = C3/g3, we
obtain my > Cou(d,,)v(d,)/4 in the two cases (recall that Cy > 72C). Therefore
liminf, . U; /Us, > 1 on A.

Let us now choose € = 1/10; recall that n = €/M (gs, €).

Let C; = Z'(T"). It follows that Py (Cy | Fs,,) > P(A | Fs,,) > 1/2 — 3¢, which
implies Pri(C1 | Fs,,) > (1/2 — 3€) M (g2, €)™ > 26M (g2, €)' > 1.

Accordingly, assumption 7 = €/M (g, €) is contradictory, since liminf Us, > 1
on C;. This completes the proof.

O

The following lemma provides a tool to compute the expectation and variance
of the number of visits to a state before the first return to the previous state for
VRRW. It is useful at various steps of the proof.

Lemma 8.5.4 Let L, M and N be three consecutive integers and suppose X,, =
M. Let p €]0,1[. Define the stopping times

N, +1
“ 1219},

R:inf{nZnO, m

and
S =inf{n >ny, X, = L}.
Let T be a stopping time satisfying T < R.
Let Wyy.1.m,n denote the number of visits to M before the first visit to state
L after time ng (Wyy,Lm,n is Fs-mesurable).
Then Wy, r.mn can be coupled with a Fs-mesurable r.v Vi, N So that,
setting V= Voo Ly and W = Wy 1 un for simplicity, when ng < R,

V=Won{S<T}N{S < +o0},

Ly, + Nsar

B(V | Fop) = B(Z27
no

| Fo)s
and

Var(V | Fup) = E(V = E(V))* | Fop) S E(V(V = 1) | Fp) <

(I—-p)*
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PROOF: We endow the notations of this section (in particular n; ; and the r.v
wj ), and set L = Ly, mg = My, for simplicity.
Define the random variable

Nn AT
Vi, =inf{n>my—1/ wopr > . — (my — 2
07L7M5N { - 0 / 7M Lno + Nnn,M/\T} ( 0 )

(recall that at time ng, M has been visited mg — 1 times).
Set V =V,oo.mn and W = W, 1y n for simplicity. Notice that

. Nnn M
W = 1nf{n > mg — 1/ Wn, M > W or Nnn+1,T

Np, M

Therefore V< W on {S < 400}, V is Fg-mesurable, and

=00} — (mg — 2).

V=Won{S<T}N{S < +o0}.

Moreover,

E(V | F) ZP (V>k)=> PV >kNuy,, _unr=T)

k,r>0

L+r L,, + N,
=Y P(V=k+1,Ny ynr=r1) =B ST
no

k,r>0

| Fno)

Moreover, when ng < R, note that N,/(L, + N,) < p for all n € [ng, R]; this
implies that P(V > k) < p*; then

BV(V 1) | F) ZP S Y <SPV =

k<j—1 k=1 j>k
+oo +o0 2p
k
<> P(V>k2k<2) kpt= TP
k=1 k=1

O

Remark 8.5.2 Let L, M, N and O be four consecutive integers, and 7" be a
stopping time ; suppose X,,, = N. Let W denote the number of visits to /N before
the first visit to state L.

Define the stopping times

L, M,

R=inf{n2no/ T T 0. 71 S

1-p}

and S = inf{n > ny/ X,, = L}.
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We can similarly couple W with a random variable V' (called V,,, 1.a.n5,0) SO
that V=W on {S < T} N{S < +o0},

Ly + Nsar Mgar + Ogar
L’no MS/\T

E(V‘fno):E( )’

and
Var(V | Fop) < E(V(V = 1) | Fp) < 2p/(1 = p)*.

8.6 Proof of lemma 8.6.1

This section is devoted to the proof of the following lemma.

Lemma 8.6.1 Let P, Q, R and S be four consecutive integers. Then

@n

Lemma 8.6.1 is a consequence of the following lemma.

TP,Q N {hm = 0} C TQ,R = TQ,P.

Lemma 8.6.2 Let B, C, D, E and F be five consecutive points. Then

n

Indeed, applying lemma 8.6.2 with B := P, C' := Q, D := R, E := S and
F :=T implies

TpcN{lim =0} C {limsup <1}

and on the other hand corollary 8.3.2 implies that

TP,Q N {hm

n

R, +1T,

prQ N {hm sup < 1} C TQ’R.

Let us now begin with the proof of lemma 8.6.2. Note that this proof is
absolutely independant of the proof of the conjecture, and that the choice of
integers B, etc... is not connected to a belonging to €24.

Set

G . F,
F() = TB,C N {llmm = O} N {hm 1nfm = 0}

We have to prove that P(Iy) = 0.
Observe that on Iy, C,,/(C,, + E,) — 0 and liminf F,,/(D,, + F,,) = 0 imply
D,, E, — <.
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Let, for all n € N,

Ch E,

C.+E,’ Dn—l—Fn)'

Dn and p, = max(

" Co+Ey,
Let ic € Nand € > 0; let

Ty 0c = {Pi, < €/2 and min(D;,, E;,) > 1/¢*}

20

and define the stopping time

1x. \—Bx.—
T, = inf{n > iy/ Z% > €}

The definition of 'y implies that
L'y C Uigen({To = +00} NT'ijige)

for all € > 0.
Let us define, for all n € N,

L{xy_1=B,x,=C} Ch
II, = | | 1 . , My = ——————.
(1+ Cy ) I,(C, + E,)
1<k<n

Applying lemmas 8.3.3 (with Q := B, R:=C, S := D, T := FE) and 8.3.8
(with L :== C, M := D, N := E, O := F), we obtain that (M,),ecn is a super-
martingale and that, given the stopping times

U, = inf{n > iy/ 3k € [ig,n]/ |M, — My| > 1/(Cy + Ey)"/*},
8In(C, + F,)
T1:T0/\U1/\U2,

[y C Uipen({T1 = +00} N Ty}

Uy, =1inf{n > iy/ C, + F, < I3

Now define, given u €]1,2[, the stopping time
U3 = 1nf{n > ’L(]/ 3_]0 € [’[;0,77,], Pn > :u‘ﬁjo}'
Let us prove that Us > T for € < Cst(u). First note that, for all jy, < Us,
S 1
Dig > ————.
J0 41n Djo

Indeed, either p,, > 1/5 or (4C;, < E;, and 4F;; < D). Similarly, either p,, >
1/3 or Dj, € [2E},/3,3E},/2| (observe for instance that D;, < Cj,+E;, < 3E;,/2
when p,, < 1/3).
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This implies in particular that, either p;, > 1/5 or 2max(C},, Fj,) < max(D;,, E;

Jo» Jo»

min(D;,, Ej,).

Jo»
Assume for instance Cj, > Fj,. Then

o >3 | Dj+E, 3 1 5Ey/3_ 1
Cjo +E]0 6 (20 )OJO +EJO - 161nD]0 5E]0/4 - 41I1D]0

The other case is similar. Therefore, iy < jo < n < T7 implies

Cy,

G E SO Ma < e (Mjy+1/(Ciy + Eio) ™) < (B30 + 1/Di]") < abig

if we assume € < Cst(p) (which implies D;, > Cst(u)). We make this choice of
e < Cst(u), so that Ty = Ty A Us.

Let us define, for jo > ¢y such that X;, = D, a sequence «, as follows :

Qo = Jo
{ Vn €N, a1 =inf{k > o,/ Xy, = D and Xy, = FE}.

We estimate the variations of In E,, /D,,, and use these estimates to show
for all p > 1 that F,, < uC), for enough large n. Then we show that this last case
is a.s impossible.

Pick ¢ €]0,1[ and define the stopping times

To =Ty Ninf{n > iy/ F, > pCp} , Ts = inf{n > jo/ pn > q}.

Set, for all £ € N,

Observe that —Cy < Ry < F}.

Lemma 8.6.3 Let ig, jo € N be such that jo > ig and X;, = D let q €]0,1],
e > 0 and p €]1,2[. Suppose ¢ < Cst. Then there exist random variables (Dy)nen,
(E’n)neN, (€n)nen, (Tn)nen adapted to the filtration (Fy,, )nen such that, if o, < T3,
then Dn =D,,, En =FE,,, and

In En—I—I —1 @ . Ran+1/\T3

n — =
Dn+1 Dn Dan Ean

+ €n+1 +7nn7 (81)

with E(€n+1 | Fan) = 07 E(Gi—l—l | ’,Fan) S (nigq)z and |’f'n| < (”"‘Cl;;o)z.

PROOF: We assume ¢ < C'st, where Cst is as small as necessary.
Let us construct D, iteratively as follows : Dy = D;, and, for all n € N :

{Dn+1 D, =Va, ppc ifTs>ay
D,

D otherwise

0)/2 <
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where V,,, g p ¢ is the random variable defined in lemma 8.5.4 with T" := T3, which
satisfies Vi, #.0.c = Dayyy — Da, if ani1 < Ts. Hence D, = D,, if a,, < T.

Define E, identically, iteratively out of V3, p g r, where 3, is the first visit to
state E after time a,.

Suppose T3 > a, in the following computations.

We wish to compute

E, E, E, D,
E(m =t =22 | F, ) =E(ln =2 | 7,,) — E(In =22 | £,.),
Dn+1 Dn En Dn

and to estimate the variance of In En+1 / f)n+1. Write V,,,, p,g,r = V for simplicity.
Now

Bn(22) | 7,) =

n

BV | F) | OV | 7))
Dan Dgtn '

Thus our first goal is to estimate the conditional expectations of V' and V2.
First, the factor p associated to the stopping time 7" (through the stopping
time R) in lemma 8.5.4 is of order ¢. Indeed, if o, < k < T, then

Cp+1

— < 2q.
Cv + E,+1— 1

Therefore, using the estimate of lemma 8.5.4 (we assume ¢ < C'st),

4q
E —1 F < - <K
(V(V ) | C\!n) — (1 _ 2(])2 — 5(],

moreover E(V | F,,. ) <3/2and E(V? | F,,) < 3/2. Finally

D +1 E(Ea + Ca AT ‘ fa )
E 1 174 Fa — n n+1 n 0
(i TE | 7,) pat i)
where . .
ol <

< .
D?xn (Djo + n)2
Similarly, apply lemma 8.5.4 to estimate V3, g.pc @ if o <k < T, then

E, E(Dg,nr + Fa,oinr | Fponr)
E 1 n f — n n+1 n 1
( n En | ﬂn/\T) Ean DIBn/\T + ’rn
where 3/
<%
(Djo + ’I’L)2
Note that
1 1 E(Va,.Bpc | Fan) 3/2
[E( - | Fon)l < | < o 5

Dﬂn/\T Dan DanDﬂn/\T (DJO + n)



158 CHAPITRE 8. PROOF OF THE CONJECTURE

and that
E(Ea, w1 = Ea, | Fponr) < E(Fy, iar + Dgar | Fponr) < 2
DanEan - DanEanD/Bn/\T N (DJO + n)2 .
To recap, we obtain
E, E, E(Ropinr | Fa
En="" =" | F,) = (Bapyint | ")—i—rn,
n+1 n " DanEan
where |r,| < (Djo%n),
Let
Eﬂ E’ﬂ Ra
Upsr = In =2 — g 22— ZoniiAT Uit — EUns1 | Fa,).

- ) 6'rL—|—1 ==
Dn+1 Dn DanEan

We wish to bound Var(U,41 | Fa, ). Observe that

Var(in D[;“ | Fo) < E((In(1 + YenBDCy g 4 Di))2 )

n ‘Dn n
< E((Van,E,D,CL_ 1)2 | fan) < 2q .
B D?z N (Djo + TL)2

We can similarly bound the conditional variance of In(E,,,/E.,).
Now observe that

Ra AT 5q2
Var(=222 | Fo ) < —r—,
(DanEan | an) - (DJO + n)2
since
_Qann+1/\T S _Can+1AT S Ran+1/\T - Ran S Fan+1/\T S 2ann+1/\T
and

E(E.  r | Fan) < B2 +4E,, +2.

a

In summary, E(ent1 | Fa,) = 0, E(egz—l—l | Fan) < (D(jjos-ti—.gz)% | < (Djffn)%
(observe that 7, = E(Up11 | Fa,))- This completes the proof.
O

Let us define, for all n € N,

The following lemma makes use an Abel transform :
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Lemma 8.6.4 Let us define, for all r € N, the stopping time
W, =inf{n >r/ s, > A}.
Suppose p €]1,Cst[, A €]0,Cst| and € €]0,Cst(p)]. Then, on 't e, ni1 <
Ty AW, implies

i (Bc)ak,ajﬂ

< 9%, e
Do Boy, D€

J=k

PROOF: Let us write, for all i € N, N; = (BC)a, i, and r = ;. Using an
Abel transform, we obtain for all s > r,

s —1

Lixi oy =B,xi=c} _ N; — Nz 1 N;
Z lDi B Z Z Xin=p ¥ Dyiy

1=r+1 i=r+1 =

Observe on the other hand that, for all j > k, Ny, = N, 1.
It follows that, for all @ > 1, assuming A, u €]1, Cst(a)[ and € €]0, Cst(u, a)|,
i1 < Ty A W,, implies

n n N
04]+1 a]+1 2 jt+1—1
<a <a
j=k DO‘JEO‘J Z D +1) j=k DQHl_l(DO‘Hl_l +1)
ek lix;_1=B,x;=C} ek lix;_1=B,x;=c} C}
< 0,2 Z j—1=B,X;= < CI,2 Z 1= i=Cr V5 < CL pak
J=og+1 D; J=og+1 ¢ D;

Lemma 8.6.5 FO C UZOEN({TQ +OO} N Fl 10,6 )

PROOF: It suffices to show that on I'y; ., if p €]1,Cst[ and € €]0,Cst(p)],
F;, > pCj, implies
P(uU{Ty < +oo} | Fj) > 1/2.

Assume p €]1,Cst| and € €]0,Cst(p)], Cst and Cst(u) being as small as
expected.

Suppose Fj, > pCj. If X;0 < C, then Cy, < eCj, (if ko < T1) where ky
denotes the first visit time to state D after time j,. Therefore we can suppose
X, = D without loss of generality.

Let us define the sequence (ay,)nen starting at o = jo.

Let us define, for all n € N,

F) =Fjy+ (EF)jyn < F, R, =Dy + F) — (C, + E,).

Observe that
C.+FE,>D,+(BC),+ (FE), -1,
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which implies

F)<F,+Cn+ E,— D, +3.

Therefore

FO F.+C,+E, —-D,+3 F.+3 C

n < Jo n n n Jo —n TL<3~ n-
D, + F0 = Fiy + Co + By, —Dj0+Fj0+En+8 = 9Pjo

We need an estimate of

E E
In —2ntl _p =22
Dan+1 Dan

This variation is greater than the one that would exist by taking for alln € N,

between time o, and oy, 41, F /(Da, +F7 ) for the probability to go to F’ starting
from E.

Using lemma 8.6.3, this implies that
E, Eq
E(ln —* — =

|
Dan+1 ! Dan

‘ fan) > E(Dan+1/\T1 + F(Sn - (Ean + Can+1/\T1) | ‘Fan)

O
- D, E.,, +0(
Now observe that

Dan+1/\T1 + Fo(c)n - (Ean + Can+1/\T1) 2 Rgm + (Can - Can+1/\T1)’

and, for all £ < n,

Cakaan + Eakya‘n - (Dakyan + (BC)aksan + (FE)ak’a’n) S 1’

which implies
Rgn 2 Ry, — (Bc)ak,an -2

In summary, we can fit lemma 8.6.3 and prove that there exists sequences of
random variables (€,)nen and (rp)nen such that, if s,, < 4p,, and a,1 < 17,

E, E R, — (BC) 1
In =2ndt |y =9 > T 2k 4 O(——) + €n n
n Dan+1 n Dan = DanEan + ((DJO + n)2) + € +1 + T 9

for all k < n, with E(en1 | Fa,) = 0, B(2,, | Fa,) < 2 and r,| <
0
Cst

(n+Djo)2 )

Now, let us recall that, according to lemma 8.6.4, for all n, £ € N such that
n > k, Opy1 < T A Wak;

i (BC)ak,aj+1

< e.
£~ Dq,E,,
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Also observe that, if £ € N is such that for all ¢ < k, s,, < 4pj,, then

z’“:| L1 B
L.'D2 " D, E, ~ Dj—1

i=0 " i i
and
G| Y Dq, — (Dj, + i) 3
) T et
— Dal (D; —i—z) P D (D +1)? — (D; —1—2) Dj,—1

Given v €]0,1/2[, let A = {sup,,5q | D_y_g k11154, <155, | < Dj;”}, then Doob’s
inequality implies that for enough large D;,, P(A | Fj,) > 1/2

We now assume that we belong to A, and prove that In E, /D, > pj,/2 for
enough large n, which will complete the proof of this lemma.

Given, n € N, let ky = inf{k € [0,n]/ s4,_, > 4Dj,}, and let ng =n — ky. We
deal with three cases :

1) ny does not exist. Then

E Ej, ~~ R;
In="» >Iln-—2 4 0 _ 2 e—2D"
Da. Dj, 4= DgEa,
ZEjo_Djo+Fj0+Djo_(Cjo+Ej0)_3JOE_QD >@’
Djo Djo 2

using the fact that p;, > 1/41n Dj,.
2) no = n. Then s,, > 4pj,.
2) ng exists and ng < n. Then s,, > 4pj,, which implies s,, ., > 2pj, since

D < Dan0 + C, — Cano +1< Dan0 + ,UﬁjoEanO- Now

Qng+1 ng+1

Let us now prove that, for all u > 1, € < Cst(p),
P(FO N Fl,io,e N { lim Ean/Dan = 1} N {T2 = OO}) = 0.
n—,oo

This will imply that P(I'g) = 0 since, for all p > 1, Ty C Upen({T2 =
00} NIy 4¢), and Ey, /D, — 1 on Ty N {1y = oo}.

We now consider the sequence (ay,),en starting at ig.

Let us first observe that, for all jo, n € N such that i < jo < n < Tj,
F, < pCy and p, < ppj, imply F,/(Dy, + F,) < pCy/(Dy + pCy) < puCr/(E, +
(p—1)Cn) < p?pjo/ (1 — upjy) < ppj, for € < Cst(u). The same proof implies
that p, < p?pn/(1 — pn) < pPpy, which also implies p, < u*pj,.
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Let us now apply lemma 8.5.3 with T := Ty, §,, := «, (such that oy = i),
U, =FE,/Dn, R, =R,=D,+F,— (C,+E,), S, =D,E,, v(a,) := D,,, for
allmeN, L := C, M:=D,N:=F, g:=1,g3€]0,1/2[ and i := 1.

First observe that U = Ty A i | g3p,,,| < S1 AV, where S; and V' denote the
stopping times defined in lemma 8.5.2. Indeed, U < V since p, < p!pa,, < 2pa,,
for n < Ty (if p < Cst) and, for all n € [, Ul, E, < >¢ olx, =D x—E +
Siolx, y=rxi—5 < Fy+m+D; +|g3D,,,| < F,+3D,,,/2, which implies E,, <
5D,,,/3 (if € < Cst) and p, = C,,/(Cp, + Ep) > Cla,,/(Ca,, +5D4,,./3) > Pa, /2
And U <S4, since when n < U a similar argument implies D, — C,, < 3D,, /2,
hence D,, < 2D,,, .

Applying lemma, 8.6.3 for M, and for M’ in the case n > m + |g3D,,, |, we
obtain that condition a) of lemma 8.5.3 is satisfied in these cases, with m(ay,, n) =
Cstpa,, /(Da,, +n1 —m)?, n(am,n) = Cst/(D,,, +n—m)?

On the other hand U < S; AV implies that assumption a) of lemma 8.5.3
is satisfied in the case n € [m,m + |g3D,,, ]| and o), < Ty with u(oy,) =

Csty\/Da,,/ Di{f . Indeed,

~ 12 !
1 1 1 B > De 117y + Py a1 ATy 1 ! !
n = - Il~—,_ D E _D/ (1_ ! (1_972))+6n+1+7“n
1 n ap o o p""n+1/\Té \/m
R, /
n+1/\T g2 Pan, 1 ' '
= D, +8\/_ D,,, "

Easy calculation shows that assumption b) holds with C; = C'st > 0 (for the
sum of n(ay,, n), note that p,,, > 1/4In D, ).

Assumption c) holds since M’ > M implies on one hand E’n 2 EBaus
D!, o < Daq,.,:, Cfll’nﬂ < Copirs F’ > Fy,.., and on the other hand R, < R},
for all ¢, t' € N satisfying X; = X}, Ft’, > F; and C, < Ch.

Assumption d) holds by lemma 8.6.4 :

R, (BC); B,
E L WP ioentr 0o oo
an+1<T n n an+1<T n n
Let us prove that e)(i) holds :
U’ ’ E(,l/ , D;, E’2
Do Euvgn— ctope Bon o o P o _ g D . Pi, Doy DosFu,
n n U nDOtn nD’a, n n n E;/ U;I /Uan Ean gn

implies h,, € [g, ', gu]-
Conclusion of lemma 8.5.3 completes the proof.
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8.7 Proof of P(241) =0

8.7.1 Proof of H,/D,, — 1 on Qy4;
Let us define, for all 4 > 1, a, b €]0,1] and iy € N the stopping time

Ty = inf{n > iy/ En/(Cn+ Ey) & [ " a, pa] or Gu/(G + 1) & [0, ub]}.

Then
Q41 C Uipenapeloi1t = +o0}.
Lemma 8.7.1
B F F J 1X 1X =F Jn
0 — =
mAg e O F E G <o) T mia

PROOF: Let us first prove for instance that F,/G, — 0 on {24, : remark that

1 . F,
QAICTFG’—{Z%<OO} {Zlen—G<OO}

neN
On the other hand, fix u > 1, a, b, €]0,1[ and iy € N. On Q4 ,, for all p > i,

Frlx,—q _ Blx,—a = Fy
_nXa=G = b b .
— Gy (Fy + Hy) GF+H ZF+G+@)2—M F,+G,

We now make use of F,/E,, ..— 0. Let us prove the second part of the
inclusion, the proof for the third being simlar, taking calculations symetrically.
Applying Borel-Cantelli lemma, on Q47 C Tp 4,

00 > Z 141Xn:B ~ Z 1Xn:B,Xn+2:D B, + D, ~ Z ]‘Xn:B’Xn-i-Z:D

Nlen D,Xn42=B len D, Xn12=B Bn +D len
~ ~ D, C i E
neN neN

Nzlxn D, Xpio=F Bn Dy + F, Nzlx I Bn
F, _E, D, n=D Xnp2=F P
neEN neN

Given py € N such that X,,) = D, let gy be the first £ > p, such that X} = F.
Then

B, B,
Zan FXnta=D g S Zan D Xnsa=F [

n>qo n>po

Therefore
00 > Z ]-Xn:F,Xn+2=D &Dn + Fn ~ 1Xn:F Bn

F, E, D, <« F, E,+Gy

neN ne
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O
Let us define, for all n» € N, the time k, of n-th return to state F'. Let us
define the stopping times

Uy =inf{n > iy/ F,/G, > € or F,,/E, > €},
and TQ = T1 A Ul.
Lemma 8.7.2 Let a; < Cst(u,b). Assume > 1+ € and ky, > 1y. Then

PG ty > PGy, } | Fr,) < exp(=Cist.(u— 1)p~bn).

K(ap+1)n

PROOF: Let k£ € N be the first 1 € N such that G; > uGy, or i = T5. For all
J € [Kn, kI,
'H.] S /'['b_IG] S MQb_lG"fzn S /’L3Hﬁ7n7

which implies
n

H,

Fj n

> >
F1J+H] TL-’-,MZ*}I‘I,M

since € < pu — 1.

We need to prove that with large probability, there is more than a; F}, visits
to state F' between time k,, and time k. Let us define the event A = {Fj,_; > (1+
a1)Fy, }, and apply lemma 8.3.1 with N = (u—1)G,,—1,p=pu*n/H,, ,a=p/2:
observe that pN > (u — 1)u~2bn — 1. Accordingly, choosing a; < (u— 1)u=>b/2
implies P(A) < exp(—C'st.(u — 1)u=°nb).

O

Let us define, given i € N and a; < Cst(p,b), such that X;, = F, the
stopping times

U, =inf{n >4,/ IV € {D,E,G,H}/ 3k € N/ K > ip and K(14q )6 < 1
and Vi, o > 1V,

and T3 = T2 A UQ.
Then, for all p > 1 and e < p—1,

Qa1 C Ujgenaar bejoils = +00}.

Lemma 8.7.3 Let iy €N, a, b €]0,1], p €]1,2[ and € €]0, p—1[. There ezist se-
quences of F,, -mesurable random variables (Dp)n>ke, (Hn)n>ko> (€n)n>ms (Tn)n>ko
such that, if k, <Tj3, then

I)Dn = Dnnaﬁn = Hnna
ﬁn—l—l ﬁn Gn +In - (Cn +E/<; )
2)1n = —In—=—"= r = "L+ €py1 + T,
) Dn—|—1 Dn n(G"Cn +Eﬁn) i

a?+b7? a?+ b7
3)E(ent1 | Fr,) =0, E(Ei-ﬂ | Fen) < CSt-T ; |ral < CSt-T-
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PROOF: The proof is the same as for lemma 8.6.3 (using remark 8.5.2 after
lemma 8.5.4). The only difference is that we take G, H,... instead of Gy, a13,
H,,  A1;... at the right hand side of the inequality since, for instance for G,

H,,
E(G’in+1/\T3 - G’in | ‘Fﬁan) S CSt(/”’) n

Let, for all £ € N,
R, =G, + I, — (Ck—i-Ek).

Lemma 8.7.4

Ry
QA1C{11H1H/D —1}0{2;—+n‘6¥)<+00}

PROOF: Observe that, for all k € N, H, < Gy + I, < Fy, + Hp + J, and Dy <
Cx + Ex, < By + Dy + Fy.
Therefore, applying lemma 8.7.3, when &, < T3,

] ﬁn—l—l 1 ﬁn ﬁn - Dn + + + Snn
n-——mMm—-==-———-—— ETL Tn VT, o~
Dn+1 Dn n(EKfn + G’in) ! n(Enn + Gﬁn)

where |S,, | < 2F, + By, + Ji,- Hence, it follows from lemma 8.7.1 that

Z _ 1Skl < +o00.
n(Ex, + Gg,)

Now conditions of lemma 8.4.2 are fulfilled in the case A = oo, y, = H, / D,,
Sn =Tn + Sﬁn/n(EKan + GI@n)? 7n = Dﬂn/n(Eﬂn + G"in)
Hence

Qa1 N{Ty =00} N{H,/D, 41} C {limiann/D > 1 or limsupHn/Dn<
A{in Zen —
t Z o

’in

Assume for instance we belong, given § > 1, to {liminf H,,/D,, > 6} N {73 =
oo}. This implies that

[ _ P _ nn,
o k(Eg, +Gy,) — B+071(1—a) kgnk B+l - a)

since limsup(E,, + Gy, )/Hy, <61 (1—a)+ 0.
On the other hand,

1x, - 1 - -
lnnzlnanxZ%t Z)(k_l_—wxﬁlann’

F;
k<kn k k<kn k

1}
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the last estimate being a consequence of statement (3) of lemma 8.3.5 :

Ix, =G, x,=F Ix,_,=c lx i=¢
TRET R _EelT T = BInG,, .
Z I Z Fy, + H, 2 Z Gy AlnGy,.

k<kn k<kn k<t

Hence
In Hnn - lnDnn t (1 - 6_1)ﬁ lann/(ﬁ =+ 6_1(1 — OJ))

Thus limsupln D, /In H,, < 1, which implies in particular that lim D, /H,, =
0. We apply the same inequality with § = oo, and obtain

InH, —InD,, »InH, <= limsuplnD,/InH, =0.
This implies
limsupln D, /InF,, =0, limsupln E,,/InG,, = 0.

Applying corollary 8.4.1 with L :== G, M := F, N := FE, O := D, we deduce
that D is visited finitely often, which leads to a contradiction and completes the
proof of Q4 C {lim H,,/D,, = 1}.

The fact that

Qa1 N{limH,/D, =1} N{T; = oo}C{Z E‘RiJG )<oo}

Kn <T3

follows directly from statement 3) of lemma 8.4.2.

8.7.2 End of the proof of P(Q4:) =0

We now prove that, for all 49 € N, a, a1, b €]0, 1],
P{limH,/D, =1} N {T3 = co}) = 0.

This implies P(241) =0 by lemma 8.7.4. Let us apply lemma 8.5.3 with T := T3,
Op = Kn, Up = n/Dna R, =R, =G, + I, - (Cn + En)a Sp = Fn(cn + En);
v(km) = Fx,, = m for allme N, L:=F,M:=G,N:=H, g :=1, g3 €]0,1/2],
and 7 := 1.

First observe that U = T3 A K|(11g5ym) < S1 AV for g3 < a; and p < 2.
Indeed, U < V since, on one hand, if n < K|(11g)m|> Pn = Fu/(Fy + Hyp) <
(14 gs)Fy, /(Fx, + Hy,,) < 2ps,, and, on the other hand, n < U implies p, =
F./(Fn,+H,)>F,,/(Fx,+nHg,) > Dx,/2, since g5 < a; and p < 2. The same
assumptions imply U < 51 : G < pGy, < 2Gy.

K (14g3)m]
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Applying lemma 8.7.3 for M, and for M’ in the case n > [(1 + g3)m|, we
obtain that condition a) of lemma 8.5.3 is satisfied in these cases, with m(k,, n) =
Cst(a™? +b7?)/n?, n(km,n) = Cst(a™? + b?)/n?.

On the other hand, U < S; AV implies that a) is satisfied in the case n €
[m, | (14 g3)m]] and &/, < T4, with u(k,,) = Cst/m3/2. Indeed, in this case,

Hy . H;, v, 1 W+ Ep / /
e TR 2 T )i =) n(E, +G,) T
ntl n K K /2P Grem K K

RL:I g2
> r +
2 (B, +Gy) | Al

! !
—I—e”Jrl +7,.

Easy calculation shows that condition b) holds with Cy = Cst(a, b). Assump-
tion c) follows directly from the definition of the coupling, and assumption d)

follows from lemma 8.7.4. @
Let us now prove that €)(i) holds. Let, for all n € N, ¢, = G:%/E:% > 1. Then

nE.,(1+Gy /Ey) 2 Sy =n(Ey +Gy) 2nG,(1+ E, [Gy)

implies A, € [g,*, gn]-
Let us now prove that Ing, < 2usup(a™,b7!)In g,, when g, is close enough
to 1.
Indeed,
Ing, =InGj, /Gx, +InE /E}, .

On the other hand, G}, — Gy, < H,, — Hy, implies

1w O _pa G Oy g T ey o i e T ey oy, P
nGnn—n(+ Gn ) <In(l+p . ) <2ub " In(1+ . ) =2pu N

when g, is close enough to 1.
A similar inequality holds for In Ej;, /Ey, . This proves e)(i). Conclusion of
lemma 8.5.3 completes the proof of P(€4 1) = 0.

8.8 Proof of P(Q4,) =0

8.8.1 Proof of I,/D, -1 on Q45

Let L, M and N be the integers following K. We assume, without loss of
generality, that we belong to T k. Indeed, on 242, we belong to Tra, Yo u
and Yg 1, which implies by lemma 8.6.1 that either lim L,,/(L,, + N,,) > 0 or we
belong to Y1, x. We proved in section 8.7 that the first case is impossible, since
P(QF,I) = 0
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Let us define, for all n € N,

En Hn ~ . En B _ Hn
=i E "M =gy, =5, M =T

Let us define, given p > 1, a, @’ € Rf, I, m €]0, 1], the stopping time

Ty = inf{n > iy/ F, & [ 'aD'™paD'™] or G, & [p ' T™™, pal™™)

or U(n), I(n) & [p1, ul] or m(n), m(n) & [u™"m, pm]
or 3k € [ig,n|/ |l(n) = U(k)| > D,” or |m(n) —m(k)| > 1."}.

Then lemmas 8.3.4 and 8.3.7 (applied with P = F', Q = G...) imply that, for
all up > 1,
Q42 C UigeNa,a w>0,,melo,i[111 = 00}

Lemma 8.8.1 P(3' < a}Nyy) =0.

PROOF: It suffices to prove that, for all ip € N, [, m €]0,1[ such that pul < 1
and pm < 1, the event Q40N {f’ < a} N {7} = oo} is of probability 0. We now
assume we belong to this event.

Let my > ig, then there exists n > my such that X,, = F and D,, > I,, or
X, = H and D,, < I,,. Indeed, assume for instance that D,,, > I,,,,. At time ng of
first return to state E after my (which exists since we belong to Q42), Dyy > I,
or Dy, < I,; in this second case, let ny = inf{n > my/ I, = I,,}, and then
ng = inf{n > ny/ X, = H}. Then D,» < I» and X,» = H.

Suppose for instance that X,, = FE and D,, > I,,. Observe that 5’ < « implies
m(n) < 1—I(n)+21,". Therefore, for sufficiently large I;, (which can be assumed
without loss of generality),

G, < ual[;n(n) < Ma/Ile—l(n)+21,;” < u2a117]1_—l(n) < ,u2a'DTll_l(") < /LZa'b_lE,ll_l(").
Finally, using notations of lemma 8.4.1,

QA’Q N {6’ S Q} N {Tl = OO}
C HF’G I N HG’F N ((ﬂmOZZ’OHF’G ) U (ﬂmOZiOHG’F )) a.s.

0,%0,ap,1—pul, 0,%0,a’ 1 —pm,m 1,mo,pu2a’b=1,1 1,mo,u2ab=1,m

Therefore it follows from lemma 8.4.1 that

QuzN{B < a}N{Ti = 00} C Duo N [(UgenIly ) U (UgenIIy:r)] C 0 as.

Let b €]0,1/2[. Define the stopping time

U, = inf{n > i,/ I(n) + m(n) — 1 < b or [(n) + m(n) — 1 < b},
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and T, = T7 A U;. Then, for all u > 1,

Qa2 C Ujgenaa w>0,€]0,1/2]1,melo,1[1 12 = +00}.

We assume, without loss of generality, B, ... K;, as large as necessary. We
suppose iy is large enough, and take b smaller if necessary, so that, for n € [ig, T3],
I(n) <1-0b, F, < D" < ebD,, and similarly m(n) <1 -5, G, < I'7° < ebl,.

Let us define, for all n € N, v(n) = p~1(I(n) + m(n) — 1). Observe that, for
all n € [ig, Ty[, v(n) > p=tb.

Given A > p > 1, let us define two random sequences (&,)nen, (én)neN, as
follows : & = jo and , for all n € N,

&o = inf{k > &,/ I € [\"'Dy, AD;]}  otherwise,

and .
€ni1 = inf{k > &,/ X =G and Xy = F}

in all cases.
For all £ € N, let

Tyr=inf{n >k X, =F}, T, =inf{n > k/ X, = G}.
Lemma 8.8.2 If I, < ADy, then
P(Hr, , > Hi + H7® | 7 < expl-A' u Tmad 187,
PROOF: Let us define the stopping time
S =inf{n > k/ H, > H, + H, "™}.
Assume n € [k, Ty x|, then H,, < pHy, which implies I,, < um 'H,, < p*m 'Hy <
w3l. Hence G, /(G, + I,,) > u=3Gy/Iy, F,/(F, + H,) > u~'F}/Hy. Therefore
P(Hp,, > Hy+H, "™ | F)<(1-p
< exp[,u’7)\’1m’laa'I,lc(ka(k)*l]
< exp[-A "'y Tmaa TV,

O

We obtain similar inequalities if we replace H by G, I or J for 7'y, and by C,
D, Eor F for T_.
Therefore, let us define, for all n € N, the stopping time

Up = inf{n > io/ 3V € {G, H,1,J}/ 3k 2 io/ Iy < A\Dx , Top <o and Vi, , = Vi 2 ;™"
HV E {C)DaE)F}/ EU{J Z ZO/ Dk S AI]C 5 T—,k S 7;0 and VT_)k — ‘/;c Z ‘/;C].—'U(k)}.
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Then, for all 4 > 1 and A > 1,

Q4,2 C UigeNaa w>0,b€]0,1/21,mejo, {13 = +00},

where T3 = T2 A UQ.
Remark that in particular, for all V € {C,D,E, F,G,H, I, J}, for all , < T3

such that &,—1 > 49, then Vg, < Vg  + V; 11]('5" ). A consequence is that I, €
A u™Dg,, AuDy,] as long as &, < T3.

Lemma 8.8.3 There exists a constant e > 0, depending only on b, \, u, | and
m such that

F:. G
T&nTén = enle, 7,

én
Moreover,
S Rl <too, Y Gil<too, 3 <too, ¥ P o
F Gf Fe,Ge
€n<Ts €n<Ty fn<Ty  EnTEn £,<Ty & En

PROOF: Let us first prove the first statement. Let us define the set Z of integers
n € N such that I, € [\"'pu=tD,, A\uD,]. It suffices to compare

F,G)
Z 1Xn =F Xp41= GWlth Dp

n<p,n€l

Now, let us apply statement (1) of lemma 8.3.5 :

1y _p FIV2G
Z Lxu=Fxnn=0 = Z Lxu=r "B, —I—G Z Flnb/2 E,

n<p,n€l n<pnel nSp,nEI

The term Féib/ 2G’n/ E,, roughly can only increase when n increases. More
precisely, for all n < p such that n € Z,

Flfb/ZG
n = < /\ﬂ's 1— b/2 ! —1D§L1—b/2)l(n)+m(n)—1 < Au4a1—b/2alm—1D1(11—b/2)l(p)+m(p)—1
1-b/2
< Milal" —=b/2 1y =1 D(1=6/2)I(p)+m(p)— < Nu'm 1 Fp Gp_
p Dp
Therefore

b2
Z 1x,=Fxp11=G¢ = Nu'm =t
D,

n<p,n€l

Gp 1Xn 1v2,,7 1FpGp
Z = b/2<2b Ap'm” D
n<p p
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It remains to prove the second statement. Remark that there exists a.s v > 0
such that, for all n € N, max(B,, Fg,,Ge,, K¢,) < Déﬂ’" (recall that I, €
[A_lu_ngn’ )\/'I’Dsn])' Hence

maX(B§ 1F§ ’Gf 7K§ ) D§ 1 1
n n n n < n < < .
Z anng - Z F, G&n Dy — ZN enltv o0

neN/ &,<Ts neN/ &,<Ts € ne

Let us define the stopping times
U3 = 1nf{n 2 Zo/ anng/Dgn < en} s T4 = U3 N T3.

Let, for all k£ € N,
Ry = Hi + Ji, — (Cy + Ey).

Lemma 8.8.4 Letig €N, a, ', v >0, b €]0,1/2[, I, m €]0,1[. There ezist se-
quences of Fg,-mesurable random variables (Dy)n>k,» ( n)n>kos (€n)n>ms (Tn)n>ko
such that, if &, < Ty, then

1)D, = De,, I, = I,
I, I, R

2)In L _p 2 = e

Dn+1 Dn anan

+€ni1 +7n if Ie, € [N Dy, , ADg, ],

D, \2 D\’
- 2 < Y it < . )
3)E(6n+1 ‘ Flﬁn) O ) E(€n+1 ‘ an) - OSt()\) (anan) ’ |rn‘ o CSt(A) (an an)

PROOF: The proof is similar to the proofs of lemmas 8.6.3 and 8.7.2.

Lemma 8.8.5

Qup C{lg,/De, — 1} N {Z R Gg

neN

< +oo}.

PROOF: The proof is divided in two steps. In the first step we prove, using lemma
8.4.2, that

Qaon{Is, /D, 71} C QaonN({liminfI,,/D,, > p?*A}u{limsup I,/ D,, < pi*A7'}),

and

Q0N {T, = oo} N {lim I, /Dgn_1}c{ZF G‘ < o0}

neN &n

We prove in the second step that, if A was chosen large enough, then

Qa2N {liminf1,/D, > p > } U{limsup I,/ D, < p’A7'}) = 0 a.s.
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First step Observe that, for all kK € N, I}, < Hy + J, < I} + G}, + K; and
D, <Cy+ E, < Dy+ By + F. . . .
Now lemma 8.8.4 implies that, when I,, € [\"'D,, AD,], then

j;+1 j% L% j% LQ
In = —In—=—">-(=——-1)4+€pp1+ 71y + —=—,
Dn+1 D’n an ng (Dn ) i anan
where Ug, < B¢, +F¢, +G¢, +Kg,. Therefore it follows from the second statement
of lemma 8.8.3 that
Y el el _
Ge,

neN 5”

Therefore conditions of lemma 8.4.2 are fulfilled in the case vy, = fn /Dn,
Yo = De, [Fe, Ge,, sn = mn + Us, [Ft, Ge,, A = A, p = p (if we assume I;, large
enough). Let us prove that the assumptions of statement 2) of this lemma are
satisfied. Indeed, an easy adaptation of lemma 8.8.3 implies there exists f € R}
such that Fg G, /D, < fn on Upen{Vp > po,yr € [A\7', A} (since in this case
G/ E, roughly can only decrease when n increases), which implies ), 7% = oo.
This completes the proof of this first step.

Second step Let us prove for instance that

Qa2 N {liminfI,/D, > u N}

is of probability 0. We now suppose we belong to this event.

We know that limsupIln G, /InI, <1—bon {1, = co}. Let us compare In F,
and In H,,.

Claim limsupln F,,/InG,, < pSlm=1 271,

This claim will imply that limsupln F,,/In H, < pSIA~' and therefore, ap-
plying corollary 8.4.1 with an appropriate choice of A\, that F' is visited only
finitely often, which leads to a contradiction.

Proof of the claim

1x, ,=F C1x,  —FX=G Ey 1+ Gy
M k—1— _ k—1 Ak
Z Fp_, Z Fyy Gr-1

is a martingale and, endowing notations of Chow theorem,

" l1x,_ ,-r E " lx,_,—F
M _ k=1~ k-1 k=1~
< >n= Z F?2 Gy, = Z F,
k=1 k -

since E,,/F,G, <1 for sufficiently large E;, (recall that I(n) +m(n) —1 > b and
Do/l < iPAY).

Therefore
nAT3 nAT3 nAT3
Z lxyoi=r _ 1x, 1=Fxp=G Ex—1+ Gr_1 _ 1x, =a.x,=F Ex_1 + G4
Fp Fp Gr Fy G-

k=1 k=1 k=1
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Now

i Lxyi=6.x4=F Ep—1+ Gr—1 i Ixy1=6 Ex—1 + G
Fr_q Gr-1 Gr-1 Frpo1+ Hpy

k=1

is a martingale, and

< N> Z]'XleEk 1+Gro1 1 Epoi +Gror Hi
" Gi1 Fra+Hy 1 Fpn  Gp1 Fpa+ Hpo
<21Xk1G’Ek 1+ Gr—1, Epa n 1 )
Gro1 Fpoo+Hyoy FrpoiGroy o Fi

<lek 1= GElc 1+Gk: 1
Gr-1 Fpo1+ Hpy

since F,, /F,G, <1 for sufficiently large E;,.

Therefore . T
A A
nZS Ix, = = Ixpoi=a Eyo1 + Gr
—~ I o~ Gr Fpat Hy i

It remains to observe that limsup(E, + G,)/(F, + H,) < limsup(E,/H, +
G,/H,) < p’lm~X\7! on liminfI,/D, > p 3\
O

8.8.2 End of the proof of P(Q42) =0

Using the fact that I,,/D, — 1, we can adapt the proof of lemma 8.8.3 to
estimate more precisely the behaviour of F¢, G, /D, and prove that, for all 1 > 1,
there exists a.s e > 0 such that u 'en < F,G¢, /Dg, < pen for enough large n.

Let us define the stopping times

Us = inf{k > &,/ In < k/F,Ge,/De, & [ en, pen] or Ig, &[5~ De,, uDg,},

and
T5 = T3 AN U4.

Then, for all y > 1,
Qa2 C Uigenaa pe>0€0,1/21,melo,i[{ 15 = 00} ass.

We now need to estimate the small variations of G with respect to H. We
endow notation (G/I)(n).

Lemma 8.8.6 For all j, k € N* such that k > j and & < T,

P{(G/1) g, (1 +1/V/) < Ge, (1 +2//7) | Fg,) < exp(=Cst(0)k/\/7),

if 1, is sufficiently large in the stopping time T.
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PROOF:

Let n > 1. Assumption k < T5 implies I, > H¢, > G¢, > k. Let us define the
stopping times R = inf{n > &/ I, > I, (1 + 1//j) + 1}, S = inf{n > &/ G, >
Ge (1+1//5)},and T = RAS A T.

We want to prove that S > T with large probability.

Firstly, for all n < T, G, < G, (for j > Cst(n)), which implies that the
probability to go to G starting from [ is less than nGe, /(Ge, + I¢,) < nGe, /I, .

Therefore, applying lemma 8.3.1 with N := I, /\/7 + 1, p := nG¢, /I, a :=

n(n — 1)p implies

P((IHG)g,r > n*Ge, /7 | Fe,) < exp(—Cst(n)Ge,//7) < exp(—=Cst(n)k/ /7).

On the other hand, at each visit to G at time n, the probability to go to F'is
F./(F,+ H,) < (n—1)/2 (for I, sufficiently large), and the probability to go to
H and return to G is also less than (n—1)/2 for I, large. Applying lemma 8.3.1
with N :=2G¢, //j,p:=n—1,a:=p/2:

P((FG)5k7T+(GHG)§k,T > 3(77_1)G§k/\/5 ‘ '7:51;) < exp(—C’st(n)ng/\/j) < exp(—C’stk/\/j).

This completes the proof, since

G G
Geor < (UHG)gr+ (FG)er + (GHG) g r +1 < \/%'fn[?)(n —1)+77] < Qﬁ,

for enough small 7.
O

Let us define the stopping times

Us = inf{n > &,/3j,k € N/& <n,j < k[I, < I,(1+1/y/j) and G, > G, (1 +2//5)]
or [D, < Dg, (1 +1/4/5) and F, > F, (14 2//5)},

and T6 = T5 N U5.
Then

P{Us < oo}n{Ts = c0}) < Z exp(—Cstk/+/7) < ZCst.\fj exp(—Cstr/j) < 1/2

for enough large 7. Therefore, for all u > 1,

Q42 C UioeN,a,a’,u,e>0,b€]0,1/2[,l,m€]0,1[{T6 = 00} a.s.

Let us now apply lemma 8.5.3 with T := Tg, §, := &, (such that & = i),
U, := I,/ Dy, Ry := Ry = Hy + Jp — (Co + Ey), Sp = FyGy, v(€m) = m for all
m>1iy, L:=F, M: =G, N:=H, go=1, g3 €]0,1/2[, and i := 2.

First observe that U = T A §|(1495)m| < S2 AV for a good choice of g3. In-
deed, U < Sy for g3 < p'gie = p~'e, since pg,, Ge,, > p~'Fg, Ge, /He,, > p~'em.
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And U < V since, for allj, k € Nsuch that j > kand §; < T, k = ngng/H,gk €
[M—5am—1Dl(§k)+m(§k) " am—lDl(ﬁka(ﬁk) 1] p €p am—lDl(ﬁk) 7u4am—1DlE§fk)_1]’
and [I(&x) — l(fy)| < D¢’ Im(&) — m(&)| < 15" imply pe sy ym € [Pen/2:2P¢,]
for u < Cst(b) and g3 < Cst(b), which can be assumed without loss of generality.
Applying lemma 8.8.4 for M, and for M’ in the case n > |(1 + g3)m],
we obtain that assumption a) of lemma 8.5.3 is satisfied in these cases, with
m(Em,n) = Cst(e)/n?, n(&m,n) = Cst(e)/n’.
On the other hand, U < Sy AV implies that a) is satisfied for n € [m, | (1 +
g3)m|] such that & < Ty, with u(&,,) = Cst(e)/m3/?. Indeed,

I I Hi +J, 1 o + Ep
In 2t g2 > T & _ & ¢ L+
D, D~ F', G', 1— 92 F,, GI, n+ n
R
(3 g2

+

! !
2 Fror, e T

Easy calculation shows that assumption b) holds with C; = Cst(e). Assump-
tion c) follows directly from the definition of the coupling, and assumption d)
follows from lemma 8.8.5.

I / I
Let us prove that e) (ii) holds. Let n; = In

k/F

2 ~t ' ! —

. Observe that

which implies |In hy| < Inn.

Now if & < Ts, In gy < Cou(&m)v(€m) = C2Cst(e)/y/m implies lnI’;c/ng <
C3/+/m and In D,E,C/D’;c < C4/y/m, with Cy = CoC'st(e). We can assume C} large
enough in e)(ii). )

Let us use for instance the first inequality. Let § be the first ¢ € N such
that Glf% = Gy. Then & > & and Ilk > I¢ . Therefore Iy < I (1 +2C5//m)
which implies, since &, < Tg, that G¢ = G’;c < G, (14+4C%//m). We can apply
the same argument for estimating In F; ,k /Fe,. In summary, we obtain that, for
sufficiently large m,

|In hy| < Inng < 10C5/\/P.

Now, &, < Ty and ¢, < Ty imply, assuming C, large enough,
gnt1 2 gn — Cof D™ 2 g = Cou(6m)v(0) /2

forall p < 1/2, since v(&,) > (I(&m)+m(&m)—1)/2 implies DZSm > Cst(u,a,d,e)\/m.
Conclusion of lemma 8.5.3 completes the proof of P(Q42) = 0.
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Résumé

La premiere partie de cette thése est consacrée aux algorithmes stochastiques.
Nous présentons de nouveaux résultats de convergence et de non-convergence vers
certains ensembles ”instables” du systeme dynamique associé. Nous étudions, en
collaboration avec M. Benaim et S. Schreiber, la modélisation de dynamiques
génétiques par des processus d’urnes de Pdélya généralisées.

La deuxieme partie est consacrée a une conjecture de Pemantle et Volkov
énongant que les marches aléatoires renforcées par sommets sur les entiers restent
p-s. bloquées dans cinq points au bout d’un certain temps. Nous prouvons cette
conjecture, et donnons une nouvelle preuve des résultats obtenus précédemment
sur le sujet par Pemantle et Volkov, en utilisant en partie certaines des techniques
mises en oeuvre pour la conjecture.

Mots clés : Algorithmes stochastiques. Pieges répulsifs. Modeles d’urnes.
Dynamiques génétiques. Marches aléatoires renforcées.

Traps of stochastic algorithms and
vertex-reinforced random walks

The first part of the thesis focuses on stochastic algorithms. We present new
results concerning convergence and non-convergence towards ”unstable” sets of
the associated dynamical system. In a joint work with M. Benaim and S. Schrei-
ber we study certain evolutionary processes described by generalized Pélya urn
models.

The second part of thesis is devoted to a conjecture of Pemantle and Volkov,
stating that vertex-reinforced random walks on integers eventually get stuck at
a set of five points a.s. We prove this conjecture, and give a new proof of the
results previously obtained by Pemantle and Volkov on this subject, by using in
part some tools constructed for the conjecture.

Keywords : Stochastic algorithms. Repulsive traps. Urn models. Evolutio-
nary processes. Reinforced random walks.



