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1 Développements limités

�
Objectifs :

� Notations de Landau (O, o, ∼) pour comparer deux fonctions localement

� Théorèmes de Taylor-Young et Taylor-Lagrange

� Notion de développement limité (DL), DL usuels et opérations sur les DL

Motivation : approximation a�ine

Soit f : I→ R avec x0 ∈ I et f dérivable en x0.

Par dé�nition on a

lim

x→x0
f(x) − f(x0)

x− x0
= f ′(x0).

Donc pour ε > 0 et x su�samment proche de x0,∣∣f(x) − (f ′(x0)(x− x0) + f(x0))∣∣ ≤ ε. x

y

x0

f(x)

y=f ′(x0)(x−x0)+f(x0)

Ainsi, au voisinage de x0, la courbe de f « ressemble » à sa tangente en x0. On parle d’approximation a�ne.

Le but des développements limités est de donner un sens précis à ce type d’approximation, puis de proposer de

meilleures approximations au delà du cas a�ne.

1.1. Comparaison locale

Dans cette section, I désigne un intervalle de R quelconque : I =]/[a, b ]/[ avec −∞ ≤ a < b ≤ +∞. On note

I = I ∪ {a} ∪ {b}, de sorte que x0 ∈ I correspond à x0 ∈ I ou x0 = a ou x0 = b.

On rappelle qu’un voisinage de x0 dans I est un ensemble de la forme :

� I∩ ]x0 − ε; x0 + ε[ avec ε > 0 si x0 ∈ R,

� I∩ ]M,+∞[ avecM > 0 si x0 = +∞,

� I∩ ] −∞,M[ avecM < 0 si x0 = −∞.

En�n, une intersection de voisinages de x0 est un voisinage de x0.

1.1.1 Dominance

Définition 1.1

Soit f, g : I→ R. On dit que f est dominée par g au voisinage de x0 s’il existe un voisinage J de x0 dans I et

C > 0 tel que

∀x ∈ J, |f(x)| ≤ C|g(x)|.

On note alors, de façon équivalente

f =
x0
O(g), f = Ox0(g), f(x) = O(g(x)), (x→ x0).

Lorsqu’il n’y a aucune ambiguïté sur x0, on écrira parfois simplement f = O(g). La notationO(g) se dit « grand-

O de g » et provient du mathématicien allemand Edmund Landau (1877-1938). Avec la prépondérance et l’équiva-

lence (voir ci-dessous), O, o et ∼ sont appelés les notations de Landau.
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CHAPITRE 1. DÉVELOPPEMENTS LIMITÉS 5

Proposition 1.1

f =
x0
O(g) si et seulement si il existe J voisinage de x0 dans I et b : J→ R bornée telle que

∀x ∈ J, f(x) = g(x)b(x).

Démonstration. (⇒) On dé�nit b : J→ R par

b(x) :=


f(x)

g(x)
si g(x) 6= 0,

C si g(x) = 0.

On véri�e que b est bornée par C et que f = gb sur J.
(⇐) Puisque b est bornée, soit C > 0 tel que |b(x)| ≤ C pour tout x ∈ J. On a

|f(x)| = |g(x)| · |b(x)| ≤ C|g(x)|,

donc f =
x0
O(g).

Remarque 1.1 : De la proposition précédente, on déduit que si g ne s’annule pas au voisinage de x0, alors

f =
x0
O(g) si et seulement si

f
g

est bornée au voisinage de x0. C’est à dire qu’il existe J voisinage de x0 dans I et

C > 0 tel que

∀x ∈ J,
∣∣∣∣ f(x)g(x)

∣∣∣∣ ≤ C.
En pratique, c’est cette caractérisation que l’on utilisera le plus souvent.

Exemple 1.1 : 1. I = R, f(x) = 3x+ 2 et g(x) = e5x.

� En x0 = 0 on a :

lim

x→0
f(x)

g(x)
= 2, lim

x→0
g(x)

f(x)
=
1

2
,

donc
f
g

et
g
f

sont bornées au voisinage de 0. Donc f=
0
O(g) et g=

0
O(f).

� En x0 = +∞ on a, par croissance comparée :

lim

x→∞ f(x)

g(x)
= 0, lim

x→0
g(x)

f(x)
= +∞,

donc
f
g

est bornée au voisinage de +∞, donc f =
+∞O(g). En revanche

g
f

n’est pas bornée au voisinage de

+∞, donc g n’est pas dominée par f en +∞.

2. I = R, f(x) = x2 et g(x) = x3. On a

lim

x→+∞ f(x)

g(x)
= 0, lim

x→0
g(x)

f(x)
= 0,

donc f =
+∞O(g) et g=

0
O(f). En revanche, g n’est pas dominée par f en +∞ et f n’est pas dominée par g en 0.

3. I = R, f(x) = x sin(x) et x0 = +∞. Pour tout x ∈ R on a | sin(x)| ≤ 1, donc |f(x)| ≤ |x|. Donc f(x) =
O(x), (x→ +∞).

Remarque 1.2 : Si f =
x0
O(1) alors f est bornée au voisinage de x0.

Proposition 1.2: Transitivité

Soit f, g, h : I→ R. Si f =
x0
O(g) et g =

x0
O(h). Alors f =

x0
O(h)
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Démonstration. On utilise la Proposition 1.1. Soit J1 voisinage de x0 dans I et b1 : J1 → R bornée telle que f(x) =
g(x)b1(x) pour tout x ∈ J1. Soit J2 voisinage de x0 dans I et b2 : J2 → R bornée telle que g(x) = h(x)b2(x) pour

tout x ∈ J2. Alors, J = J1 ∩ J2 est un voisinage de x0 dans I et

∀x ∈ J, f(x) = h(x)b1(x)b2(x).

En�n, la fonction b : J→ R dé�nie par b(x) = b1(x)b2(x) est bornée sur J.

Proposition 1.3: Opérations sur les grands-O

1. Soit f, g, h : I→ R tel que f =
x0
O(h) et g =

x0
O(h). Alors

f+ g =
x0
O(h).

2. Soit f, g : I→ R tel que f =
x0
O(g). Pour tout λ ∈ R∗,

λf =
x0
O(g), f =

x0
O(λg).

3. Soit f1, f2, g1, g1 : I→ R tel que f1 =
x0
O(g1) et f2 =

x0
O(g2). Alors

f1f2 =
x0
O(g1g2)

Démonstration. Toutes les égalités ci-dessous sont pour x dans un voisinage de x0, qui peut varier au cours de la

preuve.

1. Si f(x) = h(x)b1(x) et g(x) = h(x)b2(x) alors f(x) + g(x) = h(x)(b1(x) + b2(x)). De plus b1 + b2 est

bornée si b1 et b2 sont séparément bornées.

2. Si f(x) = g(x)b(x) alors λf(x) = g(x)λb(x) avec λb bornée si b est bornée. De plus, f(x) = λg(x)b
λ

avec
b
λ

bornée.

3. Si f1(x) = g1(x)b1(x) et f2(x) = g2(x)b2(x) alors f1(x)f2(x) = g1(x)g2(x)b1(x)b2(x) avec b1b2 bornée

si b1 et b2 sont séparément bornées.

On retiendra de la proposition ci-dessus que

O(h) +O(h) = O(h), λO(h) = O(λh) = O(h), O(g1)O(g2) = O(g1g2).

1.1.2 Prépondérance

Définition 1.2

Soit f, g : I→ R. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de x0 si

∀ε > 0, ∃J voisinage de x0 dans I, ∀x ∈ J, |f(x)| ≤ ε|g(x)|.

On note alors, de façon équivalente

f =
x0
o(g), f = ox0(g), f(x) = o(g(x)), (x→ x0).

Lorsqu’il n’y a aucune ambiguïté sur x0, on écrira parfois f = o(g). La notation o(g) se dit « petit o de g ».

Proposition 1.4

Si g ne s’annule pas au voisinage de x0 alors f =
x0
o(g) si et seulement si

lim

x→x0
f(x)

g(x)
= 0.
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Démonstration. (⇒) Soit ε > 0. Soit J1 voisinage de x0 tel que ∀x ∈ J, |f(x)| ≤ ε|g(x)|. De plus, soit J2 voisinage

de x0 tel que g(x) 6= 0, ∀x ∈ J2. Pour tout x ∈ J1 ∩ J2, voisinage de x0, on a∣∣∣∣ f(x)g(x)

∣∣∣∣ ≤ ε.
Si x0 ∈ R, il existe δ > 0 tel que J1 ∩ J2 =]x0 − δ, x0 + δ[, donc x ∈ J1 ∩ J2 ⇔ |x − x0| < δ, et on retrouve la

dé�nition de la limite

∣∣∣ f(x)g(x)

∣∣∣ → 0, x → x0. Si x0 = +∞, il existe M > 0 tel que x ∈ J1 ∩ J2 ⇔ x > M, et on

retrouve la dé�nition de la limite de

∣∣∣ f(x)g(x)

∣∣∣ en +∞. Le cas x0 = −∞ est similaire.

(⇐) Si x0 ∈ R. Soit ε > 0. Soit δ > 0 tel que

∀x ∈ I, |x− x0| < δ⇒ ∣∣∣∣ f(x)g(x)

∣∣∣∣ ≤ ε
En notant J =]x0 − δ, x0 + δ[ on a |f(x)| ≤ ε|g(x)| pour tout x ∈ J. Donc f =

x0
o(g).

Si x0 = +∞. Soit ε > 0. SoitM > 0 tel que

∀x ∈ I, x > M⇒ ∣∣∣∣ f(x)g(x)

∣∣∣∣ ≤ ε
En notant J =]M,+∞[ on a |f(x)| ≤ ε|g(x)| pour tout x ∈ J. Donc f =

x0
o(g). Le cas x0 = −∞ est similaire.

Proposition 1.5

f =
x0
o(g) si et seulement si ∃J voisinage de x0 dans I etω : J→ R telle que f(x) = g(x)ω(x) avec

lim

x→x0ω(x) = 0

Démonstration. Laissée au lecteur. Repartir de la Dé�nition 1.2 et de la dé�nition de limx→x0 ω(x) = 0 comme dans

la preuve ci-dessus, en fonction de la valeur de x0. On pourra aussi s’inspirer de la preuve de la Proposition 1.1

Exemple 1.2 : On reprend l’exemple précédent.

1. I = R, f(x) = 3x+ 2 et g(x) = e5x.

� En x0 = 0 on a : limx→0 f(x)g(x) = 2 et limx→0 g(x)f(x) = 1
2
, donc aucune des deux n’est négligeable devant

l’autre.

� En x0 = +∞ on a, par croissance comparée : limx→∞ f(x)
g(x) = 0 donc f =

+∞o(g).
2. I = R, f(x) = x2 et g(x) = x3. On a limx→+∞ f(x)

g(x)
= 0 et limx→0 g(x)

f(x)
= 0, donc f =

+∞o(g) et g=
0
o(f).

Le dernier exemple suggère une propriété plus générale qui nous sera utile pour les développement limités en 0.

Proposition 1.6

Soit n,m ∈ N tel que 0 ≤ n < m. Alors xm = o(xn), (x→ 0).

Démonstration. Laissée au lecteur.

Remarque 1.3 : Si f =
x0
o(1) alors lim

x→x0 f(x) = 0.

On a pour petit-o des propriétés analogues à grand-O.

Proposition 1.7: Transitivité

Soit f, g, h : I→ R. Si f =
x0
o(g) et g =

x0
o(h). Alors f =

x0
o(h)
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Démonstration. On utilise la Proposition 1.5. Soit J1 voisinage de x0 dans I et ω1 : J1 → R telle que f(x) =
g(x)ω1(x) pour tout x ∈ J1, avec ω1(x) → 0, (x → x0). Soit J2 voisinage de x0 dans I et ω2 : J2 → R telle que

g(x) = h(x)b2(x) pour tout x ∈ J2 avecω2(x)→ 0, (x→ x0). Alors, J = J1 ∩ J2 est un voisinage de x0 dans I et

∀x ∈ J, f(x) = h(x)ω1(x)ω2(x).

En�n, la fonctionω : J→ R dé�nie parω(x) = ω1(x)ω2(x) satisfaitω(x)→ 0, (x→ x0).

Proposition 1.8: Opérations sur les o

1. Soit f, g, h : I→ R tel que f =
x0
o(h) et g =

x0
o(h). Alors

f+ g =
x0
o(h).

2. Soit f, g : I→ R tel que f =
x0
o(g). Pour tout λ ∈ R∗,

λf =
x0
o(g), f =

x0
o(λg).

3. Soit f1, f2, g1, g2 : I→ R tel que f1 =
x0
o(g1) et f2 =

x0
o(g2). Alors

f1f2 =
x0
o(g1g2).

Démonstration. Laissée au lecteur. Analogue à la preuve de la Proposition 1.3.

On retiendra de la proposition ci-dessus que

o(h) + o(h) = o(h), λo(h) = o(λh) = o(h), o(g1)o(g2) = o(g1g2).

Les propositions qui suivent mélangent petit-o et grand-O. On peut retenir que petit-o est plus fort que grand-O
car une fonction qui tend vers 0 en un point est aussi bornée au voisinage de ce point.

Proposition 1.9

Si f =
x0
o(g) alors f =

x0
O(g).

Démonstration. Si f(x) = g(x)ω(x) au voisinage de x0 avec limx→x0 ω(x) = 0, alors ω est bornée au voisinage

de x0, et on conclut par la Proposition 1.1.

Proposition 1.10: Prédominance des petits-o

1. Soit f, g, h : I→ R tel que f =
x0
o(g) et g =

x0
O(h). Alors f =

x0
o(h).

2. Soit f, g, h : I→ R tel que f =
x0
O(g) et g =

x0
o(h). Alors f =

x0
o(h).

3. Soit f1, f2, g1, g2 : I→ R tel que f1 =
x0
O(g1) et f2 =

x0
o(g2). Alors f1f2 =

x0
o(g1g2).

Démonstration. 1. Soit J1 voisinage de x0 etω : J1 → R avec limx→x0 ω(x) = 0 et f = gω. Soit J2 voisinage de x0
et b : J2 → R bornée telle que g = hb. Sur J1 ∩ J2 on a f = hωb avec limx→x0 ω(x)b(x) = 0. Donc f =

x0
o(h).

2 et 3 sont analogues et laissés au lecteur.

On retiendra de la proposition ci-dessus que

o(O(h)) = o(h) , O(o(h)) = o(h) , O(g1)o(g2) = o(g1g2) .
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1.1.3 Équivalence

Définition 1.3

Soit f, g : I→ R. On dit que f est équivalente à g au voisinage de x0 si

f− g =
x0
o(g)

ou encore f = g+ ox0(g). On note alors

f ∼
x0
g, f(x) ∼ g(x), (x→ x0).

S’il n’y a aucune ambiguïté sur x0, on notera parfois f ∼ g.

Proposition 1.11

Soit f, g : I → R et x0 ∈ I. f ∼x0 g si et seulement si il existe J voisinage de x0 et ω : J → R avec

limx→x0 ω(x) = 0 tel que

∀x ∈ J, f(x) = g(x)(1+ω(x))

Démonstration. f ∼
x0
g⇔ f−g =

x0
o(g). D’après la Proposition 1.5, f−g =

x0
o(g)⇔ ∃J voisinage de x0 etω : J→ R

avec limx→x0 ω(x) = 0 tel que f(x)−g(x) = g(x)ω(x)⇔ ∃J voisinage de x0 etω : J→ R avec limx→x0 ω(x) = 0
tel que f(x) = g(x)(1+ω(x)).

Proposition 1.12

Si g ne s’annule pas au voisinage de x0 alors f ∼
x0
g si et seulement si

lim

x→x0
f(x)

g(x)
= 1

Démonstration. Laissée au lecteur.

Exemple 1.3 : 1. I = R, f(x) = x2, g(x) = x2 + 5 et x0 = +∞
lim

x→+∞ f(x)

g(x)
= lim

x→+∞ x2

x2 + 5
= lim

x→+∞ 1

1+ 5
x2

= 1

donc f ∼
+∞g.

2. I =]0,+∞[, f(x) = 1
x
, g(x) = 1

x
+ 2 et x0 = 0.

lim

x→+∞ f(x)

g(x)
= lim

x→+∞
1
x

1
x
+ 2

= lim

x→+∞ 1

1+ 2x
= 1

donc f ∼
0
g.

Proposition 1.13

La relation ∼ est une relation d’équivalence.

1. Ré�exive : f ∼
x0
f,

2. Symétrique : f ∼
x0
g⇒ g ∼

x0
f,

3. Transitive : f ∼
x0
g et g ∼

x0
h⇒ f ∼

x0
h.
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Démonstration. 1. En posantω(x) = 0 on a bien f(x) = f(x)(1+ω(x)) sur I.

2. Si f(x) = g(x)(1+ω(x)) avecω(x)→ 0, alors

g(x) = f(x)
1

1+ω(x)
= f(x)

(
1+

−ω(x)

1+ω(x)

)
:= f(x)(1+ ω̃(x))

avec ω̃(x)→ 0.

3. Si f(x) = g(x)(1+ω1(x)) et g(x) = h(x)(1+ω2(x)) avecω1(x)→ 0 etω2(x)→ 0, alors

f(x) = h(x)(1+ω1(x))(1+ω2(x)) = h(x)(1+ω1(x) +ω2(x) +ω1(x)ω2(x)) := h(x)(1+ ω̃(x))

avec ω̃(x)→ 0.

Proposition 1.14

Si f ∼
x0
g et lim

x→x0 g(x) = ` alors lim

x→x0 f(x) = `.

Démonstration. Laissée au lecteur.

Proposition 1.15

Si f ∼
x0
g alors f et g ont le même signe au voisinage de x0.

Démonstration. D’après la Proposition 1.11, on a f(x) = g(x)(1+ω(x)) sur un voisinage J. Or,ω(x)→ 0, (x→ x0)
donc il existe un voisinage J ′ de x0 tel que 1+ω(x) > 0.

Proposition 1.16

Si f1 ∼
x0
g1 et f2 ∼

x0
g2 alors

f1f2 ∼
x0
g1g2.

En particulier, si f ∼
x0
g alors fn ∼

x0
gn.

Démonstration. Laissée au lecteur.

Proposition 1.17

Si f ∼
x0
g et g ne s’annule pas au voisinage de x0 alors f ne s’annule pas non plus et l’on a

1

f
∼
x0

1

g
.

Démonstration. Soit J voisinage de x0 et ω : J→ R tel que f(x) = g(x)(1 +ω(x)) avec ω(x)→ 0, (x→ x0). On

suppose de plus que g(x) 6= 0 et 1+ω(x) > 0 sur J (un tel voisinage existe toujours quitte à prendre l’intersection

de plusieurs voisinages). On a alors, pour tout x ∈ J,

1

f(x)
=

1

g(x)

1

1+ω(x)
=

1

g(x)

(
1+

−ω(x)

1+ω(x)

)
:=

1

g(x)
(1+ ω̃(x)),

avec ω̃(x)→ 0.

Si deux fonctions sont équivalentes, on peut les substituer dans une relation de dominance ou de prépondérance.
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Proposition 1.18

Si f =
x0
o(g) et g ∼

x0
h alors f =

x0
o(h).

De même, si f =
x0
O(g) et g ∼

x0
h alors f =

x0
O(h).

Démonstration. Si f(x) = g(x)ω1(x) sur J1 et g(x) = h(x)(1 + ω2(x)) sur J2 avec ω1(x) → 0 et ω2(x) → 0.
Alors, sur J1 ∩ J2 on a

f(x) = h(x)ω1(x)(1+ω2(x)) := h(x)ω(x)

avecω(x)→ 0. La preuve pour grand-O est analogue.

Proposition 1.19

Si f ∼
x0
λ avec λ 6= 0 alors lim

x→x0 f(x) = λ.

Démonstration. f(x) = λ(1+ω(x)) dans un voisinage J de x0. Puisqueω(x)→ 0 quand x→ x0 on a f(x)→ λ.

�
L’équivalence présente plusieurs subtilités qu’il ne faut pas oublier :

� f ∼ 0 impose une contrainte très forte sur la fonction. Dans la pratique, obtenir une fonction

équivalente à 0 est souvent signe d’une erreur de raisonnement.

� On ne compose pas les équivalents. Par exemple, f ∼
x0
g n’implique pas ef ∼

x0
eg.

� On ne somme pas les équivalents.
Ces subtilités sont illustrées dans les proposition et exemples ci-dessous.

Proposition 1.20

Si f ∼
x0
0 alors il existe un voisinage J de x0 telle que f(x) = 0 pour tout x ∈ J.

Démonstration. f(x) = 0(1+ω(x)) = 0 sur un voisinage J de x0.

Exemple 1.4 : Les fonctions

f1(x) =

{
1 si |x| > 1
0 si |x| < 1

, f2(x) =

{
|x|− 1 si |x| > 1
0 si |x| < 1

,

sont équivalentes à 0 en x0 = 0

x

y

0 1

f1(x)

x

y

0 1

f2(x)

Exemple 1.5 : On reprend l’Exemple 1.3(2) avec I =]0,+∞[, f(x) = 1
x
, g(x) = 1

x
+ 2. On a f ∼

+∞g alors que

ef(x) = e
1
x , eg(x) = e

1
x
+2 = e

1
x e2.

On en déduit

lim

x→+∞ f(x)

g(x)
= lim

x→+∞ e
1
x

e
1
x e2

= e−2 6= 1

Donc f � g.
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Exemple 1.6 : I = R, f1(x) = x2 + 3, g1(x) = 3 et x0 = 0. On a f1 ∼
0
g1. On prend maintenant f2 = g2 = −3,

donc f2 ∼
0
g2. En revanche

f1(x) + g1(x) = x
2, f2(x) + g2(x) = 0

et x2 � 0. Donc f1 + f2 � g1 + g2.

En ajoutant certaines hypothèses, la somme d’équivalents est correcte.

Proposition 1.21

Si f1 ∼
x0
g1 et f2 ∼

x0
g2 avec g1 > 0 et g2 > 0 au voisinage de x0, alors f1 + f2 ∼

x0
g1 + g2.

Démonstration. Puisque g1, g2 > 0 on a 0 < g1 < g1 + g2, donc g1 = O(g1 + g2). De même, g2 = O(g1 + g2).
On revient ensuite à la Dé�nition 1.3. On a

f1 − g1 = o(g1) = o(O(g1 + g2)) = o(g1 + g2),

où l’on a utilisé la Proposition 1.10. De même, on a f2−g2 = o(g1+g2). Donc, en sommant les deux et en utilisant

la Proposition 1.8,

f1 + f2 − (g1 + g2) = o(g1 + g2) + o(g1 + g2) = o(g1 + g2),

ce qui correspond à la dé�nition de f1 + f2 ∼
x0
g1 + g2.

Dans la pratique, pour obtenir un équivalent d’une somme de fonction, on peut toujours revenir à la dé�nition

originale : f ∼ g⇔ f = g+ o(g) et travailler avec les petits-o qui sont moins source d’erreur.

Proposition 1.22

Soit f : I→ R dérivable en x0, de dérivée f ′(x0) = ` 6= 0. Alors

f(x) − f(x0) ∼
x0
`(x− x0)

Démonstration. D’après la dé�nition de la dérivée

lim

x→x0
f(x) − f(x0)

x− x0
= `

En particulier on a

lim

x→x0
f(x) − f(x0) − `(x− x0)

x− x0
= 0

On en déduit

f(x) − f(x0) − `(x− x0) = o(x− x0).

Donc, pour ` 6= 0,
f(x) − f(x0) = `(x− x0) + o(x− x0) = `(x− x0) + o(`(x− x0)).

Donc f(x) − f(x0) ∼
x0
`(x− x0).

Cette dernière proposition permet de calculer certains équivalents en dérivant les fonctions.

Exemple 1.7 : � x→ exp(x) avec exp(0) = 1, exp
′(0) = 1, donc ex − 1 ∼

0
x,

� x→ sin(x) avec sin(0) = 0, sin
′(0) = 1, donc sin(x) ∼

0
x,

� f : x→ ln(1+ x) avec f(0) = 1, f ′(0) = 1 donc ln(1+ x) ∼
0
x
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1.2. Formules de Taylor

D’après la Proposition 1.22, nous avons, pour f : I→ R dérivable en x0

f(x) = f(x0) + f
′(x0)(x− x0) + ox0(x− x0),

pour x au voisinage de x0. À un o(x−x0) près, on peut donc approximer f par l’équation de sa tangente. On peut se

demander comment améliorer cette approximation, en particulier si f est plusieurs fois dérivable. On rappelle que

la dérivée n-ième d’une fonction, notée f(n), est dé�nie récursivement par

f(0) = f f(n) = (f(n−1)) ′

de sorte que f(1) = f ′, f(2) = f ′′, etc.

Définition 1.4

Pour n ∈ N∗, on dit que f : ]a, b[→ R est n fois dérivable sur ]a, b[ si

f, f ′, f ′′, f(3), . . . f(n−1)

sont dérivables sur ]a, b[. On dit que f est de classe Cn si f est n fois dérivable et f(n) est continue. En�n, on

dit que f est de classe C∞ si f est n fois dérivable pour tout n.

En particulier, une fonction de classe C0 est une fonction continue. Par ailleurs, une fonction n fois dérivable

est de classe Cn−1 car f dérivable implique f continue.

Les résultats de cette section sont dus aux mathématiciens anglais Brook Taylor (1685-1731) et William Henry

Young (1863-1942) et au mathématicien franco-sarde Joseph Louis Lagrange (1736-1913).

Définition 1.5: Polynôme de Taylor

Soit f : I → R et a ∈ I avec I voisinage de a. On suppose que f est de classe Cn−1 sur I et que f(n−1) est

dérivable en a. Le polynôme de Taylor est le polynôme de degré n suivant

Tf,an (x) =

n∑
k=0

f(k)(a)

k!
(x− a)k.

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguïté, on le note simplement Tn(x).

En particulier, pour n = 1 on retrouve l’équation de la tangente T1(x) = f(a) + f
′(a)(x − a) (on rappelle que

0! = 1 et a0 = 1). Le polynôme de Taylor généralise donc cette équation à un ordre arbitraire, pourvu que f soit

su�samment dérivable.

Théorème 1.1: Formule de Taylor-Young

Soit f : I → R et a ∈ I avec I voisinage de a. On suppose que f est de classe Cn−1 sur I et que f(n−1) est

dérivable en a. Alors

∀x ∈ I, f(x) = Tn(x) + o((x− a)
n)

où Tn est le polynôme de Taylor de f en a.

Cette formule nous dit que la di�érence f− Tn est négligeable devant (x− a)n au voisinage de a, c’est à dire

lim

x→a f(x) − Tn(x)(x− a)n
= 0

Pour n = 1 on retrouve la Proposition 1.22. Ensuite, en augmentant n on obtient une approximation de f de plus

en plus précise au voisinage de a. Pour prouver ce théorème, on utilise un résultat intermédiaire et important.
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Proposition 1.23: Inégalité des accroissement finis

Soit f, g : [a, b]→ R continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b[ tel que

∀t ∈]a, b[, |f ′(t)| ≤ g ′(t).

Alors

|f(b) − f(a)| ≤ g(b) − g(a).

Démonstration. On a

∀t ∈]a, b[, −g ′(t) ≤ f ′(t) ≤ g ′(t)

donc f ′+g ′ ≥ 0 et g ′− f ′ ≥ 0 sur ]a, b[. Donc f+g et g− f sont croissantes sur ]a, b[, donc croissantes sur [a, b]
car continues. Donc

g(a) + f(a) ≤ g(b) + f(b)
g(a) − f(a) ≤ g(b) − f(b)

On en déduit

−(g(b) − g(a)) ≤ f(b) − f(a) ≤ g(b) − g(a)

soit |f(b) − f(a)| ≤ g(b) − g(a).

Notons que les hypothèses de cette proposition impliquent g ′(t) ≥ 0 pour t ∈]a, b[, donc g est croissante.

En particulier, si les hypothèses sont satisfaites pour g(t) = Mt, on retrouve une version plus faible de cette

proposition, à savoir

|f(b) − f(a)| ≤M(b− a).

Démonstration du Théorème 1.1. On procède par récurrence sur n, en notant, pour n ∈ N∗

(Hn) ∀x ∈ I, f(x) = Tn(x) + o((x− a)
n).

pour tout f : I→ R et a ∈ I avec I voisinage de a telle que f est de classe Cn−1 sur I et que f(n−1) est dérivable en

a.

Initialisation. Le cas n = 1 est déjà traité dans preuve de la Proposition 1.22.

Hérédité. Soit f : I → R et a ∈ I avec I voisinage de a. On suppose que f est de classe Cn sur I et que f(n) est

dérivable en a. On suppose de plus que (Hn) est vraie. Posons

R(x) = f(x) −

n+1∑
k=0

f(k)(a)

k!
(x− a)k.

et montrons que R(x) = o((x− a)n+1). R est dérivable sur I et l’on a

R ′(x) = f ′(x) −

n+1∑
k=1

f(k)(a)

k!
k(x− a)k−1

= f ′(x) −

n+1∑
k=1

(f ′)(k−1)(a)

(k− 1)!
(x− a)k−1

= f ′(x) −

n∑
k=0

(f ′)(k)(a)

k!
(x− a)k,

où l’on a utilisé ((x − a)0) ′ = 0, k! = k(k − 1)!, f(k) = (f ′)(k−1) et e�ectué le changement d’indice k 7→ k − 1.
Ensuite, on remarque que f ′ est de classe Cn−1 sur I et que (f ′)(n−1) est dérivable en a. On peut donc utiliser Hn
sur f ′. En revenant à la Dé�nition 1.2 des petits-o, on a

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈]a− δ, a+ δ[, |R ′(x)| ≤ ε|x− a|n

Soit ε > 0. Soit δ > 0 telle que l’inégalité ci-dessus est vraie. Si x ∈ [a, a+ δ[, on a

|R ′(x)| ≤ ε(x− a)n
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On peut donc appliquer l’inégalité des accroissement �nis (Proposition 1.23) sur [a, x] avec g ′(x) = ε(x − a)n et

g(x) = 1
n+1ε(x− a)

n+1
. On en déduit

|R(x) − R(a)| ≤ g(x) − g(a)

Or R(a) = f(a) − f(a) − 0 = 0 et g(a) = 0, donc

|R(x)| ≤ ε (x− a)
n+1

n+ 1
.

De même, pour x ∈]a − δ, a[, on a |R ′(x)| ≤ ε(a − x)n et on applique l’inégalité des accroissement �nis avec

g ′(x) = ε(a− x)n et g(x) = − 1
n+1ε(a− x)n+1. Dans ce cas, on a

|R(a) − R(x)| ≤ g(a) − g(x),

donc

|R(x)| ≤ ε (a− x)n+1

n+ 1
.

En rassemblant les deux cas, on a donc montré

∀ε > 0, ∃δ > 0, ∀x ∈]a− δ, a+ δ[, |R(x)| ≤ ε |x− a|
n+1

n+ 1
.

Donc R(x) = o( |x−a|
n+1

n+1 ) = o(|x− a|n+1) et Hn+1 est prouvée.

La formule de Taylor-Young ne nous dit rien d’explicite sur le reste, simplement à quelle vitesse il tend vers

zéro en fonction du degré de Tn. Il existe une autre formulation plus quantitative, qui peut avoir un intérêt dans les

applications numériques par exemple.

Théorème 1.2: Formule de Taylor-Lagrange

Soit f : [a, b]→ R de classe Cn sur [a, b] et (n + 1) fois dérivable sur ]a, b[. On suppose qu’il existe M > 0
tel que

∀x ∈]a, b[, |f(n+1)(x)| ≤M.

Alors

∀x ∈ [a, b], |f(x) − Tn(x)| ≤M
|x− a|n+1

(n+ 1)!
,

où Tn est le polynôme de Taylor de f en a.

Démonstration. On procède par récurrence sur n ∈ N, en notant

(Hn) ∀x ∈ [a, b], |f(x) − Tn(x)| ≤M
|x− a|n+1

(n+ 1)!
,

pour tout f : [a, b]→ R de classe Cn sur [a, b] et (n+1) fois dérivable sur ]a, b[ etM > 0 tel que |f(n+1)(x)| ≤M
pour tout x ∈]a, b[.

Initialisation. Pour n = 0, il s’agit de l’inégalité des accroissement �nis (Proposition 1.23) appliquée à f et

g(t) =Mt sur [a, x]. De plus P0(x) = f(a). Ce qui donne bien

|f(x) − f(a)| ≤M|x− a|.

Hérédité. Soit n ≥ 1. Supposons Hn−1 vraie et montrons Hn. Soit f : [a, b] → R de classe Cn sur [a, b] et

(n+ 1) fois dérivable sur ]a, b[ etM > 0 tel que |f(n+1)(x)| ≤M pour tout x ∈]a, b[. Posons, pour x ∈ [a, b]

R(x) = f(x) −

n∑
k=0

f(k)(a)

k!
(x− a)k.

R est dérivable sur ]a, b[ et l’on a, comme dans la preuve du Théorème 1.1,

R ′(x) = f ′(x) −

n−1∑
k=0

(f ′)(k)(a)

k!
(x− a)k.
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Or, f ′ est de classe Cn−1 sur [a, b] et n fois dérivable sur ]a, b[. De plus on a |(f ′)(n)(x)| = |f(n+1)(x)| ≤M pour

x ∈]a, b[ par hypothèse. On peut donc appliquer Hn−1 à f ′ pour en déduire que

|R ′(x)| ≤M |x− a|n

n!
.

On applique l’inégalité des accroissement �nis (Proposition 1.23) avec g(x) =M (x−a)n+1

(n+1!) et en notant que R(a) =

0 et g(a) = 0 on en déduit

∀x ∈ [a, b], |R(x)| ≤ g(x) =M (x− a)n+1

(n+ 1!)
,

ce qui prouve Hn.

Notons qu’un énoncé similaire existe si on considère le bord b de l’intervalle [a, b]. Il su�t de prendre g(x) =

M
(b−x)n+1

(n+1!) dans la preuve.

Remarque 1.4 (Comparaison des deux formules) : Les hypothèses pour la formule de Taylor-Lagrange (f est

(n+1) fois dérivable sur ]a, b[ et sa dérivée (n+1)-ième est majorée) sont plus fortes que celles de Taylor-Young

(f est n fois dérivable en a), mais l’estimation du reste Rn(x) = f(x) − Tn(x) est meilleure. Pour Taylor-Young

on a Rn(x) = o((x− x0)
n) alors que pour Taylor-Lagrange on a Rn(x) = O((x− xo)

n+1). De plus, la formule

de Taylor-Young est locale : le petit-o implique un voisinage (inconnu) de x0, alors que la formule de Taylor-

Lagrange est valable sur tout l’intervalle [a, b].

1.3. Application aux fonctions usuelles

Plusieurs fonctions usuelles sont de classe C∞. En calculant leurs dérivées successives au voisinage de x = 0,
on peut en déduire leurs formules de Taylor explicites.

Proposition 1.24

Au voisinage de x = 0 on a les formules suivantes pour les fonctions usuelles

exp(x) = 1+ x+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+ o(xn), (x→ 0),

sin(x) = x−
x3

3!
+
x5

5!
−
x7

7!
+ . . .+ (−1)n

x2n+1

(2n+ 1)!
+ o(x2n+1), (x→ 0),

cos(x) = 1−
x2

2!
+
x4

4!
−
x6

6!
+ . . .+ (−1)n

x2n

(2n)!
+ o(x2n), (x→ 0),

1

1− x
= 1+ x+ x2 + x3 + . . .+ xn + o(xn), (x→ 0),

1

1+ x
= 1− x+ x2 − x3 + . . .+ (−1)nxn + o(xn), (x→ 0),

ln(1+ x) = x−
x2

2
+
x3

3
+ . . .+ (−1)n−1

xn

n
+ o(xn), (x→ 0).

Ces formules sont à connaître par cœur, ou bien à savoir retrouver rapidement. On sera particulièrement attentif

aux di�érents signes, au coe�cients (n! ou n) et aux termes constants (0 ou 1).

Démonstration. On applique la formule de Taylor-Young après avoir calculé les dérivées. On a

exp(0) = exp
′(0) = . . . = exp

(n)(0) = 1.

Ensuite pour f(x) = sin(x) on a

f(2k)(x) = (−1)k sin(x), f(2k+1)(x) = (−1)k cos(x),

donc f(2k)(0) = 0 et f(2k+1)(0) = (−1)k. De même pour f(x) = cos(x) on a

f(2k)(x) = (−1)k cos(x), f(2k+1)(x) = (−1)k sin(x),
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donc f(2k)(0) = (−1)k et f(2k+1)(0) = 0. Pour f(x) = 1
1+x = (1 + x)−1 on rappelle la règle de dérivation

(u(x)α) ′ = αu ′(x)uα−1, valable pour tout réel α. D’où

f ′(x) = (−1)(1+ x)−2, f ′′(x) = (−1)(−2)(1+ x)−3, . . . f(n)(x) = (−1)nn!(1+ x)n+1,

ce qui donne f(n)(0) = (−1)nn!. Le facteur n! se simpli�e avec celui du polynôme de Taylor et l’on obtient le

résultat. On en déduit

1

1− x
=

1

1+ (−x)

= 1− (−x) + (−x)2 − (−x)3 + . . .+ (−1)n(−x)n + o(xn)

= 1+ x+ x2 + x3 + . . .+ xn + o(xn).

En�n, pour g(x) = ln(1+ x) on a g(0) = 0 et

g ′(x) =
1

1+ x
= f(x)

Donc pour n ≤ 1, g(n)(0) = f(n−1)(0) = (−1)n−1(n − 1)!. Avec le coe�cient du polynôme de Taylor, on a

(n−1)!
n! = 1

n
, d’où le résultat pour ln(1+ x).

Remarque 1.5 : La proposition ci-dessus donne une forme explicite du polynôme de Taylor Tn pour les

fonctions usuelles, ce qui permet de les tracer approximativement. On peut aussi utiliser la formule de Taylor-

Lagrange et obtenir une estimée numérique sur l’erreur.

x

y

0 1

1

exp(x)
T4(x)
T3(x)

T2(x)

T1(x)

x

y

0

1

π
2

T1(x)

T3(x)

T5(x)

sin(x)

Figure 1.1 – Les fonctions exp et sin et leur polynôme de Taylor pour quelques valeurs de n au voisinage de 0. Plus

n augmente, plus le polynôme est proche de la courbe de la fonction.

Exemple 1.8 : 1. f(x) = exp(x) à l’ordre 4. On a

T4(x) = 1+ x+
x2

2
+
x3

6
+
x4

24
.

La formule de Taylor-Young nous dit que f(x) − Tn(x) = o(x4). De plus, pour x ∈ [−M,M], puisque f est

croissante et positive on a | exp(x)| ≤ eM, et |f(n)(x)| = |f(x)| ≤ eM pour toutn. La formule de Taylor-Lagrange

nous dit

∀x ∈ [−M,M], | exp(x) − T4(x)| ≤ eM
|x|5

5!
≤ e

MM5

120
.

Par exemple, sur [−1, 1], | exp(x) − T4(x)| . 0.022, soit 2% d’erreur. En réduisant l’intervalle [−M,M], où en

augmentant le degré n, on gagne en précision.

2. f(x) = sin(x) à l’ordre 5. On a

T5(x) = x−
x3

6
+
x5

120

La formule de Taylor-Young nous dit que f(x) − Tn(x) = o(x4). De plus pour x ∈ R, |f(n)(x)| ≤ 1, donc par

Taylor-Lagrange on a

∀x ∈ [−M,M], | sin(x) − T5(x)| ≤
|x|6

6!
≤ M

6

720
.

Par exemple, sur [−π
4
, π
4
], | sin(x) − T5(x)| . 3.3× 10−4. Les deux courbes sont quasiment superposées.
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Rappelons quand même que ces formules sont valables localement, seulement au voisinage de x0. Lorsqu’on

s’en éloigne, f et Tn peuvent être très di�érents.

Ensuite, il est intéressant de se demander ce que donne la formule de Taylor-Young appliquée à un polynôme.

Exemple 1.9 : Prenons P(x) = 3+ x− 2x2 + 6x3 et calculons ses dérivées.

P ′(x) = 1+ 2(−2x) + 3(6x2), P ′′(x) = 2(−2) + 3× 2(6x), P(3)(x) = 3× 2(6), P(4)(x) = 0.

On en déduit P(0) = 3, P ′(0) = 1, P ′′(0) = 2!(−2), P(3)(0) = 3!(6), P(k)(0) = 0 pour k ≥ 4. On peut donc

calculer les polynômes de Taylor associés à P :

T0(x) = P(0) = 3

T1(x) = P(0) + P
′(0)x = 3+ x

T2(x) = P(0) + P
′(0)x+

P ′′(0)

2!
x2 = 3+ x− 2x2

T3(x) = P(0) + P
′(0)x+

P ′′(0)

2!
x2 +

P(3)(0)

3!
x3 = 3+ x− 2x2 + 6x3 = P(x)

et Tn(x) = P(x) pour n ≥ 4. Ainsi, l’approximation d’un polynôme par un un polynôme n’est autre que lui-même,

ou bien sa restriction à un degré inférieur.

L’exemple ci-dessus n’a rien d’une coïncidence, la formule de Taylor-Young est exacte pour tout polynôme P si

Tn est de degré aussi grand que celui de P.

Proposition 1.25

Soit P un polynôme de degré d dé�ni par

P(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ adx

d =

d∑
k=0

akx
k

avec ad 6= 0. Alors, au voisinage de 0, le polynôme de Taylor Tn associé à P

Tn(x) =

{ ∑n
k=0 akx

k, si n < d
P(x) si n ≥ d.

Autrement dit, la formule de Taylor-Young est exacte pour n ≥ d, P(x) = Tn(x), sans reste.

Démonstration. P est de degré d donc P(k)(x) = 0 si k > d. De plus on a

P(k)(x) =

d∑
j=k

j(j− 1) . . . (j− k+ 1)ajx
j−k

donc, en x = 0 le seul terme non-nul est celui où j = k, soit P(k)(0) = k(k− 1) . . . 1ak = k!ak. D’où

Tn(x) =

n∑
k=0

P(k)(0)

k!
xk =

n∑
k=0

k!ak
k!

xk =

n∑
k=0

akx
k.

En distinguant selon le cas n < d et n ≥ d on retrouve le résultat annoncé.

Notons que ce résultat est vrai au voisinage de n’importe quel point a ∈ R, en remplaçant x par x − a dans

l’énoncé et dans la preuve.

Une dernière formule usuelle sera très utile pour la suite. On rappelle que la fonction f(x) = (1+x)α est dé�nie

sur ] − 1,+∞[ par f(x) = exp(α ln(1 + x)) pour α ∈ R et coïncide avec les fonctions puissances pour α ∈ Z. De

plus pour tout α ∈ R et x ∈] − 1,+∞[ on a

f ′(x) = α(1+ x)α−1
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Proposition 1.26

Au voisinage de x = 0, la formule de Taylor-Young donne

(1+ x)α = 1+αx+ α(α−1)
2! x2 + α(α−1)(α−2)

3! x3 + . . .+ α(α−1)(α−2)...(α−n+1)
n! xn + o(xn), (x→ 0).

Démonstration. Avec f(x) = (1+ x)α on a

f ′(x) = α(1+ x)α−1, f ′′(x) = α(α− 1)(1+ x)α−2, . . . f(n)(x) = α(α− 1) . . . (α− n+ 1)(1+ x)α−n.

Donc f(0) = 1 et

f ′(0) = α, f ′′(0) = α(α− 1), . . . f(n)(0) = α(α− 1) . . . (α− n+ 1).

On remplace dans la formule de Taylor-Young et on obtient le résultat.

Exemple 1.10 : Pour α =
1

2
on a, au voisinage de x = 0,

√
1+ x = 1+

1

2
x−

1
2
(1
2
− 1)

2!
x2 +

1
2
(1
2
− 1)(1

2
− 2)

3!
x3 + o(x3),

= 1+
1

2
x−

1

8
x2 +

1

16
x3 + o(x3). (1.1)

Remarque 1.6 : Si α = n ∈ N, la formule ci-dessus s’arrête au delà de l’ordre n (tous les termes suivants

sont nuls), ce qui est normal car dans ce cas (1 + x)n est un polynôme de degré n. On peut aussi calculer ses

coe�cients via la formule du binôme de Newton et comparer avec la formule de Taylor-Young ci-dessus.

1.4. Développements limités

Définition 1.6

Soit x0 ∈ R, f : I → R avec x0 ∈ ¯I. On dit que f admet un développement limité (abrégé DL) à l’ordre

n ∈ N en x0 s’il existe un polynôme Pn de degré n tel que

f = Pn(x− x0) + ox0((x− x0)
n) =

n∑
k=0

ak(x− x0)
k + ox0((x− x0)

n).

Le polynôme Pn est appelée partie régulière du DL et la di�érence Rn = f− Pn est appelée reste du DL.

En particulier, pour une fonction su�samment dérivable, la formule de Taylor-Young (Théorème 1.1) fournit un

développement limité avec Pn(x−x0) = Tn(x), et la Proposition 1.24 donne des exemples de DL en 0 à un un ordre

n arbitraire.

Proposition 1.27

1. Si f admet un DL à l’ordre 0 en x0, alors f est continue en x0 et f(x0) = a0

2. Si f admet un DL à l’ordre 1 en x0, alors f est dérivable en x0 et f ′(x0) = a1

Démonstration. 1. Si f(x) = a0 + o(1) alors en prenant x → x0 on a f(x) → a0. 2. Si f(x) = a0 + a1(x − x0) +
o(x− x0), alors f(x0) = a0 et

lim

x→x0
f(x) − f(x0)

x− x0
= a1

donc f ′(x0) = a1.
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�
Cette proposition est fausse au delà de n = 1, comme le montre l’exemple suivant. Ainsi, la notion de

développement limité est un peu plus générale que la formule de Taylor-Young, car elle existe pour des

fonctions qui ne sont pas plusieurs fois dérivables.

Exemple 1.11 : I = R et f(x) = x100 sin(x−100) si x 6= 0 et f(0) = 0. f admet un DL en 0 à l’ordre 99. En e�et

lim

x→0
|f(x)|

|x|99
≤ lim

x→0
|x|100

|x|99
= 0,

donc f(x) = 0 + o(x99). En revanche, f n’est pas deux fois dérivable en 0. D’après la proposition précédente, on a

f(0) = f ′(0) = 0. Mais pour x 6= 0, on a

f ′(x) = 100x99 sin(x−100) −
100

x
cos(x−100),

donc
f ′(x)
x

n’a pas de limite �nie en 0.
Remarque : le fait que tous les termes du DL soient nuls n’a rien de particulier ici. Par exemple f(x) + ex admet

un DL à l’ordre 99 de partie régulière non nulle sans être deux fois dérivable.

Proposition 1.28

Si f admet un DL en x0 à l’ordre n, alors f admet un DL en x0 à l’ordre n− 1. Explicitement, si

f(x) = a0 + a1(x− x0) + . . . an−1(x− x0)
n−1 + an(x− x0)

n + o((x− x0)
n).

alors

f(x) = a0 + a1(x− x0) + . . . an−1(x− x0)
n−1 + o((x− x0)

n−1).

Démonstration. C’est la conséquence directe des propriétés sur les petits-o :

(x− x0)
n = o((x− x0)

n−1), o((x− x0)
n) = o((x− x0)

n−1).

Proposition 1.29: Unicité du DL

Si f(x) = Pn(x− x0) + o((x− x0)
n) et f(x) = Qn(x− x0) + o((x− x0)

n) avec Pn etQn deux polynômes

de degré n. Alors Pn = Qn.

Démonstration. On procède par récurrence sur n, avec Hn la proposition ci-dessus.

Initialisation. Si f = a0 + ox0(1) alors a0 = f(x0) est unique d’après la Proposition 1.27.

Hérédité. Soit n ≥ 1 telle que Hn−1 est vraie. Supposons que f(x) = Pn(x − x0) + o((x − x0)
n) et f(x) =

Qn(x− x0) + o((x− x0)
n) avec Pn et Qn deux polynômes de degré n. Posons

Pn(x− x0) = a0 + a1(x− x0) + . . .+ an(x− x0)
n, Qn(x− x0) = b0 + b1(x− x0) + . . .+ bn(x− x0)

n.

D’après la proposition précédente, f admet les DL suivant en x0 à l’ordre n− 1 :

f(x) = a0 + a1(x− x0) + . . .+ an−1(x− x0)
n−1 + o((x− x0)

n−1)

et

f(x) = b0 + b1(x− x0) + . . .+ bn−1(x− x0)
n−1 + o((x− x0)

n−1).

Par hypothèse de récurrence, on a a0 = b0, a1 = b1, . . . an−1 = bn−1. On en déduit

Pn(x− x0) −Qn(x− x0) = (an − bn)(x− x0)
n.

De plus, on sait que Pn(x− x0) −Qn(x− x0) = o((x− x0)
n) car Pn etQn sont parties régulières du DL de f en

x0 à l’ordre n. Donc

an − bn = ox0(1).

Or an − bn est une constante indépendante de x. Donc an = bn et Pn = Qn.
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Remarque 1.7 : � f admet un DL à l’ordre n au voisinage de x0 si et seulement si t 7→ f(x0+ t) admet un

DL à l’ordre n au voisinage de 0. Ainsi on a donc, de façon équivalente

f(x) = a0 + a1(x− x0) + . . .+ an(x− x0)
n + ox0((x− x0)

n)

ou

f(x0 + t) = a0 + a1t+ . . .+ ant
n + o0(t

n).

On peut donc toujours se ramener à un DL au voisinage de 0.

� Si x→ f(x) admet un DL à l’ordre n en 0, alors pour tout λ 6= 0, x 7→ f(λx) admet un DL à l’ordre n en 0
donné par

f(λx) = a0 + λa1x+ λ
2a2x

2 + . . .+ λnanx
n + o(xn)

où a0, a1, . . . an sont les coe�cients du DL de f. Par exemple, λ = −1 permet de déduire le DL de ln(1−x)
à partir de celui de ln(1+ x), donné en Proposition 1.24.

Proposition 1.30: DL et parité

Soit f : I→ R avec 0 ∈ I telle que f admet un DL à l’ordre n en 0, de la forme

f(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n + o(xn)

Alors :

� Si f est paire, tous ses coe�cients impairs sont nuls : a1 = a3 = . . . = a2k+1 = 0.

� Si f est impaire, tous ses coe�cients pairs sont nuls : a0 = a2 = . . . = a2k = 0.

Démonstration. Si f est paire, f(x) = f(−x), donc

a0 + a1x+ a2x
2 . . .+ anx

n + o(xn) = a0 − a1x+ a2x
2 + . . .+ (−1)nanx

n + o(xn)

Par unicité du DL on a ak = (−1)kak, donc a2k+1 = 0. On procède de même pour f impaire.

Par exemple, les DL de sin et cos, donnés en Proposition 1.24, ne contiennent que des termes impairs et paires,

respectivement. Cette propriété est très utile pour véri�er certains calculs.

Définition 1.7

Soit x0 ∈ R, f : I → R avec x0 ∈ ¯I. On dit que f admet un développement limité fort (abrégé DL fort) à

l’ordre n ∈ N en x0 s’il existe un polynôme Pn de degré n tel que

f = Pn(x− x0) +Ox0((x− x0)
n+1) =

n∑
k=0

ak(x− x0)
k +Ox0((x− x0)

n+1).

Remarque 1.8 : Si f admet un DL fort en x0 à l’ordre n alors f admet un DL en x0 à l’ordre n, car O((x −
x0)

n+1) = o((x−x0)
n), mais la réciproque n’est pas vraie. Pour une fonction su�samment dérivable, la formule

de Taylor-Lagrange (Théorème 1.2) fournit un DL fort. Dans la Proposition 1.24, les fonctions sont de classe C∞.

On peut donc appliquer Taylor-Lagrange et remplacer les o(xn) par des O(xn+1). Par exemple

exp(x) = 1+ x+
x2

2
+O(x3)

est un DL fort de exp en 0 à l’ordre 2.
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1.5. Opérations sur les DL

On rappelle quelques propriétés utiles sur les petits-o (avec x0 = 0 pour simpli�er), que l’on va utiliser plusieurs

fois dans cette section, sous l’appellation « règles de calul sur les petits-o » :

o(λxn) = λo(xn) = o(xn), ∀m > n, xm = o(xn), ∀m ≥ n, o(xm) = o(xn),

mais aussi

o(xn) + o(xn) = o(xn),

et

o(xm)o(xn) = o(xn+m), xmo(xn) = o(xn+m).

En�n, pour limiter les erreurs, on écrit toujours la partie régulière d’un DL on ordonnant les puissances par ordre

croissant : a0 + a1(x− x0) + . . .+ an(x− x0)
n

.

On rappelle en�n que si P est un polynôme de degré n donné par P(x) =
∑n
k=0 akx

k
, la troncature de P à

l’ordrem < n est le polynôme Q de degrém donné par Q(x) =
∑m
k=0 akx

k
.

Proposition 1.31: Troncature d’un DL

Si f admet un DL à l’ordre n en x0 de partie régulière Pn, alors f admet un DL à l’ordre m en x0 pour tout

m < n. Sa partie régulière est la troncature de Pn à l’ordrem.

Démonstration. Si

f(x) = a0 + a1(x− x0) + . . . an−1(x− x0)
n−1 + an(x− x0)

n + o((x− x0)
n).

alors pourm < n
f(x) = a0 + a1(x− x0) + . . . am(x− x0)

m + o((x− x0)
m).

En e�et, avec les règles ci-dessus, on a

am+1(x− x0)
m + . . .+ an(x− x0)

n + o((x− x0)
n) = o((x− x0)

m)

pourm < n.

1.5.1 Somme et produit

Proposition 1.32: Somme de DL

Si f(x) = Pn(x− x0) + o((x− x0)
n) et g(x) = Qn(x− x0) + o((x− x0)

n) avec Pn etQn deux polynômes

de degré n, alors f+ g admet un DL en x0 à l’ordre n donné par

(f+ g)(x) = Pn +Qn + o((x− x0)
n).

Démonstration. C’est la conséquence directe de o((x− x0)
n) + o((x− x0)

n) = o((x− x0)
n).

Exemple 1.12 : Calculons le DL en 0 et à l’ordren des fonctions cosh(x) = (ex+e−x)/2 et sinh(x) = (ex−e−x)/2.
D’après la Proposition 1.24,

ex = 1+ x+
x2

2!
+
x3

3!
+ . . .+

xn

n!
+ o(xn),

e−x = 1− x+
x2

2!
−
x3

3!
+ . . .+ (−1)n

xn

n!
+ o(xn).

Donc, en sommant les deux et en divisant par 2 :

cosh(x) = 1+
x2

2!
+
x4

4!
+ . . .+

x2k

(2k)!
+ o(x2k), (x→ 0),

pour n = 2k. De même

sinh(x) = x+
x3

3!
+
x5

5!
+ . . .+

x2k+1

(2k+ 1)!
+ o(x2k+1), (x→ 0),

pour n = 2k+ 1. A comparer avec les DL de cos et sin.
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Proposition 1.33: Produit de DL

Si f et g admettent un DL à l’ordre n en x0, de parties régulières respectives Pn etQn, alors fg admet un DL

à l’ordre n en x0. Sa partie régulière est la troncature de PnQn à l’ordre n.

Démonstration. On a

f(x)g(x) = (Pn(x− x0) + o((x− x0)
n))(Qn(x− x0) + o((x− x0)

n))

= Pn(x− x0)Qn(x− x0) + Pn(x− x0)o((x− x0)
n)

+Qn(x− x0)o((x− x0)
n) + o((x− x0)

n)o((x− x0)
n).

Or Pn(x− x0) = Ox0(1), donc

Pn(x− x0)o((x− x0)
n) = Ox0(1)o((x− x0)

n) = o((x− x0)
n).

De même, Qn(x − x0)o((x − x0)
n) = o((x − x0)

n). De plus, o((x − x0)
n)o((x − x0)

n) = o((x − x0)
2n) =

o((x− x0)
n). En�n, PnQn est un polynôme de degré 2n. Notons c0, c1, . . . c2n ses coe�cients, de sorte que

Pn(x− x0)Qn(x− x0) = c0 + c1(x− x0) + . . .+ cn(x− x0)
n

+ cn+1(x− x0)
n+1 + . . .+ c2n(x− x0)

2n

= c0 + c1(x− x0) + . . .+ cn(x− x0)
n + o((x− x0)

n).

En e�et, d’après les règles de calcul sur les petits-o

cn+1(x− x0)
n+1 + . . .+ c2n(x− x0)

2n = o((x− x0)
n).

Finalement

f(x)g(x) = c0 + c1(x− x0) + . . .+ cn(x− x0)
n + o((x− x0)

n).

En pratique on retiendra que si on fait un calcul à l’ordre n, tous les termes d’ordre supérieur sont « absor-

bés » dans le o(xn).

Exemple 1.13 : Calculons un DL d’ordre 3 en 0 de la fonction f(x) = sin(x) cos(x). D’après les DL usuels (Propo-

sition 1.24) on a

sin(x) = x−
x3

3
+ o(x3), cos(x) = 1−

x2

2
+ o(x3)

Donc

sin(x) cos(x) = (x−
x3

6
+ o(x3))(1−

x2

2
+ o(x3))

= x−
x3

2
+ xo(x3) −

x3

6
+
x5

12
−
x3

6
o(x3) + o(x3) −

x2

2
o(x3) + o(x3)o(x3).

Or, d’après les règles de calcul sur les petits-o,

xo(x3) +
x5

12
−
x3

6
o(x3) + o(x3) −

x2

2
o(x3) + o(x3)o(x3) = o(x3).

Donc

sin(x) cos(x) = x−
2

3
x3 + o(x3).

Remarque 1.9 : Les formules de somme et de produit des DL ont un analogue naturel dans le cas des DL forts.
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1.5.2 Composition, inverse et fonction réciproque

Proposition 1.34: DL d’une fonction composée

Soit f une fonction admettant un DL en a à l’ordre n, de partie régulière P. Soit b = f(a) et g une fonction

admettant un DL en b à l’ordre n, de partie régulière Q. Alors g ◦ f admet un DL en a à l’ordre n, dont la

partie régulière est la troncature à l’ordre n du polynôme Q(P(x) − b).

Démonstration. On a g(y) = Qn(y− b) + ob((y− b)
n) au voisinage de b = f(a). Donc en posant y = f(x) on a

y→ b lorsque x→ a. On en déduit

g ◦ f(x) = Qn(f(x) − b) + oa((f(x) − b)n), (x→ 0)

De plus on a f(x) = P(x) + oa((x − a)n) avec P(x) = b + a1(x − a) + . . . + an(x − a)n. En particulier,

f(x) − b = Oa(x− a), donc en utilisant les règles de calcul

oa((f(x) − b)
n) = oa

(
(Oa(x− a))

n
)
= oa

(
Oa((x− a)

n)
)
= oa((x− a)

n).

Posons ensuite Q(y− b) = b0 + b1(y− b) + b2(y− b)2 + . . .+ bn(y− b)n. On a pour k > 1

(f(x) − b)k = (P(x) − b+ oa((x− a)
n))k = (P(x) − b)k + oa((x− a)

n)

où l’on a utilisé les règles de calcul et le fait que P(x) − b = oa(1). D’où, par linéarité

Q(f(x) − b) = Q(P(x) − b) + oa((x− a)
n)

Donc

g ◦ f(x) = Q(P(x) − b) + oa((x− a)
n).

En�n, Q(P(x) − b) est un polyôme de degré n2, mais seuls les termes de degré inférieur ou égaux à n ne sont pas

absorbés dans le oa((x− a)
n).

Notons le changement de point de calcul : la propriété ne s’applique que si l’on connait le DL de f en a et le DL

de g en b = f(a).

Exemple 1.14 : Calculons un DL de exp(sin(x)) en 0 à l’ordre 4. D’après les DL usuels (Proposition 1.24) on a

sin(x) = x−
x3

6
+ o(x4), x→ 0

En particulier limx→0 sin(x) = 0. On a donc besoin du DL de exp en sin(0) = 0, qui est

exp(y) = 1+ y+
y2

2
+
y3

6
+
y4

24
+ o(y4).

Donc, pour y = sin(x)

exp(sin(x)) = 1+ x−
x3

6
+ o(x4) +

1

2

(
x−

x3

6
+ o(x4)

)2
+
1

6

(
x−

x3

6
+ o(x4)

)3
+
1

24

(
x−

x3

6
+ o(x4)

)4
+ o

(
(x−

x3

6
+ o(x4))4

)
On développe ensuite chaque puissance, en ne gardant que les termes qui ne sont pas négligeables devant x4 :(

x−
x3

6
+ o(x4)

)2
= x2 − 2

x4

6
+ o(x4),(

x−
x3

6
+ o(x4)

)3
= x3 + o(x4),(

x−
x3

6
+ o(x4)

)4
= x4 + o(x4),

o
(
(x−

x3

6
+ o(x4))4

)
= o(x4).
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On a donc, en rassemblant les termes,

exp(sin(x)) = 1+ x−
x3

6
+
1

2
(x2 −

x4

3
) +

1

6
x3 +

1

24
x4 + o(x4),

= 1+ x+
x2

2
−
x4

8
+ o(x4).

Remarque 1.10 (Application au DL de 1
f

et f
g

) : Supposons que f admette un DL en 0 de la forme

f(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + . . .+ anx

n + o(xn)

avec a0 6= 0. Alors on peut calculer le DL suivant :

1

f(x)
=

1

a0 + a1x+ a2x2 + . . .+ anxn + o(xn)
=
1

a0

1

1+ a1
a0
x+ a2

a0
x2 + . . .+ an

a0
xn + o(xn)

,

et composer par le DL de
1
1+y à l’ordre n en y = 0 :

1

1+ y
= 1− y+ y2 − y3 + . . .+ (−1)nyn + o(yn).

En remplaçant y = a1
a0
x + a2

a0
x2 + . . . + an

a0
xn + o(xn) et en ne conservant que les termes non négligeables

devant xn, on obtient un DL de
1
f

à l’ordre n en 0.

Avec la formule du produit de DL, on peut ainsi calculer leDL de
f
g
= f× 1

g
en x0 si l’on connait le DL de f

et de g en x0, et si g(x0) 6= 0.

Remarque 1.11 (Application au DL des fonctions réciproques) : Soit f : I → R avec 0 ∈ I. On suppose f
continue et strictement monotone sur I, avec f(0) = 0. Ainsi f réalise une bijection de I dans f(I). Supposons

que f admette un DL à l’ordre n en 0, avec f ′(0) 6= 0. Alors, en utilisant la composition, on peut montrer que la

fonction réciproque f−1 admet un DL à l’ordre n, que l’on peut calculer en utilisant la relation f ◦ f−1(x) = x et

l’unicité du DL.

Exemple 1.15 : f(x) = sin(x) au voisinage de 0. f−1 = arcsin(x). On a

sin(x) = x−
x3

6
+ o(x3).

On cherche donc un DL de la forme

arcsin(x) = a1x+ a2x
2 + a3x

3 + o(x3)

car arcsin(0) = 0. On compose ensuite

x = sin(arcsin(x)) = arcsin(x) −
arcsin(x)3

6
+ o((arcsin(x))3)

= a1x+ a2x
2 + a3x

3 −
(a1)

3x3

6
+ o(x3)

x = a1x+ a2x
2 +

(
a3 −

(a1)
3

6

)
+ o(x3). (1.2)

Par unicité du DL on identi�e les coe�cients de la partie régulière à gauche et à droite. On en déduit a1 = 1, a2 = 0

et a3 −
(a1)

3

6
= 0, soit a3 =

1
6

. On véri�e au passage que a1 = arcsin
′(0) = 1. Finalement,

arcsin(x) = x+ 1
6
x3 + o(x3).
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1.5.3 Primitive et dérivée

Proposition 1.35: DL d’une primitive

Soit f : I→ R dérivable, et supposons que f ′ admet un DL d’ordre n en x0, de la forme

f ′(x) = a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)
2 + . . .+ an(x− x0)

n + o((x− x0)
n).

Alors f admet un DL d’ordre n+ 1 en x0, donné par

f(x) = f(x0) + a0(x− x0) +
a1

2
(x− x0)

2 +
a2

3
(x− x0)

3 + . . .+
an

n+ 1
(x− x0)

n+1 + o((x− x0)
n+1).

Démonstration. Posons

R(x) = f(x) − f(x0) + a0(x− x0) +
a1

2
(x− x0)

2 +
a2

3
(x− x0)

3 + . . .
an

n+ 1
(x− x0)

n+1.

R est dérivable et l’on a

R ′(x) = f ′(x) − a0 + a1(x− x0) + a2(x− x0)
2 + . . . an(x− x0)

n.

Par hypothèse R ′(x) = o((x− x0)
n). Soit ε > 0 et soit α > 0 tel que

∀x ∈]x0 − α, x0 + α[, |R ′(x)| ≤ ε|x− x0|n

Pour x > x0, posons g(x) = ε (x−x0)
n+1

n+1 , de sorte que g ′(x) = ε|x− x0|
n

et |R ′(x)| ≤ g ′(x) pour x ∈ [x0, x0 +α[.
On applique l’inégalité des accroissement �nis (Proposition 1.23), en remarquant que R(x0) = g(x0) = 0, ce qui

donne

|R(x)| ≤ ε |x−x0|
n+1

n+1 .

On procède de même pour x < x0 avec g(x) = ε
(x0−x)

n+1

n+1 et on déduit l’inégalité ci-dessus pour tout x ∈
]x0 − α, x0 + α[. Donc R(x) = o((x− x0)

n+1).

Exemple 1.16 : Retrouver le DL de ln(1 + x) à partir du DL de
1
1+x donné en Proposition 1.24 (calcul laissé au

lecteur).

Remarque 1.12 : Il n’est pas toujours possible de dériver un DL. Considérons par exemple la fonction f(x) =
x3 sin( 1

x2
) pour x 6= 0 et f(0) = 0. On a

lim

x→0
f(x)

x2
= 0

donc f(x) = o(x2) et f admet un DL d’ordre 2. Cependant, pour x 6= 0

f ′(x) = 3x2 sin( 1
x2

) − 2 cos( 1
x2

).

A cause du second terme, cette expression n’admet pas de limite en 0, alors que

lim

x→0
f(x) − 0

x− 0
= 0.

Donc f est dérivable en 0 mais f ′ n’est pas continue en 0, donc f ′ n’admet pas de DL en 0.

Proposition 1.36

Soit f : I→ R, n fois dérivable en x0 ∈ I. Alors f admet un DL à l’ordre n en x0 et f ′ admet un DL à l’ordre

n− 1 en x0 et l’on a

f(x) = a0 + a1(x− x0) + . . .+ an(x− x0)
n + o((x− x0)

n)

et

f ′(x) = a1 + 2a2(x− x0) + . . .+ nan(x− x0)
n−1 + o((x− x0)

n−1).

Démonstration. Laissée au lecteur. Utiliser la formule de Taylor-Young.
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1.6. Développements asymptotiques [Hors Programme]

[Cette partie n’a pas été vue en cours et n’est pas exigible en colle ou en examen.]
Toute la théorie des développements limités se fait au voisinage d’un point x0 ∈ R. En particulier on ne peut

pas prendre x0 = ±∞. Cependant, les relations de dominance, prépondérance et équivalence sont bien dé�nie

en +∞. Ainsi au voisinage de l’in�ni, on peut s’inspirer des développements limités pour étudier les propriétés

asymptotiques d’une fonction.

Plutôt qu’une théorie générale, on se contentera de quelques cas intéressant illustrés par des exemples. Les

énoncés suivants discutent le cas en +∞, mais l’étude en −∞ est analogue.

Définition 1.8

Soit f : I→ R avec I voisinage de +∞. On dit que f admet un développement asymptotique (abrégé DA)

ou développement limité généralisé à l’ordre n en +∞ s’il existe un polynôme P tel que

f(x) = P

(
1

x

)
+ o

(
1

xn

)
, (x→ +∞).

Remarque 1.13 : � L’existence d’un DA implique que limx→∞ f est �nie.

� L’expression P(1
x
) n’est pas un polynôme mais a des propriétés similaires.

� Au voisinage de +∞ on a x−n = o(x−m) pour 0 ≤ n < m. On écrit donc les puissances négatives par

ordre décroissant. En pratique, on pose x = 1
t

et on se ramène aux calculs de DL en 0.

Exemple 1.17 : f(x) = 1
x

√
3+ x+ x2 en +∞. On pose x = 1

t
avec t > 0 ce qui donne

f(x) = t

√
3+

1

t
+
1

t2
=
√
3t2 + t+ 1

Au voisinage de t = 0 on a√
1+ t+ 3t2 = 1+

1

2
(t+ 3t2) −

1

8
(t+ 3t2)2 + o(t2) = 1+

1

2
t+

11

8
t2 + o(t2)

Donc, en revenant à la variable x, f admet un DA à l’ordre 2 en +∞, donné par

f(x) = 1+
1

2x
+
11

8x2
+ o

(
1

x2

)
.

Définition 1.9

Soit f : I→ R avec I voisinage de +∞. On dit que f a une asymptote polynomiale P de degré d en +∞ si

f(x) = P(x) + o(1) = adx
d + . . .+ a1x+ a0 + o(1), (x→ +∞).

Remarque 1.14 : 1. L’existence d’une asymptote polynômiale de degré d > 0 implique que limx→∞ f est

in�nie.

2. En +∞ on a xn = o(xm) pour 0 ≤ n < m, à l’inverse de x0 = 0. On écrit donc les puissance dans l’ordre

décroissant.

3. Si P = a1 ou P = a1x+ a0, on retrouve les notions d’asymptote horizontale et oblique.

4. Pour trouver la courbe polynômiale asymptote à f, on cherche (si elle existe) la plus grande puissance xd tel

que limx→∞ f(x)
xd

= ad avec ad ∈ R. Puis on recommence avec f(x) − adx
d

, etc.

5. Si on connait l’asymptote polynômiale P d’une fonction f, on peut étudier sa position relative, donnée par le

premier terme non nul du DA de f− P.

6. La notion d’asymptote polynômiale est beaucoup moins générale que les DL et les DA. De nombreuses fonc-

tions de classe C∞ sur R n’ont pas d’asymptote polynômiale. C’est le cas de f(x) = exp(x).
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Exemple 1.18 : f(x) = 2x4−x2+x+3
x2+1

en +∞. On a

lim

x→+∞ f(x)

x2
= 2.

Ensuite, on a f(x) − 2x2 = −3x2+x+3
x2+1

donc

lim

x→+∞ f(x) − 2x2 = −3.

Ainsi, f a pour asymptote polynômiale P(x) = 2x2 − 3 en +∞. De plus,

f(x) − P(x) =
x+ 6

x2 + 1
=

1
t
+ 6

1
t2

+ 1
=
6+ t

1+ t2

où l’on a posé x = 1
t

avec t > 0. On calcule un DL au voisinage de t = 0 :

6+ t

1+ t2
= (6t2 + t)(1− t2 + o(t2)) = t+ 6t2 + o(t2).

Finalement, f− P admet un DA à l’ordre 2 en +∞
f(x) − P(x) =

1

x
+
6

x2
+ o

(
1

x2

)
.

En particulier f− P > 0 au voisinage de +∞, donc la courbe de f est au dessus de celle de P.



2 Intégration

�
Objectifs :

� Fonctions en escalier et intégrale au sens de Riemann

� Théorème fondamental de l’analyse

� Calcul de primitives (intégration par parties, changement de variable, décomposition en éléments

simples,...)

Motivation : aire sous une courbe

A

y = ex

x

y

0 1

1

y = ex

x

y

1

0 1

L’intégrale d’une fonction f est dé�nie formellement comme l’aire sous la courbe, délimitée par deux points a et b
de son ensemble de dé�nition. Si une telle aire A existe, on l’appelle intégrale de a à b de f, que l’on note

A =

∫b
a

f =

∫b
a

f(x)dx.

Une théorie mathématique de l’intégrale répond à deux questions, quasiment indépendantes :

1. Quelles sont les fonctions pour lesquelles l’intégrale est bien dé�nie?

2. Pour ces fonctions, comment calculer l’intégrale ?

Une approche naturelle est de se ramener à l’aire la plus simple : celle d’un rectangle. En approximant f par une

fonction constante par morceaux, on peut espérer calculer A de façon approchée.

Cette approche par discrétisation est utilisée depuis la Grèce antique pour calculer certaines aires, mais c’est

au XVIIème siècle qu’Isaac Newton (1642-1727) établit un lien remarquable entre l’intégrale d’une fonction et sa

primitive. C’est le théorème fondamental de l’analyse, généralisé ensuite par Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716),

qui invente au passage la notation in�nitésimale. Le symbole

∫
doit ainsi être compris comme un « S » étiré, qui

signi�e « somme » sur tous les éléments in�nitésimaux dx de l’intervalle [a, b].
Cependant, ce calcul in�nitésimal ne s’applique qu’aux fonctions su�samment régulières, et il faudra ensuite

attendre les travaux du mathématicien allemand Bernhard Riemann (1826-1866) pour répondre complètement à la

première question. C’est l’intégrale dite au sens de Riemann, que nous allons étudier dans ce chapitre.

2.1. Intégrale des fonctions en escalier

Dans toute cette section, on ne considère que des intervalles [a, b] ⊂ R qui sont fermés et bornés, et on notera

K = R ou C.

Définition 2.1

Une subdivision de [a, b] est une famille �nie σ = (a0, . . . , an) telle que

a = a0 < a1 < . . . < an = b

29
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Notons qu’une telle subdivision contient n+ 1 points et n sous-intervalles de [a, b].

Définition 2.2

Soit f : [a, b] → K. On dit que f est en escalier s’il existe une subdivision σ = (a0, . . . , an) de [a, b] et

λ1, . . . , λn ∈ K tel que

∀i ∈ {1, . . . , n}, ∀x ∈]ai−1, ai[, f(x) = λi.

On note E([a, b],K) l’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] à valeurs dans K.

Remarque 2.1 : � On dit que la subdivision σ ci-dessus est adaptée à f.

� Cette dé�nition ne mentionne que les intervalles ouverts ]ai−1, ai[, mais ne requiert aucune condition

sur f en ai.

xa0
ana1 a2 a3 a4

• ◦

• •

◦ ◦
• ◦

• ◦
•

λ1

λ2

λ3
λ4

λ5

Figure 2.1 – Exemple de subdivision et de fonction en escalier. Son intégrale est la somme (relative) des rectangles.

Définition 2.3

Soit f ∈ E([a, b],K) et σ une subdivision adaptée à f. On dé�nit l’intégrale de f relativement à σ par

I(f, σ) =

n∑
i=1

λi(ai − ai−1)

Remarque 2.2 : � Si λi > 0, on retrouve l’aire d’un rectangle de hauteur λi et de base ai − ai−1
� Si λi < 0, on a l’aire relative −|λi|(ai − ai−1)

� Si λ ∈ C la formule reste valable même si l’interprétation en terme d’aire est moins évidente. On a λ =
α+ iβ avec α,β ∈ R, et I(f, σ) est à valeur complexe.

� La dé�nition ci-dessus ne dépend pas des valeurs f(ai).

Exemple 2.1 : La fonction signe modi�ée, dé�nie par

f(x) =

 1 si x > 0,
2022 si x = 0,
−1 si x < 0,

est une fonction en escalier sur [−1, 1], avec une subdivision adaptée σ = (−1, 0, 1). On a I(f, σ) = −1+ 1 = 0



CHAPITRE 2. INTÉGRATION 31

Définition 2.4

Soit σ = (a0, . . . , an) une subdivision de [a, b]. On dit que σ ′ est une subdivision plus �ne que σ, noté

σ ≤ σ ′, si {σ} ⊂ {σ ′}, où {σ} = {a0, . . . , an}.

Une subdivision plus �ne ajoute des points à la subdivision initiale, et contient donc plus de morceaux. Par

exemple (−1,−0.5, 0, 0.5, 1) est une subdivision plus �ne que (−1, 0, 1) sur [−1, 1]. Ce n’est pas le cas de

(−1,−0.5, 0.5, 1) car elle ne contient pas le point 0 de la subdivision initiale.

Proposition 2.1

Soit f ∈ E([a, b],K) et σ une subdivision adaptée à f. Si σ ≤ σ ′, alors σ ′ est aussi adaptée à f et l’on a

I(f, σ) = I(f, σ ′)

Démonstration. Soit σ = (a0, . . . , an) et σ ′ tel que σ ≤ σ ′ On ne traitera que le cas où σ et σ ′ di�èrent par un

seul point a ′. Soit k tel que a ′ ∈]ak−1, ak[. Sur cet intervalle, on a f(x) = λk. Donc sur les intervalles ]ak−1, a
′[

et ]a ′, ak[ on a f(x) = λk. Donc σ ′ = (a0, . . . , ak−1, a
′, ak, . . . , an) est aussi adaptée à f. De plus, puisque

ak − ak−1 = (ak − a
′) + (a ′ − ak−1), on a

I(f, σ) =

n∑
i=1

λi(ai − ai−1)

=

k−1∑
i=1

λi(ai − ai−1) + λk(ak − a
′) + λk(a

′ − ak−1) +

n∑
i=k+1

λi(ai − ai−1)

= I(f, σ ′).

La preuve générale est analogue.

Proposition 2.2

Soit f ∈ E([a, b],K) et σ1, σ2 deux subdivision adaptées à f. Alors I(f, σ1) = I(f, σ2). L’intégrale des fonc-

tions en escaliers est donc indépendante du choix de la subdivision, on la note∫b
a

f ou

∫b
a

f(x)dx ∈ K.

Démonstration. On considère σ ′ dé�nie par {σ ′} = {σ1} ∪ {σ2}, de sorte que σ1 ≤ σ ′ et σ2 ≤ σ ′. Donc d’après la

proposition précédente, I(f, σ1) = I(f, σ
′) = I(fσ2).

Proposition 2.3: Linéarité

Soit f, g ∈ E([a, b],K) et c ∈ K. Alors f+ g ∈ E([a, b],K) et cf ∈ E([a, b],K). De plus on a 0 ∈ E([a, b],K),
où 0 est la fonction identiquement nulle.

De plus on a ∫b
a

(f+ g) =

∫b
a

f+

∫b
a

g,

∫b
a

(cf) = c

∫b
a

f,

∫b
a

0 = 0.

Démonstration. Soit σf et σg deux subdivisions respectivement adaptées à f et g. On note {λi} et {µi} les valeurs

de f et g sur chaque intervalle de leurs subdivisions. On considère σ ′ dé�nie par {σ ′} = {σf} ∪ {σg}. Sur chaque

intervalle de σ ′ on a f(x)+g(x) = λi+µj pour un certain i et j. Donc σ ′ est adaptée à f+g et f+g ∈ E([a, b],K).
De plus on a ∫b

a

(f+ g) = I(f+ g, σ ′) = I(f, σ ′) + I(g, σ ′) = I(f, σf) + I(g, σg) =

∫b
a

f+

∫b
a

g.
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On a utilisé la Proposition 2.2 et le fait que I(f+g, σ ′) = I(f, σ ′)+ I(g, σ ′) pour toute subdivision adaptée à la fois

à f et g. Cette propriété s’obtient en revenant à la dé�nition de I(f, σ).
Par ailleurs, sur chaque intervalle de σf, on a cf(x) = cλi pour un certain i, donc σf est adaptée à cf et

cf ∈ E([a, b],K). De plus on a∫b
a

(cf) =

n∑
i=1

cλi(ai − ai−1) = c

n∑
i=1

λi(ai − ai−1) = c

∫b
a

f

En�n, la subdivision (a, b) avec λ1 = 0 est une subdivision adaptée à la fonction nulle, donc 0 ∈ E([a, b],K) et l’on

a ∫b
a

0 = 0(b− a) = 0.

Remarque 2.3 : La première partie de la proposition nous dit que E([a, b],K) est un espace vectoriel sur le

corps K, c’est en fait un sous-espace vectoriel de K[a,b] = {f : [a, b]→ K}. En e�et f+g dé�nit le groupe abélien

(E([a, b],K),+) dont l’élément neutre est la fonction nulle 0, et cf dé�nit la multiplication par un scalaire c,
compatible avec +. Par exemple c(f+ g) = cf+ cg.

La seconde partie de la proposition nous dit que

E([a, b],K) −→ K

f 7−→ ∫b
a
f

est une application linéaire.

Remarque 2.4 : Dans la suite on utilisera aussi la notation E([a, b],R+) pour les fonctions en escalier à valeurs

positives. Cependant, on gardera bien en tête que R+ n’est pas un corps et que E([a, b],R+) n’a pas la structure

d’espace vectoriel.

Proposition 2.4: Monotonie

On suppose que K = R. Soit f, g ∈ E([a, b],R) tel que f ≤ g sur [a, b]. Alors

∫b
a

f ≤
∫b
a

g.

Démonstration. Soit σ = (a0, . . . , aN) une subdivision adaptée à f et g (une telle subdivision existe toujours quitte

à prendre une subdivision plus �ne). Notons λi et µi les valeurs de f et g sur ]ai−1, ai[. Par hypothèse, on a λi ≤ µi
pour tout i. Donc ∫b

a

f =

n∑
i=1

λi(ai − ai−1) ≤
n∑
i=1

µi(ai − ai−1) ≤
∫b
a

g.

Proposition 2.5: Inégalité triangulaire

Si f ∈ E([a, b],K), alors

∣∣∣∣∣
∫b
a

f

∣∣∣∣∣ ≤
∫b
a

|f|.

Démonstration. On rappelle l’inégalité triangulaire sur K :

|z1 + . . .+ zn| ≤ |z1|+ . . . |zn| ⇔ ∣∣∣∣∣
n∑
i=1

zi

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|zi|

pour tout z1, . . . , zn ∈ K. C’est la généralisation (obtenue par récurrence) de |z1 + z2| ≤ |z1| + |z2|, valable sur R
(valeur absolue) où C (module).
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Soitσ = (a0, . . . , aN) une subdivision adaptée à f et λi la valeurs de f sur ]ai−1, ai[ pour chaque i. On remarque

que σ est adaptée à |f| ∈ E([a, b],R+) et que |f(x)| = |λi| pour tout x ∈]ai−1, ai[. On a donc∣∣∣∣∣
∫b
a

f

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

λi(ai − ai−1)

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|λi(ai − ai−1)| =

n∑
i=1

|λi|(ai − ai−1) =

∫b
a

|f|,

où l’on a utilisé l’inégalité triangulaire et le fait que ai − ai−1 > 0.

Proposition 2.6: Borne supérieure

Si f ∈ E([a, b],K) alors f est bornée sur [a, b] et l’on a

∣∣∣∣∣
∫b
a

f

∣∣∣∣∣ ≤ (b− a) sup

t∈[a,b]
|f(t)|

Démonstration. On reprends les notations de la preuve précédente. f ne prend qu’un nombre �ni de valeurs sur

[a, b] et l’on a : λi et f(ai) pour i = 1, . . . , n et f(a), donc f est bornée. De plus, en reprenant le calcul de la preuve

précédente, ∣∣∣∣∣
∫b
a

f

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
i=1

|λi(ai − ai−1)| ≤ sup

t∈[a,b]
|f(t)|

n∑
i=1

(ai − ai−1) = (b− a) sup

t∈[a,b]
|f(t)|.

Proposition 2.7: Relation de Chasles

Soit f ∈ E([a, b],K) et c ∈]a, b[. Alors ∫b
a

f =

∫c
a

f+

∫b
c

f

Démonstration. Laissée au lecteur.

P
Pour f ∈ E([a, b],K) on notera par convention∫a

a

f = 0,

∫a
b

f = −

∫b
a

f,

ce qui permet notamment d’étendre la relation de Chasles au cas où c ≤ a et c ≥ b.

2.2. Fonctions intégrables au sens de Riemann

Définition 2.5

Soit f : [a, b]→ K. On dit que f est intégrable au sens de Riemann, ou Riemann-intégrable (abrégé RI),

si pour tout ε > 0 il existe φε ∈ E([a, b],K) et ψε ∈ E([a, b],R+) tel que

∀x ∈ [a, b] |f(x) − φε(x)| ≤ ψε(x)

et

0 ≤
∫b
a

ψε ≤ ε.

On note I([a, b],K) l’ensemble des fonctions Riemann-intégrables sur K.



CHAPITRE 2. INTÉGRATION 34

Proposition 2.8: Caractérisation séquentielle

f : [a, b] → K est Riemann-intégrable si et seulement si pour tout n ∈ N il existe φn ∈ E([a, b],K) et

ψn ∈ E([a, b],R+) tel que

∀x ∈ [a, b] |f(x) − φn(x)| ≤ ψn(x)

avec, de plus

lim

n→∞
∫b
a

ψn = 0

Démonstration. Laissée au lecteur. Indication : (⇒) Prendre ε = 1
n+1 . (⇐) Utiliser la dé�nition en ε de

limn→∞ ∫ba ψn = 0.

Proposition 2.9: Cas des fonctions réelles

Soit f : [a, b]→ R. f est Riemann-intégrable si et seulement si pour tout n ∈ N il existe gn, hn ∈ E([a, b],R)
tel que

∀x ∈ [a, b] hn(x) ≤ f(x) ≤ gn(x)

et

lim

n→∞
∫b
a

(gn − hn) = 0.

Démonstration. On part de la proposition précédente. Soit φn et ψn la suite de fonctions associées à f. Toutes les

fonctions sont à valeurs réelles, on peut donc utiliser les propriétés de la valeur absolue.

|f(x) − φn(x)| ≤ ψn(x)⇔ −ψn(x) ≤ f(x) − φn(x) ≤ ψn(x)⇔ φn(x) −ψn(x) ≤ f(x) ≤ φn(x) +ψn(x)

Donc en posant hn = φn − ψn et gn = φn + ψn on a le sens direct. Réciproquement, on pose φn = hn+gn
2

et

ψn = gn−hn
2

. En�n, on véri�e que

lim

n→∞
∫b
a

(gn − hn) = 0 ⇔ lim

n→∞
∫b
a

ψn = 0.

Remarque 2.5 : Cette dernière caractérisation est plus intuitive : une fonction est Riemann intégrable si on

peut l’encadrer par une suite de deux fonctions en escalier qui ont la même intégrale à la limite. Cependant,
cette image n’est valable que pour les fonctions à valeurs réelles.

Théorème 2.1: Intégrale de Riemann

Soit f ∈ I([a, b],K). Soit φn et ψn tel que |f−φn| ≤ ψn avec limn→∞ ∫ba ψn = 0, selon la Proposition 2.8.

Alors la suite

In =

∫b
a

φn

est convergente, et sa limite est indépendante du choix de φn et ψn. On note cette limite∫b
a

f ou

∫b
a

f(x)dx

et on l’appelle l’intégrale de f.
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x

y

gn ≥ f
hn ≤ f

a b

y = f(x)

Figure 2.2 – Une fonction à valeurs réelles encadrée par deux fonctions en escalier.

Démonstration. Montrons d’abord que la suite In est convergente. Pour cela, on va montrer que c’est une suite de

Cauchy. Soit n,m ∈ N. On calcule,

|In − Im| =

∣∣∣∣∣
∫b
a

φn −

∫b
a

φm

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫b
a

(φn − φm)

∣∣∣∣∣ ≤
∫b
a

|φn − φm|,

où l’on a utilisé la linéarité et l’inégalité triangulaire pour les fonctions en escalier. De plus, pour x ∈ [a, b] on a

|φn(x) − φm(x)| ≤ |φn(x) − f(x)|+ |f(x) − φm(x)| ≤ ψn +ψm

En particulier, la monotonie de l’intégrale des fonctions en escalier nous dit que∫b
a

|φn(x) − φm(x)| ≤
∫b
a

ψn +ψm.

Ensuite, puisque f ∈ I([a, b],K), alors

∫b
a
ψn → 0. Soit ε > 0 et N0 ∈ N tel que

∀n ≥ N0,
∫b
a

ψn ≤ ε.

Ainsi, pour n,m ≥ N0 on a

|In − Im| ≤
∫b
a

|φn − φm| ≤
∫b
a

(ψn +ψm) =

∫b
a

ψn +

∫b
a

ψm ≤ 2ε,

donc la suite In est de Cauchy dans K = R ou C, donc elle converge.

Montrons maintenant que la limite est indépendante du choix deφn etψn. Soitφ1n, ψ
1
n etφ2n, ψ

2
n qui véri�ent

les propriétés de l’énoncé, et notons I1n =
∫b
a
φ1n et I2n =

∫b
a
φ2n. Montrons que |I1n − I2n|→ 0. On calcule

|I1n − I2n| =

∣∣∣∣∣
∫b
a

φ1n −

∫b
a

φ2n

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫b
a

(φ1n − φ2n)

∣∣∣∣∣ ≤
∫b
a

|φ1n − φ2n|.

Comme précédemment, on a

|φ1n(x) − φ
2
n(x)| ≤ |φ1n(x) − f(x)|+ |f(x) − φ2n(x)| ≤ ψ1n +ψ2n,

et donc, par monotonie, la même relation pour l’intégrale de a à b. Donc

|I1n − I2n| ≤
∫b
a

|φ1n − φ1m| ≤
∫b
a

ψ1n +ψ2n =

∫b
a

ψ1n +

∫b
a

ψ2n.

Or

∫b
a
ψ1n → 0 et

∫b
a
ψ2n → 0 car f ∈ I([a, b],K). Donc |I1n − I2n|→ 0, et I1n et I2n ont la même limite.



CHAPITRE 2. INTÉGRATION 36

Remarque 2.6 : On a naturellement que E([a, b],K) ⊂ I([a, b],K), en prenant φn = f ∈ E([a, b],K) et

ψn = 0. Dans ce cas l’intégrale de Riemann coïncide avec celle des fonctions en escalier.

Les propriétés de l’intégrale des fonctions en escalier s’étendent aux fonctions Riemann-intégrables.

Proposition 2.10: Linéarité

Soit f, g ∈ I([a, b],K) et c ∈ K. Alors f+ g ∈ I([a, b],K) et cf ∈ I([a, b],K). De plus on a 0 ∈ I([a, b],K),
où 0 est la fonction identiquement nulle. De plus on a∫b

a

(f+ g) =

∫b
a

f+

∫b
a

g,

∫b
a

(cf) = c

∫b
a

f,

∫b
a

0 = 0.

Démonstration. Soit f, g ∈ I([a, b],K) et c ∈ K. On va montrer directement que cf + g ∈ I([a, b],K) et que∫b
a
(cf + g) = c

∫b
a
f +
∫b
a
g. Soit φfn, ψ

f
n en escalier tel que |f − φfn| ≤ ψgn avec limn→∞ ∫ba ψfn = 0, selon la

Proposition 2.8. Soit φgn, ψ
g
n associées de façon similaire à g. On a cφfn + φng ∈ E([a, b],K) et, de plus

|(cf+ g) − (cφfn + φng)| ≤ |c||f− φfn|+ |g− φgn| ≤ |c|ψfn +ψgn.

avec |c|ψfn +ψgn ∈ E([a, b],R+). Par ailleurs,∫b
a

|c|ψfn +ψgn = |c|

∫b
a

ψfn +

∫b
a

ψgn −→
n→∞ 0,

où l’on a utilisé la linéarité de l’intégrale des fonctions en escalier (Proposition 2.3). Donc cf+ g ∈ I([a, b],K). On

en déduit∫b
a

(cf+ g) = lim

n→∞
∫b
a

(cφfn +φgn) = lim

n→∞
(
c

∫b
a

φfn +

∫b
a

φgn

)
= c lim

n→∞
∫b
a

φfn + lim

n→∞
∫b
a

φgn = c

∫b
a

f+

∫b
a

g,

où l’on a aussi utilisé a linéarité de l’intégrale des fonctions en escalier et le fait que, par dé�nition limn→∞ ∫ba φfn =∫b
a
f, et de même pour g.

En�n, la fonction nulle est en escalier donc Riemann-intégrable, et son intégrale est nulle.

Remarque 2.7 : Comme pour les fonctions en escalier, l’ensemble des fonctions Riemann-intégrables

I([a, b],K) forme un espace vectoriel sur K (c’est aussi un sous-espace vectoriel de K[a,b]
) et l’application

f 7→ ∫b
a
f est linéaire.

Proposition 2.11: Monotonie

Si f, g ∈ I([a, b],R) avec f ≤ g alors

∫b
a

f ≤
∫b
a

g.

De façon équivalente, si f ∈ I([a, b],R) et f ≥ 0 alors

∫b
a

f ≥ 0.

Démonstration. On passe d’un énoncé à l’autre via f ↔ g − f et en utilisant la linéarité de l’intégrale. Supposons

donc f ≥ 0. Soit ψn, φn associées à f selon la Proposition 2.8. Comme f est à valeur réelles, |f−φn| ≤ ψn devient

−ψn ≤ f− φn ≤ ψn.

Donc, en particulier

φn +ψn ≥ f ≥ 0.

Or, φn +ψn est en escalier, donc en utilisant la monotonie de l’intégrale des fonctions en escalier∫b
a

(φn +ψn) ≥ 0
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En utilisant la linéarité et en passant à la limite, on en déduit

lim

n→∞
∫b
a

φn + lim

n→∞
∫b
a

ψn ≥ 0.

Donc

∫b
a

f ≥ 0.

�
Comme pour les fonctions en escalier, la propriété de monotonie n’est valable que pour les fonctions à
valeurs réelles.

Proposition 2.12

Si f ∈ I([a, b],K),

1. alors |f| ∈ I([a, b],K) et

∣∣∣∣∣
∫b
a

f

∣∣∣∣∣ ≤
∫b
a

|f| (inégalité triangulaire)

2. alors f est bornée et (borne supérieure)∣∣∣∣∣
∫b
a

f

∣∣∣∣∣ ≤ (b− a) sup

x∈[a,b]
|f(x)|

Démonstration. 1. Soit φn, ψn en escalier, associées à f selon la Proposition 2.8. On utilise ensuite la deuxième

inégalité triangulaire ||a|− |b|| ≤ |a− b| pour tout a, b ∈ K. Pour tout x ∈ [a, b] on a∣∣|f(x)|− |φn(x)|
∣∣ ≤ |f(x) − φn(x)| ≤ ψn(x),

donc

∣∣|f| − |φn|
∣∣ ≤ |f − φn| ≤ ψn. Or |φn|, ψn sont en escalier et limn→∞ ∫ba ψn = 0. Donc |f| est Riemann-

intégrable et l’on a, par dé�nition∫b
a

|f| = lim

n→∞
∫b
a

|φn| ≥ lim

n→∞
∣∣∣∣∣
∫b
a

φn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣ lim

n→∞
∫b
a

φn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
∫b
a

f

∣∣∣∣∣ ,
où l’on a utilisé l’inégalité triangulaire sur la fonction en escalier φn et le fait que x 7→ |x| est une fonction

continue.

2. Pour tout x ∈ [a, b] on a

|f(x) − φn(x)| ≤ ψn(x)

On utilise ensuite le fait que |f(x)|−|φn(x)| ≤ |f(x)−φn(x)| (conséquence de la deuxième inégalité triangulaire),

donc |f(x)|− |φn(x)| ≤ ψn(x), soit

|f(x)| ≤ ψn(x) + |φn(x)|.

Orψn+ |φn| ∈ E([a, b],K), doncψn+ |φn| est bornée, car elle ne prend qu’un nombre �ni de valeurs sur [a, b].
Donc f est bornée et l’on a, grâce à l’inégalité triangulaire pour l’intégrale∣∣∣∣∣

∫b
a

f

∣∣∣∣∣ ≤
∫b
a

|f| ≤
∫b
a

sup

x∈[a,b]
|f(x)| = (b− a) sup

x∈[a,b]
|f(x)|.

On a utilisé le fait que

∫b
a
c = c(b− a) pour tout c ∈ K.

Remarque 2.8 : Le fait que f ∈ I([a, b],K)⇒ f bornée est une restriction très forte et l’un des défaut de cette

théorie. Ainsi toute fonction non bornée n’est pas Riemann-intégrable.
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�
Si fg ∈ I([a, b],K), alors on peut montrer (admis) que fg ∈ I([a, b],K). En revanche,∫b

a

fg 6=
∫b
a

f

∫b
a

g

Proposition 2.13: Inégalité de Cauchy-Schwarz

Si f, g ∈ I([a, b],R), alors ∣∣∣∣∣
∫b
a

fg

∣∣∣∣∣ ≤
(∫b
a

f

) 1
2
(∫b
a

g

) 1
2

Démonstration. En exercice.

Proposition 2.14: Relation de Chasles

Soit f ∈ I([a, b],K) et c ∈]a, b[. Alors f est Riemann-intégrable sur [a, c] et [c, b] et l’on a :∫b
a

f =

∫c
a

f+

∫b
c

f

Démonstration. Laissée au lecteur.

Proposition 2.15

Soit f ∈ I([a, b],K) et g : [a, b] → K tel que f = g sauf en un nombre �ni de points, c’est à dire qu’il existe

{x1, . . . , xn} ∈ [a, b] tel que f(x) = g(x) pour tout x 6= xi. Alors∫b
a

f =

∫b
a

g

Démonstration. Laissée au lecteur.

Proposition 2.16: Fonctions à valeurs complexes

Soit f : [a, b]→ C.

1. On dé�nit f : [a, b]→ C par f(x) = f(x). Alors f est Riemann-intégrable si et seulement si
¯f est Riemann-

intégrable et l’on a ∫b
a

f =

∫b
a

f.

2. On dé�nit Re(f) et Im(f) : [a, b] → R par Re(f)(x) = Re(f(x)) et Im(f)(x) = Im(f(x)), de sorte que f =
Re(f)+ iIm(f). Alors f est Riemann-intégrable si et seulement si Re(f) et Im(f) sont Riemann-intégrables.

Dans ce cas on a ∫b
a

f =

∫b
a

Re(f) + i

∫b
a

Im(f).

Autrement dit, Re

(∫b
a
f
)
=
∫b
a

Re(f) et Im

(∫b
a
f
)
=
∫b
a

Im(f).

Démonstration. 1. On admettra que cet énoncé est vrai pour les fonctions en escalier (démonstration laissée au

lecteur). Ensuite, si f ∈ I([a, b],C) avec |f− φn| ≤ ψn et

∫b
a
ψn → 0, alors

|f− φn| = |f− φn| = |f− φn| ≤ ψn.
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Donc f ∈ I([a, b],C) et l’on a, puisque φn est en escalier,∫b
a

f = lim

n→∞
∫b
a

φn = lim

n→∞
∫b
a

φn = lim

n→∞
∫b
a

φn =

∫b
a

f.

2. Il su�t d’utiliser la linéarité de l’intégrale et le fait que f = Re(f) + iIm(f) dans un sens et

Re(f) =
f+ f

2
, Im(f) =

f− f

2i

dans l’autre.

2.3. Critères d’intégrabilité

Définition 2.6: Fonctions réglées

Soit f : [a, b]→ K. On dit que f est réglée si pour tout ε > 0 il existe φε ∈ E([a, b],K) tel que

∀x ∈ [a, b], |f(x) − φε(x)| ≤ ε.

De façon équivalente, f est réglée si pour tout n ∈ N∗, il existe φn ∈ E([a, b],K) tel que

∀x ∈ [a, b], |f(x) − φn(x)| ≤
1

n
.

Ainsi, f est réglée si elle est la limite de fonctions en escalier, mais de façon uniforme sur [a, b].

Proposition 2.17

Si f : [a, b]→ K est réglée, alors elle est Riemann-intégrable.

Démonstration. Posons ψn(x) =
1
n

. Ainsi φn et ψn sont en escalier et l’on a

|f(x) − φn(x)| ≤
1

n
= ψn,

et

lim

n→∞
∫b
a

ψn = lim

n→∞ b− a

n
= 0,

donc f ∈ I([a, b],K).

Théorème 2.2: Intégrabilité des fonctions continues

Soit f : [a, b]→ K. Si f est continue sur [a, b] alors f est réglée.

Démonstration. Si f : [a, b] → K est continue sur [a, b] alors f est uniformément continue sur [a, b], d’après le

théorème de Heine. On a donc

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀x ∈ [a, b], |x− y| ≤ η⇒ |f(x) − f(y)| ≤ ε.

Soit ε > 0 et η > 0 telle que cette proposition est vraie. On considère une subdivision σ = (a0, . . . , an) de [a, b]
telle que la distance entre deux points de σ est inférieure ou égale à η. Par exemple ai = a+

b−a
n
i pour i = 0, . . . , n.

On dé�nit φ : [a, b] → K en escalier par φ(a) = f(a) et φ(x) = f(ai) pour x ∈]ai−1, ai]. Soit x ∈]a, b] et soit i
tel que ai−1 < x ≤ ai. En particulier |x− ai| ≤ |ai − ai−a| ≤ η. Donc, puisque f est uniformément continue

|f(x) − φ(x)| ≤ |f(x) − f(xi)| ≤ ε.

En�n, pour x = a on a |f(a) − φ(a)| = 0 ≤ ε. Donc

∀x ∈ [a, b], |f(x) − φ(x)| ≤ ε,

et φ ∈ ([a, b],K). Donc f est réglée.
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Proposition 2.18

Soit f : [a, b]→ R positive et continue, telle que

∫b
a
f = 0. Alors f = 0.

Démonstration. En exercice.

�
La continuité et la positivité sont essentielles ici. Par exemple la fonction f : [−1, 1] → R qui vaut 1 en

x = 0 et 0 ailleurs n’est pas nulle mais d’intégrale nulle.

Définition 2.7: Fonctions continues par morceaux

Soit f : [a, b] → K. On dit que f est continue par morceaux s’il existe une subdivision σ = (a0, . . . , an)
telle que pour tout i = 1, . . . , n, la restriction

f|]ai−1,ai[

soit continue et admette des limites �nies en ai−1 et ai. Une telle subdivision σ est dite adaptée à f.

Exemple 2.2 : Une fonction continue est continue par morceaux. Les fonctions en escalier sont continues par

morceaux. La fonction suivante est continue par morceaux :

x

y

�

La deuxième partie de la dé�nition est essentielle. Par exemple la fonction f(x) = 1
x

n’est pas continue

par morceau sur [−1, 1], car elle n’admet pas de limite �nie en 0. Notons aussi qu’une fonction continue

par morceaux a un nombre �ni de points de discontinuité.

Proposition 2.19: Intégrabilité des fonctions continues par morceaux

Soit f : [a, b]→ K. Si f est continue par morceaux sur [a, b] alors elle est Riemann-intégrable.

Démonstration. Soit σ = (a0, . . . , an) une subdivision adaptée à f. Pour chaque i = 1, . . . , n, la restriction de f à

]ai−1, ai[ se prolonge à une fonction fi, continue sur [ai−1, ai]. Soit ε > 0. D’après le Théorème 2.2, il existe φi
en escalier tel que

∀x ∈ [ai−1, ai], |fi(x) − φi(x)| ≤ ε.

On dé�nit maintenant φ : [a, b]→ K par

φ(x) = φi(x), x ∈]ai−1, ai[, i = 1, . . . , n,

et φ(xi) = f(xi) pour i = 0, . . . n. Par construction, φ est en escalier et |f− φ| ≤ ε. Donc f est réglée.
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Théorème 2.3: Intégrabilité des fonctions monotones

Soit f : [a, b]→ R. Si f est monotone alors f est réglée.

Notons qu’il existe des fonctions monotones qui ne sont pas continues par morceaux, par exemple avec une

in�nité de discontinuités.

[Le lemme qui suit et la preuve du Théorème 2.3 n’ont pas été vus en cours.]

Lemme 2.1

Si f : R→ R est monotone alors l’image réciproque d’un intervalle est un intervalle.

Démonstration. On rappelle qu’un intervalle de R est une partie convexe. C’est à dire que I ⊂ R est un intervalle si

et seulement si

x, y ∈ I, z ∈ R, x ≤ z ≤ y⇒ z ∈ I.

Soit J un intervalle de R, montrons que

I := f−1(J) = {x ∈ R, f(x) ∈ J}

est un intervalle. Si I est vide ou réduit à un point, alors c’est un intervalle. On suppose donc que I contient au moins

deux points, notés a et b. Par dé�nition, f(a) et f(b) ∈ J. Soit c ∈ R tel que a ≤ c ≤ b. Supposons f croissante,

alors

f(a) ≤ f(c) ≤ f(b).

Or J est un intervalle, donc f(c) ∈ J, donc c ∈ I. Donc I est un intervalle.

Démonstration du Théorème 2.3. Soit f : [a, b] → R monotone. Supposons f croissante, de sorte que f([a, b]) ⊂
[f(a), f(b)] (attention, si f n’est pas continue f([a, b]) n’est pas forcément un intervalle). Soit ε > 0. On découpe

[f(a), f(b)] en intervalles de taille ε en dé�nissant yi = f(a)+iε pour i = 0, . . . n avecn = E
(
b−a
ε

)
, et yn+1 = b.

Pour i = 0, . . . , n on pose

Ji = f
−1([yi, yi+1]).

D’après le lemme ci-dessus, Ji est un intervalle pour tout i. De plus on a

n⋃
i=0

Ji = [a, b].

Pour chaque Ji 6= ∅ on choisit xi ∈ Ji, et on dé�nit φε : [a, b]→ R par

φε(x) = f(xi), ∀x ∈ Ji, i = 0, . . . , n.

φε est en escalier et pour x ∈ [a, b], x ∈ Ji pour un certain i. Donc

|f(x) − φε(x)| ≤ |f(x) − f(xi)| ≤ ε

car f(x), f(xi) ∈ [yi, yi+1[ et |yi+1 − yi| ≤ ε. Donc f est réglée.

Définition 2.8

Soit f : R → K et soit −∞ < a < b < +∞. On dit que f est Riemann-intégrable sur [a, b] si la restriction

f|[a,b] est Riemann-intégrable.

Proposition 2.20

Soit f : [a, b] → K tel que f est bornée sur [a, b] et Riemman-intégrable sur [a + ε, b − ε] pour tout ε > 0.
Alors f est Riemann-intégrable.

Démonstration. Admise.
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Exemple 2.3 : La fonction f : [0, 1]→ R dé�nie par

f(x) =

{
sin

(
1
x

)
si x 6= 0,

3 si x = 0,

n’admet pas de limite à gauche en 0. Donc f n’est pas continue, ni même continue par morceaux sur [0, 1]. En fait,

on peut montrer que f n’est pas réglée. En revanche, f est bornée et f est continue sur [ε, 1] pour tout ε, donc

elle est Riemman-intégrable sur [ε, 1] pour tout ε. Donc f est Riemann-intégrable sur [0, 1] d’après la proposition

précédente.

Notons en�n que toutes les fonctions ne sont pas Riemann-intégrables. Toutes les fonctions non bornées

par exemple. Pour les fonctions bornées, la fonction 1Q qui vaut 1 si x ∈ Q et 0 sinon, est bornée mais n’est pas

Riemann-intégrable.

2.4. Intégrale et primitives

Dans cette section, sauf indication contraire, I désigne un intervalle quelconque de R.

Définition 2.9: Fonctions localement intégrables

Soit I un intervalle de R quelconque et f : I→ K. On dit que f est localement intégrable sur I si pour tout

intervalle fermé borné [a, b] ∈ I, la restriction f|[a,b] est Riemann-intégrable.

Exemple 2.4 : 1. La fonction f(x) = x2 est localement intégrable sur R.

2. La fonction f : [0, 1]→ R dé�nie par

f(x) =

{
1
x

si x > 0
0 si x = 0

n’est pas Riemann-intégrable sur [0, 1], car non bornée. En revanche, elle est localement intégrable sur ]0, 1] car

pour tout 0 < a < b ≤ 1, f|[a,b] est Riemann-intégrable.

Définition 2.10

Soit f : I→ K localement intégrable. Soit a ∈ I. On dé�nit

Fa :

{
I → K
x 7→ Fa(x) =

∫x
a
f

Remarque 2.9 : Avec les conventions sur l’intégrale, on a Fa(a) = 0 et si x < a, Fa(x) =
∫x
a
f = −

∫a
x
f.

En�n, pour a, b ∈ I on a, en utilisant la relation de Chasles :

Fa(x) − Fb(x) =

∫x
a

f−

∫x
b

f =

∫x
a

f+

∫b
x

f =

∫b
a

f.

Donc Fa(x) − Fb(x) est une constante indépendante de x.

Théorème 2.4

Si f : I→ K est localement intégrable, alors Fa est continue.

Démonstration. Soit x0 ∈ I. Montrons que Fa est continue en x0. On suppose que x0 est à l’intérieur de I, c’est à

dire qu’il existe η > 0 tel que J = [x0 − η, x0 + η] ⊂ I (si x0 est au bord de I, la preuve sera similaire mais en

considérant J = [x0, x0 + η] ou J = [x0 − η, x0]). f est localement intégrable sur I, donc elle est intégrable sur J. En

particulier, elle est bornée sur J. On note

M = sup

x∈J
|f(x)|
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On calcule ensuite, pour x ∈ J

|Fa(x) − Fa(x0)| =

∣∣∣∣∫x
a

f−

∫x0
a

f

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫x
x0

f

∣∣∣∣ ≤
(

sup

t∈[x0,x]
|f|

)
|x− x0| ≤M|x− x0|

car [x0, x] ⊂ J. On en déduit que

lim

x→x0 Fa(x) = Fa(x0),
donc Fa est continue en x0. (En fait, on a montré que Fa est Lipschitzienne au voisinage de x0, donc que Fa est

localement Lipschitzienne.)

Remarque 2.10 : Ce théorème est une première illustration du fait que l’intégrale augmente la régularité. Ainsi,

il su�t que f soit Riemann-intégrable (par exemple continue par morceaux ou en escaliers) pour que x 7→ Fa(x)
soit continue.

Théorème 2.5

Soit f : I → K localement intégrable et a ∈ I. Si f admet une limite à droite en x0 ∈ I, notée f(x+0 ) alors Fa
admet une dérivée à droite en x0 qui vaut f(x+0 ). Si f admet une limite à gauche en x0 ∈ I, notée f(x−0 ) alors

Fa admet une dérivée à gauche en x0, qui vaut f(x−0 ).

Démonstration. Supposons que f admette une limite à droite en x0. Soit ε > 0 et η > 0 tel que

x0 < x < x0 + η⇒ |f(x) − f(x+0 )| ≤ ε.

De plus, f est Riemman-intégrable sur [x0, x0 + η] car localement intégrable. On a donc Fa(x) − Fa(x0) =
∫x
x0
f.

D’autre part f(x+0 ) est une constante, donc

∫x
x0
f(x+0 ) = f(x

+
0 )(x− x0). Donc

|Fa(x) − Fa(x0) − f(x
+
0 )(x− x0)| =

∣∣∣∣∫x
x0

f−

∫x
x0

f(x+0 )

∣∣∣∣ = ∣∣∣∣∫x
x0

(f− f(x+0 ))

∣∣∣∣ ≤ ε|x− x0|. (2.1)

On a donc, pour x0 < x < η ∣∣∣∣Fa(x) − Fa(x0)x− x0
− f(x+0 )

∣∣∣∣ ≤ ε.
Donc Fa admet une dérivée à droite qui vaut f(x+0 ).

Corollaire 2.1

Soit f : I→ K localement intégrable et a ∈ I.
1. Si f est continue en x0, alors Fa est dérivable en x0 avec F ′(x0) = f(x0).

2. Si f est continue sur I (c’est à dire de classe C0), alors Fa est de classe C1 sur I.

Définition 2.11: Primitive

Soit f : I → K. On appelle primitive de f sur I toute fonction F : I → K, dérivable sur I et telle que

F ′(x) = f(x) pour tout x ∈ I.

Proposition 2.21

Si f : I → K admet une primitive F, alors elle admet une in�nité de primitives, qui sont toutes de la forme

F+ c avec c ∈ K

Démonstration. Pour tout c ∈ K, on a (F+c) ′ = F ′ = f, donc F+c est une primitive de f. SoitG une primitive de f.
On a pour tout t ∈ I, F ′(x) −G ′(x) = f(x) − f(x) = 0. Donc (F−G) ′ = 0 sur I, donc F−G = c avec c ∈ KK.
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Corollaire 2.2

Si f : I → K admet une primitive F, alors pour x0 ∈ I et y0 ∈ K, f admet une unique primitive G telle que

G(x0) = y0.

Démonstration. Il su�t de prendre G(x) = F(x) − F(x0) + y0.

Théorème 2.6: Théorème fondamental de l’analyse

Soit f : I→ K continue et a ∈ I. Alors

Fa : x 7→ ∫x
a

f

est l’unique primitive de f qui s’annule en a.

Démonstration. C’est la conséquence directe du Théorème 2.5 et du Corollaire 2.1. On véri�e de plus que Fa(a) =
0.

�
L’hypothèse de continuité est essentielle. Si f est seulement continue par morceaux sans être continue,

alors il existe x0 tel que la limite à gauche et à droite de f en x0 ne coïncident pas. Donc, d’après le

Théorème 2.5, Fa n’est pas dérivable en x0, et n’est donc pas une primitive de F.

Corollaire 2.3

� Soit f : [a, b]→ K continue et soit F une primitive de f. Alors

∫b
a

f = F(b) − F(a)

� Soit f : [a, b]→ K de classe C1, alors

∫b
a

f ′ = f(b) − f(a)

Le théorème fondamental de l’analyse relie deux notions à priori très di�érentes : l’intégrale, associée à l’aire

sous une courbe, et la primitive, opération inverse de la dérivée. On peut ainsi calculer l’intégrale d’une fonction si

on connaît une primitive. Reste donc à savoir calculer celle-ci.

2.5. Calcul de primitives

P
1. Pour une fonction F on note

[F]ba = [F(x)]ba = F(b) − F(a),

appelé crochet d’intégration. En particulier on a [F]aa = 0, [F]ba = −[F]ab . Et si F est une primitive de f

avec f continue on a

∫b
a
f = [F]ba.

2. Pour une fonction continue f, on notera ∫
f(x)dx

une primitive quelconque de f. Explicitement, on a

∫
f(x)dx =

∫x
a
f(t)dt+ C avec C ∈ K.

3. On rappelle que la variable d’une intégrale est muette

∫b
a
f(x)dx =

∫b
a
f(t)dt...

Les dérivées des fonctions usuelles nous permettent déjà de connaître de nombreuses primitives. Par exemple∫
exp(x)dx = exp(x),

∫
sin(x)dx = − cos(x), . . .
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Une liste de primitives des fonctions usuelles est donnée en Annexe A. Ensuite, la linéarité de l’intégrale permet de

calculer une primitive de toute combinaison linéaire de fonctions usuelles.

2.5.1 Intégration par parties

Proposition 2.22: Formule d’intégration par parties (IPP)

Soit u, v : I→ K de classe C1, et soit [a, b] ⊂ I. Alors∫b
a

uv ′ = −

∫b
a

u ′v+ [uv]ba.

Démonstration. Le produit uv est de classe C1, on utilise donc le Corollaire 2.3 et la règle de dérivation du produit :

[uv]ba = u(b)v(b) − u(a)v(a) =

∫b
a

(uv) ′ =

∫b
a

(u ′v+ uv ′) =

∫b
a

u ′v+

∫b
a

uv ′.

Dans un calcul de primitive, cette formule s’écrit∫
u(x)v ′(x)dx = u(x)v(x) −

∫
u ′(x)v(x)dx

Exemple 2.5 : 1. Sur I =]0,+∞[, avec u(x) = ln(x) et v ′(x) = 1 on a u ′(x) = 1
x

et v(x) = x, donc∫
ln(x)dx = x ln(x) −

∫
x

x
dx = x ln x− x

2. Sur I = R avec u(x) = x et v ′(x) = sin(x) on a u ′(x) = 1 et v(x) = − cos(x) donc∫π/2
0

x sin(x) = [x cos(x)]
π/2
0 −

∫π/2
0

(− cos(x))dx = 0− 0+ [sin(x)]
π/2
0 = 1.

Théorème 2.7: Formule de Taylor avec reste intégral

Soit f : [a, b]→ K de classe Cn+1. Alors

f(b) =

n∑
k=0

(b− a)k

k!
f(k)(a) +

∫b
a

(b− x)n

n!
f(n+1)(x)dx.

Démonstration. On procède par récurrence sur n, avec Hn l’énoncé de la proposition.

Initialisation. Pour n = 0, f est C1 et d’après le Corollaire 2.3 on a

f(b) = f(a) +

∫b
a

f ′(x)dx,

ce qui correspond à H0.

Hérédité. Soit n ≤ 1 tel que Hn−1 est vraie, et montrons Hn. Soit f : [a, b] → K de classe Cn+1. En particulier

f est Cn, on peut donc utiliser Hn−1 :

f(b) =

n−1∑
k=0

(b− a)k

k!
f(k)(a) +

∫b
a

(b− x)n−1

(n− 1)!
f(n)(x)dx.

On e�ectue ensuite une intégration par parties sur le deuxième terme. On pose

u ′(x) =
(b− x)n−1

(n− 1)!
⇒ u(x) = −

(b− x)n

n!
v(x) = f(n)(x) v ′(x) = f(n+1)(x),
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donc ∫b
a

(b− x)n−1

(n− 1)!
f(n)(x)dx =

[
−
(b− x)n

n!

]b
a

−

∫b
a

−(b− x)n

n!
f(n+1)(x)dx

= −0+
(b− a)n

n!
+

∫b
a

(b− x)n

n!
f(n+1)(x)dx.

En rassemblant tous les termes on obtient la formule pour Hn.

Remarque 2.11 : La formule de Taylor avec reste intégral permet de redémontrer les formules de Taylor-Young

et Taylor-Lagrange vues au chapitre précédent.

2.5.2 Changement de variable

Théorème 2.8: Changement de variable

Soit f : I→ K continue et φ : J→ I de classe C1. Pour tout a, b ∈ J on a∫b
a

f(φ(x))φ ′(x)dx =

∫φ(b)

φ(a)

f(t)dt.

Démonstration. f est continue donc elle admet une primitive, que l’on note F. On a, d’une part,∫φ(b)

φ(a)

f(t)dt = F(φ(b)) − F(φ(a)).

D’autre part, puisque F ′ = f, on a par composition (F ◦ φ) ′(u) = φ ′(u)F ′(φ(u)) = φ ′(u)f(φ(u)). Donc∫b
a

f(φ(x))φ ′(x)dx =

∫b
a

(F ◦ φ) ′(x)dx = F(φ(b)) − F(φ(a)).

Ce théorème est la simple conséquence de la dérivée des fonctions composées, mais il a de nombreuses applica-

tions.

� Reconnaitre une dérivée composée.

Exemple 2.6 : Avec φ(x) = sin(x) et f(x) = x2 on a∫π/2
0

cos(x) sin
2(x)dx =

∫π/2
0

φ ′(x)(φ(x))2dx =
1

3

∫π/2
0

(sin
3(x)) ′dx =

1

3

(
sin
3(
π

2
) − sin

3(0)
)
=
1

3

On pourra ainsi reconnaitre les dérivées composées des fonctions usuelles : (sin(u)) ′ = u ′ cos(u),

(cos(u)) ′ = −u ′ sin(u), (uα) ′ = αu ′uα−1, (ln(u)) ′ = u ′

u
, . . . Si jamais on ne reconnait pas de dérivée

composée, on peut simplement poser t = φ(x). On en déduit dt = φ ′(x)dx et on utilise la formule du

changement de variable.

Exemple 2.7 : Calculons une primitive suivante en posant t = ex, donc dt = exdx :∫
ex

1+ e2x
dx =

∫
1

1+ t2
dt = arctan(t) + C = arctan(ex) + C

� Changement de variable inverse. On lit la formule « dans l’autre sens », pour transformer certaines ex-

pressions. Dans ce cas, on suppose de plus que φ ′ ne s’annule pas sur l’intervalle considéré, de sorte que

φ : I→ J est une bijection. En lisant la formule du théorème précédent de droite à gauche, on a∫b
a

f(t)dt =

∫φ−1(b)

φ−1(a)

f(φ(x))φ ′(x)dx

En pratique, on pose t = φ(x), on en déduit (formellement) dt = φ ′(x)dx. On véri�e que φ ′ ne s’annule

pas, donc que φ est une bijection et on en déduit l’image réciproque de a et b. On remplace alors t, dt et les

bornes de l’intégrale comme dans la formule ci-dessus.



CHAPITRE 2. INTÉGRATION 47

Exemple 2.8 : Calculons

I =

∫1
−1

√
1− t2dt.

On pose t = φ(x) = sin(x), donc dt = cos(x)dx. De plus,φ :]− π
2
, π
2
[→]−1, 1[ satisfaitφ ′(x) = cos(x) 6= 0

est est donc une bijection. On a donc, par changement de variables

I =

∫1
−1

√
1− t2dt =

∫ π
2

−π
2

√
1− sin

2(x) cos(x)dx =

∫ π
2

−π
2

| cos(x)| cos(x)dx =

∫ π
2

−π
2

cos
2(x)dx

On utilise ensuite le fait que cos
2(x) = 1+cos(2x)

2
, de sorte que

I =

∫ π
2

−π
2

cos
2(x)dx =

∫ π
2

−π
2

1+ cos(2x)

2
dx =

1

2

[
t+

sin(2x)

2

]π
2

−π
2

=
π

2
.

Notons que la courbe associée à t 7→ √1− t2 est un demi-cercle de rayon 1 et on véri�e que I est bien l’aire

du demi-disque correspondant.

� En�n, on peut aussi poser x = φ(t) avec φ ′ qui ne s’annule pas. On a donc x = φ−1(t) avec (φ−1) ′(t) =
1

φ ′(φ−1(t))
, de sorte que ∫b

a

g(φ(x))dx =

∫φ(b)

φ(a)

g(t)

φ ′(φ−1(t))
dt.

Exemple 2.9 : ∫1
0

1

1+ t+ t2
dt =

∫1
0

1

(x+ 1
2
)

� Changement de variable a�ne. On pose t = φ(x) = αx+β, souvent pour démontrer certaines propriétés

sans calculer l’intégrale. On a ainsi, pour β ∈ R et α 6= 0,∫b
a

f(t)dt =

∫b+t0
a+t0

f(t− t0)dt,

∫b
a

f(t)dt = α

∫b/α
a/α

f(αt)dt.

En�n, en posant t = a+ (b− a)x, on peut toujours se ramener à une intégrale entre 0 et 1.∫b
a

f(t)dt = (b− a)

∫1
0

f(a+ (b− a)x)dx.

Par exemple le reste intégral de la formule de Taylor du Théorème 2.7 peut se réécrire∫b
a

(b− x)n

n!
f(n+1)(x)dx = (b− a)n+1

∫1
0

(1− u)n

n!
f(n+1)(a+ (b− a)u)du,

où l’on a posé x = a+ (b− a)u, et utilisé le fait que (b− x) = (b− a)(1− u).

Proposition 2.23

Soit f : R→ R continue.

1. Si f est périodique de période T , alors

∫b
a

f(t)dt =

∫b+T
a+T

f(t)dt.

2. Si f est paire, alors

∫a
−a

f(t)dt = 2

∫a
0

f(t)dt.

3. Si f est impaire, alors

∫a
−a

f(t)dt = 0.

Démonstration. 1. Si f est périodique, on pose t = u− T , soit u = t+ T et l’on a∫b
a

f(t)dt =

∫b+T
a+T

f(u− T)du =

∫b+T
a+T

f(u)du.
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2. Si f est paire, on utilise la relation de Chasles∫a
−a

f(t)dt =

∫0
−a

f(t)dt+

∫a
0

f(t)dt = −

∫0
a

f(−u)du+

∫a
0

f(t)dt =

∫a
0

f(u)du+

∫a
0

f(t)dt = 2

∫a
0

f(t)dt,

où l’on a posé t = −u dans la première intégrale.

3. Si f est impaire on procède de même, mais cette fois-ci on a∫0
−a

f(t)dt = −

∫0
a

f(−u)du = −

∫a
0

f(u)du,

donc la somme des deux termes est nulle.

Remarque 2.12 : Si t = φ(x) avec φ une bijection strictement décroissante, alors a < b donne φ−1(a) >
φ−1(b). On obtient un signe pour ré-ordonner les bornes de l’intégrale :∫b

a

f(t)dt =

∫φ−1(b)

φ−1(a)

f(φ(x))φ ′(x)dx = −

∫φ−1(a)

φ−1(b)

f(φ(x))φ ′(x)dx =

∫φ−1(a)

φ−1(b)

f(φ(x))|φ ′(x)|dx

Cette formule reste vraie si φ est strictement croissante (en ordonnant les bornes dans l’ordre croissant). Une

généralisation du facteur |φ ′(x)| apparaîtra naturellement dans les intégrales multiples sous le nom de jacobien,

noté J.

2.5.3 Fractions rationnelles
On rappelle que K[X] dénote l’ensemble des polynôme à coe�cients dans K. Cet ensemble a une structure d’an-

neau euclidien. Dans cette section, on énonce certains résultats (admis) d’arithmétique des polynômes que l’on va

utiliser pour calculer des primitives de fractions rationnelles.

Définition 2.12: Fraction rationnelle

Une fraction rationnelle sur K est une expression de la forme

R(X) =
P(X)

Q(X)

avec P,Q ∈ K[X] etQ 6= 0. On dé�ni le degré d’une fraction rationnelle par deg(R) = deg(P)− deg(Q) ∈ Z.

On note par K(X) le corps des fractions rationnelles sur K.

Proposition 2.24

Une fraction rationnelle R ∈ K(X) se décompose de manière unique par

R(X) = P̃(X) + R̃(X)

avec P̃ ∈ K[X] et R̃ ∈ K(X) et deg(R̃) < 0. Le polynôme P̃ est appelé partie entière de R.

Il s’agit d’une application la division Euclidienne sur les polynômes. Avec R = P
Q

, on écrit la division de P par

Q dans K[X] : P(X) = QP̃ + B avec deg(B) < deg(P) (P̃ est le quotient et B est le reste). On a ensuite R = P̃ + B
Q

.

L’algorithme pour trouver P et R̃ est le même que pour les entiers.

Exemple 2.10 : Décomposons la fractions rationnelle de degré 1

R(X) =
3X3 + 4X2 − 5

X2 + 1
.
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On écrit la division polynomiale

3X3 + 4X2 − 5 X2 + 1

3X+ 4− 3X3 − 3X

4X2 − 3X− 5
− 4X2 − 4

− 3X− 9

On en déduit 3X3 + 4X2 − 5 = (X2 + 1)(3X+ 4) − 3X− 9, donc

R(X) = 3X+ 4+
−3X− 9

X2 + 1
.

On véri�e que R(X) − (3X+ 4) est bien de degré strictement négatif.

Grâce à la proposition précédente, calculer une primitive d’une fraction rationnelle quelconque revient au calcul

d’une primitive d’un polynôme et d’une fraction rationnelle de degré strictement négatif. On va donc se concentrer

sur l’étude de ces dernières.

Théorème 2.9: Décomposition en polynômes irréductibles

Tout polynôme P ∈ K[X] se décompose de façon unique en produit de polynômes irréductibles :

P(X) = λP1(X)
m1 . . . Pk(X)

mk

avec λ ∈ K, P1, . . . Pk ∈ K[X] tel que m1 deg(P1) + . . . +mk deg(Pk) = deg(P). Les entiers mi ∈ N sont

appelés multiplicité des Pi. Les polynômes irréductibles dépendent du corps K :

� Si K = C, on a Pi(X) = X− αi avec αi ∈ C.

� Si K = R on a Pi(X) = X − αi avec αi ∈ R (première espèce) ou Pi = aiX
2 + biX + ci avec

ai, bi, ci ∈ R et ∆ = b2i − 4aici < 0 (deuxième espèce).

Cette décomposition est unique si on impose que le coe�cient dominant de chaque Pi est égal à 1.

Remarque 2.13 : Les polynômes irréductibles sont l’analogue des nombres premiers pour les polynômes. La

simplicité des polynômes irréductible sur C vient du fait que c’est un corps algébriquement clos (Théorème de

d’Alembert-Gauss). De plus, les αi sont les racines (complexes ou réelles) de P et les mi correspondent à la

multiplicité des racines. Sur K = R, les polynômes de deuxième espèce n’ont pas de racines réelles, et leurs

racines complexes
−b±i

√
−∆

2a
apparaissent par paires conjuguées dans la décomposition de P.

Exemple 2.11 : Le polynôme P(X) = X3 − 1 se décompose sur R :

P(X) = (X− 1)(X2 + X+ 1)

et sur C :

P(X) = (X− 1)

(
X−

−1+ i
√
3

2

)(
X−

−1− i
√
3

2

)

Théorème 2.10: Décomposition en éléments simples sur C

Soit R = P
Q
∈ C(X) une fraction rationnelle sur C avec deg(R) < 0. On note

Q = λ(X− α1)
m1 . . . (X− αk)

mk

la décomposition de Q ∈ C[X] en polynômes irréductibles. Alors R se décompose de façon unique en une

combinaison linéaire sur C des éléments simples suivants :

1

(X− αi)j
, i = 1, . . . k, 1 ≤ j ≤ mi.
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Exemple 2.12 : Ce théorème nous donne la décomposition suivante sur C(X).

R(X) =
X

(X+ 1)(X− i)2
=

a

X+ 1
+

b

X− i
+

c

(X− i)2

avec a, b, c ∈ C. Reste à trouver ces coe�cients. En multipliant par X+ 1 on a

X

(X− i)2
= a+

b(X+ 1)

X− i
+
c(X+ 1)

(X− i)2
,

donc en prenant X = −1 on en déduit a = −1
(1+i)2

= i
2

. De même avec (X − i)2 et X = i on a c = i
1+i = 1+i

2
.

En�n, on peut par exemple prendre X = 0 pour en déduire a+ ib− c = 0, donc b = i(a− c) = − i
2

. Finalement

X

(X+ 1)(X− i)2
=

i

2(X+ 1)
−

i

2(X− i)
+

1+ i

2(X− i)2
.

Théorème 2.11: Décomposition en éléments simples sur R

Soit R = P
Q
∈ R(X) une fraction rationnelle sur R avec deg(R) < 0. On note

Q = λPm11 . . . Pmkk

la décomposition de Q ∈ R[X] en polynômes irréductibles. Alors R se décompose de façon unique en une

combinaison linéaire sur R des éléments simples suivants :

� 1

(X− αi)j
avec 1 ≤ j ≤ mi si Pi(X) = X− αi

� X

(X2 + biX+ ci)j
et

1

(X2 + biX+ ci)j
avec 1 ≤ j ≤ mi si Pi(X) = X

2+biX+ ci avec b2i − 4ci < 0.

Exemple 2.13 : Sur R on a donc

X2 + 5

(X+ 1)2(X2 + X+ 1)
=

a

X+ 1
+

b

(X+ 1)2
+

cX+ d

X2 + X+ 1

En suivant l’exemple précédent, on peut en déduire a = 4, b = 6, c = −4 et d = −5.

Il ne reste plus qu’à savoir calculer une primitive des di�érents éléments simples qui apparaissent dans cette

décomposition. Les formules qui suivent ne sont pas à connaître par cœur mais à savoir retrouver rapide-
ment sur un exemple concret. On retiendra surtout la méthode utilisé pour chaque élément simple et les di�érents

cas possibles.

Proposition 2.25

Soit a ∈ R, alors ∫
1

x− a
dx = ln(|x− a|).

Démonstration. Notons que cette primitive est dé�nie seulement si (x − a)−1 est continue, donc sur ] −∞, a[ ou

bien sur ]a,+∞[ (mais pas sur l’union des deux !). Pour x > a on a

(ln(x− a)) ′ =
1

x− a

Et pour x < a on a

(ln(a− x)) ′ = −
1

a− x
=

1

x− a
.
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Proposition 2.26

Soit α ∈ C et n ≥ 2, alors ∫
1

(x− α)n
dx =

−1

n− 1

1

(x− α)n−1

Démonstration. (
1

(x− α)n−1

) ′
=
(
(x− α)−n+1

) ′
= (−n+ 1)(x− α)−n =

−n+ 1

(x− α)n
.

�
La formule pour n ≥ 2 est valable pour α ∈ R ou C. En revanche, le cas n = 1 n’est valable que pour

a ∈ R, car le logarithme complexe n’est pas dé�ni sur C tout entier.

Proposition 2.27

Soit b, c ∈ R tel que ∆ = b2 − 4c < 0, alors∫
1

x2 + bx+ c
dx =

2√
4c− b2

arctan

(
2x+ b√
4c− b2

)
.

Démonstration. On se ramène a une primitive de
1

1+t2
. On commence par écrire le polynôme sous une forme ca-

nonique

x2 + bx+ c = (x+
b

2
)2 + c−

b2

4
= d

(( x√
d
−

b

2
√
d

)2
+ 1

)
où l’on a posé d = c− b2

4
> 0. On pose ensuite t = φ(x) = x√

d
+ b

2
√
d

. On a φ ′(x) = 1√
d
6= 0 et dt = 1√

d
dx donc

dx =
√
ddt. D’où∫

1

x2 + bx+ c
dx =

1

d

∫
1

t2 + 1

√
ddt =

1√
d

arctan(t) =
1√
d

arctan

(
x√
d
+

b

2
√
d

)
.

Pour les éléments simples de seconde espèce avec un numérateur, on remarque d’abord que

λX+ µ

(X2 + bX+ c)n
=
λ

2

2X+ b

(X2 + bX+ c)n
+

µ− bλ
2

(X2 + bX+ c)n
.

Le deuxième terme a déjà été traité ci-dessus pour n = 1, on se restreint à l’étude du premier

Proposition 2.28

Soit b, c ∈ R tel que ∆ = b2 − 4c < 0, alors∫
2x+ b

x2 + bx+ c
dx = ln(x2 + bx+ c),

et pour n ≥ 2 ∫
2x+ b

(x2 + bx+ c)n
dx =

−1

n− 1

1

(x2 + bx+ c)n−1
.

Démonstration. Laissée au lecteur. Il su�t de reconnaitre des dérivées composées comme dans les Propositions 2.25

et 2.26. On remarquera aussi que x2 + bx+ c > 0 pour tout x ∈ R.
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Les primitives des deux types d’éléments simples restant, à savoir

1

X− (a+ ib)
,

1

(x2 + bx+ c)n
,

seront traitées en exercice.

2.5.4 Polynômes trigonométriques
Un polynôme trigonométrique est une combinaison linéaire de termes de la forme

sin
p(x) cos

q(x).

Pour trouver une primitive d’un tel terme, il existe une méthode générale qui marche toujours mais qui peut être

un peu longue, et quelques raccourcis dans des cas particuliers.

� Si p = 1 ou q = 1, on a une primitive simplement par dérivée composée. Par exemple∫
sin(x) cos

2022(x)dx = −
1

2023
cos

2023(x)

� Si p ou q est impair, on peut se ramener au cas précédent en utilisant cos
2+ sin

2 = 1. Par exemple

cos
4(x) sin

3(x) = cos
4(x) sin(x) sin

2(x) = cos
4(x) sin(x)(1− cos

2(x)) = cos
4(x) sin(x) − cos

6(x) sin(x).

� Sinon, on utilise les formules d’Euler :

cos(x) =
eix + e−ix

2
, sin(x) =

eix − e−ix

2i
,

pour linéariser l’expression. C’est à dire exprimer sin
p(x) cos

q(x) comme une combinaison linéaire de

cos(aix) et sin(bix), dont on connait des primitives.

Exemple 2.14 : Calculons une primitive de cos
3(x).

cos
3(x) =

(
eix + e−ix

2

)3
=
1

8

(
e3ix + 3eix + 3e−ix + e−3ix

)
=
1

8
(2 cos(3x) + 6 cos(x))

=
1

4
cos(3x) +

3

4
cos(x)

Donc ∫
cos

3(x)dx =
1

12
sin(3x) +

3

4
sin(x).

2.6. Sommes de Riemann

Définition 2.13: Subdivision pointée

Soit [a, b] un intervalle de R. On appelle subdivision pointée de [a, b] la donnée (σ, ξ) où

� σ = (a0 = a, a1, . . . , an = b) est une subdivision de [a, b],

� ξ = (ξ1, . . . , ξn) est un ensemble de points tel que

ξ ∈ [ai−1, ai], ∀i = 1, . . . , n.

On appelle pas de la subdivision σ la quantité δ(σ) = max

i
{ai − ai−1}.



CHAPITRE 2. INTÉGRATION 53

Définition 2.14: Somme de Riemann

Soit f : [a, b] → R et (σ, ξ) une subdivision pointée de [a, b]. On appelle somme de Riemann de f pour la

subdivision pointée (σ, ξ) la quantité

S(f, σ, ξ) =

n∑
i=1

(ai − ai−1)f(ξi).

Théorème 2.12

Soit f : [a, b]→ R. Si f est Riemann-intégrable alors

∀ε > 0, ∃η > 0, ∀(σ, ξ) subdivision pointée, δ(σ) ≤ η⇒ ∣∣∣∣∣S(f, σ, ξ) −
∫b
a

f

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
Démonstration. Soit ε > 0. Soit φ,ψ ∈ E([a, b],R) tel que |f − φ| ≤ ψ et

∫b
a
ψ ≤ ε. Soit (x0, . . . , xk) une

subdivision de [a, b] adaptée à φ et ψ. En particulier, φ et ψ sont constantes sur chaque ]xi−1, xi[. Soit (σ, ξ) une

subdivision pointée de [a, b].∣∣∣∣∣S(f, σ, ξ) −
∫b
a

f

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(ai − ai−1)f(ξi) −

n∑
i=1

∫ai
ai−1

f

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫ai
ai−1

f(ξi) −

n∑
i=1

∫ai
ai−1

f

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

∫ai
ai−1

(f(ξi) − f(x))dx

∣∣∣∣∣
≤

n∑
i=1

∫ai
ai−1

|f(ξi) − f(x)|dx

Pour chaque i = 1, . . . , n on distingue deux cas :

1. Si aucun des xi n’est dans [ai−1, ai], alors φ et ψ sont constantes et l’on a φ(x) = φ(ξi) et ψ(x) = ψ(ξi) pour

tout x ∈ [ai−1, ai]. Dans ce cas,

|f(ξi) − f(x)| = |f(ξi) − φ(x) + φ(x) − f(x)| ≤ |f(ξi) − φ(ξi)|+ |φ(x) − f(x)| ≤ ψ(ξi) +ψ(x) ≤ 2ψ(x),

donc ∫ai
ai−1

|f(ξi) − f(x)|dx ≤
∫ai
ai−1

2ψ(x)

2. Si au moins un xi ∈ [ai−1, ai] alors on majore simplement par∫ai
ai−1

|f(ξi) − f(x)| ≤
∫ai
ai−1

|f(ξi)|+ |f(x)|dx ≤ (ai − ai−1)2M ≤ 2Mδ(σ)

oùM = supx∈[a,b] |f(x)|.

Notons que le second cas apparaît au plus k+ 1 fois car on a k+ 1 points x0, . . . , xk. On scinde donc la somme en

deux

n∑
i=1

∫ai
ai−1

|f(ξi) − f(x)|dx =

n∑
i=1
Cas 1

∫ai
ai−1

|f(ξi) − f(x)|dx+

n∑
i=1
Cas 2

∫ai
ai−1

|f(ξi) − f(x)|dx

≤
n∑
i=1
Cas 1

∫ai
ai−1

2ψ(x) + (k+ 1)2Mδ(σ)

≤
n∑
i=1

∫ai
ai−1

2ψ(x) + (k+ 1)2Mδ(σ)

≤ 2ε+ (k+ 1)2Mδ(σ).
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On a utilisé le fait que

∫ai
ai−1

2ψ(x) ≥ 0 pour supprimer « Cas 1 » dans la première somme. Finalement si on pose

η = ε
(k+1)2M on a

δ(σ) ≤ η⇒ ∣∣∣∣∣S(f, σ, ξ) −
∫b
a

f

∣∣∣∣∣ ≤ 3ε.

Définition 2.15: Méthode des rectangles

Soit f : [a, b]→ R Riemann-intégrable. On considère pour n ≥ 2, la subdivision σ donnée par

ai = a+ (b−a)
n

i,

de pas constant ai − ai−1 =
b−a
n

.

� Si ξi = ai−1, la somme de Riemann correspondante SG

n(f) = S(f, σ, ξ) est appelée méthode des
rectangles à gauche et l’on a

SG

n(f) =
b− a

n

n−1∑
i=0

f

(
a+

b− a

n
i

)
.

� Si ξi = ai, la somme de Riemann correspondante SD

n(f) = S(f, σ, ξ) est appelée méthode des rec-
tangles à droite et l’on a

SD

n(f) =
b− a

n

n∑
i=1

f

(
a+

b− a

n
i

)
.

Le théorème précédent nous dit que

SG

n(f), S
D

n(f)→ ∫b
a

f, (n→∞).

Ces formules permettent un calcul numérique simple pour obtenir une valeur approchée de l’intégrale.

Exemple 2.15 : Le code Python suivant

def rectangles_gauche(f, a, b ,n):
h = (b - a)/n
x = a
S = 0
for i in range(n):

S += f(x)
x += h

return S*h

import numpy as np
print(rectangles_gauche(np.sin,0,np.pi/2,10))

renvoie SG

n(sin) = 0.919, 0.992 et 0.999 pour n = 10, 100 et 1000, respectivement, ce qui correspond bien à

l’approximation de

∫π/2
0

sin(x)dx = 1.

Les sommes de Riemann sont aussi très utiles pour calculer certaines sommes in�nies. En reconnaissant une
somme de Riemann, on identi�e ainsi la limite d’une somme comme une intégrale que l’on peut calculer à l’aide

d’une primitive.

Exemple 2.16 : On considère la suite

un =
1

n
+

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ . . .+

1

2n
=

n∑
k=1

1

n+ k
.
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En posant f(x) =
1

1+ x
continue pour x ∈ [0, 1] on a

un =
1

n

n∑
k=1

1

1+ k
n

=
1

n

n∑
k=1

f

(
k

n

)
.

On reconnait une somme de Riemann associée à f, a = 0, b = 1 et la subdivision pointée

σ = (0,
1

n
,
2

n
, . . . , 1), ξi =

i

n
, i = 1, . . . , n,

c’est à dire un = S(f, σ, ξ) (en fait on a même un = SD

n(f)). Le pas de la subdivision est
1
n
→ 0 lorsque n → ∞,

donc d’après le Théorème 2.12 on a

lim

n→∞un =

∫1
0

f(x)dx = [ln(1+ x)]10 = ln(2).



3 Équations différentielles

�
Objectifs :

� Caractériser une équation di�érentielle (ordre, linéaire, homogène,...)

� Équations à variables séparables

� Équations linéaires d’ordre 1 et 2

� Équations de Bernoulli et Riccati

Motivation : les équations di�érentielles sont partout !

Les équations di�érentielles permettent de traduire dans le langage mathématique l’évolution dans le temps

et dans l’espace de n’importe quel phénomène quantitatif qui évolue de façon continue. On trouve des équations

di�érentielles dans toutes les sciences : physique, chimie, biologie, géologie, économie,...

Exemple 3.1 : Voici quelques exemples issus de la physique. On rappelle que pour une grandeur x(t), on note sa

vitesse ẋ(t) = dx
dt

= x ′(t) et son accélération ẍ(t) = d
2x

dt2
= x ′′(t).

� L’équation de la position x(t) d’une massem accrochée à un ressort de raideur k :

mẍ = −kx (3.1)

� L’équation du pendule simple : angle θ(t) d’une massem accrochée à un �l de longueur ` soumis à la gravité

g :

¨θ+
g

`
sin(θ) = 0 (3.2)

� L’équation de la vitesse v(t) d’une massem en chute libre soumise à un frottement f :

v̇ = g−
f

m
v (3.3)

� L’équation de la tension u(t) au borne d’un condensateur dans un circuit RLC (résistance R, impédance L et

capacité C) soumis à une tension E(t) :

LCü+ RCu̇+ u = E (3.4)

� L’équation d’évolution du nombre de noyaux radioactifs N(t), avec constante de désintégration λ :

˙N = −λN (3.5)

On peut étudier les équations di�érentielles à di�érents niveaux. D’abord, on peut chercher une solution explicite

par exemple à l’aide de fonctions usuelles. On parle alors de résolution explicite. Plus généralement, on peut ensuite

se demander : quand est-ce qu’une solution existe et combien y en a t-il ? quelles sont les conditions pour qu’il

existe une unique solution? quel est l’intervalle de temps maximal pour lequel cette solution existe ? En�n, pour de

nombreuses équations di�érentielles, il n’existe pas de solution explicite, mais on peut quand même étudier certaines

propriétés des solutions (régularité, majoration, comportement asymptotique, etc...)

Le but de ce chapitre introductif est d’établir un cadre général et de dé�nir certains termes pour caractériser les

équations di�érentielles. On étudie ensuite quelques méthodes de résolution explicite, en s’appuyant sur certains

théorèmes généraux qui sont admis, car leur preuve requiert des outils plus avancés qui seront vu dans les années

d’étude ultérieures.

56



CHAPITRE 3. ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES 57

3.1. Généralités

Définition 3.1: Équation différentielle

Soit n ≥ 1 entier. Une équation di�érentielle d’ordre n est une équation de la forme

F(t, y, y ′, . . . , y(n)) = 0, t ∈ I

avec F : I × Rn+1 → R continue, I étant un intervalle de R Soit J ⊂ I un intervalle. Une solution de cette

équation sur J est une fonction y : J→ R de classe Cn telle que

∀t ∈ J F(t, y(t), y ′(t), . . . , y(n)(t)) = 0.

Remarque 3.1 : � Si on ne précise pas I, c’est qu’on travaille avec I = R, ou bien que préciser I fait partie

de la résolution.

� On notera le plus souvent y(t) avec y la fonction inconnue et t la variable, mais il existe d’autres conven-

tions : y(x), x(t),...

� Ici on a y : J → R, on parle d’équation di�érentielle scalaire. Si on considère Y : J → Rm avec m ∈ N∗,
on parle de système di�érentiel (voir Section 3.3).

Exemple 3.2 : On reprend l’exemple précédent : (3.1), (3.2), (3.4) sont des équations di�érentielles d’ordre 2, avec

respectivement

F(t, x, x ′, x ′′) = mx ′′−kx, F(t, θ, θ ′, θ ′′) = θ ′′+
g

`
sin(θ), F(t, u, u ′, u ′′) = LCu ′′+RCu ′+u−E(t),

alors que (3.3) et (3.5) sont des équation di�érentielles d’ordre 1, avec respectivement

F(t, v, v ′) = v ′ − g+
f

m
v, F(t,N,N ′) = N ′ + λN.

Définition 3.2: Forme résolue

Une équation di�érentielle est dite sous forme résolue si elle est de la forme

y(n) = f(t, y, y ′, . . . , y(n−1))

avec f : I× Rn → R continue, c’est a dire que F(t, u0, . . . , un) = un − f(t, u0, . . . , un).

�
Il n’est pas toujours possible d’écrire une équation sous une forme résolue (problème de division par 0,

radical,...) mais nous n’aborderons pas ce problème. La plupart des équations considérées ici sont déjà

sous forme résolue.

Une équation di�érentielle admet parfois plusieurs solutions, mais en imposant des conditions sur la fonction

(par exemple des conditions initiales) on peut rendre la solution unique. Un principe général, que l’on énoncera plus

précisément plus loin, nous dit que pour une équation d’ordre n il faut n conditions initiales : une pour chaque

dérivée de y à t = 0.

Exemple 3.3 : � Pour l’équation (3.3) de la chute libre sans frottements (f=0), d’ordre 1, on a une in�nité de

solutions données par

v(t) = gt+ C

avecC ∈ R. Si l’on impose maintenant la condition initiale v(0) = v0, on a une unique solution v(t) = gt+v0.

� Pour l’équation (3.1) de la masse accrochée à un ressort, d’ordre 2, on a une in�nité de solutions données par

x(t) = A cos

(√
k

m
t

)
+ B sin

(√
k

m
t

)
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avec A,B ∈ R. En imposant les deux conditions initiales x(0) = x0 et x ′(0) = 0 on a une unique solution :

x(t) = x0 cos

(√
k
m
t

)
.

Définition 3.3: Problème de Cauchy

Soit t0 ∈ I et y0, . . . , yn−1 ∈ R. L’équation di�érentielle d’ordre n, munie de la condition initiale
y(n) = f(t, y, y ′, . . . , y(n−1)), t ∈ I,
y(t0) = y0,
.
.
.

y(n−1)(t0) = yn−1

est appelée problème de Cauchy.

Remarque 3.2 : En général, si on demande de résoudre une équation di�érentielle sans préciser de condition

initiale, cela signi�e qu’on demande de trouver toutes les solutions de celle-ci.

Proposition 3.1: Lien avec les primitives

Soit f : I→ R continue. L’équation di�érentielle d’ordre 1

y ′ = f(t)

admet une in�nité de solutions sur I, données par les primitives de f, y(t) =
∫
f(t)dt+ C avec C ∈ R.

Une équation di�érentielle est donc une généralisation (très large) de la notion de primitive. De plus, les primi-

tives vont jouer un rôle essentiel tout le long de ce chapitre.

P
Dans les équations di�érentielles, il est courant de ne pas écrire explicitement la variable pour la fonction

et ses dérivées. Ainsi y ′ = f(t) doit être compris comme y ′(t) = f(t). Dans le doute, on peut toujours

écrire les dépendances temporelles partout où c’est nécessaire.

3.2. Équations à variables séparables

Définition 3.4: Équation à variables séparables

Soit f : I → R et g : R → R continues. Une équation di�érentielle d’ordre 1 est dite à variables séparables
si elle est de la forme

y ′ = f(t)g(y)

Si f est constante, on dit que cette équation est autonome.

Proposition 3.2

On considère l’équation à variables séparables y ′ = f(t)g(y).

1. Soit z ∈ I tel que g(z) = 0, alors la fonction constante y(t) = z est solution de l’équation.

2. Soit z1, z2 ∈ R tel que g(z) 6= 0 pour tout z ∈]z1, z2[. Soit F : I→ R une primitive de f et
˜G :]z1, z2[→ R
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une primitive de
1
g

. Il existe un intervalle J tel que l’équation possède une in�nité de solutions données par

y(t) = ˜G−1(F(t) + C)

avec C ∈ R, pour tout t ∈ J.

Démonstration. Pour le premier point, on véri�e que pour y(t) = z on a bien y ′(t) = 0 et f(t)g(y(t)) = 0. Dans

le deuxième cas, puisque g ne n’annule pas sur ]z1, z2[ on cherche à résoudre

y ′

g(y)
= f(t).

Posons u = ˜G(y). Puisque
˜G est une primitive de

1
g

on a u ′ = y ′ ˜G ′(y) = y ′

g(y) . Donc si y est solution on a

u ′(t) = f ′(t). Donc u(t) = F(t) + C, où F est une primitive de f et C ∈ R, soit
˜G(y) = F(t) + C. De plus, la

fonction
1
g

ne s’annule pas sur ]z1, z2[, donc sa primitive
˜G est strictement monotone sur ]z1, z2[, et réalise donc

une bijection entre ]z1, z2[ et son image
˜G(]z1, z2[), de réciproque

˜G−1
. Donc y(t) = ˜G−1(F(t) + C) pour tout t

tel que F(t) + C ∈ ˜G(]z1, z2[).

Remarque 3.3 : 1. Dans le cas autonome où f(t) = t, la solution est donnée par y(t) = ˜G−1(ft+ C).

2. La formule de la proposition ci-dessus n’est pas à connaître, seule la méthode compte. Pour s’en souvenir, on

peut utiliser la notation intégrale. On part de y ′ = f(t)g(y) et on considère J tel que g(y(t)) ne s’annule pas

sur J (déterminé a posteriori). On a alors
y ′(t)
g(y(t)) = f(t), soit en intégrant de part et d’autre∫

y ′(t)

g(y(t))
dt =

∫
f(t)dt.

On e�ectue le changement de variable v = y(t) à gauche et l’on a dv = y ′(t)dt donc∫
1

g(v)
dv =

∫
f(t)dt.

On a donc « séparé les variables » et on n’a plus qu’à calculer une primitive de f et de
1
g

, puis inverser la

relation
˜G(y) = F(t) + C. Notons que si

˜G−1
existe, elle n’est pas toujours explicite.

Exemple 3.4 : On cherche à résoudre l’équation di�érentielle d’ordre 1

y ′ = 2t
√
1− y2

On remarque d’abord que y = 1 et y = −1 sont des solutions évidentes. Ensuite, soit J un intervalle tel que

√
1− y2

ne s’annule pas sur J, c’est à dire que y(t) ∈] − 1, 1[ pour tout t ∈ J. On a alors

y ′√
1− y2

= 2t.

Les variables sont séparées, on peut donc intégrer de part et d’autre. On en déduit qu’il existe C ∈ R tel que

arcsin(y(t)) = t2 + C donc

y(t) = sin(t2 + C).

Cette solution est a priori dé�nie sur J tel que sin(t2 + C) ∈] − 1, 1[, qui donne une in�nité d’intervalles disjoints

que l’on explicitera pas. En fait, on remarque que y2(t) = 1 lorsque t2 + C = (2k + 1)π
2

pour k ∈ Z, mais dans

ce cas on a y ′(t) = 2 cos(t2 +C) = 0 pour ces points, donc y est encore solution de l’équation di�érentielle. Donc

J = R.

Remarque : Cette solution n’est pas unique. On peut aussi choisir J un intervalle où sin(t2 +C) ∈] − 1, 1[, puis

recoller avec les fonction constantes y = 1 et y = −1 en dehors.
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�

Toutes les équations d’ordre 1 ne sont pas à variables séparables. Par exemple y ′ = y2+ t, n’est pas de la

forme y ′ = f(t)g(y). Même si on peut « séparer » y de t en écrivant y ′ − y2 = t, le membre de gauche

n’est pas une dérivée totale, on ne peut pas utiliser la primitive d’une fonction composée, et la méthode

ci-dessus ne marche pas.

3.3. Équations di�érentielles linéaires

Définition 3.5: Équation différentielle linéaire

Une équation di�érentielle est dite linéaire si elle est de la forme

any
(n) + . . .+ a1y

′ + a0y = b (3.6)

avec a0, . . . , an, b : I→ R continues. De plus,

� si b = 0, cette équation est dite homogène,

� si b 6= 0, l’équation homogène associée à (3.6) est any
(n) + a1y

′ + . . .+ a0y = 0,

� si les fonctions a0, . . . , an sont des constantes (et b quelconque), l’équation est dite à coe�cients
constants.

Exemple 3.5 : Les équations di�érentielles (3.1), (3.3), (3.4) et (3.5) sont linéaires. L’équation du pendule simple

(3.2) n’est pas linéaire. En revanche si on remplace sin(θ) par θ, son équivalent en 0 (approximation des petites

oscillations), cette équation devient aussi linéaire.

Proposition 3.3: Principe de superposition

Si y1 est solution de l’équation any
(n) + . . .+ a1y

′ + a0y = b1,
et y2 est solution de l’équation any

(n) + . . .+ a1y
′ + a0y = b2,

alors λy1 + µy2 est solution de l’équation

any
(n) + . . .+ a1y

′ + a0y = λb1 + µb2.

pour tout λ, µ ∈ R. En particulier toute combinaisons linéaire de solutions d’une équation homogène est aussi

solution de cette équation.

Démonstration. On utilise le fait que

(λy1 + µy2)
(n) = λy

(n)
1 + µy

(n)
2

puis on calcule an(λy1 + µy2)
(n) + . . .+ a1(λy1 + µy2)

′ + a0(λy1 + µy2). On regroupe les termes et on utilise

les deux hypothèses.

Corollaire 3.1

Soit yp une solution particulière de l’équation any
(n)+ . . .+a1y

′+a0y = b. Alors l’ensemble des solutions

de cette équation est de la forme yp + yh, où yh est une solution de l’équation homogène associée.

Démonstration. Soit yp une solution particulière et y une solution générale. On a

any
(n)
g + . . .+ a1y

′
g + a0yg = b

any
(n)
p + . . .+ a1y

′
p + a0yp = b
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En soustrayant la deuxième équation à la première, on en déduit que yg − yp est solution de l’équation

any
(n) + . . .+ a1y

′ + a0y = 0,

c’est à dire l’équation homogène associée. Donc yg − yp = yh.

Remarque 3.4 : Ces résultats nous disent que l’ensemble des solutions d’une équation di�érentielle linéaire

homogène est un espace vectoriel, et que l’ensemble des solutions d’une équation di�érentielle linéaire non

homogène est soit vide, soit un espace a�ne de même direction que l’ensemble des solutions de l’équation

homogène associée.

3.3.1 Équations d’ordre 1
On s’intéresse ici à la résolution exacte de l’équation

y ′ = ay+ b

avec a, b : I→ R continues.

Proposition 3.4: Cas homogène d’ordre 1

Soit a : I→ R continue. Les solutions de l’équation homogène y ′ = ay sont les fonctions y : I→ R avec

y(t) = C exp(A(t))

avec C ∈ R et A une primitive de a sur I.

Démonstration. a est continue sur I, soit A une de ses primitives. Soit y une solution.

Posons u(t) = y(t) exp(−A(t)), de sorte que

u ′(t) = y ′(t) exp(−A(t)) −A ′(t)y(t) exp(−A(t)) = (y ′(t) − a(t)y(t)) exp(−A(t)) = 0

Donc u(t) = C avec C ∈ R.

Remarque 3.5 : 1. Ce résultat nous donne toutes les solutions de l’équation homogène. On en a une in�nité,

données par di�érentes valeurs de C ∈ R. L’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 1.

Avec une condition initiale sur y, on peut �xer la constante C et la solution est unique.

2. Si a(t) = a constante, on retrouve que y(t) = Ceat est solution de y ′ = ay.

Proposition 3.5: Cas général d’ordre 1

Soit a, b : I→ R continues. Les solutions de l’équation y ′ = ay+ b sont les fonctions y : I→ R avec

y(t) =

(
C+

∫t
t0

b(s) exp(−A(s))ds

)
exp(A(t))

avec t0 ∈ I, C ∈ R et A une primitive de a sur I.

Démonstration. D’après le Corollaire 3.1, l’ensemble des solutions est donné par yp +yh où yh est une solution de

l’équation homogène associée, déjà donnée en Proposition 3.4 : yh(t) = C exp(A(t)) avecC ∈ R etA une primitive

de a. Il reste donc à trouver une seule solution particulière. Pour cela, on utilise une méthode appelée « variation de

la constante » qui revient à dire que les constantes apparaissant dans l’équation homogène deviennent dépendante

de t. On cherche donc yp(t) = c(t) exp(A(t)) ou c : I→ R une fonction de classe C1. yp est solution de l’équation

y ′ = ay+ b si et seulement si

c ′ exp(A) + cA ′ exp(A) = ac exp(A) + b

c’est à dire c ′ exp(A) = b. On en déduit

c(t) =

∫t
t0

b(s) exp(−A(s))

Donc yp est une solution particulière, et y = yp + yh donne le résultat.
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Remarque 3.6 : La formule ci-dessus n’est pas à connaître par cœur, seule la méthode compte : on résout

d’abord l’équation homogène associée puis ont trouve une solution particulière par variation de la constante.

Exemple 3.6 : Résolvons l’équation y ′+2y = 1+e−t. L’équation homogène associée est y ′+2y = 0, l’ensemble

de ses solutions est yh(t) = Ce
−2t

(attention au signe !). On cherche ensuite une solution particulière de la forme

yp(t) = c(t)e
−2t

, qui est solution si et seulement si

c ′e−2t − 2ce−2t + 2ce−2t = 1+ exp(t),

c’est à dire c ′(t) = (1+ e−t)e2t = e2t + et. Donc une solution particulière est

yp(t) =

(
1

2
e2t + et

)
e−2t =

(
1

2
+ e−t

)
et l’ensemble des solutions est

y(t) =

(
1

2
+ e−t

)
+ Ce−2t

avec C ∈ R, dé�nie sur t ∈ R.

Corollaire 3.2

Soit t0 ∈ I et y0 ∈ R. Le problème de Cauchy{
y ′ = ay+ b,

y(t0) = y0

possède une unique solution y, dé�nie sur I, donnée par la formule

∀t ∈ I y(t) =

(
y0 +

∫t
t0

b(s) exp(−A(s)) ds

)
exp(A(t)),

où A est l’unique primitive de a sur I telle que A(t0) = 0.

On verra dans la suite du cours que ce résultat d’existence et d’unicité se généralise pour les équations di�éren-

tielles linéaires d’ordre n.

Jusqu’à présent, nous avons considéré des équations d’ordre 1 sous leur forme résolue, mais la Dé�nition 3.5 est

un peu plus générale, il reste donc un dernier cas à traiter.

Définition 3.6: Recollement

On considère l’équation di�érentielle linéaire d’ordre 1 ay ′ + by = c avec a, b, c : I → R continues. On

suppose que a s’annule en t0 ∈ I et que a ne s’annule pas pour t 6= t0. De sorte que pour t 6= t0, l’équation

peut s’écrire sous sa forme résolue y ′ + b
a
y = c

a
. Pour t < t0, elle admet un ensemble de solutions y1 et

sur t > t0, un ensemble de solutions y2. On parle de recollement lorsqu’il existe une solution de classe C1
dé�nie sur I, qui coïncide avec y1 sur t < t0, avec y2 sur t > t0. En particulier il faut véri�er que

y1(t0) = y2(t0), y ′1(t0) = y
′
2(t0).

Exemple 3.7 : On veut résoudre sur R l’équation di�érentielle

(1− t)y ′ − y = t.

On commence par la résoudre sur I1 =] −∞, 1[ et I2 =]1,+∞[. Sur I1, une primitive de t 7→ 1
1−t est − ln(1 − t)

donc les solutions de l’équation homogène sont les

yh(t) = C exp(− ln(1− t)) =
C

1− t
, C ∈ R.
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On cherche une solution particulière de l’équation non-homogène de la forme yp(t) = c(t)
1−t ; alors c doit véri�er

c ′(t) = t, donc c(t) = t2

2
convient. Ainsi, les solutions de l’équation sur I1 sont les

y1(t) =
α+ t2

2(1− t)
, α ∈ R.

De même, on trouve que les solutions sur I2 sont les

y2(t) =
β+ t2

2(1− t)
, β ∈ R.

On cherche une solution y sur R ; donc il existe α,β ∈ R tels que

y(t) =


α+t2

2(1−t) si t > 1,

β+t2

2(1−t) si t < 1.

On veut que y soit continue en 0 ; or 1 − t −→
t→1 0, donc nécessairement α + t2 −→

t→1 0 (car sinon y1 n’aurait pas de

limite �nie en 1), d’où α = −1. De manière similaire, on doit avoir β = −1. On a donc

∀t 6= 1, y(t) =
t2 − 1

2(1− t)
= −

(1+ t)

2
.

On véri�e ensuite que cette fonction est bien dé�nie sur R, de classe C1, et qu’elle est solution de l’équation di�é-

rentielle.

Remarque 3.7 : On remarque ici que le recollement est unique car toute autre valeur de α ou β fait exploser la

solution en t = 1, mais on verra en exercice qu’il existe parfois une in�nité de recollements possibles pour une

équation donnée.

3.3.2 Équations de Bernoulli et Riccati
Les deux familles d’équations de cette section ne sont pas linéaires, mais on peut les résoudre en se ramenant

au cas linéaire. Elles doivent leur nom aux mathématiciens suisse Jacques Bernoulli (1654-1705) et italien Jacopo

Riccati (1676-1754).

Définition 3.7: Equation de Bernoulli

Soit a, b : I → R continues et α ∈ R \ {1}. Une équation de Bernoulli est une équation di�érentielle

non-linéaire d’ordre 1 de la forme

y ′ = ay+ byα.

Pour résoudre une telle équation, on se place sur un intervalle ou y > 0 (déterminé à postériori). et on divise

par yα pour obtenir

y ′y−α = ay1−α + b.

Si on pose z = y1−α, on obtient alors

1

1− α
z ′ = az+ b,

qui est une équation linéaire du premier ordre. Il faut bien sûr faire attention à l’intervalle sur lequel on travaille.

Définition 3.8: Equation de Riccati

Soit a, b, c : I → R continues. une équation de Riccati est une équation di�érentielle non-linéaire d’ordre 1

de la forme

y ′ = ay2 + by+ c.
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Supposons connue une solution particulière yp de l’équation de Riccati, et cherchons une solution de cette

équation de la forme y = z+ yp. Alors

z ′ + y ′p = az2 + ay2p + 2aypz+ bz+ byp + c,

d’où l’on déduit

z ′ = az2 + (2ayp + b)z

puisque yp est solution de l’équation de Riccati. Cette dernière équation est de type Bernoulli avec α = 2, donc on

procède au changement d’inconnue w = 1
z

pour se ramener à l’équation linéaire du premier ordre

−w ′ = a+ (2ayp + b)w.

La partie la plus délicate de la résolution est de trouver une solution particulière yp ; on peut commencer par en

chercher une sous une forme simple (constante, polynomiale, etc.).

Exemple 3.8 : On cherche des solutions de l’équation

ty ′ + y− ty3 = 0.

Il s’agit d’une équation de Bernoulli. La fonction nulle est solution ; on cherche une autre solution y. Sur un intervalle

J où y ne s’annule pas, l’équation devient

t
y ′

y3
+
1

y2
− t = 0.

De plus, on suppose J contenu dans un intervalle où t 6= 0 pour ne pas se poser la question du recollement des

solutions, par exemple J ⊂ I =]0,+∞[. On pose z = 1
y2

; alors y est solution de l’équation ci-dessus si et seulement

si

−
t

2
z ′ + z− t = 0.

Les solutions de l’équation homogène sont les t 7→ ct2, c ∈ R. La fonction t 7→ 2t est une solution particulière de

l’équation non-homogène, donc la solution générale est de la forme z : t 7→ 2t + ct2. Par dé�nition z prend des

valeurs strictement positives sur J ; c’est toujours le cas lorsque c ≥ 0, mais lorsque c < 0 il est nécessaire d’avoir

t < −2
c

. Finalement, la fonction dé�nie par

� si c < 0 : ∀t ∈]0,−2
c
[, y(t) = 1√

ct2+2t
,

� si c > 0 : ∀t ∈]0,+∞[, y(t) = 1√
ct2+2t

,

est une solution de l’équation.

Remarque 3.8 : Les méthodes ci-dessus permettent de trouver une ou plusieurs solutions, mais ne dit rien sur

l’ensemble des solutions.

3.3.3 Systèmes di�érentiels linéaires
Les équations di�érentielles considérées jusqu’ici étaient scalaires, c’est à dire que l’inconnue y est à valeur dans

R. On peut généraliser au cas ou l’inconnue Y est à valeur dans Rn.

Définition 3.9: Système différentiel linéaire

Soit n ≥ 1 entier. Un système di�érentiel linéaire du premier ordre de taille n est une équation di�é-

rentielle de la forme

Y ′ = AY + B

où A : I → Mn(R) et B : I → Mn,1(R) sont des fonctions continues, I étant un intervalle de R. Une

solution de ce système est une fonction Z : I → Mn,1(R) de classe C1 véri�ant : pour tout t ∈ I, Z ′(t) =
A(t)Z(t) + B(t).

Dans cette dé�nition, on dit qu’une fonction à valeurs matricielles est continue (respectivement de classe C1) si

et seulement si toutes les fonctions coe�cients sont continues (respectivement de classe C1).
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Exemple 3.9 : Le système suivant est un système di�érentiel linéaire du premier ordre de taille 3
y ′1 = 3y1 − y2 + 2y3 + b1

y ′2 = ay2 + y3 + b2

y ′3 = cy1 + 3y2 + dy3

⇔
y1y2
y3

 ′ =
 3 −1 2
a(t) 0 1
c(t) 3 d(t)

y1y2
y3

+

b1b2
0


Proposition 3.6

L’équation di�érentielle linéaire d’ordre n

y(n) = a0y+ a1y
′ + . . .+ an−1y

(n−1) + b

avec a0, . . . , an−1, b : I→ R est équivalente au système di�érentiel linéaire d’ordre 1 de taille n :

Y ′ = AY + B, Y =


y
y ′

.

.

.

y(n−1)

 , B =


0
.
.
.

0
b

 , A =


0 1 0 . . . 0
.
.
.

.
.
.

.
.
.

.
.
.

.

.

.

.

.

.

.
.
.

.
.
.

.
.
. 0

0 . . . . . . 0 1
a0 a1 . . . . . . an−1

 .

Démonstration. Il su�t d’écrire chaque ligne du système matriciel. Les n− 1 première lignes donnent y(k) = y(k)

pour k = 1, . . . n− 1 et la dernière ligne donne l’équation d’ordre n.

Ainsi, toute équation d’ordre n se ramène à un système d’ordre 1 et de taille n. Le théorème qui suit est fon-

damental et doit son nom aux mathématiciens français Augustin Louis Cauchy (1789-1857) et allemand Rudolf

Lipschitz (1832-1903). Il existe en fait une version bien plus générale, qui va au delà du cas linéaire, mais que l’on

abordera pas ici.

Théorème 3.1: Théorème de Cauchy-Lipschitz linéaire

Soit I un intervalle de R, A : I → Mn(R) et B : I → Mn,1(R) continues, t0 ∈ I et Y0 ∈ Mn,1(R). Alors le

système di�érentiel linéaire

Y ′ = AY + B (3.7)

admet une unique solution Y : I→Mn,1(R) de classe C1 telle que Y(t0) = Y0.

Démonstration. Admise (nécessite des connaissances provenant de cours ultérieurs).

Le principe de superposition s’applique aussi aux systèmes di�érentiels linéaires.

Corollaire 3.3

L’ensemble des solutions de Y ′ = AY est un espace vectoriel de dimension n. L’ensemble des solutions de

(3.7) est un espace a�ne de dimension n.

Remarque 3.9 : Ainsi, résoudre un système d’ordre 1 de taille n revient à trouver n solutions indépendantes

du système homogène et une solution particulière. Une version matricielle de la méthode de variation de la

constante existe pour trouver une solution particulière, mais il n’existe pas de formule générale pour trouver

l’ensemble des solutions homogènes, sauf si A est à coe�cients constants. Même dans ce cas, l’expression des

solutions requiert des notions d’algèbre linéaire (réduction des endomorphismes et exponentielle de matrice) qui

seront vus dans des cours ultérieurs.

On peut quand même résoudre certains systèmes « à la main », par exemple si A est échelonnée on peut

remonter le système en résolvant des équations scalaires d’ordre 1. Par exemple, on peut en principe résoudre
x ′ = (1+ t2)x+ 2y+ z+ sin(t),

y ′ = ty+ 3z,

z ′ = cos(t).
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avec les méthodes des sections précédentes.

Corollaire 3.4

Soient t0 ∈ I et y0, y1, . . . , yn−1 ∈ R. Le problème de Cauchy
y(n) = a0y+ a1y

′ + . . .+ an−1y
(n−1) + b,

y(t0) = y0,
.
.
.

y(n−1)(t0) = yn−1

admet une unique solution y, dé�nie sur I.

Démonstration. C’est la conséquence directe du Théorème 3.1 et de la Proposition 3.6

3.3.4 Équations d’ordre supérieur
On s’intéresse dans cette section à l’équation di�érentielle linéaire d’ordre n à coe�cients constants :

any
(n) + an−1y

(n−1) + . . .+ a1y
′ + a0y = b

avec a0, . . . , an ∈ R, an 6= 0 et b : I→ R continue.

Proposition 3.7: Équation caractéristique

Soit λ ∈ R. La fonction y : R→ R dé�nie par y(t) = eλt est solution de l’équation di�érentielle homogène

any
(n) + an−1y

(n−1) + . . .+ a1y
′ + a0y = 0

a0, . . . , an ∈ R, an 6= 0 si et seulement si λ est solution de l’équation caractéristique :

P(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0 = 0.

Le polynôme P est appelé polynôme caractéristique.

Démonstration. On a y(k) = λkeλt pour tout k ≥ 1. En remplaçant dans l’équation homogène on a

any
(n) + an−1y

(n−1) + . . .+ a1y
′ + a0y = 0 ⇔ (

anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0
)
eλt = 0

et on en déduit l’équation caractéristique car eλt 6= 0.

�

L’équation caractéristique revient à remplacer y(k) par λk pour k ≥ 1 et y = y(0) par 1 = λ0. De plus

on fera attention aux di�érents signes selon la forme de l’équation di�érentielle. Par exemple, l’équation

caractéristique associée à y ′′ = 2y ′ − 3y est r2 − 2r+ 3 = 0. Dans le doute, on peut toujours repartir de

y(t) = eλt et remplacer dans l’équation di�érentielle.

Ainsi, chaque racine du polynôme caractéristique P fourni une solution homogène. Si P est scindé à racines

simples, on a donc n solutions indépendantes, c’est a dire une base de l’ensemble des solutions. Cependant P, peut

avoir des racines multiples, ou des racines complexes. On se concentre d’abord sur le cas n = 2 qui contient déjà

toutes ces subtilités, avant d’énoncer le résultat à l’ordre n.

Théorème 3.2: Solutions homogènes à l’ordre 2

L’ensemble des solutions de l’équation di�érentielle linéaire homogène d’ordre 2

ay ′′ + by ′ + cy = 0
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avec a, b, c ∈ R et a 6= 0 est donnée par

yh(t) = Ay1(t) + By2(t),

où A,B ∈ R et y1, y2 dépendent des racines λ1, λ2 du polynôme caractéristique P(λ) = aλ2 + bλ+ c.

1. Si λ1, λ2 ∈ R et λ1 6= λ2, alors y1(t) = e
λ1t

et y2(t) = e
λ2t

.

2. Si λ1 = λ2 ∈ R, alors y1(t) = e
λ1t

et y2(t) = te
λ1t

.

3. Si λ1 = α+ iβ ∈ C et λ2 = λ1, alors y1(t) = e
αt

cos(βt) et y2(t) = e
αt

sin(βt).

Démonstration. 1. Si λ1, λ2 ∈ R alors y1(t) = e
λ1t

et y2(t) = e
λ2t

sont solutions de l’équation homogène d’après

la Proposition 3.7. De plus, ces deux solutions sont indépendantes si λ1 6= λ2. En e�et, soit c1, c2 ∈ R tel que

c1y1 + c2y2 = 0. En prenant la valeur en t = 0 de cette équation et de sa dérivée on en déduit{
c1 + c2 = 0

λ1c1 + λ2c2 = 0

donc c1 = c2 = 0.

2. Si λ1 = λ2 ∈ R on a y1(t) = eλ1t = eλ2t, il faut donc trouver une deuxième solution indépendante. Véri�ons

que y2(t) = te
λ1t

est aussi solution. En dérivant deux fois on a

ay ′′2 + by ′2 + cy2 = a(λ
2
1t+ 2λ1)e

λ1t + b(λ1t+ 1)e
λ1t + cteλ1t

=
(
(aλ21 + bλ1 + c)t+ 2aλ1 + b

)
eλ1t

= 0.

On a utilisé l’équation caractéristique et le fait que si λ1 est une racine double de P alors P ′(λ1) = 2aλ1+b = 0.
En�n, y1 et y2 sont indépendantes car c1y1 + c2y2 = 0 implique que c1 = 0 et c2 = 0 (prendre t = 0).

3. Si λ1 et λ2 sont complexes et conjuguées, alors eλ1t et eλ2t sont solutions indépendante de l’équation homogène,

mais ne sont pas à valeurs réelles. Cependant, on peut prendre n’importe quelle combinaison linéaire des deux.

On pose donc

y1(t) =
eλ1t + eλ2t

2
= Re(eλ1t) = eαt cos(βt), y2(t) =

eλ1t − eλ2t

2i
= Im(eλ1t) = eαt sin(βt),

et on obtient deux solutions indépendantes à valeurs réelles.

Exemple 3.10 : L’équation di�érentielle homogène d’ordre 2

y ′′ − 4y ′ + 3y = 0

a pour polynôme caractéristique est P = λ2−4λ+3 = (λ−1)(λ−3), donc les fonctions y1(t) = e
t

et y2(t) = e
3t

forment une base de l’espace des solutions de l’équation homogène, et la solution générale s’écrit

yh(t) = Ae
t + Be3t

avec A,B ∈ R.

Théorème 3.3: Solutions homogènes à l’ordre n

’ensemble des solutions de l’équation di�érentielle linéaire homogène d’ordre n

any
(n) + an−1y

(n−1) + . . .+ a1y
′ + a0y = 0

avec a0, . . . , an ∈ R, an 6= 0 est donnée par les combinaisons linéaires (réelles) des fonctions générée par

les racines du polynôme caractéristique P(λ) = anλ
n + an−1λ

n−1 + . . .+ a1λ+ a0.

1. Pour chaque λ ∈ R racine de P de multiplicitém ≥ 1, on a lesm fonctions indépendantes t 7→ tkeλt avec

k = 0, . . . ,m− 1.
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2. Pour chaque paire λ, λ ∈ C racine de P de multiplicitém ≥ 1, on a les 2m fonctions indépendantes

t 7→ tkeαt cos(βt), t 7→ tkeαt sin(βt)

pour k = 0, . . . ,m− 1 et avec λ = α+ iβ, α,β ∈ R.

L’ensemble de ces fonction constitue une base des solutions de l’équation homogène.

Démonstration. Admise.

Proposition 3.8: Variation de la constante

On considère l’équation di�érentielle linéaire d’ordre n

any
(n) + an−1y

(n−1) + . . .+ a1y
′ + a0y = b

avec a0, . . . , an ∈ R, an 6= 0 et b : I→ R continue. On suppose connue une base y1, . . . yn des solutions de

l’équation homogène associée. Alors une solution particulière est donnée par

yp = α1y1 + . . .+ αnyn

où α1, . . . , αn : I→ R sont des fonctions de classe C1 qui véri�ent
y1 . . . yn
y ′1 . . . y ′n
.
.
.

.

.

.

y
(n−1)
1 . . . y

(n−1)
n



α ′1
α ′2
.
.
.

α ′n

 =


0
.
.
.

0
b

 .

Démonstration. On réécrit l’équation d’ordre n sous la forme d’un système d’ordre 1 mais de taille n, Y ′ = AY+B,

donné en Proposition 3.6. Les solutions de l’équation homogène y1, . . . yn génèrent Y1, . . . , Yn : I → Mn,1(R),
des solutions du système homogène Y ′ = AY. On pose Yp = α1Y1 + . . .+ αnYn Explicitement, on a

YP = α1


y1
y ′1
.
.
.

y
(n−1)
1

+ . . .+ αn


yn
y ′n
.
.
.

y
(n−1)
n

 .
C’est une solution du système di�érentiel si et seulement si

n∑
i=1

(α ′iYi + αiY
′
i) =

n∑
i=1

αiAYi + B

Puisque Yi est solution du système homogène on a, par linéarité,

n∑
i=1

αiY
′
i =

n∑
i=1

αiAYi. Donc Yp est solution si et

seulement si

n∑
i=1

α ′iYi = B. C’est une équation vectorielle, qui contient n lignes. Pour chacune d’elles on obtient


α ′1y1 + . . .+ α

′
nyn = 0

α ′1y
′
1 + . . .+ α

′
ny
′
n = 0

. . .

α ′1y
(n−1)
1 + . . .+ α ′1y

(n−1)
n = b

,

que l’on peut récrire sous forme matricielle. On obtient l’énoncé de la proposition.
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Exemple 3.11 : On reprend l’exemple précédent et on cherche à résoudre l’équation di�érentielle

y ′′ − 4y ′ + 3y = (2t+ 1)e−t.

Les solutions de l’équation homogène associée sont y1(t) = e
t

et y2(t) = e
3t

. On pose donc yp = α1y1 + α2y1,

et on doit résoudre (
y1 y2
y ′1 y ′2

)(
α ′1
α ′2

)
=

(
0

(2t+ 1)e−t

)
,

c’est à dire {
α ′1y1 + α

′
2y2 = 0,

α ′1y
′
1 + α

′
2y
′
2 = (2t+ 1)e−t.

On a donc {
α ′1(t)e

t + α ′2(t)e
3t = 0,

α ′1(t)e
t + 3α ′2(t)e

3t = (2t+ 1)e−t.

En soustrayant la première équation à la seconde, on trouve

α ′2(t) =

(
t+

1

2

)
e−4t puis α ′1(t) = −

(
t+

1

2

)
e−2t.

En intégrant, on obtient

α2(t) = −
1

16
(4t+ 3) e−4t, α1(t) =

1

2
(t+ 1) e−2t

et on trouve �nalement

yp(t) =
1

2
(t+ 1) e−t −

1

16
(4t+ 3) e−t =

(
1

4
t+

5

16

)
e−t,

Finalement, on trouve que les solutions de l’équation sont les fonctions

y : t 7→ Aet + Be3t +

(
1

4
t+

5

16

)
e−t, A, B ∈ R.



4 Séries

�
Objectifs :

� Maitriser la terminologie des séries (convergence, divergence,...)

� Connaitre les critères de convergence

� Identi�er les séries classiques (géométrique, harmonique, de Riemann,...)

Motivation

Le but des séries est de donner un sens mathématique aux sommes contenant une in�nité de termes. Dans

certains cas, la réponse est évidente, par exemple 1 + 1 + 1 + . . . = +∞. À l’inverse, il y a des cas ou une somme

in�nie peut donner un nombre �ni. Par exemple, on va montrer l’identité suivante sur la série géométrique :

1+
1

2
+
1

22
+
1

23
+
1

24
+ . . . = 2

Dans d’autres cas, la réponse n’est pas claire. Quel sens donner à 1− 1+ 1− 1+ 1− 1+ . . .? Est ce que la somme

suivante est �nie : 1+ 1
2
+ 1
3
+ 1
4
+ . . .?

Dans ce chapitre, on étudie les séries numériques, c’est à dire que les termes de la série sont des nombres (réels ou

complexes), qui repose sur la théorie des suites numériques. Dans les années d’études supérieures, on généralisera

ces notions aux séries de fonctions, notamment les séries entières et les séries de Fourier.

4.1. Terminologie, convergence, divergence

Dans tout ce chapitre on note K = R ou C.

Définition 4.1

Soit (un)n∈N ∈ KN
une suite de nombre réels ou complexes. La suite (Sn)n∈N dé�nie par

Sn =

n∑
k=0

uk

est appelée série de terme général un et un est appelée le terme général de la série. On dit que la série

converge (ou est convergente, abrégé CV) si la suite Sn admet une limite ` ∈ K lorsque ` → ∞. Sinon on

dit que la série diverge (ou est divergente, abrégé DV). La suite (Sn) s’appelle aussi la suite des sommes
partielles.

P

On note

∑
un pour abréger « la série de terme général un ». Si la série converge, on note

+∞∑
k=0

uk la

limite de la suite Sn.

�

On distinguera bien la série

∑
un ∈ KN

, de la limite

+∞∑
k=0

uk ∈ K. La première existe toujours alors que

l’on ne peut écrire la deuxième seulement si la série converge.

70
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Remarque 4.1 : Si le terme général est indexé par n ≥ n0 on adapte les notations : Sn =

n∑
k=n0

uk et la limite,

si elle existe, devient

+∞∑
k=n0

uk.

Proposition 4.1: Série géométrique

Soit q ∈ K. La série

∑
qn, de terme général un = qn (suite géométrique de raison q), est appelée série

géométrique. Elle est convergente si et seulement si |q| < 1, auquel cas on a

∞∑
n=0

qn =
1

1− q

Démonstration. Si q = 1 on a Sn = 1 + 12 + . . . 1n = n + 1 et la série diverge. Supposons |q| < 1 On a

Sn = 1+ q+ q2 + . . .+ qn et donc

qSn = q(1+ q+ q2 + . . .+ qn) = q2 + q3 + . . .+ qn + qn+1

La di�érence des deux nous donne (1− q)Sn = 1− qn+1, donc pour q 6= 1

Sn =
1− qn+1

1− q

Puisque |q| < 1 on a qn+1 → 0 car |qn+1| = |q|n+1. Donc Sn → 1
1−q lorsque n→∞.

Supposons maintenant |q| ≥ 1 et supposons par l’absurde que la série est convergente. On a donc Sn → `
lorsque n → ∞. De même, Sn+1 → `, donc Sn+1 − Sn → 0. Or Sn+1 − Sn = qn+1 avec |q| ≥ 1, donc qn+1 ne

tend pas vers 0 et l’on a une contradiction.

Exemple 4.1 : Avec q = 1
2

on a donc

+∞∑
n=0

1

2n
= 2.

Proposition 4.2

Si la série

∑
un converge alors lim

n→∞un = 0.

Démonstration. On reprend la preuve de la proposition précédente. On considère Sn =

n∑
k=0

uk. Si la série converge,

alors Sn → `, Sn−1 → ` et donc Sn − Sn−1 = un → `− ` = 0.

Corollaire 4.1

Par contraposée, si un ne tend pas vers 0 alors la série

∑
un est divergente. On dit qu’elle diverge grossiè-

rement.

Exemple 4.2 : Avec un = (−1)n on a Sn = 0 si n est impair et Sn = 1 si n est pair. La suite Sn n’admet donc

pas de limite. Plus simplement, on a |un| = 1 donc un 9 0 et la série est grossièrement divergente.

�
La réciproque est fausse.
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Exemple 4.3 : On a un = ln(1 + 1
n
) → 0 lorsque n → ∞ mais

∑
un diverge. En e�et, si on récrit un =

ln(n+ 1) − ln(n) on a

Sn =

n∑
k=1

uk = (ln(2) − ln(1)) + (ln(3) − ln(2)) + . . .+ (ln(n+ 1) − ln(n)) = ln(n)→ +∞.
Proposition 4.3: Somme télescopique

Si un = vn+1 − vn alors Sn =

n∑
k=0

uk est appelée somme télescopique et l’on a Sn = vn+1 − v0.

Démonstration. Laissée au lecteur.

Proposition 4.4

Soit (un) et (vn) ∈ KN
tel que un = vn pour tout n ≥ n0. Alors les séries

∑
un et

∑
vn sont de même

nature (i.e. l’une converge si et seulement si l’autre converge).

Démonstration. On pose Sn = u0 + . . .+ un et S ′n = v0 + . . .+ vn. Pour n ≤ n0 on a

Sn − S ′n = u0 − v0 + u1 − v1 + . . .+ un0 − vn0 .

Donc Sn − S ′n est constante à partir d’un certain rang. Donc (Sn) converge si et seulement si (S ′n) converge.

Proposition 4.5: Linéarité des séries

Soit (an) et (bn) ∈ KN
. Alors :

1.

∑
0 converge et

∑∞
n=0 0 = 0,

2. Si

∑
an converge et

∑
bn converge alors

∑
(an + bn) converge et l’on a

∞∑
n=0

(an + bn) =

∞∑
n=0

an +

∞∑
n=0

bn,

3. Si

∑
an converge et λ ∈ K alors

∑
(λan) converge et l’on a

∞∑
n=0

(λan) = λ

∞∑
n=0

an.

Démonstration. Posons

An =

n∑
k=0

an, Bn =

n∑
k=0

bn, Cn =

n∑
k=0

(an + λbn).

On a Cn = An + λBn, donc si An et Bn ont des limites alors Cn a aussi une limite et

lim

n→∞Cn = lim

n→∞An + λ lim

n→∞Bn.

Remarque 4.2 : Cette proposition nous dit que l’ensemble S = {(un) ∈ KN |
∑
un converge} est un sous-

espace vectoriel de KN
et que l’application suivante est linéaire :

S −→ K

(un) 7−→ +∞∑
k=0

un.
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Corollaire 4.2

Si

∑
an converge et

∑
bn diverge alors

∑
(an + bn) diverge.

Démonstration. Supposons que

∑
(an + bn) converge. Alors, d’après la proposition précédente,

∑
((an + bn) −

an) =
∑
bn converge. Contradiction.

�
Si

∑
an diverge et

∑
bn diverge, on ne peut rien dire sur la nature de

∑
(an + bn).

Exemple 4.4 : an = 1 et bn = −1.
∑
an et

∑
bn divergent grossièrement, mais leur somme converge.

Proposition 4.6: Séries complexes

Soit (un) ∈ CN. La série

∑
un converge si et seulement si

∑
Re(un) et

∑
Im(un) convergent. Dans ce cas

on a

Re

(
+∞∑
n=0

un

)
=

+∞∑
n=0

Re(un), Im

(
+∞∑
n=0

un

)
=

+∞∑
n=0

Im(un).

Démonstration. Posons Sn =
∑n
k=0 uk. On rappelle que pour une suite à valeurs complexe Sn → S est équivalent

à

lim

n→∞ |Sn − S| = 0.

On pose Sn = xn + iyn et S = x+ iy avec (xn)n, (yn)n ∈ RN
et x, y ∈ R. Donc

lim

n→∞ |Sn − S| = 0 ⇔ lim

n→∞
√

(x− xn)2 + (y− yn)2 = 0 ⇔ {
limn→∞ xn = x
limn→∞ yn = y

On conclut en remarquant que

xn = Re(Sn) =

n∑
k=0

Re(uk), yn = Im(Sn) =

n∑
k=0

Im(uk).

D’autre part on a x = Re(S) et y = Im(S) avec S =

+∞∑
n=0

un.

Proposition 4.7: Critère de Cauchy pour les séries

La série

∑
un converge si et seulement si

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n ≥ N, ∀m ≥ 0,

∣∣∣∣∣
n+m∑
k=n+1

uk

∣∣∣∣∣ ≤ ε.
Autrement dit, pour toutm > 0 on a lim

n→∞
n+m∑
k=n+1

uk = 0.

Démonstration. On rappelle qu’une suite à valeurs dans R ou C converge si et seulement si elle est de Cauchy. On

revient ensuite à la dé�nition d’une suite de Cauchy pour Sn =
∑n
k=0 uk.

∀ε > 0, ∃N ∈ N, ∀n,m ≥ N, |Sn − Sm| ≤ ε.
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Soit ε > 0, n ≥ N etm ≥ 0. En particulier n+m ≥ N donc |Sn+m − Sn| ≤ ε. Or

Sn+m − Sn =

n+m∑
k=0

uk −

n∑
k=0

uk =

n+m∑
k=n+1

uk.

Proposition 4.8

La série harmonique
∑

1
n

diverge.

Démonstration. Pour k ∈ {n+ 1, . . . , 2n} on a
1
k
≥ 1
2n

. Donc

2n∑
k=n+1

1

k
≥ n

2n
=
1

2
.

Donc cette série ne satisfait pas le critère de Cauchy, donc elle diverge.

4.2. Convergence absolue et séries à termes positifs

Définition 4.2: Convergence absolue

Soit (un)n ∈ CN
. On dit que la série

∑
un est absolument convergente si la série

∑
|un| converge.

Proposition 4.9

Si

∑
un est absolument convergente alors elle est aussi convergente et l’on a∣∣∣∣∣

∞∑
n=0

un

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=0

|un|.

Démonstration. Si

∑
|un| converge, alors on a le critère de Cauchy : pour toutm ≥ 0

lim

n→∞
n+m∑
k=n+1

|uk| = 0

De plus, on a l’inégalité triangulaire

0 ≤

∣∣∣∣∣
n+m∑
k=n+1

uk

∣∣∣∣∣ ≤
n+m∑
k=n+1

|uk|

Donc par encadrement

lim

n→∞
n+m∑
k=n+1

uk = 0.

Donc

∑
uk satisfait le critère de Cauchy, donc elle est convergente. De plus on a, pour tout n,∣∣∣∣∣

n∑
k=0

uk

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=0

|uk|.

Donc puisque les deux limites existent on peut prendre la limite de cette inégalité et en déduire le résultat.

Remarque 4.3 : La convergence absolue est un critère simple qui permet de ramener la question de la conver-

gence à une série à termes positifs.
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�
La réciproque est fausse. Il existe des séries dites semi-convergente qui sont convergentes sans êtres

absolument convergentes. Voir l’Exemple 4.7 plus loin.

Définition 4.3: Série à termes positifs

On dit qu’une série

∑
un est à termes positifs si un ≥ 0 pour tout n.

Remarque 4.4 : 1. Si un ≤ 0 pour tout n, on peut prendre vn = −un ≥ 0. Ainsi l’important est surtout que

le terme général soit de signe constant.

2. Si un ≥ 0 à partir de n ≥ n0, alors d’après la Proposition 4.4 les critères ci-dessous s’appliquent aussi.

�
Les critères de convergence qui suivent ne sont valables que pour les séries à termes positifs. On se gardera

bien de les appliquer aux autres séries plus générales.

Proposition 4.10

Soit (un)n avec un ≥ 0 pour tout n et Sn =
∑n
k=0 uk. Alors

1.

∑
un converge si et seulement si (Sn)n est majorée.

2.

∑
un diverge si et seulement si lim

n→∞Sn = +∞.

Démonstration. On a

Sn+1 − Sn =

n+1∑
k=0

uk −

n∑
k=0

uk = un+1 ≥ 0,

donc la suite (Sn)n est croissante. Soit elle est majorée et elle converge, soit elle tend vers +∞.

Remarque 4.5 : Dans le cas ou la suite Sn diverge, on pourra noter

∞∑
n=0

un = +∞, mais on retiendra que cette

notation n’est valable que pour les séries à termes positifs. En général, une série peut être divergente sans avoir

de limite.

Proposition 4.11: Comparaison

Soit

∑
un et

∑
vn deux séries à termes positifs. On suppose que un ≤ vn pour tout n ≥ 0.

Alors, si

∑
vn converge,

∑
un converge.

Par contraposée, si

∑
un diverge, alors

∑
vn diverge.

Démonstration. Si

∑
vn converge alors la suite S ′n =

∑n
k=0 vk est majorée, d’après la proposition précédente. De

plus, pour tout n

Sn =

n∑
k=0

uk ≤
n∑
k=0

vk = S ′n

Donc Sn est majorée, donc

∑
un converge.

Exemple 4.5 : Étudions la série ∑
un, un =

1

2n(2+ cos(n))
.
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Pour tout n on a −1 ≤ cos(n) ≤ 1 donc 1 ≤ 2+ cos(n) ≤ 3. En particulier un ≥ 0. De plus on a

un ≤
1

2n

Or

∑
1
2n

converge, c’est la série géométrique de raison
1
2

, qui est une série à termes positifs. Donc, par comparaison∑
un converge.

Proposition 4.12: Dominance

Soit (un)n et (vn)n deux suites tel que vn ≥ 0 pour tout n et un = O
+∞(vn). Si

∑
vn converge alors

∑
un

est absolument convergente.

Démonstration. Puisque un = O+∞(vn), soit C > 0 et N ∈ N tel que

∀n ≥ N, |un| ≤ Cvn

Si

∑
vn converge, alors

∑
n≥N Cvn converge aussi, et donc par comparaison,

∑
n≥N |un| converge. En�n, la

nature de la série ne change pas en ajoutant un nombre �ni de termes. Donc

∑
|un| converge.

Remarque 4.6 : Dans la proposition ci-dessus, on suppose seulement que vn ≥ 0 et rien sur le signe de un.

Proposition 4.13: Équivalence

Soit (un)n et (vn)n deux suites tel que un ≥ 0 et vn ≥ 0 pour tout n. Si un ∼
+∞ vn, alors les séries

∑
un et∑

vn sont de même nature (convergente ou divergente).

Démonstration. Puisque un ∼
+∞ vn, il existe (ωn)n avec lim

n→∞ωn = 0 et N ∈ N tel que

∀n ≥ N, un = vn(1+ωn)

En particulier on a un = O
+∞(vn) et vn = O

+∞(un) et on peut simplement appliquer la proposition précédente.

Remarque 4.7 : Les critères ci-dessus permettent de déduire la convergence d’une série en utilisant une série

plus simple, mais il ne nous disent rien sur la valeur limite de la série lorsqu’elle est convergente.

Exemple 4.6 : Considérons les séries de terme général

un =
1

n(n+ 1)
, vn =

1

n2
.

On a un ≥ 0, vn ≥ 0 et un ∼
+∞ vn. En récrivant

un =
1

n
−

1

n+ 1
,

la première série se calcul par somme télescopique :

Sn =

n∑
k=1

uk = 1−
1

n+ 1
−→
n→∞ 1

Donc

∑
un converge et

∞∑
n=0

= 1. On en déduit que

∑
vn est convergente, par contre on ne sait rien sur la valeur

de la somme in�nie.
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Lemme 4.1: Comparaison somme-intégrale

Soit f : R+ → R+
une fonction positive et décroissante. Alors, pour tout n,m ≥ 0∫n+m+1

n

f(t)dt ≤
n+m∑
k=n

f(k) ≤
∫n+m
n−1

f(t)dt

x

y

f(x)
f(k+ 1)

f(k)

k k+ 1

Démonstration. Soit k ≥ 0 et t ∈ [k, k+ 1]. f est décroissante donc f(k+ 1) ≤ f(t) ≤ f(k). En intégrant entre k et

k+ 1 on en déduit

f(k+ 1) ≤
∫k+1
k

f(t)dt ≤ f(k)

Si on somme l’inégalité de gauche de k = n−1 àn+m−1 on obtient, avec la relation de Chasles, puis en changeant

d’indice dans la somme :

n+m−1∑
k=n−1

f(k+ 1) ≤
∫n+m
n−1

f(t) ⇔ n+m∑
k=n

f(k) ≤
∫n+m
n−1

f(t).

De même, en sommant l’inégalité de droite de k = n à n+m on obtient∫n+m+1

n

f(t)dt ≤
n+m∑
k=n

f(k).

Proposition 4.14: Séries de Riemann

Soit α ∈ R. La série

∑
1
nα

est appelée série de Riemann. Elle converge si et seulement si α > 1.

Démonstration. Pour α = 1 on retrouve la série harmonique, qui est divergente d’après la Proposition 4.8.

Soit α ≤ 1. Pour tout n ≥ 1 on a
1
n
∈ [0, 1], donc

1

nα
≥ 1

n
≥ 0

Donc, par comparaison,

∑
1
nα

diverge.

Soit α > 1, on applique le lemme précédent à la fonction f(t) = 1
tα

décroissante. Avec n = 2 etN = m+ 2 on

a donc ∫N+1

2

1

tα
dt ≤

N∑
n=2

1

nα
≤
∫N
1

1

tα
dt

Donc, après intégration

(N+ 1)−α+1 − 2−α+1

−α+ 1
≤

N∑
n=2

1

nα
≤ N

−α+1 − 1

−α+ 1
.

Puisque α > 1 alors
N−α+1−1

−α+1 est bornée lorsque N → ∞. Donc SN =
∑N
k=2

1

nα
est bornée pour tout N. C’est

une série à termes positifs donc elle converge.

Remarque : Si α < 1 alors
(N+1)−α+1−2−α+1

−α+1 →∞ et on retrouve que SN →∞.
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Proposition 4.15: Séries de Bertrand

Soit α,β ∈ R. La série

∑
1

nα(ln(n))β
est appelée série de Bertrand. Si α > 1 elle converge et si α < 1 elle

diverge. Pour α = 1, la série converge si et seulement si β > 1.

Démonstration. C’est une série à termes positifs donc on peut utiliser les critères de comparaisons. De plus, notons

que ln(n) ≥ 1 pour n ≥ 3.
Supposons α > 1. Si β > 0, pour n ≥ 3 on a

1

nα(ln(n))β
≤ 1

nα
.

Or

∑
1
nα

converge (c’est une série de Riemann avec α > 1), donc par comparaison

∑
1

nα(ln(n))β
converge. Si

β ≤ 0 on a

1

nα(ln(n))β
= o

+∞
(
1

na

)
pour tout a tel que 1 < a < α. En e�et on a

na

nα(ln(n))β
=

na−α

(ln(n))β
→ 0

lorsque n → ∞, par croissance comparée et a − α < 0. Or

∑
1
na

converge pour a > 1, donc par dominance,∑
1

nα(ln(n))β
converge.

Supposons α < 1. Soit a tel que α < a < 1. Pour n assez grand on a

1

na
= o

+∞
(

1

nα(ln(n))β

)
.

En e�et

nα(ln(n))β

na
= nα−a(ln(n))β → 0,

lorsque n → ∞, par croissance comparée et α − a < 0, pour tout β. Or

∑
1
na

diverge pour a < 1, donc par

comparaison

∑
1

nα(ln(n))β
diverge.

Supposons α = 1. Si β < 0 on a

1

n
≤ 1

n(ln(n))β

pour n ≥ 3. Or

∑
1
n

diverge donc

∑
1

n(ln(n))β
diverge. Le cas β = 0 est déjà traité par les séries de Riemann.

On suppose donc β > 0 et on considère la fonction f(x) = 1
x ln(x)β

pour x > 1, qui est décroissante. On utilise la

comparaison série intégrale pour n = 3 etm = n− 3 soit∫n+1
3

dx

x(ln(x))β
≤

n∑
k=3

1

k(ln(k))β
≤
∫n
2

dx

x(ln(x))β

Pour β 6= 1 on a

∫
dx

x(ln(x))β
= (ln(x))1−β

1−β donc

1

1− β

(
(ln(n+ 1))1−β − (ln(3))1−β

)
≤

n∑
k=3

1

k(ln(k))β
≤ 1

1− β

(
(ln(n))1−β − (ln(2))1−β

)
.

Pour β > 1, le terme de droite a une limite �nie lorsque n → ∞, donc Sn =
∑n
k=3

1
k(ln(k))β

est bornée, donc la

série converge. Si β < 1, le terme de gauche tend vers +∞ lorsque n → ∞, donc Sn → +∞ et la série diverge.

Pour β = 1 on a

∫
dx

x ln(x) = ln(ln(x)) donc l’inégalité précédente devient

ln(ln(n+ 1)) − ln(ln(3)) ≤ Sn ≤ ln(ln(n)) − ln(ln(2)).

Le membre de gauche tends vers +∞ lorsque n→∞, donc Sn → +∞ et la série diverge.
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4.3. Critères de convergence

Proposition 4.16: Règle des racines de Cauchy

Soit (un)n ∈ CN
telle que lim

n→∞ |un|
1
n = ` existe. Alors

1. Si ` < 1,
∑
un est absolument convergente.

2. Si ` > 1,
∑
un diverge grossièrement.

Démonstration. Supposons ` < 1. Soit ε > 0 tel que ` < `+ ε < 1. Puisque |un|
1
n → `, il existe N ∈ N tel que

∀n ≥ N,
∣∣∣|un| 1n − `

∣∣∣ ≤ ε.
En particulier, on a |un|

1
n ≤ ε+ `, donc |un| ≤ (`+ ε)n. Or

∑
(`+ ε)n est une série géométrique convergente car

0 < `+ ε < 1. Donc

∑
un converge absolument.

Supposons maintenant ` > 1. Soit ε > 0 tel que ` − ε > 1. Comme dans le cas précédent, il existe N ∈ N tel

que

∣∣∣|un| 1n − `
∣∣∣ ≤ ε pour n ≥ N. En particulier on a |un|

1
n ≥ ` − ε, donc |un| ≤ (` − ε)n avec ` − ε > 1. Donc

|un|→ +∞, donc la suite ne tend pas vers 0. Donc

∑
un diverge grossièrement.

Proposition 4.17: Règle du quotient de d’Alembert

Soit (un)n ∈ CN
telle que un 6= 0 à partir d’un certain rang et tel que

lim

n→∞ |un+1|

|un|
= `

existe. Alors

1. Si ` < 1,
∑
un est absolument convergente.

2. Si ` > 1,
∑
un diverge grossièrement.

Démonstration. Supposons ` < 1. Soit ε > 0 tel que ` < `+ ε < 1. Puisque
un+1

un
→ `, il existe N ∈ N tel que

∀n ≥ N, |un+1| ≤ (`+ ε)|un|

Par récurrence sur n, on en déduit |un| ≤ (`+ ε)n−N|uN pour n ≥ N. Or

∑
(`+ ε)n−N est une série géométrique

convergente car 0 < `+ ε < 1. Donc

∑
un converge absolument.

Supposons maintenant ` > 1. Soit ε > 0 tel que ` − ε > 1. Il existe N ∈ N tel que |un+1| ≥ (` − ε)|un| pour

n ≥ N. On en déduit |un| ≥ (`− ε)n−N|uN| pour n ≥ N, avec `− ε > 1. Donc |un|→ +∞, donc la suite ne tend

pas vers 0. Donc

∑
un diverge grossièrement.

Remarque 4.8 : � Pour les deux critères ci-dessus, dans le cas où ` = 1, on ne peut pas conclure : tous les

cas sont possibles. Par exemple, pour un = 1
n

, on a

|un|
1
n = exp

(
− ln(n)

n

)→ 1,
un+1

un
=

n

n+ 1
→ 1,

alors que la série

∑
1
n

diverge. D’autre part, avec un = 1
n2

on a

|un|
1
n = exp

(
−2 ln(n)

n

)→ 1,
un+1

un
=

(
n

n+ 1

)2 → 1

alors que la série

∑
1
n2

converge.

� Ces deux critères de convergence sont aussi très utiles pour étudier les séries à termes positifs. Dans ce

cas, on peut enlever les | · | dans le calcul de `.
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Définition 4.4: Série alternée

Une série de la forme

∑
(−1)nvn avec vn ≥ 0 pour tout n est appelée série alternée.

Proposition 4.18: Critère de Leibniz

Soit (vn)n ∈ RN
décroissante et positive telle que lim

n→∞ vn = 0. Alors la série alternée

∑
(−1)nvn converge.

Cette proposition est une conséquence d’un résultat plus général, voir Théorème 4.1 ci-dessous.

Exemple 4.7 : La série

∑ (−1)n

n
converge car vn = 1

n
satisfait les critères ci-dessus. En revanche, cette série n’est

pas absolument convergente car la série harmonique diverge. C’est un exemple typique de série semi-convergente.

Théorème 4.1: Sommation d’Abel

Soit (an)n, (bn)n ∈ CN
tel que

1. (an) est décroissante, positive et telle que an → 0

2. Les sommes partielles de (bn) sont bornées :

∃M > 0, ∀n ∈ N,

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

bk

∣∣∣∣∣ ≤M
Alors la série

∑
anbn converge.

Démonstration. On e�ectue un changement dans la sommation en posantBn =
∑n
k=0 bk. Par hypothèse |Bn| ≤M.

De plus, b0 = B0 et pour n ≥ 1 on a bn = Bn − Bn−1. On écrit donc la somme partielle

Sn =

n∑
k=0

akbk = a0b0 + a1b1 + . . .+ an−1bn−1 + anbn

= a0B0 + a1(B1 − B0) + . . .+ an−1(Bn−1 − Bn−2) + an(Bn − Bn−1)

= B0(a0 − a1) + B1(a1 − a2) + . . .+ Bn−1(an−1 − an) + Bnan

=

n−1∑
k=0

Bk(ak − ak+1) + Bnan.

D’une part, (Bn) est bornée et an → 0 donc Bnan → 0. D’autre part, |Bk(ak − ak+1)| ≤M(ak − ak+1) car Bn
est bornée parM et (an) est décroissante. Donc, par somme télescopique,

n−1∑
k=0

|Bk(ak − ak+1)| ≤M
n−1∑
k=0

(ak − ak+1) =M(a0 − an) −→
n→∞Ma0.

Donc, par comparaison,

∑
Bk(ak−ak+1) est absolument convergente. Donc (Sn) converge, donc

∑
anbn converge.

Démonstration de la Proposition 4.18 . On pose an = vn qui est décroissante, positive et telle que an → 0, et bn =
(−1)n. De plus on a

∑n
k=0 bk = 1 si n est pair et 0 sinon, donc

∑n
k=0 bk est bornée. Le théorème de sommation

d’Abel s’applique, donc

∑
(−1)nvn converge.

Exemple 4.8 : On considère la série

∑
einθ

n
. Si eiθ = 1 on retrouve la série harmonique, qui diverge. Si eiθ 6= 1

on pose an = 1
n

qui est positive, décroissante avec an → 0, et bn = einθ. On a, par série géométrique,∣∣∣∣∣
n∑
k=0

bk

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣1− ei(n+1)θ1− eiθ

∣∣∣∣ ≤ 1+ |ei(n+1)θ|

|1− eiθ|
≤ 2

|1− eiθ|
,
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donc

∑n
k=0 bk est bornée. Donc le théorème de sommation d’Abel s’applique et

∑
einθ

n
converge si eiθ 6= 1. C’est

un autre exemple de série semi-convergente.

Remarque : si eiθ = −1 on retrouve la série harmonique alternée.

Proposition 4.19

Soit α, θ ∈ R. La série

∑
einθ

nα
est :

1. absolument convergente pour α > 1

2. semi-convergente pour 0 < α ≤ 1 et θ 6= 0 [2π], et divergente si θ = 0 [2π].

3. grossièrement divergente pour α ≥ 0.

Démonstration. Laissée au lecteur.

4.4. Compléments

On cherche a dé�nir le produit de deux séries et étudier sa convergence. Commençons par des sommes �nies,

et réarrangeons les termes en fonction de la somme des indices. Pour deux termes on a :

(a0 + a1)(b0 + b1) = a0b0︸ ︷︷ ︸+a0b1 + a1b0︸ ︷︷ ︸+a1b1︸ ︷︷ ︸,
où la somme des indices vaut respectivement 0, 1 et 2. Pour trois termes on a

(a0 + a1 + a2)(b0 + b1 + b2) = a0b0︸ ︷︷ ︸+a0b1 + a1b0︸ ︷︷ ︸+a0b2 + a1b1 + a2b0︸ ︷︷ ︸+a1b2 + a2b1︸ ︷︷ ︸+a2b2︸ ︷︷ ︸,
où la somme des indices vaut respectivement 0, 1, 2, 3 et 4. Pour n termes, on a donc(

n∑
i=0

ai

) n∑
j=0

bj

 =

n∑
i=0

n∑
j=0

aibj =

2n∑
k=0

∑
i+j=k

aibj =

n∑
k=0

k∑
i=0

aibk−i.

Définition 4.5: Produit de Cauchy

Soit

∑
an et

∑
bn deux séries. On appelle série produit ou produit de Cauchy la série

∑
cn avec

cn =

n∑
i=0

aibn−i.

Théorème 4.2

Si

∑
an et

∑
bn sont deux séries absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy

∑
cn est absolu-

ment convergente et l’on a

∞∑
n=0

cn =

∞∑
n=0

n∑
i=0

aibn−i =

( ∞∑
i=0

ai

) ∞∑
j=0

bj



Démonstration. Admise.

Exemple 4.9 : Soit

∑
an une série absolument convergente, et

∑
bn avec bn = 1

2n
, qui converge absolument.

Le produit de Cauchy est la série de terme général

cn =

n∑
i=0

ai

2n−i
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La série

∑
cn est absolument convergente et l’on a

∞∑
n=0

cn =

( ∞∑
i=0

ai

) ∞∑
j=0

bj

 = 2

∞∑
i=0

ai.

Définition 4.6: Série commutativement convergente

On dit que la série

∑
un est commutativement convergente si pour toute permutation σ : N → N la série∑

uσ(n) converge.

Théorème 4.3

La série

∑
un est commutativement convergente si et seulement si elle est absolument convergente. Dans ce

cas, pour toute permutation σ : N→ N on a

∞∑
n=0

un =

∞∑
n=0

uσ(n)

Démonstration. Admise.

Corollaire 4.3: S∑
un est seulement semi-convergente avec un ∈ R, alors pour tout ` ∈ R ∪ {±∞} il existe une bijection

σ : N→ N tel que

n∑
k=0

uσ(k) −→
n→∞ `.

Remarque 4.9 : Lorsque la série n’est pas absolument convergente, des phénomènes étranges apparaissent.

Par exemple, la série harmonique alternée converge :

+∞∑
k=0

(−1)k
1

k+ 1
= 1−

1

2
+
1

3
−
1

4
+ · · ·

Notons S sa somme (en fait S = ln 2). Regroupons les termes par paquets de 3. En simpli�ant, on trouve la moitié

de la somme! (
1−

1

2
−
1

4

)
+

(
1

3
−
1

6
−
1

8

)
+ · · ·+

(
1

2k− 1
−

1

4k− 2
−
1

4k

)
+ · · ·

=

(
1

2
−
1

4

)
+

(
1

6
−
1

8

)
+

(
1

10
−
1

12

)
+ · · ·+

(
1

4k− 2
−
1

4k

)
+ · · ·

=
1

2

(
1−

1

2
+
1

3
−
1

4
+ · · ·

)
=
1

2
S



A Annexe

1.1. (Rappel) Dérivées et primitives des fonctions usuelles

f(x) Df Ensemble de dérivabilité f′(x)

|x| R R∗ signe(x)

xn (n > 0 entier) R R nxn−1

xn (n < 0 entier) R∗ R∗ nxn−1

xα (α > 0 non entier) [0; +∞[ ]0; +∞[ αxα−1

xα (α < 0 non entier) ]0; +∞[ ]0; +∞[ αxα−1

ex R R ex

bx (b > 0) R R ln(b)bx

ln(x) ]0; +∞[ ]0; +∞[ 1
x

cos(x) R R − sin(x)

sin(x) R R cos(x)

f(x) Df
∫
f(x)dx Intervalles maximaux

xn (n > 0 entier) R xn+1

n+1 R

x−1 R∗ ln |x| ]−∞; 0[ ou ]0; +∞[

xn (n < −1) entier) R∗ xn+1

n+1 ]−∞; 0[ ou ]0; +∞[

xα (α > 0 non entier) [0; +∞[ xα+1

α+1 [0; +∞[

xα (α < 0 non entier) ]0; +∞[ xα+1

α+1 ]0; +∞[

ex R ex R

cos(x) R sin(x) R

sin(x) R − cos(x) R

f f ′

f ◦ u = f(u) u ′f ′(u)

ln(u) (u > 0) u ′

u

e
u u ′eu

uα αu ′uα−1

cos(u) −u ′ sin(u)

sin(u) u ′ cos(u)

f
∫
f

u ′f(u) F(u) (F primitive de f)

u ′

u
(u 6= 0) ln(|u|)

u ′eu e
u

u ′uα (α 6= −1) uα+1

α+1

u ′ sin(u) − cos(u)

u ′ cos(u) sin(u)

83
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1.2. Fonctions hyperboliques

Définition A.1: Cosinus et sinus hyperbolique

On dé�nit le cosinus hyperbolique ch (ou cosh) et le sinus hyperbolique sh (ou sinh) par

ch : R → R

x 7→ ch(x) =
ex + e−x

2

,
sh : R → R

x 7→ sh(x) =
ex − e−x

2

.

Proposition A.1

1. ch est paire et sh est impaire.

2. ch et sh sont dérivables sur R et l’on a

ch
′(x) = sh(x), sh

′(x) = ch(x).

3. ch est strictement positive sur R alors que sh(x) > 0 si et seulement si x > 0.

4. ch est strictement décroissante sur [−∞, 0] et strictement croissante sur [0,∞]. Elle possède un minium

global en x = 0, avec ch(0) = 1.

5. sh est strictement croissante sur R. Elle possède un point d’in�exion en x = 0, avec sh(0) = 0.

6. On a

lim

x→±∞ ch(x) = +∞, lim

x→+∞ sh(x) = +∞, lim

x→+∞ sh(x) = −∞.
7. Les fonctions ch et sh n’ont pas d’asymptote, mais on a

ch(x) ∼
+∞ ex

2
, ch(x) ∼

−∞ e−x

2
, sh(x) ∼

+∞ ex

2
, sh(x) ∼

−∞−
e−x

2
.

Démonstration. Laissée au lecteur. Par calcul direct et en utilisant les propriétés de la fonction exponentielle.

Proposition A.2

Au voisinage de x = 0 on a

ch(x) = 1+
x2

2!
+
x4

4!
+ . . .+

x2k

(2k)!
+ o(x2k+1), (x→ 0),

sh(x) = x+
x3

3!
+
x5

5!
+ . . .+

x2k+1

(2k+ 1)!
+ o(x2k+2), (x→ 0).

Démonstration. Déjà vue dans l’exemple 1.12.

Proposition A.3

Pour tout x, y ∈ R on a

ch
2(x) − sh

2(x) = 1,

ch(x+ y) = ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y),

sh(x+ y) = sh(x)ch(y) + ch(x)sh(y).

Démonstration. Laissée au lecteur. Par calcul direct et en utilisant les propriétés de la fonction exponentielle.
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Définition A.2: Tangente hyperbolique

On dé�nit la tangente hyperbolique th (ou tanh) par

th : R → R

x 7→ th(x) =
sh(x)

ch(x)

Il existe de nombreuses façons d’écrire th(x) :

th(x) =
ex − e−x

ex + ex
=
e2x − 1

e2x + 1
= 1−

2

e2x + 1
.

Proposition A.4

1. th est impaire, en particulier th(0) = 0.

2. th est dérivable sur R et l’on a

th
′(x) =

1

ch
2(x)

= 1− th
2(x).

3. th est strictement croissante sur R, elle possède un point d’in�exion en x = 0.

4. th(x) > 0 si et seulement si x > 0.

5. th a une asymptote horizontale en +∞ et −∞ et l’on a

lim

x→+∞ th(x) = 1, lim

x→−∞ th(x) = −1.

6. Au voisinage de 0 on a

th(x) = x−
x3

3
+ o(x4), (x→ 0).

7. Pour tout x, y ∈ R,

th(x+ y) =
th(x) + th(y)

1+ th(x)th(y)
.

Démonstration. 1-5 laissés au lecteur (calcul direct et propriétés des fonction exponentielle, ch et sh). Pour 6, on

utilise le DL de ch et sh en 0 :

th(x) =
x+ x3

3! + o(x
4)

1+ x2

2
+ o(x3)

=

(
x+

x3

6
+ o(x4)

)(
1−

x2

2
+ o(x3)

)
= x−

x3

2
+
x3

6
+ o(x4) = x−

x

3
+ o(x4)

Pour 6, on utilise les formules pour ch et sh et on factorise par ch(x)ch(y)

th(x+ y) =
sh(x)ch(y) + ch(x)sh(y)

ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y)
=

th(x) + th(y)

1+ th(x)th(y)
.

1.3. (Rappel) Régularité des fonctions réciproques

Proposition A.5

Soit f : [a, b] → R continue et strictement monotone. Alors f réalise une bijection entre [a, b] et l’intervalle

fermé délimité par f(a) et f(b), et sa réciproque f−1 est continue.
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x

y

th(x)

sh(x)

ch(x)

0 1

1

x

y

argch(x)

argsh(x)

argth(x)

0

1

1

Figure A.1 – Les fonctions hyperboliques et leurs fonctions réciproques respectives .

Proposition A.6

Soit I un intervalle et f : I → R strictement monotone. Si f est dérivable en a avec f ′(a) 6= 0, alors f−1 est

dérivable en b = f(a) et l’on a

(f−1) ′(b) =
1

f ′(f−1(b))
.

1.4. Fonctions trigonométriques réciproques

On rappelle d’abord quelques valeurs remarquables du sinus et du cosinus :

x 0
π
6

π
4

π
3

π
2

sin(x) 0
1
2

√
2
2

√
3
2

1

cos(x) 1

√
3
2

√
2
2

1
2

0

Les autres valeurs remarquables sont déduites soit en traçant le cercle trigonométrique, soit en utilisant la parité de

sin et cos et l’une des formules suivantes

sin(x+ y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y), cos(x+ y) = cos(x) cos(y) − sin(x) sin(y).

Par exemple cos

(
5π
6

)
= − cos(π

6
) = −

√
3
2

.

Définition A.3: Arc sinus

La fonction sinus est continue et strictement croissante sur [−π
2
, π
2
], d’image [−1, 1]. Elle réalise donc une

bijection entre ces intervalles et on appelle arc sinus, notée arcsin (ou asin ou sin
−1

),

arcsin : [−1, 1]→ [
−
π

2
,
π

2

]
,

la fonction réciproque associée, qui est continue.
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x

y

π
2

−π
2

1

−1

0
sin(x)

x

y

0

π
2

−π
2

1

−1

arcsin(x)

Ainsi, pour x ∈ [−1, 1], y = arcsin(x) est l’unique valeur dans [−π
2
, π
2
] telle que sin(y) = x. Par exemple :

arcsin(0) = 0, arcsin

(
1

2

)
=
π

6
, arcsin

(
−

√
3

2

)
= −

π

3
.

Proposition A.7

� Pour tout x ∈ [−1, 1] on a sin(arcsin(x)) = x.

� Pour tout x ∈ [−π
2
, π
2
] on a arcsin(sin(x)) = x.

Démonstration. C’est la dé�nition d’une fonction réciproque.

�
Pour |x| > 1, la fonction arcsin n’est pas dé�nie. Pour |x| > π

2
, arcsin(sin(x)) est bien dé�nie mais n’est

pas égal à x. Par exemple

arcsin

(
sin

(
3π

4

))
= arcsin

(√
2

2

)
=
π

4
6= 3π

4
.

Proposition A.8

Pour x ∈] − 1, 1[, la fonction arcsin est dérivable et l’on a

arcsin
′(x) =

1√
1− x2

.

Démonstration. On utilise la Proposition A.6. La fonction sin est une bijection strictement monotone de [−π
2
, π
2
]

dans [−1, 1] et pour tout x ∈] − π
2
, π
2
[, sin est dérivable et l’on a sin

′(x) = cos(x) 6= 0. Donc arcsin est dérivable

sur ] − 1, 1[ et l’on a

arcsin
′(y) =

1

sin
′(arcsin(y))

=
1

cos(arcsin(y))
=

1√
1− sin

2(arcsin(y))
=

1√
1− y2

.

On a utilisé le fait que cos
2(x) + sin

2(x) = 1 pour tout x ∈ R et que cos(x) > 0 pour x ∈] − π
2
, π
2
[, de sorte que

cos(x) = +
√
1− sin

2(x). En�n, on a sin
2(arcsin(y)) = (sin(arcsin(y)))2 = y2.

�
arcsin est continue sur [−1, 1] et dérivable sur ] − 1, 1[. Elle n’est pas dérivable en 1 et −1.
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Définition A.4: Arc cosinus

La fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur [0, π], d’image [−1, 1]. Elle réalise donc une

bijection entre ces intervalles et on appelle arc cosinus, notée arccos (ou acos ou cos
−1

),

arccos : [−1, 1]→ [0, π],

la fonction réciproque associée, qui est continue.

x

y

π
π
2

1

−1

0

cos(x)

x

y

0

π
2

π

1−1

arccos(x)

Ainsi, pour x ∈ [−1, 1], y = arccos(x) est l’unique valeur dans [0, π] telle que cos(y) = x. Par exemple :

arccos(0) =
π

2
, arccos

(
1

2

)
=
π

3
, arccos

(
−

√
3

2

)
=
5π

6
.

Proposition A.9

� Pour tout x ∈ [−1, 1] on a cos(arccos(x)) = x.

� Pour tout x ∈ [0, π] on a arccos(cos(x)) = x.

Démonstration. C’est la dé�nition d’une fonction réciproque.

�
Pour |x| > 1, la fonction arccos n’est pas dé�nie. Pour |x| > π, arccos(cos(x)) est bien dé�ni mais n’est

pas égal à x. Par exemple

arccos

(
cos

(
−
π

2

))
= arccos (0) =

π

2
6= −

π

2
.

Proposition A.10

Pour x ∈] − 1, 1[, la fonction arccos est dérivable et l’on a

arccos
′(x) =

−1√
1− x2

.

Démonstration. On utilise la Proposition A.6. La fonction cos est une bijection strictement monotone de [0, π] dans

[−1, 1] et pour tout x ∈]0, π[, cos est dérivable et l’on a cos
′(x) = sin(x) 6= 0. Donc arccos est dérivable sur ] − 1, 1[

et l’on a

arccos
′(y) =

1

cos
′(arccos(y))

=
1

− sin(arccos(y))
=

−1√
1− cos

2(arccos(y))
=

−1√
1− y2

.

On a utilisé le fait que cos
2(x) + sin

2(x) = 1 pour tout x ∈ R et que sin(x) > 0 pour x ∈]0, π[, de sorte que

sin(x) = +
√
1− cos

2(x). En�n, on a cos
2(arccos(y)) = (cos(arccos(y)))2 = y2.
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�
arccos est continue sur [−1, 1] et dérivable sur ] − 1, 1[. Elle n’est pas dérivable en 1 et −1.

Proposition A.11

Pour tout x ∈ [−1, 1] on a

arcsin(x) + arccos(x) =
π

2

Démonstration. Posons f(x) = arcsin(x) + arccos(x). Pour x ∈] − 1, 1[, f est dérivable et l’on a f ′(x) = 0. Donc

f(x) = C. En prenant x = 0 on en déduit C = 0+ π
2
= π
2

. En�n, on véri�e que la propriété reste vraie en x = 1 et

x = −1.

Remarque A.1 : Cette proposition permet d’exprimer arccos en fonction de arcsin et permet ainsi de déduire

les propriétés d’arccos à partir de celles de arcsin (par exemple son développement limité).

Définition A.5: Arc tangente

La fonction tangente est continue et strictement croissante sur ] − π
2
, π
2
[. Son image est R. Elle réalise donc

une bijection entre ces intervalles et on appelle arc tangente, notée arctan (ou atan ou tan
−1

),

arctan : R→ ]
−
π

2
,
π

2

[
,

la fonction réciproque associée, qui est continue.

x

y

tan(x)

0 π
2

−π
2

x

y

arctan(x)

0

π
2

−π
2

Ainsi, pour x ∈ R, y = arctan(x) est l’unique valeur dans ] − π
2
, π
2
[ telle que tan(y) = x. Par exemple :

arctan(0) = 0, arctan (1) =
π

4
, arctan

(
−
√
3
)
= −

π

3
.

De plus on a

lim

x→+∞ arctan(x) =
π

2
, lim

x→−∞ arctan(x) = −
π

2
.

Proposition A.12

� Pour tout x ∈ R on a tan(arctan(x)) = x.

� Pour tout x ∈] − π
2
, π
2
[ on a arctan(tan(x)) = x.
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Démonstration. C’est la dé�nition d’une fonction réciproque.

�
Pour |x| > π

2
, arctan(tan(x)) est bien dé�ni mais n’est pas égal à x. Par exemple

arctan (tan (π)) = arctan (0) = 0 6= π.

Proposition A.13

Pour x ∈ R, la fonction arctan est dérivable et l’on a

arctan
′(x) =

1

1+ x2
.

Démonstration. On utilise la Proposition A.6. La fonction tan est une bijection strictement monotone de ] − π
2
, π
2
[

dans R et pour tout x ∈] − π
2
, π
2
[, tan est dérivable et l’on a tan

′(x) = 1 + tan
2(x) 6= 0. Donc arctan est dérivable

sur R et l’on a

arctan
′(y) =

1

tan
′(arctan(y))

=
1

1+ tan
2(arctan(y))

=
1

1+ y2
.

On a utilisé le fait que tan
2(arctan(y)) = (tan(arctan(y)))2 = y2.

Remarque A.2 : La proposition ci-dessus est fondamentale pour calculer une primitive des éléments simples

de seconde espèce.

Proposition A.14: Symétries

Les fonctions arcsin et arctan sont impaires et la fonction arccos possède un centre de symétrie en (0, π
2
), c’est

à dire :

arcsin(−x) = − arcsin(x), ∀x[−1, 1],
arctan(−x) = − arctan(x), ∀x ∈ R,

arccos(−x) = π− arccos(x), ∀x ∈ [−1, 1].

Démonstration.

Proposition A.15: Développements limités

Les fonctions arcsin, arccos et arctan sont in�niment dérivables au voisinage de 0 et l’on a

arcsin(x) = x+
x3

6
+ . . .+

1× 3× 5× . . .× (2n− 1)

2nn!

x2n+1

2n+ 1
+ o(x2n+2), (x→ 0),

arccos(x) =
π

2
− x−

x3

6
− . . .−

1× 3× 5× . . .× (2n− 1)

2nn!

x2n+1

2n+ 1
+ o(x2n+2), (x→ 0),

arctan(x) = x−
x3

3
+ . . .+ (−1)n

x2n+1

2n+ 1
+ o(x2n+2), (x→ 0).

Démonstration. En exercice.

Ces formules générales ne sont pas à connaître, mais il est bon d’avoir les premiers termes en tête (au moins un

équivalent).

1.5. Fonctions hyperboliques réciproques

Les trois fonctions qui suivent sont représentées sur la Figure A.1 pour comparer avec leur fonction hyperbolique

d’origine.
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Définition A.6: Argument sinus hyperbolique

La fonction sh est strictement monotone de R dans R. Elle réalise donc une bijection sur R et sa fonction

réciproque est continue, on l’appelle argument sinus hyperbolique, notée argsh : R → R (ou argsinh),

telle que

∀x ∈ R, y = argsh(x) ⇔ sh(y) = x.

Proposition A.16

La fonction argsh est dérivable sur R et l’on a

∀x ∈ R, argsh
′(x) =

1√
1+ x2

.

Démonstration. On utilise la Proposition A.6. La fonction sh est une bijection strictement monotone de R dans R et

pour tout x ∈ R, sh est dérivable et l’on a sh
′(x) = ch(x) 6= 0. Donc argsh est dérivable sur R et l’on a

argsh
′(y) =

1

ch(argsh(y))
=

1√
1+ sh

2(argsh(y))
=

1√
1+ y2

.

On a utilisé le fait que ch
2(x) − sh

2(x) = 1 et ch(x) > 0, donc ch(x) =
√
1+ sh

2(x). En�n on a sh
2(argsh(y)) =

(sh(argsh(y)))2 = y2.

Définition A.7: Argument cosinus hyperbolique

La fonction ch est strictement monotone de [0,+∞[ dans [1,+∞[. Elle réalise donc une bijection entre ces

intervalles et sa fonction réciproque est continue, on l’appelle argument cosinus hyperbolique, notée

argch : [1,+∞[→ [0,+∞[ (ou argcosh), telle que

∀x ≥ 1, ∀y ≥ 0, y = argch(x) ⇔ ch(y) = x.

Proposition A.17

La fonction argch est dérivable sur ]1,+∞[ et l’on a

∀x > 1, argch
′(x) =

1√
x2 − 1

.

Démonstration. On utilise la Proposition A.6. La fonction ch est une bijection strictement monotone de [0,+∞[ dans

[1,+∞[ et pour tout x > 0, ch est dérivable et l’on a ch
′(x) = sh(x) 6= 0. Donc argch est dérivable sur ]1,+∞[ et

l’on a

argch
′(y) =

1

sh(argch(y))
=

1√
ch
2(argch(y)) − 1

=
1√
y2 − 1

.

On a utilisé le fait que ch
2(x) − sh

2(x) = 1 et sh(x) > 0 pour x > 0, donc sh(x) =
√

sh
2(x) − 1 pour tout x > 0.

En�n on a ch
2(argch(y)) = (ch(argch(y)))2 = y2.

Définition A.8: Argument tangente hyperbolique

La fonction th est strictement monotone de R dans ]−1, 1[. Elle réalise donc une bijection entre ces intervalles

et sa fonction réciproque est continue, on l’appelle argument tangente hyperbolique, notée argth :] −
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1, 1[→ R (ou argtanh), telle que

∀x ∈] − 1, 1[, y = argth(x) ⇔ th(y) = x.

Proposition A.18

La fonction argth est dérivable sur ] − 1, 1[ et l’on a

∀x ∈] − 1, 1[, argth
′(x) =

1

1− x2
.

Démonstration. On utilise la Proposition A.6. La fonction th est une bijection strictement monotone de R dans ]−1, 1[
et pour tout x ∈ R, th est dérivable et l’on a th

′(x) = 1− th
2(x) 6= 0. Donc argth est dérivable sur ] − 1, 1[ et l’on a

argth
′(y) =

1

1− th
2(argth(y))

=
1

1− y2
.

On a utilisé le fait que th
2(argth(y)) = (th(argth(y)))2 = y2.

Proposition A.19: Formes explicites

On a les formes explicites suivante pour les fonctions hyperboliques réciproques

∀x ∈ R, argsh(x) = ln

(
x+

√
x2 + 1

)
,

∀x ≥ 1, argch(x) = ln

(
x+

√
x2 − 1

)
,

∀x ∈] − 1, 1[, argth(x) =
1

2
ln

(
1+ x

1− x

)
.

Démonstration. Soit x, y ∈ R. On cherche à résoudre l’équation y = argsh(x)⇔ sh(y) = x. On a donc

ey − e−y

2
= x

En multipliant par 2ey on obtient

e2y − 2xey − 1 = 0.

On poseX = ey et on se ramène aux racines du polynômeX2−2xX−1 = 0. Son discriminant est∆ = 4(x2+1) > 0,
les racines sont donc X± = x±

√
x2 + 1. De plus, on cherche X = ey > 0, donc X = X+. Finalement

y = ln(X+) = ln

(
x+

√
x2 + 1

)
.

La preuve pour argch est analogue. Pour argth, cette méthode fonctionne mais on a aussi la preuve suivante. On

part de

argth
′(x) =

1

1− x2
=
1

2

(
1

1+ x
+

1

1− x

)
Donc en prenant une primitive de cette équation on a, pour x ∈] − 1, 1[,

argth(x) =
1

2
(ln |1+ x|− ln |1− x|) + C =

1

2
ln

(
1+ x

1− x

)
+ C.

En�n, argth(0) = 0 donc C = 0.
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Proposition A.20: Développements limités

Les fonctions argsh et argth sont in�niment dérivables au voisinage de 0 et l’on a

argsh(x) = x−
x3

6
+ . . .+ (−1)n

1× 3× 5× . . .× (2n− 1)

2nn!

x2n+1

2n+ 1
+ o(x2n+2), (x→ 0),

argth(x) = x+
x3

3
+ . . .+

x2n+1

2n+ 1
+ o(x2n+2), (x→ 0).

Démonstration. Admise.

Ces formules générales ne sont pas à connaître, mais il est bon d’avoir les premiers termes en tête (au moins

un équivalent). Notons que le développement de argch au voisinage de 1 n’existe pas car la fonction n’y est pas

dérivable.

1.6. (Résumé) Dérivée et primitive des fonctions réciproques

f Df dérivable sur f′(x)

arcsin [−1, 1] ] − 1, 1[ 1√
1−x2

arccos [−1, 1] ] − 1, 1[ −1√
1−x2

arctan R R 1
1+x2

argsh R R 1√
x2+1

argch [1,+∞[ ]1,+∞[ 1√
x2−1

argth ] − 1, 1[ ] − 1, 1[ 1
1−x2

f(x) Df
∫
f(x)dx Intervalles maximaux

1√
1−x2

] − 1, 1[ arcsin ] − 1, 1[

1
1+x2

R arctan(x) R

1√
x2+1

R argsh(x) R

1√
x2−1

]1,+∞[ argch(x) R

1
1−x2

R \ {1,−1} 1
2

ln

∣∣1+x
1−x

∣∣ ] −∞,−1[ ou ] − 1, 1[ ou ]1,+∞[

Notons que pour la dernière primitive on retrouve argth sur l’intervalle ]− 1, 1[, et que argsh et argch ont aussi une

forme explicite donnée en Proposition A.19.
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