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1.1.

1 DEVELOPPEMENTS LIMITES

@ Objectifs :

® Notations de Landau (O, o, ~) pour comparer deux fonctions localement
® Théorémes de Taylor-Young et Taylor-Lagrange
® Notion de développement limité (DL), DL usuels et opérations sur les DL

Motivation : approximation affine

Soit f: I — Ravec xo € I et f dérivable en x,. Yy
Par définition on a

lim T3¥) — fxo)
im ————

= f'(xo0).
X—Xo X —Xp

Donc pour € > 0 et x suffisamment proche de xo,

y=~f'(x¢)(x—x0)+f(x0)
) — (F'(x0)(x — x0) + F(x0)) | < e. =

X

Ainsi, au voisinage de X, la courbe de f « ressemble » & sa tangente en xo. On parle d’approximation affine.
Le but des développements limités est de donner un sens précis a ce type d’approximation, puis de proposer de
meilleures approximations au dela du cas affine.

Comparaison locale

_ Dans cette section, I désigne un intervalle de R quelconque : =]/la,b]/[avec —0o < a < b < 400. On note
I =T1U{a}U{b}, de sorte que xo € I correspond a xp € louxp = aouxp =D.

On rappelle qu’un voisinage de x¢ dans I est un ensemble de la forme :
® INlxo—e¢xo+elavece >0sixg €R,
® INIM, +oolavec M > 0sixg = 400,
® IN]—oo,M[avec M < 05sixg = —o0.

Enfin, une intersection de voisinages de x¢ est un voisinage de xo.

1.1.1 Dominance

Soit f, g : I — R. On dit que f est dominée par g au voisinage de x¢ s’il existe un voisinage | de xo dans I et
C > Otel que

vx €7, [f(x)] < Clg(x)|.

On note alors, de facon équivalente

f=0(g), f=0xI(9),  fx)=0(g(x)), (x—=xo).

X0

Lorsqu’il n’y a aucune ambiguité sur xo, on écrira parfois simplement f = O(g). La notation O(g) se dit « grand-
O de g » et provient du mathématicien allemand Edmund Landau (1877-1938). Avec la prépondérance et I’équiva-
lence (voir ci-dessous), O, 0 et ~ sont appelés les notations de Landau.
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ProposITION 1.1

f = 0(g) si et seulement si il existe | voisinage de xo dans I et b : ] — R bornée telle que
X0

vx €], f(x)=g(x)b(x).

Démonstration. (=) On définitb : ] — R par

On vérifie que b est bornée par C et que f = gb sur J.
(&) Puisque b est bornée, soit C > 0 tel que [b(x)| < C pour toutx € J.On a

IfOl =1g(x)[ - [b(x)] < Clg(x)l,

donc f = O(g). O

X0

REMARQUE 1.1 : De la proposition précédente, on déduit que si g ne s’annule pas au voisinage de X, alors

f = 0(g) si et seulement si é est bornée au voisinage de x¢. C’est a dire qu’il existe | voisinage de xo dans I et
X0

C > Otel que

Vx €7, ’;ﬁgc

En pratique, c’est cette caractérisation que I'on utilisera le plus souvent.

ExempLE 1.1: 1. [ =R, f(x) = 3x + 2 et g(x) = e°~.

® Enxgp=0ona:
), gk ]

gx) T xS0 k) 2
donc g et 4 sont bornées au voisinage de 0. Donc f = O(g)etg = O(f).

® Enxp = 400 on a, par croissance comparée :

lim M =0, lim @ = 400,
x—o0 g(x) x—0 f(x)

donc g est bornée au voisinage de +o00, donc f = O(g). En revanche ¢ n’est pas bornée au voisinage de
400, donc g n’est pas dominée par f en +o0.
2. =R, f(x) =x?etg(x) =x>.Ona
f(x) g(x)

Hlagng 70 i TO

donc f = O(g)etg = O(f). En revanche, g n’est pas dominée par f en +co et f n’est pas dominée par g en 0.

3. I = R, f(x) = xsin(x) et xp = +00. Pour tout x € R on a |sin(x)| < 1, donc [f(x)| < |x|. Donc f(x) =
O(x), (x = +o00).

REMARQUE 1.2: Sif = O(1) alors f est bornée au voisinage de xo.
X0

PROPOSITION 1.2: TRANSITIVITE

Soit f,g,h: T = R.Sif =0(g) et g=O(h). Alors f = O(h)
X0 X0

X0
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Démonstration. On utilise la Proposition 1.1. Soit J; voisinage de xo dans I et by : J1 — R bornée telle que f(x) =
g(x)b1(x) pour tout x € Jy. Soit ], voisinage de xo dans I et by : Jo — R bornée telle que g(x) = h(x)b2(x) pour
tout x € J,. Alors, ] =J1 N J2 est un voisinage de xo dans I et

vx €], f(x) =h(x)b;(x)ba(x).

Enfin, la fonction b : ] — R définie par b(x) = by (x)b2(x) est bornée sur J. O
PROPOSITION 1.3: OPERATIONS SUR LES GRANDS-O
1. Soit f,g,h: I — R tel que fX:O O(h) et gX:O O(h). Alors
f4+g = O(h).
2. Soit f,g: I — R tel que fxzo O(g). Pour tout A € R*,

7\1‘)(: O(g), f=0O(Ag).

X0

3. Soit f1,f2,91,91 : I — Rtel que f1 = O(gy) et f2 = O(g2). Alors
X0

X0

f1sz:OO(9192)

Démonstration. Toutes les égalités ci-dessous sont pour x dans un voisinage de Xo, qui peut varier au cours de la
preuve.

1. Si f(x) = h(x)by(x) et g(x) = h(x)ba(x) alors f(x) + g(x) = h(x)(b;(x) + ba(x)). De plus by + b, est
bornée si by et b, sont séparément bornées.

2.Sif(x) = g(x)b(x) alors Af(x) = g(x)Ab(x) avec Ab bornée si b est bornée. De plus, f(x) = Ag(x)% avec %
bornée.

3.Sif1(x) = g1(x)by(x) et f2(x) = g2(x)ba(x) alors f1(x)f2(x) = g1(x)g2(x)b1(x)b2(x) avec by b, bornée
si by et b, sont séparément bornées. O]

On retiendra de la proposition ci-dessus que

[O(h) +0(h) = O(h),|  [AO(h) =O0(Ah) = O(h),|  [O(g:1)O(g2) = O(g1g2)-

1.1.2 Prépondérance

Soit f, g : I — R. On dit que f est négligeable devant g au voisinage de x¢ si
Ve >0, JJ voisinage de xo dans I, Vx €], [f(x)] < elg(x]].
On note alors, de facon équivalente

f= o(g), f = 0x,(9), f(x) = o(g(x)), (x — xo0).
Lorsqu’il n’y a aucune ambiguité sur xo, on écrira parfois f = 0(g). La notation o(g) se dit « petit o de g ».

ProprosiTION 1.4

Si g ne s’annule pas au voisinage de x¢ alors f = 0(g) si et seulement si
X0

lim M =0.
x—%0 ¢ x)
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Démonstration. (=) Soit ¢ > 0. Soit ] voisinage de X tel que ¥x € ], [f(x)| < €|g(x)|. De plus, soit |, voisinage
de x¢ tel que g(x) # 0, Vx € J,. Pour tout x € J; N ]2, voisinage de Xo, on a

g(x)

Sixo € R, il existe 5 > Otel que J1 N Jz =Ixo — 8,%x0 + 8[, donc x € J1 NJ2 & |x — x0| < , et on retrouve la

%‘ — 0, x = x0.Sixg = 400, il existe M > Otelquex € [1NJ2 & x > M, et on

‘ f(x) <.

définition de la limite

f(x)

g(x)
(&) Sixp € R. Soit € > 0. Soit 6 > 0 tel que

retrouve la définition de la limite de en +oo. Le cas xg = —oo est similaire.

f
vxel, |x—xol<bd= ’(X)‘ <e
g(x)

En notant | =Jxo — 8, %0 + 8[ on a [f(x)| < €|g(x)| pour tout x € J. Donc f = o(g).

X0
Sixp = +o00. Soit € > 0. Soit M > 0 tel que
f
vx €1, x>M:>‘(X) <
g(x)
En notant ] =]M, +oo[ on a [f(x)| < ¢|g(x)| pour tout x € J. Donc f = 0(g). Le cas xo = —o0 est similaire. O
X0

PropPoOSITION 1.5

f = o0(g) si et seulement si 3] voisinage de xp dans I et w : ] — R telle que f(x) = g(x)w(x) avec
X0

lim w(x) =0
X—X0

Démonstration. Laissée au lecteur. Repartir de la Définition 1.2 et de la définition de limy_,, w(x) = 0 comme dans
la preuve ci-dessus, en fonction de la valeur de xo. On pourra aussi s’inspirer de la preuve de la Proposition 1.1 [J

EXeEMPLE 1.2: On reprend 'exemple précédent.
1. =R, f(x) =3x +2et g(x) = &>~

® Enxp =0ona:limy g ;((’;)) = 2 et limy_,o % = 15, donc aucune des deux n’est négligeable devant
lautre.
® Enxp = +00 on a, par croissance comparée : limy_,, % = 0 donc f+:oo o(g).
f
2. I=R, f(x) =x? et g(x) =x>. Onalimy_, o g((?c)) =0 et limy_,o % =0, donc f+:oo o(g)etg jo(f).

Le dernier exemple suggére une propriété plus générale qui nous sera utile pour les développement limités en 0.

PropPoOSITION 1.6

Soit 1, m € N tel que 0 < n < m. Alors x™ = o(x™), (x — 0).

Démonstration. Laissée au lecteur. ]

REMARQUE 1.3: Sif=o0(1)alors lim f(x) =0.

X0 X—X0

On a pour petit-o des propriétés analogues a grand-O.

PROPOSITION 1.7: TRANSITIVITE

Soit f,g,h: I = R.Sif =o0(g) et g=o0(h). Alors f =o(h)
X0 X0 X0



CHAPITRE 1. DEVELOPPEMENTS LIMITES 8

Démonstration. On utilise la Proposition 1.5. Soit J; voisinage de xo dans I et wy : J;1 — R telle que f(x) =
g(x)w(x) pour tout x € Jq, avec wq(x) — 0, (x — x0). Soit J, voisinage de xo dans I et w, : J» — R telle que
g(x) = h(x)bz(x) pour tout x € J, avec wz(x) — 0, (x — x¢). Alors, ] = J;1 N ]2 est un voisinage de xo dans [ et

vx €], f(x) =h(x)wi(x)wz(x).

Enfin, la fonction w : ] — R définie par w(x) = w1 (x)w2(x) satisfait w(x) — 0, (x — xo). O

PROPOSITION 1.8: OPERATIONS SUR LES O
1. Soit f,g,h: I — Rtel que f =o0(h) et g =o(h). Alors
X0 X0
f+g=o(h).
X0
2. Soit f,g: I — R tel que f = o(g). Pour tout A € R*,
X0
7\fx:0 o(g), fX:O o(Ag).

3. Soit f1,f2,91,92 : I — Rtel que f1 = o0(g7) et f2 = 0(g2). Alors
X0 X0

f]fzxzo 0(91 92)-

Démonstration. Laissée au lecteur. Analogue a la preuve de la Proposition 1.3. O

On retiendra de la proposition ci-dessus que

o(h) +o(h) = o(h),

’?\o(h) — o(Ah) = o(h),

’0(91)0(92) =0(g192).

Les propositions qui suivent mélangent petit-o et grand-O. On peut retenir que petit-o est plus fort que grand-O
car une fonction qui tend vers O en un point est aussi bornée au voisinage de ce point.

ProprosiTION 1.9

Sif=o(g) alors f =0O(g).

X0 X0

Démonstration. Si f(x) = g(x)w(x) au voisinage de xo avec limy_,x, w(x) = 0, alors w est bornée au voisinage
de xo, et on conclut par la Proposition 1.1. O

PROPOSITION 1.10: PREDOMINANCE DES PETITS-O
1. Soit f,g,h: I — Rtel que f = o(g) et g = O(h). Alors f =o(h).
X0 X0

X0

2. Soit f,g,h: I — R tel que f = O(g) et g =o(h). Alors f = o(h).
X0 X0 X

0

3. Soit f1,f2,91,92: 1 — R tel que f1 = 0(91) et fzxzo 0(92). Alors f; sz:o O(g]gz).

X0

Démonstration. 1. Soit J; voisinage de xp et w : J1 — R avec limy_,x, w(x) = 0 et f = gw. Soit ], voisinage de xo
etb:J, — Rbornée telle que g = hb. Sur J; N J; on a f = hwb avec limy_,x, w(x)b(x) = 0. Donc f = o(h).
X0

2 et 3 sont analogues et laissés au lecteur. O

On retiendra de la proposition ci-dessus que

. |[Olo(h)) = o(h)

\ ’0(91)0(92) =o0(g192) |
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1.1.3 Equivalence

Soit f, g : I — R. On dit que f est équivalente a g au voisinage de X si

f—g=olg)

X0

ou encore f = g+ 0x,(g). On note alors

-9 £00) ~ glx), (x = xo)-

S’il n’y a aucune ambiguité sur x¢, on notera parfois f ~ g.
PRropPosITION 1.11

Soit f,g : I — Retxp € L f~, g si et seulement si il existe ] voisinage de xp et w : ] — R avec

limy_yx, w(x) = O tel que
vx €], f(x)=gx)(1+ w(x))

Démonstration. f ~ g & f— g =o0(g). D’aprés la Proposition 1.5, f — g = 0(g) & 3] voisinagede xp et w : ] = R
X0 X0 X0

avec limy_,x, w(x) = Otel que f(x)—g(x) = g(x)w(x) & JJ voisinage de xp et w : ] — Ravec limy_,x, w(x) =0

tel que f(x) = g(x)(1 + w(x)). O

PropPosITION 1.12

Si g ne s’annule as au voisinage de X alors f ~ si et seulement si
0
X0

lim M =1
X—Xo g(x)

Démonstration. Laissée au lecteur.

ExemMPLE 1.3: 1. [ =R, f(x) = x?,g(x) =x? +5etxyg = +00

2 1
X = lim

f(x)
x—+o0 | + x%

lim —= =

X—+00 g(x) ngoo x2 +5 =1

donch:oog.
2. 1=J0, 0ol f(x) = 1,g(x) = 1 +2etxo = 0.

flx) . X 1

lim —= = lim T = lim —— =
x—+o00 g x) x—-+00 X +2 x—+oo 1+ 2x

donc fg g.

ProprosiTiON 1.13

La relation ~ est une relation d’équivalence.
1. Réflexive : f ~ T,
X0
2. Symétrique: f~g= g~ f,
X0 X0
3. Transitive: f ~getg~h = f ~ h.
X0 X0 X0
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Démonstration. 1. En posant w(x) = 0 on a bien f(x) = f(x)(1 + w(x)) sur L

2. Sif(x) =g(x)(1 4+ w(x)) avec w(x) — 0, alors

g(x) = f(x) ! o) = f(x) (1 + —w(x)) = f(x)(1 + ®(x))

T+w 1+ w(x)

avec w(x) — 0.

c
3. Sif(x) =g(x)(1 4+ wi(x)) et g(x) =h(x)(1+ wz(x)) avec wq(x) — 0 et wa(x) — 0, alors
f(x) = h(x)(1T+ w1 (x)) (1 + w2(x)) = h(x)(T + w1 (x) + wa(x) + wi (x)w2z(x)) :=h(x) (1 + ®(x))

avec W(x) — 0.

O
PropPosITION 1.14
Sif ~get lim g(x) ={alors lim f(x)=~{
X0 X—Xo X—Xo
Démonstration. Laissée au lecteur. O
PropPoOsITION 1.15
Sif ~ galors f et g ont le méme signe au voisinage de x,.
X0
Démonstration. D’apres la Proposition 1.11, ona f(x) = g(x)(1+w(x)) sur un voisinage J. Or, w(x) — 0, (x — xo)
donc il existe un voisinage J’ de x¢ tel que 1+ w(x) > 0. O

ProprosiITION 1.16

Sify ~ gy etf, ~ gy alors
X0 X0
fi1f2 ~ g192.
X0

En particulier, si f ~ g alors f™* ~ g™.
X0 X0

Démonstration. Laissée au lecteur. O

PropPosITION 1.17

Si f ~ g et g ne s’annule pas au voisinage de x¢ alors f ne s’annule pas non plus et l'on a
X0

~

0

[ =
Q| =

Démonstration. Soit | voisinage de xp et w : ] — R tel que f(x) = g(x)(1 + w(x)) avec w(x) — 0, (x — x0). On
suppose de plus que g(x) # 0 et 1+ w(x) > 0 sur J (un tel voisinage existe toujours quitte a prendre I'intersection
de plusieurs voisinages). On a alors, pour tout x € J,

11 LI <1+ —w(x)):: ' (14 &),
) g(x)

f(x) gx)T+w(x) glx 14+ w(x)
avec W(x) — 0. O

Si deux fonctions sont équivalentes, on peut les substituer dans une relation de dominance ou de prépondérance.
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PropPosITION 1.18

Sif=o0(g)etg ~ halorsf=o0(h).
X0 %) X0
De méme, si f = O(g) et g ~ halors f = O(h).
X0 X0 x

0

Démonstration. Si f(x) = g(x)w;(x) sur J; et g(x) = h(x)(1 + wz2(x)) sur ], avec wq(x) — 0 et wa(x) — 0.
Alors,sur J1 N J, ona
f(x) = h(x)wq (x)(1T + w2(x)) :=h(x)w(x)

avec w(x) — 0. La preuve pour grand-O est analogue. O

PRropPosITION 1.19

Sif ~AavecA # Oalors lim f(x) =A.
Xo

X—Xo0

Démonstration. f(x) = A(14+w(x)) dans un voisinage ] de x¢. Puisque w(x) — O quandx — xponaf(x) —» A. [

@ L’équivalence présente plusieurs subtilités qu’il ne faut pas oublier :

® f ~ 0 impose une contrainte trés forte sur la fonction. Dans la pratique, obtenir une fonction
équivalente a 0 est souvent signe d’une erreur de raisonnement.

©® Onne compose pas les équivalents. Par exemple, f ~ g n’implique pas e’ ~ e9.
X0 X0

® On ne somme pas les équivalents.

Ces subtilités sont illustrées dans les proposition et exemples ci-dessous.

PropPosiITION 1.20

Sif ~ 0 alors il existe un voisinage | de x¢ telle que f(x) = 0 pour tout x € J.
xo
Démonstration. f(x) = 0(1 + w(x)) = 0 sur un voisinage | de x,. O

ExemMpPLE 1.4: Les fonctions

1 sifx] > Cf Ixl=T1 0 sifx] > 1
f‘(")—{o sifxl <1 fZ(")—{o sifx| <1

sont équivalentes a 0 en xo = 0

Y f1(x) YL

x

0 1 X 0

EXEMPLE 1.5: On reprend 'Exemple 1.3(2) avec I =]0, oo, f(x) = , g(x) = % +2.0na f; g alors que

1 1 1
:ex’ eg(x):ex+2:exez.

f(x)
On en déduit :
f(x) ex

. _ s —_ o2
xgr}r’loo g(x) xgrfoo 6% eZ € 7& 1

Donc f ~ g.
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ExeMPLE 1.6: I =R, f;(x) = x? + 3, gi1(x) =3 etxo =0.0nafy 591. On prend maintenant f; = g, = —3,
donc f> 3 g2. En revanche
2

fix)+gi1(x) =x7,  falx)+g2(x) =0
et x? » 0. Donc f1 + 2 » g1 + g2.
En ajoutant certaines hypotheses, la somme d’équivalents est correcte.

ProprosiTION 1.21

Sify ~ gyetfy ~gyavec gy > 0et gy > 0 au voisinage de xo, alors f1 + f2 ~ g1 + ga.
X0 X0 X0

Démonstration. Puisque g1,g2 >0ona0 < g1 < g1 + g2, donc g1 = O(g7 + g2). De méme, g, = O(g71 + g2).
On revient ensuite a la Définition 1.3. On a

f1 —g1 =o(g1) = 0o(O(g1 + g2)) = o(g1 + g2),

ol I'on a utilisé la Proposition 1.10. De méme, ona f; —g> = 0(g7 + g2). Donc, en sommant les deux et en utilisant
la Proposition 1.8,

f1+f2—(g91 +92) =0(g1 +92) + o(g1 + g2) = o(g1 + g2),
ce qui correspond a la définition de f1 + f, ~ g1 + g2. O
X0

Dans la pratique, pour obtenir un équivalent d’'une somme de fonction, on peut toujours revenir a la définition
originale : f ~ g & f = g + o(g) et travailler avec les petits-o qui sont moins source d’erreur.

PRroPOSITION 1.22
Soit f : I — R dérivable en xg, de dérivée f'(xq) = £ # 0. Alors

f(x) — f(xo0) > £(x —x0)

Démonstration. D’apreés la définition de la dérivée

106 = Flx0)

X—X0 X —Xo

=1

En particulier on a

lim T3 = flxo) — &{x — o)
m
X—X0 X —Xp

=0
On en déduit
f(x) — f(xo) — €(x —x0) = o(x — o).

Donc, pour { # 0,
f(x) — f(xp) = L(x —x0) + 0o(x —x0) = £(x —x0) + 0(£(x — x0)).

Donc f(x)—f(xo); £(x —x9). O

Cette derniére proposition permet de calculer certains équivalents en dérivant les fonctions.
EXEMPLE 1.7: © x — exp(x) avec exp(0) = 1,exp’(0) =1, donc e* — 1 X,
® x — sin(x) avec sin(0) = 0,sin’(0) = 1, donc sin(x) %

® f:x—=1In(1+x)avecf(0) =1, (0) =1 donc In(1 +X)SX
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1.2. Formules de Taylor
D’apreés la Proposition 1.22, nous avons, pour f : I — R dérivable en xg
f(x) = fxo) + f'(x0) (x — x0) + 0x, (X — X0),

pour x au voisinage de Xo. A un o(x —x) pres, on peut donc approximer f par I’équation de sa tangente. On peut se
demander comment améliorer cette approximation, en particulier si f est plusieurs fois dérivable. On rappelle que
la dérivée n-iéme d’une fonction, notée (™), est définie récursivement par

£0) — f£(n) — (f(ﬂ—U)/

de sorte que ) =/ £2) = £/ etc.

Pour n € N*, on dit que f :]a, b[— R est n fois dérivable sur ]a, b[ si
£, £, £3), D)

sont dérivables sur ]a, b[. On dit que f est de classe C™ si f est n fois dérivable et f (") est continue. Enfin, on
dit que f est de classe C*° si f est n fois dérivable pour tout n.

En particulier, une fonction de classe C 0 est une fonction continue. Par ailleurs, une fonction n fois dérivable

est de classe C™ ! car f dérivable implique f continue.
Les résultats de cette section sont dus aux mathématiciens anglais Brook Taylor (1685-1731) et William Henry

Young (1863-1942) et au mathématicien franco-sarde Joseph Louis Lagrange (1736-1913).

[DI’EFINITION 1.5: POLYNOME DE TAYLOR)

Soit f : I — Ret a € I avec I voisinage de a. On suppose que f est de classe C™ ! sur I et que f("~1) est
dérivable en a. Le polyndme de Taylor est le polynéme de degré n suivant

Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on le note simplement T, (x).

En particulier, pour n = 1 on retrouve I’équation de la tangente T; (x) = f(a) + f’(a)(x — a) (on rappelle que
0! = Tet a® = 1). Le polynéme de Taylor généralise donc cette équation a un ordre arbitraire, pourvu que f soit

suffisamment dérivable.
THEOREME 1.1: FORMULE DE TAYLOR-YOUNG

Soit f : I — Ret a € Iavec I voisinage de a. On suppose que f est de classe C™ " sur I et que f("~1) est

dérivable en a. Alors
vxel, f(x)=Ta(x)+o((x—a)™)

ou T, estle polyndme de Taylor de f en a.

Cette formule nous dit que la différence f — T,, est négligeable devant (x — a)™ au voisinage de a, c’est a dire

=0

L 0= Tax)
xa (x—a)r

Pour n = 1 on retrouve la Proposition 1.22. Ensuite, en augmentant n on obtient une approximation de f de plus
en plus précise au voisinage de a. Pour prouver ce théoréme, on utilise un résultat intermédiaire et important.
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PROPOSITION 1.23: INEGALITE DES ACCROISSEMENT FINIS
Soit f, g : [a, b] — R continues sur [a, b] et dérivables sur ]a, b tel que
Vt €la,bl, [f'(t)] < g'(t).

Alors
[f(b) —f(a)| < g(b) —g(a).

Démonstration. On a
vt €la,bl, —g'(t) <f'(t) < g'(t)

donc f'+g’ > 0etg’—f’ > Osur]a, bl. Donc f+ g et g— f sont croissantes sur ]a, b[, donc croissantes sur [a, b]
car continues. Donc

On en déduit

soit [f(b) — f(a)| < g(b) —g(a). [

Notons que les hypothéses de cette proposition impliquent g’(t) > 0 pour t €]a,b[, donc g est croissante.
En particulier, si les hypothéses sont satisfaites pour g(t) = Mt, on retrouve une version plus faible de cette
proposition, a savoir

[f(b) —f(a)l < M(b —a).
Démonstration du Théoréme 1.1. On procede par récurrence sur n, en notant, pour n € N*
(Hn)  wxel, f(x)=Ta(x)+ollx—a)").

pour tout f : T — Ret a € Tavec I voisinage de a telle que f est de classe C™~! sur I et que f("~1) est dérivable en
a.

Initialisation. Le cas 1 = 1 est déja traité dans preuve de la Proposition 1.22.

Hérédité. Soit f : I — Ret a € I avec I voisinage de a. On suppose que f est de classe C™ sur I et que f(™) est
dérivable en a. On suppose de plus que (H;, ) est vraie. Posons

n+1 (k)
RO = fx)— 3 Yy gk
= k!
et montrons que R(x) = o((x — a)™*"). R est dérivable sur I et 'on a
n+1
¥ (a)
! ! k—1
R(x)_f(x)—‘; o k(x —a)
n+1 _
() (a) _
=f'(x) — x—a)<!
0=3 Sy o)
= ()M (a) K
:f/(X)—];) ] (x—a)s,

ot 'on a utilisé ((x — a)®)’ = 0, k! = k(k — 1)!, f&) = (£)(k=1) et effectué le changement d’indice k +— k — 1.
Ensuite, on remarque que f’ est de classe C™~ ! sur I et que (f’)(™~1) est dérivable en a. On peut donc utiliser H,,
sur ’. En revenant a la Définition 1.2 des petits-o0, on a

Ve >0, 35>0, Vxe€la—0d,a+8l R'(x)] < elx — al™
Soit € > 0. Soit & > O telle que I'inégalité ci-dessus est vraie. Si x € [a,a + 8, on a

R’ ()| < e(x —a)"



CHAPITRE 1. DEVELOPPEMENTS LIMITES 15

On peut donc appliquer 'inégalité des accroissement finis (Proposition 1.23) sur [a, x] avec g’(x) = ¢(x — a)™ et
g(x) = %He(x — a)™*'. On en déduit

R(x) — R(a)l < g(x) —g(a)
OrR(a) =f(a) —f(a) —0=0et g(a) =0, donc

(X— a)n+1

R(x)| <
R(x)| < e

De méme, pour x €]a — 6, al, on a [R'(x)] < e(a — x)™ et on applique 'inégalité des accroissement finis avec
g’'(x) =e(la—x)"et g(x) = —n%ﬂs(a —x)™*1. Dans ce cas, on a

IR(a) = R(x)| < g(a) — g(x),

donc ( e
a—x)"
R <g—
Rix)| < e
En rassemblant les deux cas, on a donc montré
|X _ a\nH
Ve>0, 356>0, Vxe€la—35§,a+5dl Rx)| < e———
n+1
Donc R(x) = o( X290y — o(jx — a|™*1) et Hyy. 1 est prouvée. =

La formule de Taylor-Young ne nous dit rien d’explicite sur le reste, simplement a quelle vitesse il tend vers
zéro en fonction du degré de T,,. Il existe une autre formulation plus quantitative, qui peut avoir un intérét dans les
applications numériques par exemple.

THEOREME 1.2: FORMULE DE TAYLOR-LAGRANGE

Soit f : [a,b] — R de classe C™ sur [a, b] et (. + 1) fois dérivable sur ]a, b[. On suppose qu’il existe M > 0
tel que
vx €la,bl, [V (x)] < M.

Alors
Ve elaybl, £ — Ta(o) < MEZS
x € [a,b], [f(x) —Ta(x)| < Ty’
ou Ty, est le polynome de Taylor de f en a.
Démonstration. On procéde par récurrence sur n € N, en notant
[x — a|n+1

(Hn)  vxé€la,bl, [f(x) -=Tu(x)| <M

- m+1)°
pour tout f : [a, b] — R de classe C™ sur [a, b] et (n+ 1) fois dérivable sur ]a, b[ et M > O tel que [f D () <M
pour tout x €]a, bl.

Initialisation. Pour n = 0, il s’agit de 'inégalité des accroissement finis (Proposition 1.23) appliquée a f et
g(t) = Mt sur [a, x]. De plus Py(x) = f(a). Ce qui donne bien

f(x) = f(a)l < M[x — al.

Hérédité. Soit n > 1. Supposons H;,_1 vraie et montrons H,,. Soit f : [a,b] — R de classe C™ sur [a,b] et
(n + 1) fois dérivable sur Ja,b[ et M > 0 tel que [f+D(x) <M pour tout x €]a, bl. Posons, pour x € [a, b]

nop(k)
RGO = 100 - 3 19y
k=0 ’

x —a)k.

R est dérivable sur ]a, b[ et 'on a, comme dans la preuve du Théoréme 1.1,
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Or, f/ est de classe C™ ! sur [a, b] et n fois dérivable sur ]a, b[. De plus on a |(f')(™) (x)| = [f(**1)(x)] < M pour
x €]a, b[ par hypothése. On peut donc appliquer H,,_1 & f’ pour en déduire que

_Am
R < A=

n!
On applique I'inégalité des accroissement finis (Proposition 1.23) avec g(x) = M% et en notant que R(a) =
0 et g(a) = 0 on en déduit

(X _ a)n+1
Vx € [a,bl, [R(x)[ < g(x) = MW»

ce qui prouve H;. O

Notons qu’un énoncé similaire existe si on considére le bord b de I'intervalle [a, b]. Il suffit de prendre g(x) =

MO gansla preuve.
(m+11)

REMARQUE 1.4 (Comparaison des deux formules) : Les hypotheéses pour la formule de Taylor-Lagrange (f est
(n+1) fois dérivable sur ]a, bl et sa dérivée (n+1)-iéme est majorée) sont plus fortes que celles de Taylor-Young
(f est n fois dérivable en a), mais ’estimation du reste Ry (x) = f(x) — T,, (x) est meilleure. Pour Taylor-Young
ona Ry, (x) = o((x —xo)™) alors que pour Taylor-Lagrange on a Ry, (x) = O((x —x,)™""). De plus, la formule
de Taylor-Young est locale : le petit-o implique un voisinage (inconnu) de X, alors que la formule de Taylor-
Lagrange est valable sur tout l'intervalle [a, b].

1.3. Application aux fonctions usuelles

Plusieurs fonctions usuelles sont de classe C*°. En calculant leurs dérivées successives au voisinage de x = 0,
on peut en déduire leurs formules de Taylor explicites.

PropPoSITION 1.24

Au voisinage de x = 0 on a les formules suivantes pour les fonctions usuelles

x> X3 o
exp(x):1+x+i+§+...+ﬁ+o(x“), (x — 0),
) X3 X5 X7 o X2n+1 P
Sln(X):X—§+§—ﬁ+...+(—]) m‘i—o(x ), (X‘)O),
2 Xt 6 X .
COS(X)—]—?“V‘?_a‘F..‘F(—]) m-l—o(x ), (X-}O),
]]fx:]+x+x2+x3+...+x“+o(x“), (x — 0),
1
—— =1—x+x2 = +...+ (1) +o(x™), (x — 0),
14+ x
X2 %3 5
InT+x)=x——=—+—+...+ (1) '"— +o(x"), (x — 0).
2 3 n

Ces formules sont a connaitre par coeur, ou bien a savoir retrouver rapidement. On sera particuliérement attentif
aux différents signes, au coefficients (n! ou n) et aux termes constants (0 ou 1).

Démonstration. On applique la formule de Taylor-Young aprés avoir calculé les dérivées. On a
exp(0) =exp/(0) = ... =exp™(0) = 1.
Ensuite pour f(x) = sin(x) on a
29 (x) = (=1)*sin(x), D (x) = (=1)* cos(x),
donc f2%)(0) = 0 et f(2*+1)(0) = (—1)*. De méme pour f(x) = cos(x) on a

29 (x) = (=) cos(x),  FHFV(x) = (=1)*sin(x),
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) = (=¥ et f2k+1)(0) = 0. Pour f(x) = 11? = (1 +x)~" on rappelle la régle de dérivation
o’ (x)u*~", valable pour tout réel o. D’ott

) = (=N +x)7% () = (=D)=2)0+x)72, o FM () = (1) nl(1 X",

ce qui donne f(™)(0) = (—1)™n!. Le facteur n! se simplifie avec celui du polyndéme de Taylor et 'on obtient le
résultat. On en déduit

donc (2% (0

(u(x)*)’

T 1
T—x 14 (—x)
=1— (%) + (—x)* = (=) + ...+ (=D (=)™ + o(x™)
=T4+x+x2+x>4+...+x" +o(x™).

Enfin, pour g(x) = In(1+x) ona g(0) =0 et

1
Donc pour n < 1, g™ (0) = f=1(0) = (=1)""(n — 1)!. Avec le coefficient du polynéme de Taylor, on a

(n—1)! 1 5 ,
"= = &, d’ou le résultat pour In(1 + x). O

REMARQUE 1.5 : La proposition ci-dessus donne une forme explicite du polynéme de Taylor T, pour les
fonctions usuelles, ce qui permet de les tracer approximativement. On peut aussi utiliser la formule de Taylor-
Lagrange et obtenir une estimée numérique sur 'erreur.

T4(X
Y exp(X), T, (x) )
T2 (x)
: Yy
T (%) i I5f;
31X
sin(x)
] 1
% 0 g *
2
0 1 X

FIGURE 1.1 - Les fonctions exp et sin et leur polynéme de Taylor pour quelques valeurs de n au voisinage de 0. Plus
n augmente, plus le polynéme est proche de la courbe de la fonction.

EXempLE 1.8: 1. f(x) = exp(x) a lordre 4. On a

x2 %3 x4
T. 1 —+ —+ =
4(x)=T+x+ 5 + A +
La formule de Taylor-Young nous dit que f(x ) — Ta(x) = o(x*). De plus, pour x € [—M, M|, puisque f est
croissante et positive on a | exp(x)| < eM, et [f(™) (x)| = [f(x)| < eM pour tout n. La formule de Taylor-Lagrange
nous dit e Mars
X eV'M
Vx € [—M, M], lexp(x) — T4 (x)] < eM? <%
Par exemple, sur [ I, lexp(x) — Ta(x)| < 0.022, soit 2% d’erreur. En réduisant 'intervalle [-M, M], ot en
augmentant le degre n, on gagne en précision.
2. f(x) = sin(x) a 'ordre 5. On a
x> X
T, — Tt
s =x="5 4750

La formule de Taylor-Young nous dit que f(x) — Tn(x) = o(x*). De plus pour x € R, [f™)(x)| < 1, donc par
Taylor-Lagrange on a

|X|6 M6

6! — 720'

Par exemple, sur [—7, 71, | sin(x) — T5(x)| < 3.3 x 10~*. Les deux courbes sont quasiment superposées.

Yx € [-M, M], [sin(x) — T5(x)| < —
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Rappelons quand méme que ces formules sont valables localement, seulement au voisinage de xo. Lorsqu’on
s’en éloigne, f et T,, peuvent étre tres différents.
Ensuite, il est intéressant de se demander ce que donne la formule de Taylor-Young appliquée a un polynéme.

EXEMPLE 1.9 : Prenons P(x) = 3 4 x — 2x? + 6x> et calculons ses dérivées.
P/(x) =142(=2x) +3(6x%), P"(x)=2(=2)+3x2(6x), PP (x)=3x2(6), PY(x)=0.

On en déduit P(0) = 3, P/(0) = 1, P”(0) = 2!(=2), PBI(0) = 3!(6), PX)(0) = 0 pour k > 4. On peut donc

calculer les polynémes de Taylor associés a P :

To(x) =P(0) =3

Ti(x)=PO)+P'(0)x =3+x

Ta(x) = P(0) + /(0 + P3O =3 4 x — 222

T3(x) = P(0) + P/(0)x + P/;(,O)xz + P[Z]'(O)x3 34 x— 22 466 = P(X)

et T, (x) = P(x) pour n > 4. Ainsi, ’'approximation d’un polyndme par un un polynéme n’est autre que lui-méme,
ou bien sa restriction a un degré inférieur.

L’exemple ci-dessus n’a rien d’une coincidence, la formule de Taylor-Young est exacte pour tout polynéme P si
T, est de degré aussi grand que celui de P.

PRroPoOSITION 1.25

Soit P un polynéme de degré d défini par
P(x) = ao+ arx+ axx®> +...+aqx% = Z axx®
avec aq # 0. Alors, au voisinage de 0, le polynome de Taylor T,, associé a P

Y oaxk, sin<d
Lalbd) = { P(x) sin > d.

Autrement dit, la formule de Taylor-Young est exacte pour n > d, P(x) = T, (x), sans reste.

Démonstration. P est de degré d donc P(¥)(x) = 0si k > d. De plus on a
d
Z)]—1 (G—k+ a7k
j=k

donc, en x = 0 le seul terme non-nul est celui ot1j = k, soit P(*)(0) = k(k —1)...Tax = klay. D’ou

n n n
P (0 kla
x) = E = E k'kxk: E apxk.
k=0 k=0 k=0

En distinguant selon le cas 1 < d et n > d on retrouve le résultat annoncé. O

Notons que ce résultat est vrai au voisinage de n’importe quel point a € R, en remplacant x par x — a dans
I’énoncé et dans la preuve.

Une derniére formule usuelle sera trés utile pour la suite. On rappelle que la fonction f(x) = (1+x)* est définie
sur ] — 1, +oo[ par f(x) = exp(ecIn(1 + x)) pour & € R et coincide avec les fonctions puissances pour & € Z. De
plus pour tout « € Retx €] — 1,+oo[ on a

f/(x) = a1 4 %)%
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PRoOPOSITION 1.26

Au voisinage de x = 0, la formule de Taylor-Young donne

(14+%)% =14 o+ 2oy 2 4 alala2),s || sleclle-eolaontllyn o), (x — 0).

Démonstration. Avec f(x) = (1 +x)*ona
f'(x) =a(14+x)*", X)) =ala—1)1+x)*2, ... fx)=ala—1)...(a—n+1)(1+x)*™
Donc f(0) =1 et
f0)=a,  f"(0)=a(ax—1), fM0)=a(a—1)...(x —n+1).
On remplace dans la formule de Taylor-Young et on obtient le résultat. O

1 .
EXeEmMPLE 1.10: Pour & = = on a, au voisinage de x = 0,

2
1 11 _q Tl _1yil=>2
mzwrix—z(zy )x2+2(2 3),(2 )x3+o(x3),
— 1. 1, 153 3
_1+2x g~ +16X +o(x?). (1.1)

REMARQUE 1.6 : Si &« = n € N, la formule ci-dessus s’arréte au dela de 'ordre 1 (tous les termes suivants
sont nuls), ce qui est normal car dans ce cas (1 + x)™ est un polyndme de degré n. On peut aussi calculer ses
coeflicients via la formule du bindme de Newton et comparer avec la formule de Taylor-Young ci-dessus.

1.4. Développements limités

Soit xo € R, f: I — R avec xo € L. On dit que f admet un développement limité (abrégé DL) a I'ordre
1 € N en xo s’il existe un polynéme P;, de degré n tel que

n
= Pr(x—%0) + 0xo (X —%0)™) = D ar(x —x0)* + 0y, (x —x0)™).
k=0
Le polynome P,, est appelée partie réguliére du DL et la différence R,, = f — P;, est appelée reste du DL.

En particulier, pour une fonction suffisamment dérivable, la formule de Taylor-Young (Théoréme 1.1) fournit un
développement limité avec P, (x —xo) = Ty, (x), et la Proposition 1.24 donne des exemples de DL en 0 a un un ordre
N arbitraire.

PROPOSITION 1.27

1. Si f admet un DL a I'ordre 0 en X, alors f est continue en xg et f(xo) = ag

2. Si f admet un DL a I'ordre 1 en X, alors f est dérivable en x¢ et f'(xg) = a;

Démonstration. 1. Si f(x) = ap + o(1) alors en prenant x — X on a f(x) — ap. 2. Si f(x) = ap + aj(x —xo) +
o(x —xg), alors f(xp) = ag et
y f(x) —f(xo)
im ———— = q,
X—X0 X*XO

donc f'(xo) = as. O
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@ Cette proposition est fausse au dela de n = 1, comme le montre 'exemple suivant. Ainsi, la notion de
développement limité est un peu plus générale que la formule de Taylor-Young, car elle existe pour des
fonctions qui ne sont pas plusieurs fois dérivables.

ExemMpLE 1.11: I =Ret f(x) = x'%sin(x1°°) six # 0 et f(0) = 0. f admet un DL en 0 a I'ordre 99. En effet

) x[T00
lim

x—0 [x[7?7 ~ x—0 [x|??

donc f(x) = 0 4+ o(x”?). En revanche, f n’est pas deux fois dérivable en 0. D’aprés la proposition précédente, on a
f(0) = £/(0) = 0. Mais pour x #~ 0, on a

100 ~100)

/(x) = 100x”7 sin(x~'1°0) — - cos(x ,

donc # n’a pas de limite finie en 0.

Remarque : le fait que tous les termes du DL soient nuls n’a rien de particulier ici. Par exemple f(x) + e* admet
un DL a Pordre 99 de partie réguliére non nulle sans étre deux fois dérivable.

ProprosiTIiON 1.28
Si f admet un DL en X a 'ordre n, alors f admet un DL en xo a I'ordre n — 1. Explicitement, si
f(x) =ao+ a1 (x —xo) + ... an_1(x = %)™ " + an(x —x0)™ + o((x — x0)™).

alors
f(x)=ao+ar(x—x%0) 4+ ... an_1(x—%x)""" +o0((x —x0)™ ).

Démonstration. C’est la conséquence directe des propriétés sur les petits-o :

n—]) n—])‘

(x=x0)" =o((x=x0)" "),  ol(x—x0)") = o((x —xo)

ProPosITION 1.29: UNICITE DU DL

Sif(x) =Pn(x—x%0) +0o((x —x0)™) et f(x) = Qn(x —x0) +0o((x —x0)™) avec Py, et Q, deux polynémes
de degré n. Alors P, = Qn.

Démonstration. On procede par récurrence sur n, avec H;, la proposition ci-dessus.

Initialisation. Si f = ag + 0y, (1) alors ap = f(x¢) est unique d’aprés la Proposition 1.27.

Hérédité. Soit n > 1 telle que Hy,_1 est vraie. Supposons que f(x) = Pn(x — xo) + o((x — xo)™) et f(x) =
Qn(x —x0) +o((x —x0)™) avec Py, et Qn deux polyndmes de degré n. Posons

Po(x—%x0)=ap+aj(x—xg) +...+an(x—xo)", Qnix—x%0) =bo+br(x —%0) + ...+ bn(x—x0)™.
D’aprés la proposition précédente, f admet les DL suivant en xp a lordre n — 1 :
f(x) =ao+ar(x —xo) + ...+ an_1(x —x0)" " +o((x —x0)"")

et
f(x) =bo+b1(x—=%0) + ...+ bn1(x—x0)" " +0((x —x0)™ ).

Par hypotheése de récurrence, on a ap = bp, a; = by,...an_1 = by_1. On en déduit
Pr(x —x0) — Qn(x —%0) = (@n —bn)(x —x0)".

De plus, on sait que P (x — xp) — Qn(x —x0) = o((x — x¢)™) car P;, et Q,, sont parties réguliéres du DL de f en
Xo a l'ordre n. Donc
an — by = 0y, (1).

Or a,, — by, est une constante indépendante de x. Donc a,, = by, et P, = Qn,. O
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REMARQUE 1.7: © fadmetunDL alordre n au voisinage de X si et seulement si t — f(xo +t) admet un
DL al'ordre n au voisinage de 0. Ainsi on a donc, de facon équivalente

f(x) =ao+ ai(x —xo) + ...+ an(x —x0)™ + 0x, ((x —x0)™)
ou
flxo+t)=ap+art+...+apt™ +o0o(t").

On peut donc toujours se ramener a un DL au voisinage de 0.
® Six — f(x) admet un DL & 'ordre n. en 0, alors pour tout A # 0, x +— f(Ax) admet un DL 4 'ordre n en 0
donné par
f(AX) = ao + Aarx + A%axx? + ... + AManx™ + o(x")

ol ap, aj,...ay sontles coefficients du DL de f. Par exemple, A = —1 permet de déduire le DL de In(1—x)
a partir de celui de In(1 + x), donné en Proposition 1.24.

ProPosITION 1.30: DL ET PARITE
Soit f : I — R avec O € I telle que f admet un DL a 'ordre n en 0, de la forme

f(x) =ap+arx+...+ anx™ +o(x")

Alors :
© Sif est paire, tous ses coefficients impairs sontnuls : a; = a3 = ... = a1 =0.
© Sif est impaire, tous ses coefficients pairs sontnuls: ap = a; = ... = azx =0.

Démonstration. Sif est paire, f(x) = f(—x), donc
Ao + a1X 4+ @xX? ...+ anx™ +o(x™) = ag — a1x + axx? + ...+ (=) anx™ + o(x™)
Par unicité du DL on a ax = (—1)*ay, donc azi;1 = 0. On procéde de méme pour f impaire. O

Par exemple, les DL de sin et cos, donnés en Proposition 1.24, ne contiennent que des termes impairs et paires,
respectivement. Cette propriété est trés utile pour vérifier certains calculs.

Soit xo € R, f: I — R avec xo € L. On dit que f admet un développement limité fort (abrégé DL fort) a
lordre n € N en x¢ s’il existe un polynéme P, de degré n tel que

f = Pn(x —X0) + Oxo (x =%0)™") = ) arc(x —%0)* + Oxo (x —x0)™*1).
k=0

REMARQUE 1.8 : Si f admet un DL fort en X a 'ordre n alors f admet un DL en xg a I'ordre n, car O((x —
x0)™1) = o((x—x0)™), mais la réciproque n’est pas vraie. Pour une fonction suffisamment dérivable, la formule
de Taylor-Lagrange (Théoréme 1.2) fournit un DL fort. Dans la Proposition 1.24, les fonctions sont de classe C*°.
On peut donc appliquer Taylor-Lagrange et remplacer les o(x™) par des O(x™*"). Par exemple

2
exp(x) =1+ x+ % + 003

est un DL fort de exp en 0 a 'ordre 2.
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Opérations sur les DL
On rappelle quelques propriétés utiles sur les petits-o (avec xo = 0 pour simplifier), que ’on va utiliser plusieurs
fois dans cette section, sous I'appellation « régles de calul sur les petits-o » :
o(Ax™) = Ao(x™) = o(x™), Yym>n, x™=o(x"), Ym>n, o(x™)=o0(x"),

mais aussi
o(x™) +o(x") = o(x"),

et

n+m) n+m).

o(x™)o(x™) = o(x , xMo(x™) = o(x

Enfin, pour limiter les erreurs, on écrit toujours la partie réguliére d'un DL on ordonnant les puissances par ordre
croissant : ag + aj(x —xo) + ...+ an(x —xo)™.

On rappelle enfin que si P est un polyndéme de degré n donné par P(x) = Y 1, axx", la troncature de P a
'ordre m < n est le polyndome Q de degré m donné par Q(x) = Y %, arxk.

PRoOPOSITION 1.31: TRONCATURE D’UN DL

Si f admet un DL a ordre n en x¢ de partie réguliére Py, alors f admet un DL & 'ordre m en x¢ pour tout
m < M. Sa partie réguliére est la troncature de P;, a 'ordre m.

Démonstration. Si
f(x) = ao+ a1 (x —%0) + ... an—1(x —x0)™ ' + an(x —x0)™ +0((x —x0)™).

alors pour m < n
f(x) =ap+aj(x—x%x0) +...am(x —x0)™ +o((x —x0)™).

En effet, avec les regles ci-dessus, on a
Ami1(x —=%0)™ + ...+ an(x —x0)" +0((x —x0)™) = o((x —x0)™)

pour m < m. O

1.5.1 Somme et produit

ProposiTION 1.32: SoMME DE DL

Sif(x) =Pn(x—x0)+o0((x—%0)™) et g(x) = Qn(x —x0) +0o((x —x0)™) avec Py, et Qn deux polynémes
de degré n, alors f 4+ g admet un DL en x¢ a l’ordre n donné par

(f+9)(x) =Pn +Qn +o((x —x0)").

Démonstration. C’est la conséquence directe de o((x —xo)™) + o((x —x0)™) = o((x — x0)™). O

ExempLE 1.12: Calculonsle DL en O et al’ordre n des fonctions cosh(x) = (e*+e ) /2 etsinh(x) = (eX—e ™)/2.
D’apreés la Proposition 1.24,

2 3 n
X _ X X n
e =T+x+ o1 + 30 +...+ o + o(x™),
2 3 n
X X X
e X=1—-x+———=—+...+(—1)"— +o(x").
2! 3! n!

Donc, en sommant les deux et en divisant par 2 :
2 4 2k

cosh(x) = 1+ % + % T (’;k)! To(x®),  (x—0),
pour n = 2k. De méme
. 345 Y 2K+ et
smh(x):x—&-y—i-ﬁ—i—...—&—m—i—o(x ), (x — 0),

pour n = 2k + 1. A comparer avec les DL de cos et sin.
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ProposiTION 1.33: PRoDUIT DE DL

Si f et g admettent un DL a 'ordre n en x¢, de parties réguliéres respectives Py, et Qn, alors fg admet un DL
alordre n en xo. Sa partie réguliére est la troncature de P, Q, a l'ordre n.

Démonstration. On a

f(x)g(x) = (Pn(x —x0) + o((x —x0)™))(Qn(x — x0) +0((x —x0)™))
=Pn{x —x0)Qn{x —x0) + Pn(x —x0)o((x —x0)™)
+ Qnlx —x0)o((x —x0)™) + o((x —x0)™)o((x —x0)™).

Or Py (x —x0) = Oy, (1), donc
Pr(x —x0)o((x —x0)™) = Ox, (1)o((x —x0)™) = o((x —x0)™).

De méme, Qn (x — x0)o((x —x0)™) = o((x — x0)™). De plus, o((x — x0)™)o((x —x0)™) = o((x —x0)*™) =
o((x —xp)™). Enfin, P,, Q,, est un polyndéme de degré 2n. Notons co, €1, ... Can ses coefficients, de sorte que

Pa(x —%0)Qn(x—%x0) = co+ci(x—x0)+...+cnlx—%x0)"

n+1 4 )Zn

+ cnp1(x —xp) cooFean(x—x%0

= cotci(x—x0)+...+cnlx—x0)" +0o((x —%x0)™).

En effet, d’apreés les régles de calcul sur les petits-o

Cnp1 (X —x0)™ T 4+ can(x —%0)2™ = o((x — x0)™).

Finalement
f(x)g(x) =co+ci(x—xp) +...+cn(x—%x0)™ +o((x —x0)™).
O

En pratique on retiendra que si on fait un calcul a Pordre n, tous les termes d’ordre supérieur sont « absor-
bés » dans le o(x™).

ExempLE 1.13: Calculons un DL d’ordre 3 en O de la fonction f(x) = sin(x) cos(x). D’aprés les DL usuels (Propo-
sition 1.24) on a

sin(x) = x — % Fo(x3),  cos(x)=1— % +o(x3)
Donc
x3 x?
sin(x) cos(x) = (x — < +0(x*))(1 — = 4+ 0o(x3))
_ x? 5, X X X 5 X s 3 3
7x—7—|—xo(x )—f—i—ﬁ—?o(x )+ o(x )—70(7( )+ o(x”)o(x).

Or, d’apres les regles de calcul sur les petits-o,

XS X3 2

xo(x3) + 7 zo(x3) +o(x3) — X70(x3) +o0(x3)o(x?) = o(x?).

Donc

sin(x) cos(x) = x — §x3 +o(x3).

I REMARQUE 1.9: Les formules de somme et de produit des DL ont un analogue naturel dans le cas des DL forts.
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1.5.2 Composition, inverse et fonction réciproque

PROPOSITION 1.34: DL D’UNE FONCTION COMPOSEE

Soit f une fonction admettant un DL en a a 'ordre n, de partie réguliére P. Soit b = f(a) et g une fonction
admettant un DL en b a l'ordre n, de partie réguliére Q. Alors g o f admet un DL en a a 'ordre n, dont la
partie réguliére est la troncature a I’'ordre n du polyndéme Q(P(x) — b).

Démonstration. Ona g(y) = Qn(y —b) + ou((y —b)™) au voisinage de b = f(a). Donc en posant y = f(x) on a
y — b lorsque x — a. On en déduit

g o f(x) = Qn(f(x) =b) + 0a((f(x) = b)), (x = 0)

De plus on a f(x) = P(x) + 0q((x — a)™) avec P(x) = b+ a1(x — a) + ... + an(x — a)™. En particulier,
f(x) —b = Oq4(x — a), donc en utilisant les régles de calcul

0a((f(x) = b)) =04 ((Oalx —a))™) = 04 (Oal(x —a)™)) = 0a((x — a)™).
Posons ensuite Q(y —b) =bg +b1(y —b) +ba(y —b)2 +...+ba(y—b)™. Onapourk > 1
(f(x) =0)* = (P(x) = b+ 0q4((x —a)™)* = (P(x) = b)* + 0a((x —a)")
ot on a utilisé les régles de calcul et le fait que P(x) — b = 0q(1). Dot par linéarité

Q(f(x) =b) = Q(P(x) —b) + 0al(x —a)™)
Donc
gof(x) = Q(P(x) —b) +oallx —a)").

Enfin, Q(P(x) — b) est un polydome de degré n?, mais seuls les termes de degré inférieur ou égaux a n ne sont pas
absorbés dans le o4 ((x — a)™). O

Notons le changement de point de calcul : la propriété ne s’applique que si ’on connait le DL de f en a et le DL
degenb =f(a).
EXeEMPLE 1.14: Calculons un DL de exp(sin(x)) en 0 a I'ordre 4. D’aprés les DL usuels (Proposition 1.24) on a
3
sin(x):x—z—i—o(x“), x—0

En particulier limy_,o sin(x) = 0. On a donc besoin du DL de exp en sin(0) = 0, qui est

2 3 44
exp(y):1+y+%+%+%+o(y4).
Donc, pour y = sin(x)
3 1 3 2 3 3
exp(sin(x)) = 14+x— % +olx')+ 5 <x— % + o(x4)) +2 (x— % + o(x4)>

1 x> 4 ! X3 4\\4
+24<X—6+0(X )) +O<(X_6+O(X D)

On développe ensuite chaque puissance, en ne gardant que les termes qui ne sont pas négligeables devant x* :

(x— % +o(x4))2 — 2 —z% Lo(xt),
(x— % + o(x4)>3 =x3 +o(x*),
(x— % + o(x4))4 =x*+o(x1),

3

o((x— % + o(x4))4) — o(xM).
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On a donc, en rassemblant les termes,

exp(sin(x)) =1+ x—

REMARQUE 1.10 (Application au DL de % et é) : Supposons que f admette un DL en O de la forme

f(x) = ao + arx + axx? + ... + apx™ + o(x")

avec ap # 0. Alors on peut calculer le DL suivant :

1 1 1 1

f(x)  ao+arx+ axx2+...+anx™ +o(x")  apl + aix+ g—éxz+...+z—;‘x“+o(x“)’
et composer par le DL de ﬁ alordreneny =0:

1
- =1 2P (=™ n,
Ty y+y -y’ +...+ =Dy " +o(y")

En remplacant y = %;x + %xz + .o+ ?T;‘x“ —+ o(x™) et en ne conservant que les termes non négligeables
devant x™, on obtient un DL de 1? al’ordre n en 0.

Avec la formule du produit de DL, on peut ainsi calculer le DL de é =fx 15 en X sil'on connait le DL de f
et de g en xo, et si g(xo) # 0.

REMARQUE 1.11 (Application au DL des fonctions réciproques) : Soit f : I — R avec 0 € 1. On suppose f
continue et strictement monotone sur I, avec f(0) = 0. Ainsi f réalise une bijection de I dans f(I). Supposons
que f admette un DL a l'ordre n en 0, avec f'(0) # 0. Alors, en utilisant la composition, on peut montrer que la
fonction réciproque f~' admet un DL a I’'ordre n, que I'on peut calculer en utilisant la relation f o f~'(x) = x et
I'unicité du DL.

ExeMPLE 1.15: f(x) = sin(x) au voisinage de 0. f~' = arcsin(x). On a

sin(x) = x — — + o(x3).
On cherche donc un DL de la forme
: _ 2 3 3
arcsin(x) = a;x + axx” + azx” + o(x)

car arcsin(0) = 0. On compose ensuite

. 3
x = sin(arcsin(x)) = arcsin(x) — w + of(arcsin(x))?)
3,3
= a;x + arx® + azx® — % +o(x?)
3
x = arx + axx? + <a3— (aé) ) +o(x3). (1.2)

Par unicité du DL on identifie les coefficients de la partie réguliere a gauche et a droite. Onendéduita; =1,a; =0

3
et az — % =0, soit a3 = . On vérifie au passage que a; = arcsin’(0) = 1. Finalement,

arcsin(x) = x + %x3 +o(x3).
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1.5.3 Primitive et dérivée

PRrRoPOSITION 1.35: DL D’UNE PRIMITIVE

Soit f : T — R dérivable, et supposons que f’ admet un DL d’ordre n en x, de la forme

2

f'(x) =ag +arj(x —xp) + az(x —%x0)* 4+ ... +an(x —x0)™ +o((x —x0)™).

Alors f admet un DL d’ordre n + 1 en %o, donné par

an
n+1

)n+1)‘

f(x) = f(xo) + ao(x —x0) + %(x—xo)z + %(x—xo)3 + ...+ (x —x0)™" + o((x — xo

Démonstration. Posons
an

n+1
n+1 )

R(x) = fx) = f(x0) + a0 (x = x0) + 5 (x = X0} + S (x —x0)* +... == (x = Xo)
R est dérivable et I’'on a
R'(x) = f'(x) — ap + a1 (x —x0) + az(x —%0)? + ... an(x —xo)™.

Par hypothése R’(x) = o((x — x¢)™). Soit € > 0 et soit & > 0 tel que

Vx €lxo — &, xo + «f,  [R'(x)| < elx —xo[™
Pour x > X, posons g(x) = e%, de sorte que g’(x) = elx —xo[™ et [R’(x)| < g’(x) pour x € [x0,x0 + «&l.
On applique 'inégalité des accroissement finis (Proposition 1.23), en remarquant que R(xp) = g(xo) = 0, ce qui
donne

‘X*XO‘“Jf]
R(x)| < e " 55—
— n-+1
On procéde de méme pour x < X avec g(x) = g% et on déduit l'inégalité ci-dessus pour tout x €
X0 — &, X0 + af. Donc R(x) = o((x —xo)™*1). <

EXEMPLE 1.16 : Retrouver le DL de In(1 + x) & partir du DL de 11? donné en Proposition 1.24 (calcul laissé au
lecteur).

REMARQUE 1.12: Il n’est pas toujours possible de dériver un DL. Considérons par exemple la fonction f(x) =

x3 sin(X]—z) pour x # 0 et f(0) =0.0n a

f(x)
X2

lim =0

x—0
donc f(x) = o(x?) et f admet un DL d’ordre 2. Cependant, pour x # 0
/(x) = 3x? sin(g—z) — Zcos(g—z).
A cause du second terme, cette expression n’admet pas de limite en 0, alors que

lim 1‘()()7—0 =0.

x—0 x—0

Donc f est dérivable en 0 mais f’ n’est pas continue en 0, donc f’ n’admet pas de DL en 0.

ProprosiTION 1.36

Soit f : I — R, n fois dérivable en xo € I. Alors f admet un DL & I'ordre n en x¢ et f’ admet un DL a ’ordre
n—1lenxpetlona

f(x) =ap+ai(x—xp) +...+an(x—%x)™" +o((x —x0)™)

et
f'(x) = a1 +2a2(x —x0) + ...+ nan(x —x0)™ ' +o((x —x0)™ ).

Démonstration. Laissée au lecteur. Utiliser la formule de Taylor-Young. O
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1.6. Développements asymptotiques [Hors Programme]

[Cette partie n’a pas été vue en cours et n’est pas exigible en colle ou en examen.]

Toute la théorie des développements limités se fait au voisinage d’'un point xo € R. En particulier on ne peut
pas prendre xo = Fo00. Cependant, les relations de dominance, prépondérance et équivalence sont bien définie
en +00. Ainsi au voisinage de l'infini, on peut s’inspirer des développements limités pour étudier les propriétés
asymptotiques d’une fonction.

Plut6t qu’une théorie générale, on se contentera de quelques cas intéressant illustrés par des exemples. Les
énoncés suivants discutent le cas en 400, mais I’étude en —oo est analogue.

Soit f : I — R avec I voisinage de +00. On dit que f admet un développement asymptotique (abrégé DA)
ou développement limité généralisé a 'ordre n en +oo s’il existe un polynoéme P tel que

f(x)=P (1> +o0 (L) , (x = 400).
X X

REMARQUE 1.13: (© L’existence d'un DA implique que limy_,, f est finie.
® L’expression P(%) n’est pas un polynéme mais a des propriétés similaires.
® Auvoisinage de +ooonax ™ = o(x™™) pour 0 < n < m. On écrit donc les puissances négatives par
ordre décroissant. En pratique, on pose x = % et on se raméne aux calculs de DL en 0.

ExempLE 1.17: f(x) = —v/3 +x + x? en +00. On pose x = % avec t > 0 ce qui donne

f(x):t\/3+%+t]—2:\/3t2+t+1

1 1 1 11
VI4t+3t2=1+ E(t+3t2) — g(t+3t2)2+o(t2) =T+5t+ §t2+o(t2)

Donc, en revenant a la variable x, f admet un DA a I'ordre 2 en +o00, donné par

1 11 1
f(X):1+7+ +0(2>.
X

1
X

Au voisinage det =0 on a

x| 8x2

Soit f : I — R avec I voisinage de +o00. On dit que f a une asymptote polynomiale P de degré d en 400 si

f(x) = P(x)+0(1) = agx®+... + a1x+ ao + o(1), (x — +00).

REMARQUE 1.14: 1. L’existence d’'une asymptote polynomiale de degré d > 0 implique que limy_,, f est
infinie.

2. En+ooonax™ = o(x™) pour 0 < n < m, alinverse de xo = 0. On écrit donc les puissance dans l'ordre
décroissant.

3. SiP = a; ou P = a1x + aop, on retrouve les notions d’asymptote horizontale et oblique.

4. Pour trouver la courbe polynémiale asymptote a f, on cherche (si elle existe) la plus grande puissance x¢ tel

que limy 00 % = aq avec aq € R. Puis on recommence avec f(x) — aqxd, etc.
5. Sion connait I’asymptote polynomiale P d’une fonction f, on peut étudier sa position relative, donnée par le

premier terme non nul du DA de f — P.

6. La notion d’asymptote polynomiale est beaucoup moins générale que les DL et les DA. De nombreuses fonc-
tions de classe C* sur R n’ont pas d’asymptote polynomiale. C’est le cas de f(x) = exp(x).
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2
EXEMPLE 1.18: f(x) = 2 =X +x+3 e 400, Ona

x2+1
. f(x
lim (—2) =2.
X—+o0o X
. o 2
Ensuite, on a f(x) — 2x% = % donc

lim f(x) —2x? = —3.

X—+00

Ainsi, f a pour asymptote polynémiale P(x) = 2x? — 3 en +o0. De plus,

x+6 146 6+t
f0) =Pl = 7 :iz+1 RS
t

1

oul'on a posé x = ¢ avec t > 0. On calcule un DL au voisinage de t = 0 :

6+t

TI?E:(&2+ﬂU—4?+ohﬂ):t+6€+oﬂ%.

Finalement, f — P admet un DA 4 I’ordre 2 en +oco
1 6 1
f(x) =P(x)=-+—5+o <2)
X X X

En particulier f — P > 0 au voisinage de +o00, donc la courbe de f est au dessus de celle de P.



2.1.

2 INTEGRATION

@ Objectifs :

® Fonctions en escalier et intégrale au sens de Riemann
® Théoréme fondamental de I’analyse

® Calcul de primitives (intégration par parties, changement de variable, décomposition en éléments
simples,...)

Motivation : aire sous une courbe

Y /y:e" y y:ex

AT a4 A

L’intégrale d’une fonction f est définie formellement comme ’aire sous la courbe, délimitée par deux points a et b
de son ensemble de définition. Si une telle aire A existe, on I'appelle intégrale de a 4 b de f, que 'on note

A= Jb f= Jb f(x)dx.

a a
Une théorie mathématique de I'intégrale répond a deux questions, quasiment indépendantes :
1. Quelles sont les fonctions pour lesquelles 'intégrale est bien définie ?
2. Pour ces fonctions, comment calculer I'intégrale ?

Une approche naturelle est de se ramener & I’aire la plus simple : celle d’un rectangle. En approximant f par une
fonction constante par morceaux, on peut espérer calculer A de facon approchée.

Cette approche par discrétisation est utilisée depuis la Gréce antique pour calculer certaines aires, mais c’est
au XVIleme siécle qu'Isaac Newton (1642-1727) établit un lien remarquable entre 1'intégrale d’une fonction et sa
primitive. C’est le théoréme fondamental de ’analyse, généralisé ensuite par Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716),
qui invente au passage la notation infinitésimale. Le symbole [ doit ainsi étre compris comme un « S » étiré, qui
signifie « somme » sur tous les éléments infinitésimaux dx de 'intervalle [a, b].

Cependant, ce calcul infinitésimal ne s’applique qu’aux fonctions suffisamment réguliéres, et il faudra ensuite
attendre les travaux du mathématicien allemand Bernhard Riemann (1826-1866) pour répondre complétement a la
premiére question. C’est I'intégrale dite au sens de Riemann, que nous allons étudier dans ce chapitre.

Intégrale des fonctions en escalier

Dans toute cette section, on ne considére que des intervalles [a, b] C R qui sont fermés et bornés, et on notera
K=RouC.

Une subdivision de [a, b] est une famille finie 0 = (ao, ..., a,) telle que

a=aq<aq<...<ap=>b

29
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Notons qu’une telle subdivision contient n + 1 points et 1. sous-intervalles de [a, b].

Soit f : [a,b] — K. On dit que f est en escalier s’il existe une subdivision ¢ = (ao,...,a,) de [a,b] et
AMy...yAn € Ktel que
vie{l,...,n}, Vx€lai_1,aqil, f(x)=2Aq

On note £([a, b],K) ’ensemble des fonctions en escalier sur [a, b] & valeurs dans K.

REMARQUE 2.1: © On dit que la subdivision o ci-dessus est adaptée a f.
©® Cette définition ne mentionne que les intervalles ouverts Ja;_7, a;[, mais ne requiert aucune condition

sur f en aj.

A
*
A3
—T
4
D
| | | |
f | I | | d X
(¢%) aj (05 as ag n
[ ]
O e O)
A2
o

FIGURE 2.1 - Exemple de subdivision et de fonction en escalier. Son intégrale est la somme (relative) des rectangles.

Soit f € £([a, b],K) et 0 une subdivision adaptée a f. On définit 'intégrale de f relativement a o par

n

I(f,0) = > Ailai—ai1)

i=1

REMARQUE 2.2: © SiA; > 0, onretrouve l'aire d’un rectangle de hauteur A; et de base a; — ai_1
® SiA{ <0, on alaire relative —[Ai|(a; — a;_1)
® SiA € C laformule reste valable méme si 'interprétation en terme d’aire est moins évidente. On a A =
o+ if avec o, B € R, et [(f, 0) est & valeur complexe.
® La définition ci-dessus ne dépend pas des valeurs f(a;).

ExempLE 2.1: La fonction signe modifiée, définie par

1 six > 0,
f(x) =< 2022 six =0,
—1 six < 0,

est une fonction en escalier sur [—1, 1], avec une subdivision adaptée 0 = (—1,0,1).Ona [(f,0) =—1+1=0
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Soit 0 = (ag,...,an) une subdivision de [a, b]. On dit que ¢’ est une subdivision plus fine que o, noté
o< o’,si{o} c{o'}, ou{o} ={ap,...,ank

Une subdivision plus fine ajoute des points a la subdivision initiale, et contient donc plus de morceaux. Par
exemple (—1,—0.5,0,0.5, 1) est une subdivision plus fine que (—1,0, 1) sur [—1, 1]. Ce n’est pas le cas de
(—1,—0.5,0.5,1) car elle ne contient pas le point 0 de la subdivision initiale.

ProprosITION 2.1
Soit f € £([a, b],K) et 0 une subdivision adaptée a f. Si 0 < o, alors ¢’ est aussi adaptée 4 f et 'on a

I(f) U) = I(f) U/)

Démonstration. Soit 0 = (ao,...,0n) et 0’ tel que 0 < 0’ On ne traitera que le cas ou o et ¢’ différent par un
seul point a’. Soit k tel que a’ €]ayx_1, axl. Sur cet intervalle, on a f(x) = Ayx. Donc sur les intervalles Jax_1, a’[
et Ja’,axl[ on a f(x) = Ax. Donc o’ = (ag,...,ax—1,a’,ak,...,an) est aussi adaptée a f. De plus, puisque

ax —ax—1 = (ax—a’)+(a"—ax_1),ona

hE

I(f,o) = ) Ailai—ai1)
i=1
k—1 n
=) Alai—aia) +Alac—a)+ (@ —ac 1)+ Y Ailai—ai)
i=1 i=k+1
=1(f, 0’).
La preuve générale est analogue. O

PROPOSITION 2.2
Soit f € £([a, b],K) et 07, 02 deux subdivision adaptées a f. Alors I(f, 07) = I(f, 02). L’intégrale des fonc-

tions en escaliers est donc indépendante du choix de la subdivision, on la note

Jb f ou Jb f(x)dx e K.

a a

Démonstration. On considére o’ définie par {0’} = {071} U {02}, de sorte que 07 < 0’ et 03 < ¢’. Donc d’aprés la
proposition précédente, I(f, 01) = I(f, 0’) = I(foz). O

PROPOSITION 2.3: LINEARITE

Soit f, g € £([a,b],K) et c € K. Alors f+ g € £([a, b],K) et cf € £([a, b],K). De pluson a 0 € £([a, b],K),
ou 0 est la fonction identiquement nulle.

De plus on a
b b b b b b
J (f+9)=J f+J g, J (cf):cJ' f, J 0=0.

Démonstration. Soit o et 0y deux subdivisions respectivement adaptées a f et g. On note {A;} et {u;} les valeurs
de f et g sur chaque intervalle de leurs subdivisions. On considére o’ définie par {o'} = {0} U {04}. Sur chaque
intervalle de 0" on a f(x) 4 g(x) = A{ 4 1 pour un certain i et j. Donc ¢’ est adaptée a f+-get f+g € £([a, b], K).
De plus on a

b b b
J (f+g)=1(f+g,c/)=1(f,o’)+1(g,o'>=I(f,cf)+1(g,og)zj f+j g.

a



CHAPITRE 2. INTEGRATION 32

On a utilisé la Proposition 2.2 et le fait que I(f + g, 0’) = I(f, 0’) + I(g, 0’) pour toute subdivision adaptée  la fois
af et g. Cette propriété s’obtient en revenant a la définition de I(f, o).
Par ailleurs, sur chaque intervalle de o¢, on a cf(x) = cA; pour un certain i, donc o¢ est adaptée a cf et

cf € £(la, b],K). De plus on a

b

Jb(Cf) = id\i(ai —ai 1) = Cih(ai —ai 1) = CJ f
a i=1 i=1

a

Enfin, la subdivision (a, b) avec A; = 0 est une subdivision adaptée a la fonction nulle, donc 0 € £([a, b],K) et 'on
a b
J 0=0(b—a)=0.

a

O

REMARQUE 2.3 : La premiére partie de la proposition nous dit que £([a, b], K) est un espace vectoriel sur le
corps K, c’est en fait un sous-espace vectoriel de KI*?! = {f : [a, b] — K}. En effet f 4+ g définit le groupe abélien
(€(la,b],K), +) dont I’élément neutre est la fonction nulle 0, et cf définit la multiplication par un scalaire c,
compatible avec +. Par exemple c(f + g) = cf + cg.
La seconde partie de la proposition nous dit que
&(la,b,K) — K
f — [Of

est une application linéaire.

REMARQUE 2.4 : Dans la suite on utilisera aussi la notation £([a, b], R,.) pour les fonctions en escalier & valeurs
positives. Cependant, on gardera bien en téte que R n’est pas un corps et que £([a, b], R ) n’a pas la structure
d’espace vectoriel.

PROPOSITION 2.4: MONOTONIE

b b
On suppose que K = R. Soit f, g € £([a, b], R) tel que f < g sur [a, b]. AlorsJ f < J' g.

a a

Démonstration. Soit 0 = (ap, ..., an) une subdivision adaptée a f et g (une telle subdivision existe toujours quitte
a prendre une subdivision plus fine). Notons A; et i les valeurs de f et g sur Ja;_1, ai[. Par hypothése, onaA; < p;

pour tout i. Donc
b

b n n
J f= ZN(ai—aiq) < Zui(ai—aiq) SJ g.
a i=1 i=1

a

PROPOSITION 2.5: INEGALITE TRIANGULAIRE

Sif € £([a, b],K), alors

Démonstration. On rappelle I'inégalité triangulaire sur K :

z1 4+ ..o+ znl <zl + .. znd &

n n
ZZi < Z |zil
i=1 i=1

pour tout z1,...,z, € K. C’est la généralisation (obtenue par récurrence) de |21 + z3| < |z1] 4 |z2|, valable sur R
(valeur absolue) ou C (module).
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Soit ¢ = (ao, ..., an) une subdivision adaptée a f et A; la valeurs de f sur]a;_1, a;[ pour chaque i. On remarque
que o est adaptée a [f| € £([a, b],R;) et que |f(x)| = |Ai| pour tout x €]a;_1, a;[. On a donc

b n n n b
| = [ e = e < 3 Msta = el = 3 Inlla - ain) = [ 1
@ i=1 i=1 i=1 @
ou l'on a utilisé 'inégalité triangulaire et le fait que a; — aj—1 > 0. O

PROPOSITION 2.6: BORNE SUPERIEURE

Sif € &([a, b],K) alors f est bornée sur [a, b] et 'on a <(b—a) sup [f(t)

t€la,b]

b
[
a

Démonstration. On reprends les notations de la preuve précédente. f ne prend quun nombre fini de valeurs sur

[a,bletl'ona:A;etf(ai) pouri=1,...,netf(a), donc f est bornée. De plus, en reprenant le calcul de la preuve
précédente,
b n n
J Fl <Y Mlai—ai)l < sup FO1Y (ai—ai 1) =(b—a) sup [f(t)].
a i=1 tela,b] i=1 te(a,b]
O
PROPOSITION 2.7: RELATION DE CHASLES
Soit f € E([a, b],K) et ¢ €]a, b[. Alors
b c b
[omfoe]s
a a Cc
Démonstration. Laissée au lecteur. O

ESN

Pour f € E([a, b],K) on notera par convention

a a b
J f=o0, J f:—J f,
a b a

ce qui permet notamment d’étendre la relation de Chasles au casouc < aetc > b.

2.2. Fonctions intégrables au sens de Riemann

Soit f : [a,b] — K. On dit que f est intégrable au sens de Riemann, ou Riemann-intégrable (abrégé RI),
si pour tout € > 0 il existe ¢, € E([a, b],K) et V. € E(la,b],RT) tel que

Vx € [a,b]  [f(x) — de(x)] < e (x)

et

b
OSJ Pe < e.

a

On note Z([a, b], K) I'ensemble des fonctions Riemann-intégrables sur K.
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PROPOSITION 2.8: CARACTERISATION SEQUENTIELLE

f : [a,b] — K est Riemann-intégrable si et seulement si pour tout n € N il existe ¢, € £([a,b],K) et
Py € E(la,b],R™) tel que
Vx € [a,b]  [f(x) — dn(x)] < Pn(x)

avec, de plus

b
limJ P, =0

n—oo a

Démonstration. Laissée au lecteur. Indication : (=) Prendre € = %H (&) Utiliser la définition en ¢ de

limn o0 [0 = 0. O

PROPOSITION 2.9: CAS DES FONCTIONS REELLES

Soit f : [a, b] — R. f est Riemann-intégrable si et seulement si pour tout n € N il existe gn, hn € E([a, b],R)

tel que
Vx € [a,b]  hn(x) < f(x) < gnl(x)

et

b
lim J (gn —ha) =0.

n—oo a

Démonstration. On part de la proposition précédente. Soit ¢, et P, la suite de fonctions associées a f. Toutes les
fonctions sont a valeurs réelles, on peut donc utiliser les propriétés de la valeur absolue.

If(x) = dn(x)] < Pn(x)
& —Ualx ) f(x) — dn(x) < Pn(x)
& On(x) = dnlx) S f(x) < On(x) +Pn(x)

Donc en posant hy, = ¢y — Py et gn = P + Py, on a le sens direct. Réciproquement, on pose ¢, = h“—;h et

P = gﬂzh“ . Enfin, on vérifie que

b b
limJ(gn—hn):O & limJ P, =0.

n—oo a n—oo a

O

REMARQUE 2.5 : Cette derniére caractérisation est plus intuitive : une fonction est Riemann intégrable si on
peut I'encadrer par une suite de deux fonctions en escalier qui ont la méme intégrale a la limite. Cependant,
cette image n’est valable que pour les fonctions a valeurs réelles.

THEOREME 2.1: INTEGRALE DE RIEMANN

Soit f € Z([a, b, K). Soit by, et Py, tel que [f — by | < Py avec limy o0 fz Py = 0, selon la Proposition 2.8.

Alors la suite .
In = J d)n
a

est convergente, et sa limite est indépendante du choix de ¢, et \,,. On note cette limite

Jb f ou Jb f(x)dx

a a

et on appelle I'intégrale de f.
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i \. ..

a b x

FIGURE 2.2 — Une fonction a valeurs réelles encadrée par deux fonctions en escalier.

Démonstration. Montrons d’abord que la suite [;, est convergente. Pour cela, on va montrer que c’est une suite de
Cauchy. Soit n, m € N. On calcule,
b b
| o] om
a a

ol l'on a utilisé la linéarité et I'inégalité triangulaire pour les fonctions en escalier. De plus, pour x € [a, b] on a

[pn(x) = dm (X)| < [dn(x) = FO) + [f(x) = m(X)] < Yn + Vi

I — Il = - Jb(cbn —fm)| < jb P — bl

a

En particulier, la monotonie de I'intégrale des fonctions en escalier nous dit que

Jb D) — b ()] < jb Do+ P

Ensuite, puisque f € Z([a, b],K), alors IZ Py — 0. Soit € > 0 et Ny € N tel que

b
vn > No, J Pn < e

a
Ainsi, pour n,m > Np on a

b

wwj W < 26,

b b
a a

b
a a
donc la suite I, est de Cauchy dans K = R ou C, donc elle converge.
Montrons maintenant que la limite est indépendante du choix de ¢, et . Soit d)L, 11):1 et d)i, ﬂ)fl qui vérifient

les propriétés de ’énoncé, et notons I = fz Pl etl2 = IZ ¢2. Montrons que I} — 2| — 0. On calcule

o, —Iil =

J:%-chbﬁ -

lbh (x) — b2 (x)] < [ (x) — Fx)| + [f(x) — d2 (%) < W) + V3,

Jb(d»L —¢2)| < jb L — b2,

a

Comme précédemment, on a

et donc, par monotonie, la méme relation pour I'intégrale de a a b. Donc
b b b b
1 2 1 1 1 2 1 2
i< [k - ehi< [ whewd =] ene | i
a a a a

Or IZ Pl —0et fz P2 — Ocar f € Z([a, b],K). Donc I} — 12| — 0, et I et I2 ont la méme limite. O
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REMARQUE 2.6 : On a naturellement que £([a,b],K) C Z([a,b],K), en prenant ¢, = f € E([a, b],K) et
1P, = 0. Dans ce cas 'intégrale de Riemann coincide avec celle des fonctions en escalier.

Les propriétés de 'intégrale des fonctions en escalier s’étendent aux fonctions Riemann-intégrables.
PROPOSITION 2.10: LINEARITE

Soit f, g € Z([a, b],K) et ¢c € K. Alors f+ g € Z([a, b],K) et cf € Z([a, b],K). De pluson a 0 € Z([a, b], K),
ou 0 est la fonction identiquement nulle. De plus on a

E(f+g):ﬁf+ﬁg, Jj(Cf):Cij’ Jjozo_

Démonstration. Soit f,g € Z([a,b],K) et ¢ € K. On va montrer directement que cf + g € Z([a,b],K) et que
_fz(cf +g) =c _fz f+ fz g. Soit ¢f T en escalier tel que [f — ¢f | < Y3 avec limy, 00 fz P = 0, selon la
Proposition 2.8. Soit ¢, 3 associées de facon similaire 4 g. On a cdf + ¢ g € E([a, b, K) et, de plus

(cf+ g) — (cdp, + dng)l < lelif — bfi+ g — dI| < [chpf, + .

avec [chp!, + 3 € £([a,bl,R). Par ailleurs,

b

b b
[ Vet wg =1el [ wi+ [ we =0

ou l'on a utilisé la linéarité de I'intégrale des fonctions en escalier (Proposition 2.3). Donc ¢f + g € Z([a, b], K). On
en déduit

b b b b b b b b
J (cf+g) = limJ'(chTfl—l-d)%): lim CJ d)fl—FJ K] :climJ d)fl—l—limJ d)%:cj f+J g,
a n—oo a n—oo a a n—oo a n—oo a a a

< . . . b
oul'on a aussi utilisé a linéarité de I'intégrale des fonctions en escalier et le fait que, par définition lim,, fa (])]f1 =

b A
J, T, et de méme pour g.
Enfin, la fonction nulle est en escalier donc Riemann-intégrable, et son intégrale est nulle. O

REMARQUE 2.7 : Comme pour les fonctions en escalier, I'ensemble des fonctions Riemann-intégrables
Z([a, b],K) forme un espace vectoriel sur K (c’est aussi un sous-espace vectoriel de K!®?)) et 'application

b .
f— [ festlinéaire.

PROPOSITION 2.11: MONOTONIE

b b
Sif,g € Z([a,b],R) avec f < g alorsJ f< J g.

a a
b

De fagon équivalente, si f € Z([a,b],R) et f > 0 alors J f>0.

a

Démonstration. On passe d’'un énoncé a I'autre via f <3 g — f et en utilisant la linéarité de I'intégrale. Supposons
donc f > 0. Soit P, &y, associées a f selon la Proposition 2.8. Comme f est & valeur réelles, |f — ¢, | < Py, devient

_lpn Sf_d)n Sll)n

Donc, en particulier
Gn+Pn > >0.

Or, dn, + Py, est en escalier, donc en utilisant la monotonie de I'intégrale des fonctions en escalier

J7¢n+um120

a
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En utilisant la linéarité et en passant a la limite, on en déduit

b b
lim J ¢n + lim J Pn > 0.
a n—oo J,

n—oo

b
DoncJ f>0. O

a

; Comme pour les fonctions en escalier, la propriété de monotonie n’est valable que pour les fonctions a
valeurs réelles.

PRoOPOSITION 2.12
Sif € Z([a, b],K),

b
1. alors |f| € Z([a, b],K) et < J If] (inégalité triangulaire)

2. alors f est bornée et (borne supérieure)

<(b—a) sup [f(x)]
x€la,b]

Démonstration. 1. Soit ¢,y en escalier, associées a f selon la Proposition 2.8. On utilise ensuite la deuxieme
inégalité triangulaire ||a] — [b]| < |a — b| pour tout a,b € K. Pour tout x € [a,b] on a

0] = lbn ()] < 1F(x) — ()] < W (x),

donc }Ifl — |d>n|| < |f — ¢l < Yn. Or |pnl, Py, sont en escalier et limy, o IE P, = 0. Donc |f| est Riemann-

intégrable et 'on a, par définition
b b b b
J ] = hmj Gnl > lim J dn J f
a n—oo a n—oo a a

ou l'on a utilisé 'inégalité triangulaire sur la fonction en escalier ¢, et le fait que x +— |x| est une fonction

b
:hmJ(bn: ’

n—oo

continue.
2. Pour tout x € [a,b] on a

[f(x) = dn (X)) < P (x)

On utilise ensuite le fait que [f(x)|—|dpn (x)] < [f(x)—bdn (x)| (conséquence de la deuxiéme inégalité triangulaire),
donc [f(x)| — [dn (x)| < Pn(x), soit
(X)) < Pn(x) + 1P (x).

Or Yy, +|dn| € E(la, bl,K), donc Py, +|dn| est bornée, car elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs sur [a, b].
Donc f est bornée et l'on a, grace a I'inégalité triangulaire pour I'intégrale

b
|f
a

On a utilisé le fait que fz ¢ =c¢(b — a) pour tout ¢ € K.

b b
gj \fISJ sup [f(x) = (b—a) sup [f(x)].

a a x€la,b] x€la,b]

O

REMARQUE 2.8: Le fait que f € Z([a, b],K) = f bornée est une restriction trés forte et 'un des défaut de cette
théorie. Ainsi toute fonction non bornée n’est pas Riemann-intégrable.
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@ Sifg € Z([a, b],K), alors on peut montrer (admis) que fg € Z([a, b], K). En revanche,
b b b
J fg # J f J g
a a a
PROPOSITION 2.13: INEGALITE DE CAUCHY-SCHWARZ
Sif,g € Z(la,b],R), alors
b b\ 2 /b z
Loai=(]) (s
a a a
Démonstration. En exercice. O
PROPOSITION 2.14: RELATION DE CHASLES
Soit f € I([a, b],K) et ¢ €]a, b[. Alors f est Riemann-intégrable sur [a, c] et [c,b] et'on a:
b c b
[e=f e[
a a C
Démonstration. Laissée au lecteur. ]
ProrosiTION 2.15
Soit f € I([a,b],K) et g : [a,b] — K tel que f = g sauf en un nombre fini de points, c’est & dire qu’il existe
{X1,...,xn} € [a, b] tel que f(x) = g(x) pour tout x # x;. Alors
b b
=10
a a
Démonstration. Laissée au lecteur. O

PROPOSITION 2.16: FONCTIONS A VALEURS COMPLEXES

Soit f : [a,b] — C.

1. On définit f : [a, b] — C par f(x) = f(x). Alors f est Riemann-intégrable si et seulement si f est Riemann-
intégrable et 'on a
b b
J o J f,
a a
2. On définit Re(f) et Im(f) : [a, b] — R par Re(f)(x) = Re(f(x)) et Im(f)(x) = Im(f(x)), de sorte que f =
Re(f) +1iIm(f). Alors f est Riemann-intégrable si et seulement si Re(f) et Im(f) sont Riemann-intégrables.

Dans ce cas on a
b b b
J f= J Re(f) —|—iJ Im(f).

a a a

Autrement dit, Re (fz f) = fz Re(f) et Im (IZ f) = IZ Im(f).

Démonstration. 1. On admettra que cet énoncé est vrai pour les fonctions en escalier (démonstration laissée au
lecteur). Ensuite, si f € Z([a, b], C) avec |f — ¢n| < Py et qu P, — 0, alors

|¥7E|:|f7¢n|:‘f7¢n‘ Sll)n
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Donc f € Z([a, b],C) et I'on a, puisque ¢, est en escalier,

be: fim J"%: fim Jb%: lim f%:f’f,

a n—oo a n—oo a n—oo a

a
2. Il suffit d’utiliser la linéarité de l'intégrale et le fait que f = Re(f) + ilm(f) dans un sens et

o
T2

f4+f
:T’

Re(f) m(f)

dans 'autre.

2.3. Criteres d’intégrabilité

[DI'EFINITION 2.6: FONCTIONS Rl’-:GLl'-:Esj

Soit f : [a,b] — K. On dit que f est réglée si pour tout ¢ > 0 il existe . € £([a, b],K) tel que

VX S [a) b], |f(X) - d)s(x)‘ S E.

De fagon équivalente, f est réglée si pour tout n € N*, il existe ¢, € £([a, bl,K) tel que
1

n

VX S [a) b}a ‘f(X) - d)n(x)l
Ainsi, f est réglée si elle est la limite de fonctions en escalier, mais de fagon uniforme sur [a, b].

ProprosITION 2.17

Sif:[a,b] — Kestréglée, alors elle est Riemann-intégrable.

Démonstration. Posons P (x) = % Ainsi ¢, et sont en escalier et I'on a

et

donc f € Z([a, b],K). O

THEOREME 2.2: INTEGRABILITE DES FONCTIONS CONTINUES

Soit f : [a, b] — K. Si f est continue sur [a, b] alors f est réglée.

Démonstration. Si f : [a,b] — K est continue sur [a, b] alors f est uniformément continue sur [a, b], d’apres le
théoréme de Heine. On a donc

Ve >0, dn>0, Vxe€la,b], x —yl <n=If(x) —fly) <e.

Soit € > 0 etn > O telle que cette proposition est vraie. On considére une subdivision o = (ao,...,a,) de [a, b]
telle que la distance entre deux points de o est inférieure ou égale an. Par exemple a; = a+ b;a ipouri=0,...,n.
On définit ¢ : [a, b] — K en escalier par ¢(a) = f(a) et b(x) = f(ai) pour x €]a;_1, ai]. Soit x €]a, b] et soit 1

tel que a;_7 < x < a;. En particulier [x — ai| < |a; — ai_q| < 1. Dong, puisque f est uniformément continue

[f(x) = d(x)] < [F(x) = F(xi) < e.

Enfin, pour x = aon a [f(a) — ¢(a)| =0 < e. Donc
VX S [Cl, b]) |f(X) - (b(X)‘ S E)
et € ([a, b],K). Donc f est réglée. O
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PRrRoPOSITION 2.18

Soit f : [a, b] — R positive et continue, telle que fz f=0.Alors f =0.
Démonstration. En exercice. O

@ La continuité et la positivité sont essentielles ici. Par exemple la fonction f : [—1,1] — R qui vaut 1 en
x = 0 et 0 ailleurs n’est pas nulle mais d’intégrale nulle.

[DI’EFINITION 2.7: FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX]

Soit f : [a,b] — K. On dit que f est continue par morceaux s’il existe une subdivision o0 = (aop,...,an)
telle que pour tout i = 1,...,n, la restriction

fl]aifhai[

soit continue et admette des limites finies en a;_; et a;. Une telle subdivision o est dite adaptée a f.

ExempLE 2.2 : Une fonction continue est continue par morceaux. Les fonctions en escalier sont continues par
morceaux. La fonction suivante est continue par morceaux :

Y
/
/\
| |
K | \4
X
@ La deuxiéme partie de la définition est essentielle. Par exemple la fonction f(x) = % n’est pas continue

par morceau sur [—1, 1], car elle n’admet pas de limite finie en 0. Notons aussi qu’une fonction continue
par morceaux a un nombre fini de points de discontinuité.

PROPOSITION 2.19: INTEGRABILITE DES FONCTIONS CONTINUES PAR MORCEAUX

Soit f : [a,b] — K. Si f est continue par morceaux sur [a, b] alors elle est Riemann-intégrable.

Démonstration. Soit 0 = (ao, ..., an) une subdivision adaptée a f. Pour chaque i = 1,...,n, la restriction de f &
lai_1, ail se prolonge & une fonction fi, continue sur [a;_1, ai]. Soit € > 0. D’aprés le Théoréme 2.2, il existe ¢
en escalier tel que

Vx € lai—1,ail, [filx) —di(x)] < e.

On définit maintenant ¢ : [a, b] — K par
b(x) = dpilx), x €lai_1,ail, i=1,...,n,

et d(xi) = f(xq) pour i = 0,...n. Par construction, ¢ est en escalier et |f — ¢| < e. Donc f est réglée. O
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THEOREME 2.3: INTEGRABILITE DES FONCTIONS MONOTONES

Soit f : [a,b] — R. Si f est monotone alors f est réglée.

Notons qu’il existe des fonctions monotones qui ne sont pas continues par morceaux, par exemple avec une
infinité de discontinuités.
[Le lemme qui suit et la preuve du Théoréme 2.3 n’ont pas été vus en cours.]

LEMME 2.1

Sif:R — R est monotone alors I'image réciproque d’un intervalle est un intervalle.

Démonstration. On rappelle qu’un intervalle de R est une partie convexe. C’est a dire que I C R est un intervalle si
et seulement si
xyelzeR, x<z<y=zel

Soit | un intervalle de R, montrons que
L=F"(]) ={x eR,f(x) € ]}

est un intervalle. Si I est vide ou réduit a un point, alors c’est un intervalle. On suppose donc que I contient au moins
deux points, notés a et b. Par définition, f(a) et f(b) € J. Soit ¢ € R tel que a < ¢ < b. Supposons f croissante,
alors

fla) < f(c) < f(b).

Or | est un intervalle, donc f(¢) € ], donc ¢ € 1. Donc I est un intervalle. O

Démonstration du Théoréme 2.3. Soit f : [a,b] — R monotone. Supposons f croissante, de sorte que f([a,b]) C
[f(a), f(b)] (attention, si f n’est pas continue f([a, b]) n’est pas forcément un intervalle). Soit ¢ > 0. On découpe
[f(a), f(b)] en intervalles de taille € en définissant y; = f(a)+1ie pouri =0,...navecn =E (b;“), etyn+1 =b.
Pouri=0,...,n on pose

Ji = (Y1, Yir1))-

D’aprés le lemme ci-dessus, J; est un intervalle pour tout i. De plus on a

JJi =la,bl.
i=0

Pour chaque J; # () on choisit x; € J;, et on définit . : [a,b] — R par
be(x) ="f(xi), Vx€eJi, 1=0,...,n.
¢ est en escalier et pour x € [a, b], x € J; pour un certain i. Donc
(%) = e (X)) < [F(x) = f(xi) < ¢

car f(x), f(xi) € [Yi, Yir1let [yit1 —yil < & Donc f est réglée. O

Soit f : R — Ket soit —00 < @ < b < 400. On dit que f est Riemann-intégrable sur [a, b] si la restriction
fl[a,b] est Riemann-intégrable.

ProPoSITION 2.20

Soit f : [a,b] — K tel que f est bornée sur [a, b] et Riemman-intégrable sur [a + €, b — €] pour tout ¢ > 0.
Alors f est Riemann-intégrable.

Démonstration. Admise. O
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ExempLE 2.3 : La fonction f : [0, 1] — R définie par

flx) = { sin (%) six # 0,

13 six =0,

n’admet pas de limite a gauche en 0. Donc f n’est pas continue, ni méme continue par morceaux sur [0, 1]. En fait,
on peut montrer que f n’est pas réglée. En revanche, f est bornée et f est continue sur [e, 1] pour tout ¢, donc
elle est Riemman-intégrable sur [e, 1] pour tout €. Donc f est Riemann-intégrable sur [0, 1] d’aprés la proposition
précédente.

Notons enfin que toutes les fonctions ne sont pas Riemann-intégrables. Toutes les fonctions non bornées
par exemple. Pour les fonctions bornées, la fonction 1g qui vaut 1 si x € Q et O sinon, est bornée mais n’est pas
Riemann-intégrable.

2.4. Intégrale et primitives

Dans cette section, sauf indication contraire, I désigne un intervalle quelconque de R.

[DI’EFINITION 2.9: FONCTIONS LOCALEMENT INTI'EGRABLESJ

Soit I un intervalle de R quelconque et f : I — K. On dit que f est localement intégrable sur I si pour tout
intervalle fermé borné [a, b] € I, la restriction f|(4 v est Riemann-intégrable.

EXEMPLE 2.4: 1. La fonction f(x) = x? est localement intégrable sur R.
2. La fonction f : [0, 1] — R définie par

=948 sx=o0

n’est pas Riemann-intégrable sur [0, 1], car non bornée. En revanche, elle est localement intégrable sur ]0, 1] car
pour tout 0 < a < b < 1, f[[q p) est Riemann-intégrable.

DEFINITION 2.10

Soit f : I — K localement intégrable. Soit a € I. On définit

Fa:{I — K

{ % six >0

x = Fax)=["f

a

REMARQUE 2.9 : Avec les conventions sur I'intégrale, on a Fo(a) = Oetsix < a, Fo(x) = jz f = —J"f: f.
Enfin, pour a,b € I on a, en utilisant la relation de Chasles :

Falx) — Fol(x) —J:fJ:f—J:f+ij—J:f.

Donc Fq(x) — Fp (x) est une constante indépendante de x.

THEOREME 2.4

Sif: I — Kestlocalement intégrable, alors F, est continue.

Démonstration. Soit xo € 1. Montrons que F, est continue en xo. On suppose que Xx¢ est a U'intérieur de I, c’est a
dire qu’il existe 1 > O tel que ] = [xo — M, %0 + 1] C I (si xp est au bord de I, la preuve sera similaire mais en
considérant ] = [xo, X0 + 1] ou ] = [xp — 1, Xo]). f est localement intégrable sur I, donc elle est intégrable sur J. En
particulier, elle est bornée sur J. On note

M = sup [f(x)]
x€eJ
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On calcule ensuite, pour x € |

[Fa(x) = Falxo)l =

X
J f‘ < sup |[f] ] x —xol < MJx —xo
X0 te(xo,x]

lim Fa(x) = Fa(XO)»
X—X0

car [xp,x] C J. On en déduit que

donc F, est continue en Xo. (En fait, on a montré que F, est Lipschitzienne au voisinage de x¢, donc que F, est
localement Lipschitzienne.) O

REMARQUE 2.10: Ce théoreme est une premiére illustration du fait que I'intégrale augmente la régularité. Ainsi,
il suffit que f soit Riemann-intégrable (par exemple continue par morceaux ou en escaliers) pour que x — F,(x)
soit continue.

THEOREME 2.5

Soit f : I — K localement intégrable et a € I. Si f admet une limite & droite en xo € I, notée f(x) alors Fq
admet une dérivée a droite en xo qui vaut f(xJ ). Si f admet une limite a gauche en x¢ € [, notée f(x ) alors
Fq admet une dérivée a gauche en xo, qui vaut f(x, ).

Démonstration. Supposons que f admette une limite a droite en x. Soit ¢ > 0 etn > O tel que
Xo < x < X0 +1 = [f(x)—f(x{) <e.

De plus, f est Riemman-intégrable sur [xo, Xo + 1] car localement intégrable. On a donc F(x) — Fq(x0) = J'zo f.

D’autre part f(x; ) est une constante, donc f;co f(xg) = f(x{)(x —x0). Donc

Falx) = Falro) = 1055 )0e—xell = || 1= [ 1ixg)| = || (- f(xgn‘ Cex—xol (1)
X0 X0 X0
On a donc, pour xp < x <M
Fa(x) — Fa(xo0) —f(xg) <e.
X —Xo
Donc Fq admet une dérivée a droite qui vaut f(xg ). O

Soit f : I — Klocalement intégrable et a € L.
1. Si f est continue en xg, alors F est dérivable en x¢ avec F/(xq) = f(xo).

2. Si f est continue sur I (c’est a dire de classe C°), alors F est de classe C' sur 1.

[DI’—:FINITION 2.11: PRIMITIVE]

Soit f : I — K. On appelle primitive de f sur I toute fonction F : I — K, dérivable sur I et telle que
F/(x) = f(x) pour tout x € 1.

PropPosiITION 2.21

Sif: 1 — K admet une primitive F, alors elle admet une infinité de primitives, qui sont toutes de la forme
F+cavecc € K

Démonstration. Pour toutc € K,ona (F+c)’ =F = f, donc F+ ¢ est une primitive de f. Soit G une primitive de f.
Onapourtoutt € I, F'(x) — G’(x) = f(x) — f(x) = 0. Donc (F— G)’ =0surI,donc F— G =cavecc € KK. O
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Sif: 1 — Kadmet une primitive F, alors pour xo € I et yo € K, f admet une unique primitive G telle que
G(xo0) =yo.

Démonstration. 1l suffit de prendre G(x) = F(x) — F(xo) + yo. O

THEOREME 2.6: THEOREME FONDAMENTAL DE L’ANALYSE

Soit f : I — K continue et a € I. Alors N

Fa:xHJ f

a

est 'unique primitive de f qui s’annule en a.

Démonstration. C’est la conséquence directe du Théoréme 2.5 et du Corollaire 2.1. On vérifie de plus que F,(a)

0. O

@ L’hypothése de continuité est essentielle. Si f est seulement continue par morceaux sans étre continue,
alors il existe x¢ tel que la limite a gauche et a droite de f en X ne coincident pas. Donc, d’apres le
Théoreme 2.5, F, n’est pas dérivable en x¢, et n’est donc pas une primitive de F.

b

©® Soit f : [a, b] — K continue et soit F une primitive de f. Alors J f=F(b) —F(a)

a

b
® Soit f: [a,b] — K de classe C', alorsJ f' = f(b) — f(a)

a

Le théoréme fondamental de I’analyse relie deux notions a priori tres différentes : I'intégrale, associée a l'aire
sous une courbe, et la primitive, opération inverse de la dérivée. On peut ainsi calculer 'intégrale d’une fonction si
on connait une primitive. Reste donc a savoir calculer celle-ci.

2.5. Calcul de primitives

ESN

1. Pour une fonction F on note

appelé crochet d’intégration. En particulier on a [F]¢ = 0, [F}g = —[F]{. Et si F est une primitive de f

avec f continue on a fz f = [FI5.

2. Pour une fonction continue f, on notera

Jf(x)dx

une primitive quelconque de f. Explicitement, on a [ f(x)dx = [ f(t)dt + C avec C € K.

3. On rappelle que la variable d’une intégrale est muette fz f(x)dx = fz f(t)dt...

Les dérivées des fonctions usuelles nous permettent déja de connaitre de nombreuses primitives. Par exemple

Jexp(x)dx = exp(x), Jsin(x)dx = —cos(x),...
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Une liste de primitives des fonctions usuelles est donnée en Annexe A. Ensuite, la linéarité de 'intégrale permet de
calculer une primitive de toute combinaison linéaire de fonctions usuelles.

2.5.1 Intégration par parties

PROPOSITION 2.22: FORMULE D’INTEGRATION PAR PARTIES (IPP)

Soit u, v : I — K de classe C', et soit [a, b] C L. Alors

b b
J uv'—f‘[ u'v + [,

a a
Démonstration. Le produit uv est de classe C', on utilise donc le Corollaire 2.3 et la régle de dérivation du produit :

b b b b
(w]® = u(b)v(b) —u(a)v(a) :J (uv)’ :J (u'v+uv’) :J u’v+J' uv’.

a a a a

Dans un calcul de primitive, cette formule s’écrit
Ju(x)v’(x)dx =u(x)v(x) — Ju’(x)v(x)dx
ExempLE 2.5: 1. Sur I =]0, +oof, avec u(x) =In(x) et v/(x) = Tonau’(x) = % et v(x) = x, donc

Jln(x)dx =xIn(x) — J zdx =xlnx—x

2. Sur I =Ravecu(x) =xetv/(x) =sin(x) onau’(x) =1 et v(x) = —cos(x) donc
/2 7t/2
J xsin(x) = [xcos(x)]7/* — J (—cos(x))dx = 0 — 0+ [sin(x)]7/* = 1.
0 0

THEOREME 2.7: FORMULE DE TAYLOR AVEC RESTE INTEGRAL

Soit f : [a, b] — K de classe C™*. Alors

_ v (b—a)* P (o= (ne)
f(b)—ng (a)—i—L — 1) (x)dx.

Démonstration. On procéde par récurrence sur n, avec Hy, ’énoncé de la proposition.
Initialisation. Pour n = 0, f est C! et d’apres le Corollaire 2.3 on a

b
f(b) = f(a) —l—J f/(x)dx,
a
ce qui correspond a Ho.
Hérédité. Soit n < 1 tel que H,,_; est vraie, et montrons Hy,. Soit f : [a,b] — K de classe C™t1. En particulier
f est C™, on peut donc utiliser H;, 7 :

n—1 Ak b _ oyn—1
f(b) =) %f“ﬂ(a) +J %f(“)(x)dx.
= o !

On effectue ensuite une intégration par parties sur le deuxieéme terme. On pose

, (b—x)n! (b—x)"

v(x) = M (x) v/(x) = f D (x),
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donc

b —1 b b

(b—x)" (b—x)" —(b—x)"
J (m—1)! M0 = | = nl a J nl e
a . . a a .
b—a)®  (°(b—x)"
=0+ ( - ) -|—J (b—x)* n'X) £ (x)dx.
! a !

En rassemblant tous les termes on obtient la formule pour H,,. O

REMARQUE 2.11: La formule de Taylor avec reste intégral permet de redémontrer les formules de Taylor-Young
et Taylor-Lagrange vues au chapitre précédent.

2.5.2 Changement de variable

THEOREME 2.8: CHANGEMENT DE VARIABLE

Soit f : I — K continue et ¢ : ] — I de classe C'. Pour tout a,b € Jona

b (b)

b
J f((b(X))d)’(x)dx:J f(0)dt,
a d(a)

Démonstration. f est continue donc elle admet une primitive, que ’on note F. On a, d’une part,

¢ (b)

], frode = Fo(o) —F(b (@),

D’autre part, puisque F/ = f, on a par composition (Fo ¢)'(u) = ¢/ (W)F' (p(u)) = ¢’ (u)f($p(u)). Donc
b

b
J f(cb(xw(x)dx:J (Fo )/ (x)dx = F((b)) — F(p(a).

a a

Ce théoréme est la simple conséquence de la dérivée des fonctions composées, mais il a de nombreuses applica-
tions.

® Reconnaitre une dérivée composée.

EXEMPLE 2.6: Avec ¢(x) = sin(x) et f(x) =x% ona

/2 . 2 1 (2 , 1/ 5 m 1
L cos(x) sin? (x)dx = L &' (%) (p(x))*dx = 3 L (sin®(x))dx = 3 (smg(z) — s1n3(0)) ==

On pourra ainsi reconnaitre les dérivées composées des fonctions usuelles : (sin(ut))’ = u’ cos(u),

/ ’ u’

(cos(u))’ = —u’sin(u), (u*)’ = auu*"', (In(w))’ = “-,... Si jamais on ne reconnait pas de dérivée
composée, on peut simplement poser t = ¢(x). On en déduit dt = ¢’(x)dx et on utilise la formule du

changement de variable.

/

ExXemPLE 2.7 : Calculons une primitive suivante en posant t = e*, donc dt = e*dx :

ex 1
dx = dt = arctan(t) + C = arctan(e*) + C
Jl+e2x J1+t2 ® (€™
® Changement de variable inverse. On lit la formule « dans ’autre sens », pour transformer certaines ex-
pressions. Dans ce cas, on suppose de plus que ¢’ ne s’annule pas sur U'intervalle considéré, de sorte que
® : I — ] est une bijection. En lisant la formule du théoréme précédent de droite a gauche, on a

b ¢ " (b)
J f(t)dt =J b ()’ (x)dx
a ¢~ (a)

En pratique, on pose t = ¢(x), on en déduit (formellement) dt = ¢’(x)dx. On vérifie que ¢’ ne s’annule
pas, donc que ¢ est une bijection et on en déduit 'image réciproque de a et b. On remplace alors t, dt et les
bornes de 'intégrale comme dans la formule ci-dessus.
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ExempLE 2.8 : Calculons

1
I:J 1 —t2dt.
—1

On pose t = ¢p(x) = sin(x), donc dt = cos(x)dx. De plus, ¢ ] — 5, F[—] —1, 1[ satisfait ¢’ (x) = cos(x) # 0
est est donc une bijection. On a donc, par changement de variables

1 2 z Z
I= J V1—1t2dt = J 1 — sin?(x) cos(x)dx = J | cos(x)| cos(x)dx = J cos? (x)dx
1 _ g _

ud

7 7
On utilise ensuite le fait que cos?(x) = Hmzﬂ, de sorte que
% 3 2 1 in(2x)]?
I= Jg cosz(X)dx = J,z 1+ coslax) CZS( X) dx = 3 [t + sm(z X)} . = g

Notons que la courbe associée a t — +/1 — tZ est un demi-cercle de rayon 1 et on vérifie que I est bien laire
du demi-disque correspondant.

® Enfin, on peut aussi poser x = ¢(t) avec ¢’ qui ne s’annule pas. On a donc x = ¢~ (t) avec (¢~ 1)’ (t) =

7(1),((')11 (t)],de sorte que
b (b)
g(t)
dx = —————dt.
J,swoe= [y

EXEMPLE 2.9:
1 1
1 1
72dt: (v L 1y
o T+t+t o (x+3)

© Changement de variable affine. On pose t = ¢(x) = ax+ 3, souvent pour démontrer certaines propriétés
sans calculer 'intégrale. On a ainsi, pour 3 € Ret o # 0,

b b+to b b/
J f(t)dt = J f(t — to)dt, J f(t)dt = ocJ f(oct)dt.
a a+to a a/x

Enfin, en posant t = a + (b — a)x, on peut toujours se ramener a une intégrale entre O et 1.
b 1
J f(t)dt = (b — a)J fla+ (b — a)x)dx.
a 0
Par exemple le reste intégral de la formule de Taylor du Théoréme 2.7 peut se réécrire
b (b—x)" 1 1 ! (1—uwm 1
J —— 2 D (x)dx = (b — a)™F J —— (a4 (b — a)u)du,

a n! 0 n!

oul'on a posé x = a + (b — a)u, et utilisé le fait que (b —x) = (b — a)(1 —u).
ProPoOsITION 2.23

Soit f : R — R continue.

b b+T
1. Si f est périodique de période T, alors J f(t)dt = J f(t)dt.

a

a a
2. Sif est paire, alors J f(t)dt = ZJ f(t)dt.
—a 0

a
3. Si f est impaire, alors J f(t)dt = 0.
—a

Démonstration. 1. Si f est périodique, on poset =u—T,soitu=t+ Tetl'ona

b b+T b+T
J f(t)dt:J f(u—T)du:J' f(u)du.
a a+T a+T
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2. Si f est paire, on utilise la relation de Chasles

Jaa f(t)dt = Joa f(t)dt + J: f(t)dt = — J: f(—u)du + J: f(t)dt = J: fu)du + J: f(t)dt =2 r f(t)dt,

ou l'on a posé t = —u dans la premiére intégrale.

3. Si f est impaire on procéde de méme, mais cette fois-ci on a

Joa f(t)dt = — JO f(—u)du = — J-a f(u)du,

a 0

donc la somme des deux termes est nulle.
O

REMARQUE 2.12: Sit = ¢(x) avec ¢ une bijection strictement décroissante, alors a < b donne ¢—'(a) >
¢~ '(b). On obtient un signe pour ré-ordonner les bornes de I'intégrale :

b ¢ (b) &' (a) ¢ (a)
j f(t)dt = J Fd(x))d (x)dx = —j fb ()’ (x)dx = J b0l (x)ldx
a ¢~ (a) ¢—1(b) $d—1(b)

Cette formule reste vraie si ¢ est strictement croissante (en ordonnant les bornes dans 1’ordre croissant). Une
généralisation du facteur b’ (x)| apparaitra naturellement dans les intégrales multiples sous le nom de jacobien,
noté J.

2.5.3 Fractions rationnelles

On rappelle que K[X] dénote I’ensemble des polynéme a coefficients dans K. Cet ensemble a une structure d’an-
neau euclidien. Dans cette section, on énonce certains résultats (admis) d’arithmétique des polynémes que l'on va
utiliser pour calculer des primitives de fractions rationnelles.

[DI'EFINITION 2.12: FRACTION RATIONNELLEJ

Une fraction rationnelle sur K est une expression de la forme

P(X)

Q(X)

avec P, Q € K[X] et Q # 0. On défini le degré d’une fraction rationnelle par deg(R) = deg(P) —deg(Q) € Z.
On note par K(X) le corps des fractions rationnelles sur K.

R(X) =

PropPosITION 2.24

Une fraction rationnelle R € K(X) se décompose de maniére unique par

avec P € K[X] et R € K(X) et deg(ﬁ) < 0. Le polynéme P est appelé partie entiére de R.

Il s’agit d’une application la division Euclidienne sur les polynémes. Avec R = %, on écrit la division de P par

Q dans K[X] : P(X) = Qﬁ + B avec deg(B) < deg(P) (']5 est le quotient et B est le reste). On a ensuite R = P+ %.
L’algorithme pour trouver P et R est le méme que pour les entiers.
EXEMPLE 2.10 : Décomposons la fractions rationnelle de degré 1

3 2
R(X):SX +4X 5
X2 +1
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On écrit la division polynomiale

3X3 44X —5[X%2+1
—3x3 —3X 3X+4
4X2 —3X—5
—4X2 —4
—3X—-9

On en déduit 3X3 +4X2 —5 = (X2 4+ 1)(3X +4) — 3X — 9, donc

—3X-9

On vérifie que R(X) — (3X + 4) est bien de degré strictement négatif.

Gréce a la proposition précédente, calculer une primitive d’une fraction rationnelle quelconque revient au calcul
d’une primitive d’un polyndéme et d’une fraction rationnelle de degré strictement négatif. On va donc se concentrer
sur I’étude de ces derniéres.

THEOREME 2.9: DECOMPOSITION EN POLYNOMES IRREDUCTIBLES

Tout polyndme P € K[X] se décompose de fagon unique en produit de polyndmes irréductibles :
P(X) = AP (X)™" ... Py (X)™*

avec A € K, Py,...Px € K[X] tel que my deg(P7) + ...+ my deg(Px) = deg(P). Les entiers m; € N sont
appelés multiplicité des P;. Les polynémes irréductibles dépendent du corps K :
® SiK=C,onaP;i(X)=X—«;avec oy € C.
® SiK = RonaPi(X) = X — a avec &; € R (premiére espéce) ou P; = a; X% + biX + ¢; avec
ai,bi,ci € RetA = bi2 —4a;ci < 0 (deuxieme espece).

Cette décomposition est unique si on impose que le coefficient dominant de chaque P; est égal a 1.

REMARQUE 2.13: Les polynomes irréductibles sont I’analogue des nombres premiers pour les polyndmes. La
simplicité des polynomes irréductible sur C vient du fait que c’est un corps algébriquement clos (Théoréme de
d’Alembert-Gauss). De plus, les «; sont les racines (complexes ou réelles) de P et les m; correspondent a la
multiplicité des racines. Sur K = R, les polynémes de deuxiéme espéce n’ont pas de racines réelles, et leurs
—bizia/j

racines complexes apparaissent par paires conjuguées dans la décomposition de P.

ExemPLE 2.11: Le polyndme P(X) = X3 — 1 se décompose sur R :

PX)=(X=1)(X>+X+1)

P(X)(X_U(X_W) <x12‘/§>

et sur C:

2

THEOREME 2.10: DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES SUR C
Soit R = % € C(X) une fraction rationnelle sur C avec deg(R) < 0. On note
Q :7\(X—cx1)m‘ ...(X—(Xk)mk

la décomposition de Q € C[X] en polyndmes irréductibles. Alors R se décompose de fagon unique en une
combinaison linéaire sur C des éléments simples suivants :

1

m, i=T1,...k, 1<j<my.
i
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EXEMPLE 2.12: Ce théoréme nous donne la décomposition suivante sur C(X).

X _a " b n c
(X+D(X=1)2 X+1 X—i (X—=1i)?

R(X) =

avec a, b, c € C. Reste a trouver ces coefficients. En multipliant par X+ 1 on a

X _a+b(X+1) c(X+1)

(X—1)2 X—1i (X—1)2’
donc en prenant X = —1 on en déduit a = ﬁ = % De méme avec (X —1)? et X =ionac = ﬁ = %
Enfin, on peut par exemple prendre X = 0 pour en déduire a +ib —c = 0, donc b = i(a — c¢) = —5. Finalement

X i i T+1

X+EDX—12  2X+1)  20x—1) T 2x—17

THEOREME 2.11: DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES SUR R
Soit R = % € R(X) une fraction rationnelle sur R avec deg(R) < 0. On note
Q :?\P§nl ...PL““

la décomposition de Q € R[X] en polynémes irréductibles. Alors R se décompose de facon unique en une
combinaison linéaire sur R des éléments simples suivants :
1 . .
® mave(:] S]Smislpi(x)zx—ai
X ¢ 1
- e :
(X2 +biX+ci)) (X2 +biX+ci)

o avec 1 <j < my si Pi(X) = X2 +b;X + ¢ avec b? —4c; < 0.

ExempPLE 2.13: Sur R on a donc

X2 +5 _a b . cX+d
(X+12(X2+X+1)  X+1 (X+1)2  X2+X+1

En suivant I'exemple précédent, on peut en déduire a =4,b =6,c = —4 et d = —5.

Il ne reste plus qu’a savoir calculer une primitive des différents éléments simples qui apparaissent dans cette
décomposition. Les formules qui suivent ne sont pas a connaitre par coeur mais a savoir retrouver rapide-
ment sur un exemple concret. On retiendra surtout la méthode utilisé pour chaque élément simple et les différents
cas possibles.

ProPosITION 2.25

Soit a € R, alors

J ! dx = In(|x — al).
X—a

Démonstration. Notons que cette primitive est définie seulement si (x — a)~! est continue, donc sur ] — oo, a[ ou
bien sur ]a, +00[ (mais pas sur I'union des deux!). Pour x > a on a

1

(in(x— @)’ = ——

Etpourx < aona
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PROPOSITION 2.26

Soit x € Cetn > 2, alors

Démonstration.

@ La formule pour n > 2 est valable pour « € R ou C. En revanche, le cas n = 1 n’est valable que pour
a € R, car le logarithme complexe n’est pas défini sur C tout entier.

PropPosITION 2.27

Soit b,c € Rtel que A = b2 —4c < 0, alors

J 1 2 < 2x+Db )
dx = arctan [ —— | .
X2 +bx+c 4c — b2 4c — b2

Démonstration. On se rameéne a une primitive de H% On commence par écrire le polynéme sous une forme ca-

nonique
b b? X b \?
2 2
X +bx+tec=x+)4+c——=d( (- —=) +1
( 2) 4 ((\/H 2\/5) )

oulonaposé d= c—%z > 0. On pose ensuite t = p(x) = 2= + zb .Ona¢’(x) = id #0etdt = %dxdonc
dx = v/ddt. D’o

1 1 1 1 1 X b
—— dx=- | ——Vddt = —= arctan(t) = — arct —+—.
Jx2+bx+cx th2+] \/aarcan() \/aarcan<\/a+2\/a)

Pour les éléments simples de seconde espéce avec un numeérateur, on remarque d’abord que

AX+pu
(X2 +bX+c)n

2X+D p— o2t
(X2+bX+c)™  (X2+bX+c)n’

_A
~2

Le deuxiéme terme a déja été traité ci-dessus pour n = 1, on se restreint a I’étude du premier

ProPoSITION 2.28

Soit b,c € Rtel que A = b2 — 4c < 0, alors

2x+b P
——dx =1 b
Jx2+bx+c x = In(x* + bx + c),
et pourn > 2
J‘ 2x+Db dx — —1 1
(x2+bx+c)* © n—1(x2+bx+c)n 1"

Démonstration. Laissée au lecteur. Il suffit de reconnaitre des dérivées composées comme dans les Propositions 2.25
et 2.26. On remarquera aussi que x* + bx + ¢ > 0 pour tout x € R. O
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Les primitives des deux types d’éléments simples restant, a savoir

1 1
X —(a+1ib)’ (x2 +bx +c)™’

seront traitées en exercice.

2.5.4 Polyndmes trigonométriques
Un polyndéme trigonométrique est une combinaison linéaire de termes de la forme
sinP (x) cos9(x).

Pour trouver une primitive d’un tel terme, il existe une méthode générale qui marche toujours mais qui peut étre
un peu longue, et quelques raccourcis dans des cas particuliers.

® Sip =1o0uq =1, on aune primitive simplement par dérivée composée. Par exemple

1
. 2022 _ 2023
J sin(x) cos (x)dx = 3023 €05 (x)

® Sip ou q est impair, on peut se ramener au cas précédent en utilisant cos? 4 sin? = 1. Par exemple
cos*(x) sin®(x) = cos*(x) sin(x) sin? (x) = cos*(x) sin(x)(1 — cos®(x)) = cos*(x) sin(x) — cos®(x) sin(x).
® Sinon, on utilise les formules d’Euler :

eix + efix eix _ efix
cos(x) = ————, sin(x) = ————,

N 2 2i

pour linéariser l'expression. C’est a dire exprimer sinP (x) cos9(x) comme une combinaison linéaire de
cos(aix) et sin(b;x), dont on connait des primitives.

EXEMPLE 2.14 : Calculons une primitive de cos>(x).

cos®(x) =

eix+e—ix 3
=)

(e3ix +3eix +3efix + e*3ix>

(2 cos(3x) + 6 cos(x))

Bl =00l =00 =

cos(3x) + zcos(x)
Donc

1 3
3 _ . <
Jcos (x)dx = tHl sin(3x) + 2 sin(x).

2.6. Sommes de Riemann

{DI’EFINITION 2.13: SUBDIVISION POINTI’EE)

Soit [a, b] un intervalle de R. On appelle subdivision pointée de [a, b] la donnée (o, &) ou

® o= (ap=a,a,...,an, = b) est une subdivision de [a, b],
® &=1(&1,...,&n) est un ensemble de points tel que
& € lai_1,ail, Vi=1,...,n.

On appelle pas de la subdivision o la quantité 5(o) = max{a; — ai_1}.
i
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[DI’—:FINITION 2.14: SOMME DE RIEMANNJ

&) une subdivision pointée de [a, b]. On appelle somme de Riemann de f pour la

Soit f : [a,b] — Ret (o,
, &) la quantité

subdivision pointée (o

n

S(f,0,8) = Y_(ai — ai_1)f(Ey).

i=1

THEOREME 2.12

Soit f : [a,b] — R. Si f est Riemann-intégrable alors

b

Ve >0, In>0, V(o,&)subdivision pointée, (o) <n = fl <e.

S(f,0,&) —j

a

Démonstration. Soit ¢ > 0. Soit d, € E([a,b],R) tel que |[f — | < P et fZlb < ¢. Soit (xgy...,XK) une
subdivision de [a, b] adaptée a ¢ et . En particulier, ¢ et 1\ sont constantes sur chaque |x;_1, x;[. Soit (0, &) une
subdivision pointée de [a, b].

b n n o rag
S(f,0,8) ~ | 1= |Y (@—acnre) -3 [ 1
a i=1 i=1Yai—1
= ZJ f(&)— ) J f
i=1vdi1 i=1-di—1
- ZJ (F(£) — F(x))dx
i=1-41
<Y | e~ e
i=1v4i
Pour chaque i = 1,...,n on distingue deux cas :

1. Siaucun des x; n’est dans [a;_1, ai], alors ¢ et sont constantes et 'ona ¢ (x) = P (&;) et Y(x) = P(&;) pour
tout x € [a;_1, ai]. Dans ce cas,

(&) — F(x) = (&) — d(x) + d(x) — F(x)| < (&) — (&) + [b(x) — F(x)| S Y(&:) +(x) < 2 (x),

donc
aj

J‘ \f(ai)—f(xndxsj 20 (x)

ai—1 ai—

2. Siau moins un x4 € [ai_1, ai] alors on majore simplement par

J‘ |f(ai)—f(x)|sji IF(E0)] + [F00ldx < (i — ai_1)2M < 2M5(0)

ai—1 ai—

o M = sup, ¢4 v [T(X)]-

Notons que le second cas apparait au plus k + 1 fois car on a k + 1 points Xg, . . ., Xx. On scinde donc la somme en
deux
no o.a; nooraq
> | e —foix= Y j () — £(x)ldx + Zj [F(£4) — F(x)|dx
i=17ai-1 i=1 01 1
Cas 1 CasZ
n o oraq
< ZJ 2§ (x) + (k+1)2M8(0)
&G
n ai
<Y | 2000+ (ke n2M3(0)
—1Yai—1
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On a utilisé le fait que fz_iq 2¢(x) > 0 pour supprimer « Cas 1 » dans la premiére somme. Finalement si on pose
n= (k+1£)2M ona

b
d(o)<n=

fl < 3e.

S(f, o, EJ—J

a

[DéFlNlTlON 2.15: METHODE DES RECTANGLES]

Soit f : [a, b] — R Riemann-intégrable. On considére pour n > 2, la subdivision o donnée par

(b—a) .

ai =a+ ——i,

Qs — b=a
de pas constant a; — a1 = 2=,

® Si& = ai_1, la somme de Riemann correspondante S$ (f) = S(f, 0, &) est appelée méthode des
rectangles a gauche et'on a
b—
f (a + ai) .
n

® Si&; = ai, la somme de Riemann correspondante S> (f) = S(f, 0, &) est appelée méthode des rec-

tangles a droite et 'on a
b—a b—a,.
SP(f) = - Zf(a—i— 1).

n
i=1

n—1
b—a

SS(f) = -
i=0

Le théoréme précédent nous dit que

b
$G (), S2.(1) ﬁj f,  (n—o0).

a

Ces formules permettent un calcul numérique simple pour obtenir une valeur approchée de l'intégrale.

EXemPLE 2.15: Le code Python suivant

def rectangles_gauche(f, a, b ,n):
h = (b - a)/n

X = a

S 0

for 1 in range(n):
S += f(x)
x +=h

return Sx*h

import numpy as np
print (rectangles_gauche (np.sin, 0, np.pi/2,10))

renvoie S8 (sin) = 0.919,0.992 et 0.999 pour n = 10,100 et 1000, respectivement, ce qui correspond bien a
I’approximation de fg/z sin(x)dx = 1.

Les sommes de Riemann sont aussi tres utiles pour calculer certaines sommes infinies. En reconnaissant une

somme de Riemann, on identifie ainsi la limite d’'une somme comme une intégrale que ’on peut calculer a ’aide
d’une primitive.

EXEMPLE 2.16 : On considére la suite
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continue pour x € [0,1] on a

LA 1 & k

k=1

En posant f(x) = T
X

On reconnait une somme de Riemann associée a f, a = 0, b = 1 et la subdivision pointée

1 2 1 .
o=(0,—,—,...,1), Ei=—, i=1,...,n,
n’'n n

c’est a dire w,, = S(f, 0, &) (en fait on a méme u, = SL(f)). Le pas de la subdivision est % — 0 lorsque n — oo,

donc d’aprés le Théoréme 2.12 on a
=1In(2).

lim w, =
n—oo

1
J f(x)dx = [In(1 +x)]}
0



3 EQUATIONS DIFFERENTIELLES

@ Objectifs :

©® Caractériser une équation différentielle (ordre, linéaire, homogene,...)
Equations a variables séparables

Equations linéaires d’ordre 1 et 2

IONONO;

Equations de Bernoulli et Riccati

Motivation : les équations différentielles sont partout!

Les équations différentielles permettent de traduire dans le langage mathématique 1’évolution dans le temps
et dans I'espace de n’importe quel phénoméne quantitatif qui évolue de fagon continue. On trouve des équations
différentielles dans toutes les sciences : physique, chimie, biologie, géologie, économie,...

ExempLE 3.1: Voici quelques exemples issus de la physique. On rappelle que pour une grandeur x(t), on note sa

vitesse X(t) = % = x/(t) et son accélération X(t) = gi—;‘ =x"(t).

® L’équation de la position x(t) d’'une masse m accrochée a un ressort de raideur k :
mx = —kx (3.1)

® L’équation du pendule simple : angle 0(t) d’une masse m accrochée a un fil de longueur £ soumis a la gravité

g :
6+ % sin(6) = 0 (3.2)

® L’équation de la vitesse v(t) d’une masse m en chute libre soumise a un frottement f :
f
v=g——v (3.3)
m

® L’équation de la tension u(t) au borne d’un condensateur dans un circuit RLC (résistance R, impédance L et
capacité C) soumis a une tension E(t) :

LCi+RCui+u=E (3.4)
® L’équation d’évolution du nombre de noyaux radioactifs N(t), avec constante de désintégration A :
N = —AN (3.5)

On peut étudier les équations différentielles a différents niveaux. D’abord, on peut chercher une solution explicite
par exemple a 'aide de fonctions usuelles. On parle alors de résolution explicite. Plus généralement, on peut ensuite
se demander : quand est-ce qu’une solution existe et combien y en a t-il? quelles sont les conditions pour qu’il
existe une unique solution ? quel est 'intervalle de temps maximal pour lequel cette solution existe ? Enfin, pour de
nombreuses équations différentielles, il n’existe pas de solution explicite, mais on peut quand méme étudier certaines
propriétés des solutions (régularité, majoration, comportement asymptotique, etc...)

Le but de ce chapitre introductif est d’établir un cadre général et de définir certains termes pour caractériser les
équations différentielles. On étudie ensuite quelques méthodes de résolution explicite, en s’appuyant sur certains
théorémes généraux qui sont admis, car leur preuve requiert des outils plus avancés qui seront vu dans les années
d’étude ultérieures.

56
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3.1. Généralités

[DI’EFINITION 3.1: EQuATION DIFFI'-ZRENTIELLE]

Soit n > 1 entier. Une équation différentielle d’ordre n est une équation de la forme
F(t)y)yl»---)y(n))zoy tel

avec F: I x R™T — R continue, I étant un intervalle de R Soit ] C I un intervalle. Une solution de cette
équation sur | est une fonction y : ] — R de classe C™ telle que

VtEI F(t)y(t))y/(t))-'~)y(n)(t)):0-

REMARQUE 3.1: (© Sion ne précise pas I, c’est qu’on travaille avec I = R, ou bien que préciser I fait partie
de la résolution.
® On notera le plus souvent y(t) avec y la fonction inconnue et t la variable, mais il existe d’autres conven-
tions : y(x), x(t),...
® Icionavy:] — R, on parle d’équation différentielle scalaire. Si on considére Y : ] = R™ avec m € N*,
on parle de systéme différentiel (voir Section 3.3).

ExXemPLE 3.2: On reprend I'exemple précédent : (3.1), (3.2), (3.4) sont des équations différentielles d’ordre 2, avec
respectivement

F(t, %, x",x") = mx” —kx, F(t,0,0',0") = 6”+%sin(6), F(t,u,u’,u”) = LCu” +RCu’ +u—E(t),

alors que (3.3) et (3.5) sont des équation différentielles d’ordre 1, avec respectivement

f
F(t,v,v’):v’ngrav, F(t,N,N’) = N’ + AN.

[DI'EFINITION 3.2: FORME RI’ESOLUEJ

Une équation différentielle est dite sous forme résolue si elle est de la forme

y(n) :f(tﬂ%y/)-'wy(ni]))

avec f: I X R™ — R continue, c’est a dire que F(t,uo,...,un) = un — f(t,ug, ..., Un).

; Il n’est pas toujours possible d’écrire une équation sous une forme résolue (probléme de division par 0,
radical,...) mais nous n’aborderons pas ce probléeme. La plupart des équations considérées ici sont déja
sous forme résolue.

Une équation différentielle admet parfois plusieurs solutions, mais en imposant des conditions sur la fonction
(par exemple des conditions initiales) on peut rendre la solution unique. Un principe général, que I’on énoncera plus
précisément plus loin, nous dit que pour une équation d’ordre n il faut n conditions initiales : une pour chaque
dérivéedeyat=0.

ExempLE 3.3: (© Pour I’équation (3.3) de la chute libre sans frottements (f=0), d’ordre 1, on a une infinité de
solutions données par
v(t)=gt+C
avec C € R. Sil’on impose maintenant la condition initiale v(0) = vy, on a une unique solution v(t) = gt-+vp.
® Pour I’équation (3.1) de la masse accrochée a un ressort, d’ordre 2, on a une infinité de solutions données par

x(t) = A cos <\/?t> + Bsin <\/?t>
m m
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avec A, B € R. En imposant les deux conditions initiales x(0) = x¢ et x’(0) = 0 on a une unique solution :

x(t) = xo cos <\/Et)

[DI’EFINITION 3.3: PROBLEME DE CAUCHY]

Soit tg € I et yo,...,Yn—1 € R. L’équation différentielle d’ordre n, munie de la condition initiale

y™ =ft,y,y’...,ym "), tel,
y(to) = yo,

Yy V(to) =yn_1

est appelée probleme de Cauchy.

REMARQUE 3.2: En général, si on demande de résoudre une équation différentielle sans préciser de condition
initiale, cela signifie qu’on demande de trouver toutes les solutions de celle-ci.

PROPOSITION 3.1: LIEN AVEC LES PRIMITIVES

Soit f : I — R continue. L’équation différentielle d’ordre 1

admet une infinité de solutions sur I, données par les primitives de f, y(t) = [ f(t)dt + C avec C € R.

Une équation différentielle est donc une généralisation (tres large) de la notion de primitive. De plus, les primi-
tives vont jouer un rdle essentiel tout le long de ce chapitre.

ESN

Dans les équations différentielles, il est courant de ne pas écrire explicitement la variable pour la fonction
et ses dérivées. Ainsiy’ = f(t) doit étre compris comme y'(t) = f(t). Dans le doute, on peut toujours
écrire les dépendances temporelles partout ou c’est nécessaire.

3.2. Equations a variables séparables

[DI’EFINITION 3.4: EQUATION A VARIABLES SI’EPARABLESJ

Soit f: I = Ret g: R — R continues. Une équation différentielle d’ordre 1 est dite a variables séparables
si elle est de la forme
y' =f(t)gly)

Si f est constante, on dit que cette équation est autonome.

PropPosITION 3.2

On considére I’équation a variables séparables y’ = f(t)g(y).
1. Soit z € I tel que g(z) = 0, alors la fonction constante y(t) = z est solution de I’équation.

2. Soit z1,z2 € R tel que g(z) # O pour tout z €]z7, z3[. Soit F : I — R une primitive de f et G Jz1,z2[— R
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une primitive de é. 1l existe un intervalle | tel que ’équation posséde une infinité de solutions données par

y(t) = G '(F(t) + C)

avec C € R, pour tout t € J.

Démonstration. Pour le premier point, on vérifie que pour y(t) = z on a bien y’(t) = O et f(t)g(y(t)) = 0. Dans
le deuxiéme cas, puisque g ne n’annule pas sur ]z1, z2[ on cherche a résoudre

~ ’

Posons 1 = G(y). Puisque G est une primitive de é onau’ =y'G'(y) = QJ@. Donc si y est solution on a

u’(t) = f'(t). Donc u(t) = F(t) + C, ou F est une primitive de f et C € R, soit G(y) = F(t) + C. De plus, la

fonction é ne s’annule pas sur ]z, z;[, donc sa primitive G est strictement monotone sur ]z1,z;[, et réalise donc

une bijection entre |21,z [ et son image G(z1,z20), de réciproque G~'. Donc y(t) = G (F(t) + C) pour tout t
tel que F(t) + C € G(Jz1,z210). O

REMARQUE 3.3 : 1. Dans le cas autonome ou f(t) = t, la solution est donnée par y(t) = G '(ft+ C).

2. Laformule de la proposition ci-dessus n’est pas a connaitre, seule la méthode compte. Pour s’en souvenir, on
peut utiliser la notation intégrale. On part de y’ = f(t)g(y) et on considere ] tel que g(y(t)) ne s’annule pas

sur | (déterminé a posteriori). On a alors % = f(t), soit en intégrant de part et d’autre
"t
J Yy Jf(t)dt.
g9(y(t)

On effectue le changement de variable v = y(t) a gauche et I'on a dv = y’(t)dt donc

J 9(1\/)(1\} = Jf(t)dt.

On a donc « séparé les variables » et on n’a plus qu’a calculer une primitive de f et de 15, puis inverser la

relation G(y) = F(t) + C. Notons que si G~ existe, elle n’est pas toujours explicite.

EXemMPLE 3.4 : On cherche a résoudre I’équation différentielle d’ordre 1

y' =2ty/1—y?

On remarque d’abord quey = 1 ety = —1 sont des solutions évidentes. Ensuite, soit | un intervalle tel que \/1 — y2
ne s’annule pas sur J, c’est a dire que y(t) €] — 1, 1[ pour tout t € J. On a alors

!
yi = 2t.
V1—y2
Les variables sont séparées, on peut donc intégrer de part et d’autre. On en déduit qu’il existe C € R tel que
arcsin(y(t)) = t?> + C donc
y(t) =sin(t? + C).

Cette solution est a priori définie sur ] tel que sin(t? + C) €] — 1, 1[, qui donne une infinité d’intervalles disjoints
que l'on explicitera pas. En fait, on remarque que y?(t) = 1lorsque t* + C = (2k 4+ 1)5 pour k € Z, mais dans
cecasonay’(t) = 2cos(t? + C) = 0 pour ces points, donc y est encore solution de ’équation différentielle. Donc
J=R

Remarque : Cette solution n’est pas unique. On peut aussi choisir ] un intervalle ou sin(t? + C) €] — 1, 1], puis
recoller avec les fonction constantes y = 1 et y = —1 en dehors.
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@ Toutes les équations d’ordre 1 ne sont pas a variables séparables. Par exemple y’ = y?2 +t, n’est pas de la
forme y’ = f(t)g(y). Méme si on peut « séparer » y de t en écrivant y’ —y? = t, le membre de gauche
n’est pas une dérivée totale, on ne peut pas utiliser la primitive d’'une fonction composée, et la méthode
ci-dessus ne marche pas.

3.3. Equations différentielles linéaires

[DéFlNlTlON 3.5: EQUATION DIFFERENTIELLE LlNl’EAIREj

Une équation différentielle est dite linéaire si elle est de la forme
any™ +. Fay' Fay="b (3.6)

avec dg,...,0an, b : I — R continues. De plus,

® sib =0, cette équation est dite homogene,
® sib # 0, ’équation homogene associée a (3.6) est a,y™ + ajy’ +...+ apy =0,

© si les fonctions ayp, ..., a, sont des constantes (et b quelconque), ’équation est dite a coefficients
constants.

ExempPLE 3.5 : Les équations différentielles (3.1), (3.3), (3.4) et (3.5) sont linéaires. L’équation du pendule simple
(3.2) n’est pas linéaire. En revanche si on remplace sin(0) par 0, son équivalent en 0 (approximation des petites
oscillations), cette équation devient aussi linéaire.

PROPOSITION 3.3: PRINCIPE DE SUPERPOSITION
Siy est solution de I'équation any™ + ...+ ajy’ + apy = by,
et Y, est solution de I’équation any(“] +...+ a1y’ 4+ aoy = by,
alors Ayj + py, est solution de I’équation

any™ + ...+ a1y’ + apy = Ab; + uby.

pour tout A, u € R. En particulier toute combinaisons linéaire de solutions d’une équation homogéne est aussi
solution de cette équation.

Démonstration. On utilise le fait que

Ay + wy2)™ =A™ 4y

puis on calcule an (Ay1 + py2)™ +... 4+ a1 (Ays + ny2)’ + ao(Ay1 + py2). On regroupe les termes et on utilise
les deux hypothéses. O

Soit Yy, une solution particuliere de I'’équation a,y (M) 4. .4+ a1y’+agy = b. Alors 'ensemble des solutions
de cette équation est de la forme Yy, + yn, ot Yy, est une solution de I’équation homogene associée.

Démonstration. Soit Yy, une solution particuliére et y une solution générale. On a

anyy" + ...+ a1y, + aoyg =b
any™M +.. .+ a1yl + a0y, = b
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En soustrayant la deuxieme équation a la premiere, on en déduit que y4 — Y, est solution de I'équation

any™ + ...+ a1y’ 4+ apy =0,

c’est a dire I'’équation homogene associée. Donc Y4 — Yp = Yn. O

REMARQUE 3.4 : Ces résultats nous disent que ’ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire
homogeéne est un espace vectoriel, et que 'ensemble des solutions d’une équation différentielle linéaire non
homogéne est soit vide, soit un espace affine de méme direction que 'ensemble des solutions de I’équation
homogéne associée.

3.3.1 Equations d’ordre 1
On s’intéresse ici a la résolution exacte de I’équation
y'=ay+b
avec a,b : I — R continues.

PROPOSITION 3.4: CAS HOMOGENE D’ORDRE 1
Soit a : I — R continue. Les solutions de I’équation homogéne y’ = ay sont les fonctions y : I — R avec
y(t) = Cexp(A(t))

avec C € R et A une primitive de a sur I.

Démonstration. a est continue sur I, soit A une de ses primitives. Soit Yy une solution.
Posons u(t) = y(t) exp(—A(t)), de sorte que
u/(t) =y'(t) exp(—A(t)) — A'(t)y(t) exp(—A(t)) = (y'(t) — a(t)y(t)) exp(—A(t)) =0
Donc u(t) = Cavec C € R. O

REMARQUE 3.5: 1. Ce résultat nous donne toutes les solutions de I'équation homogéne. On en a une infinité,
données par différentes valeurs de C € R. L’ensemble des solutions est un espace vectoriel de dimension 1.
Avec une condition initiale sur y, on peut fixer la constante C et la solution est unique.

2. Si a(t) = a constante, on retrouve que y(t) = Ce®* est solution de y’ = ay.

PROPOSITION 3.5: CAS GENERAL D’ORDRE 1

Soit a,b : I — R continues. Les solutions de I’équation y’ = ay + b sont les fonctions y : I — R avec

) = (C+J b(s)exp(—A(s))ds) exp(A(t))

to

avec to € [, C € R et A une primitive de a sur L.

Démonstration. D’apres le Corollaire 3.1, 'ensemble des solutions est donné par y, + Yy ol Yy, est une solution de
I’équation homogeéne associée, déja donnée en Proposition 3.4 : yp, (t) = Cexp(A(t)) avec C € R et A une primitive
de a. Il reste donc a trouver une seule solution particuliére. Pour cela, on utilise une méthode appelée « variation de
la constante » qui revient a dire que les constantes apparaissant dans I’équation homogéne deviennent dépendante
de t. On cherche donc Yy, (t) = c(t) exp(A(t)) ouc: I — R une fonction de classe cl. Yy est solution de I'équation
Yy’ = ay + b si et seulement si

c’exp(A) + cA’exp(A) = acexp(A) +b

c’est a dire ¢’ exp(A) = b. On en déduit
t
clt) = | bls) exp(-Als))
to

Donc yp est une solution particuliere, et y = Yy, + yp donne le résultat. O
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REMARQUE 3.6 : La formule ci-dessus n’est pas a connaitre par coeur, seule la méthode compte : on résout
d’abord I’équation homogéne associée puis ont trouve une solution particuliére par variation de la constante.

ExempLE 3.6: Résolvons I'équation y’+ 2y = 1+ e~ *. L’équation homogéne associée esty’ +2y = 0, I'ensemble
de ses solutions est yp, (t) = Ce 2! (attention au signe!). On cherche ensuite une solution particuliére de la forme
Yp(t) = c(t)e™2t, qui est solution si et seulement si

c’e”?t —2ce %t +2ce 2t =1 +exp(t),

cestadire ¢/(t) = (1 + e t)e?t = e?t 4 et. Donc une solution particuliére est

_ 12t t) ,—2t 1 —t
yp(t)(ze +e)e = 2+e

y(t) = (; + et> 4+ Ce %t

et ’ensemble des solutions est

avec C € R, définie surt € R.

Soit ty € I etyp € R. Le probleme de Cauchy
y' =ay+b,
y(to) =yo
posséde une unique solution y, définie sur I, donnée par la formule
t
vtel  y(t) = (yo +J b(s) exp(—A(s)) dS) exp(A(t)),
to

ou A est I'unique primitive de a sur I telle que A(to) = 0.

On verra dans la suite du cours que ce résultat d’existence et d’unicité se généralise pour les équations différen-
tielles linéaires d’ordre .

Jusqu’a présent, nous avons considéré des équations d’ordre 1 sous leur forme résolue, mais la Définition 3.5 est
un peu plus générale, il reste donc un dernier cas a traiter.

{DI’EFINITION 3.6: RECOLLEMENT]

On considére I’équation différentielle linéaire d’ordre 1 ay’ + by = ¢ avec a,b,c : I — R continues. On
suppose que a s’annule en ty € I et que a ne s’annule pas pour t # tg. De sorte que pour t # to, I’équation
peut s’écrire sous sa forme résolue y’ + %y = <. Pour t < to, elle admet un ensemble de solutions y; et
sur t > to, un ensemble de solutions y>. On parle de recollement lorsqu’il existe une solution de classe C'
définie sur I, qui coincide avec Y7 sur t < to, avec Yy sur t > to. En particulier il faut vérifier que

Y1 (to) = y2(to), Y1 (to) = y3(to).

ExemMPLE 3.7 : On veut résoudre sur R ’équation différentielle
(1-ty' —y=t

On commence par la résoudre sur Iy =] — oo, 1[ et I, =]1, +ocol. Sur I, une primitive de t — 11? est —In(1 —1t)
donc les solutions de I’équation homogéne sont les

Yn(t) = Cexp(—In(1 —1t)) = %, CeR.
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c(t)

Tt alors ¢ doit vérifier

On cherche une solution particuliere de I’équation non-homogéne de la forme y, (t) =
2
¢/(t) =t,doncc(t) = % convient. Ainsi, les solutions de I’équation sur I sont les
o+t

Ul(t):m> o« €R.

De méme, on trouve que les solutions sur I, sont les

B+t

—m) BER.

y2(t)

On cherche une solution y sur R; donc il existe «, 3 € R tels que

2
2"(‘]’:“” sit>1,

B+t
201—0)

y(t) =

sit< 1.

On veut que y soit continue en 0; or 1 —t —]> 0, donc nécessairement o + t2 —]> 0 (car sinon Y7 n’aurait pas de
— t—

t
limite finie en 1), d’oit « = —1. De maniére similaire, on doit avoir = —1. On a donc
2 —1 (1+1)
YVt #£ 1 t) = =— .
#1, y(t) 00 2

On vérifie ensuite que cette fonction est bien définie sur R, de classe C', et qu’elle est solution de 1’équation diffé-
rentielle.

REMARQUE 3.7 : Onremarque ici que le recollement est unique car toute autre valeur de o ou {3 fait exploser la
solution en t = 1, mais on verra en exercice qu’il existe parfois une infinité de recollements possibles pour une
équation donnée.

3.3.2 Equations de Bernoulli et Riccati

Les deux familles d’équations de cette section ne sont pas linéaires, mais on peut les résoudre en se ramenant
au cas linéaire. Elles doivent leur nom aux mathématiciens suisse Jacques Bernoulli (1654-1705) et italien Jacopo
Riccati (1676-1754).

[DI'EFINITION 3.7: EQUATION DE BERNOULLI]

Soit a,b : I — R continues et ® € R\ {1}. Une équation de Bernoulli est une équation différentielle
non-linéaire d’ordre 1 de la forme
y' = ay +by*.

Pour résoudre une telle équation, on se place sur un intervalle ou y > 0 (déterminé a postériori). et on divise
par y* pour obtenir
y'y *=ay'"*+b.

1

Sionposez=1Yy'~ %, on obtient alors

z' =az+b,
11—«

qui est une équation linéaire du premier ordre. Il faut bien sir faire attention a 'intervalle sur lequel on travaille.

[DI'EFINITION 3.8: EQUATION DE RICCAle

Soit a,b,c : I — R continues. une équation de Riccati est une équation différentielle non-linéaire d’ordre 1
de la forme
y’ = ay® + by +c.
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Supposons connue une solution particuliere y, de '’équation de Riccati, et cherchons une solution de cette
équation de la forme y = z + y,. Alors

z +y), = az’ + ay} + 2aypz + bz + by, + ¢,
d’ou 'on déduit
2’ = az? + (2ay, + b)z

puisque Yy, est solution de I'’équation de Riccati. Cette derniére équation est de type Bernoulli avec ¢ = 2, donc on
procede au changement d’inconnue w = 12 pour se ramener a I’équation linéaire du premier ordre

—w' =a+ (2ay, + b)w.

La partie la plus délicate de la résolution est de trouver une solution particuliére y;, ; on peut commencer par en
chercher une sous une forme simple (constante, polynomiale, etc.).

ExXemMPLE 3.8 : On cherche des solutions de I’équation
ty' +y—ty> =0.

I s’agit d’'une équation de Bernoulli. La fonction nulle est solution ; on cherche une autre solution y. Sur un intervalle
] ot y ne s’annule pas, I’équation devient
!/

1
t 4 S —t=o.
Y Y
De plus, on suppose | contenu dans un intervalle ou t # 0 pour ne pas se poser la question du recollement des
solutions, par exemple ] C I =]0, 4-o00[. On pose z = y]—z ; alors y est solution de I’équation ci-dessus si et seulement
si

t !
—=z' +z—t=0.
2
Les solutions de I’équation homogéne sont les t — ct?, ¢ € R. La fonction t +— 2t est une solution particuliére de
I’équation non-homogene, donc la solution générale est de la forme z : t + 2t + ct?. Par définition z prend des
valeurs strictement positives sur J; c’est toujours le cas lorsque ¢ > 0, mais lorsque ¢ < 0 il est nécessaire d’avoir

t< —%. Finalement, la fonction définie par
© sic<0:¥t €0, ~2], y(t) = ——,
© sic>0:Vtelo,+ool, ylt) = .

est une solution de I’équation.

REMARQUE 3.8: Les méthodes ci-dessus permettent de trouver une ou plusieurs solutions, mais ne dit rien sur
I’ensemble des solutions.

3.3.3 Systemes différentiels linéaires

Les équations différentielles considérées jusqu’ici étaient scalaires, c’est a dire que 'inconnue y est a valeur dans
R. On peut généraliser au cas ou 'inconnue Y est a valeur dans R™.

[DI’EFINITION 3.9: SYSTEME DIFFERENTIEL LINI'-:AIRE]

Soit m > 1 entier. Un systéme différentiel linéaire du premier ordre de taille n est une équation diffé-
rentielle de la forme

Y =AY +B

ouA : I = My(R)et B : I — My 1(R) sont des fonctions continues, I étant un intervalle de R. Une
solution de ce systéme est une fonction Z : I — My, 1(R) de classe C' vérifiant : pour tout t € I, Z'(t) =
A(t)Z(t) + B(t).

Dans cette définition, on dit qu’une fonction a valeurs matricielles est continue (respectivement de classe C') si
et seulement si toutes les fonctions coefficients sont continues (respectivement de classe C').
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EXEMPLE 3.9 : Le systéme suivant est un systéme différentiel linéaire du premier ordre de taille 3

Y7 =3y1 — Y2 +2y3 + by yr\’ 3 -1 2 i by
y; = ayz +ysz + b & y2| =|alt) O 1 yz2 | + | b2
yé =cyi1 +3yz + dys Y3 c(t) 3 dt) Y3 0

PRroPOSITION 3.6

L’équation différentielle linéaire d’ordre n

y™ =ay+ary’ +...+any" " +b

avec ag,...,0an—1,b : I — R est équivalente au systéme différentiel linéaire d’ordre 1 de taille n :
y 0
Yy’ ~
Y' =AY + B, Y= ) , B=|-1, A=
: 0
y(n=1) b 0 0 1
a ar ... ... QAn-—

Démonstration. 1l suffit d’écrire chaque ligne du systéme matriciel. Les n — 1 premiére lignes donnent y*) = y(*)
pour k = 1,...n — 1 et la derniére ligne donne ’équation d’ordre n. O

Ainsi, toute équation d’ordre n se raméne a un systéme d’ordre 1 et de taille n. Le théoréme qui suit est fon-
damental et doit son nom aux mathématiciens francais Augustin Louis Cauchy (1789-1857) et allemand Rudolf

Lipschitz (1832-1903). Il existe en fait une version bien plus générale, qui va au dela du cas linéaire, mais que 'on
abordera pas ici.

THEOREME 3.1: THEOREME DE CAUCHY-LIPSCHITZ LINEAIRE

Soit I un intervalle de R, A : T — My (R) et B : I = M,, 1(R) continues, to € T et Yo € My, 1(R). Alors le
systéme différentiel linéaire

Y =AY+ B (3.7)

admet une unique solution Y : I — My, 1(R) de classe C' telle que Y(to) = Yo.

Démonstration. Admise (nécessite des connaissances provenant de cours ultérieurs). O

Le principe de superposition s’applique aussi aux systémes différentiels linéaires.

L’ensemble des solutions de Y/ = AY est un espace vectoriel de dimension n. L’ensemble des solutions de
(3.7) est un espace affine de dimension n.

REMARQUE 3.9 : Ainsi, résoudre un systéme d’ordre 1 de taille n revient a trouver n solutions indépendantes
du systeme homogene et une solution particuliére. Une version matricielle de la méthode de variation de la
constante existe pour trouver une solution particuliére, mais il n’existe pas de formule générale pour trouver
I’ensemble des solutions homogénes, sauf si A est a coefficients constants. Méme dans ce cas, I’expression des
solutions requiert des notions d’algebre linéaire (réduction des endomorphismes et exponentielle de matrice) qui
seront vus dans des cours ultérieurs.

On peut quand méme résoudre certains systémes « a la main », par exemple si A est échelonnée on peut
remonter le systéme en résolvant des équations scalaires d’ordre 1. Par exemple, on peut en principe résoudre

x" = (1+t*)x+ 2y +z +sin(t),
y' =ty + 3z,
Z/
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I avec les méthodes des sections précédentes.

Soient to € I et yo,Y1,...,Yn—1 € R. Le probleme de Cauchy

y™ =ay+ary’ +...+any™ 1+ b,
y(to) = yo,

y(n_”(tO) =Yn-1

admet une unique solution y, définie sur I.

Démonstration. C’est la conséquence directe du Théoréme 3.1 et de la Proposition 3.6 O

3.3.4 Equations d’ordre supérieur

On s’intéresse dans cette section a ’équation différentielle linéaire d’ordre n a coefficients constants :
any™ +any™ T+ @iy +ay=b
avec ag,...,0n € R, a,, #0etb: 1 — R continue.

PROPOSITION 3.7: EQUATION CARACTERISTIQUE
Soit A € R. La fonction y : R — R définie par y(t) = e*! est solution de I’équation différentielle homogene
any™ +an 1y @y Fay =0
ag, ..., 0an € R, an # 0 si et seulement si A est solution de ’équation caractéristique :
PA) = an A" + an AV T+ ...+ ajA+ao =0.

Le polynome P est appelé polynome caractéristique.

Démonstration. On ay®) = A*e pour tout k > 1. En remplacant dans I’équation homogéne on a
any™ +an gy 4t ay +ay=0 & (@A™ + an A" T+ A+ ag)eM =0

et on en déduit 'équation caractéristique car et # 0. O

@ L’équation caractéristique revient a remplacer y*) par A pour k > 1 ety = y(©) par 1 = A°. De plus
on fera attention aux différents signes selon la forme de I’équation différentielle. Par exemple, I’équation
caractéristique associée ay” = 2y’ — 3y est 12 — 2r + 3 = 0. Dans le doute, on peut toujours repartir de
y(t) = e et remplacer dans I'équation différentielle.

Ainsi, chaque racine du polynéme caractéristique P fourni une solution homogene. Si P est scindé a racines
simples, on a donc n solutions indépendantes, c’est a dire une base de ’ensemble des solutions. Cependant P, peut
avoir des racines multiples, ou des racines complexes. On se concentre d’abord sur le cas n = 2 qui contient déja
toutes ces subtilités, avant d’énoncer le résultat a ’ordre n.

THEOREME 3.2: SOLUTIONS HOMOGENES A L’ORDRE 2
L’ensemble des solutions de I’équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 2

ay”’ +by’ +cy=0
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avec a,b,c € Ret a # 0 est donnée par
yn(t) = Ay (t) + Bya(t),

ot A, B € R et y7,y> dépendent des racines A1, A2 du polyndme caractéristique P(A) = aA? + bA + c.
1. SiA7,A2 € Ret A7 # Ay, alors yq (t) = eMtetya(t) = ezt

2. SiA; = Ay €R,alors yq(t) = eMtetyy(t) = tert.

3. SiA; = o+ 1B € Cet Ay = A7, alors yq (t) = e** cos(Bt) ety (t) = e*tsin(PBt).

Démonstration. 1. SiAj,A; € Ralorsyi(t) = et ety (t) = e*2* sont solutions de I'équation homogéne d’aprés
la Proposition 3.7. De plus, ces deux solutions sont indépendantes si A; # A,. En effet, soit ¢1,c2 € R tel que
€1Y1 + c2y2 = 0. En prenant la valeur en t = 0 de cette équation et de sa dérivée on en déduit

c1+c2=0
A1c1 +A2c =0
donccy =cy =0.

2. SiAy =72 €Ronavys(t) = eMt = eMat ] faut donc trouver une deuxiéme solution indépendante. Vérifions
que y2(t) = teM ' est aussi solution. En dérivant deux fois on a

ayy +byj +cyz = a(Aft + 2A1)eM + b(Art + 1)eMt + cte't
= ((aAf +bA + )t +2ar; +b)eMt
=0.

On a utilisé I’équation caractéristique et le fait que si A est une racine double de P alors P/(A1) = 2aA; +b =0.
Enfin, y; et y, sont indépendantes car c1y7 + c2yz = 0 implique que ¢; =0 et c; = 0 (prendre t = 0).

3. SiA; et A, sont complexes et conjuguées, alors e et e*2t sont solutions indépendante de I'équation homogéne,
mais ne sont pas a valeurs réelles. Cependant, on peut prendre n’importe quelle combinaison linéaire des deux.

On pose donc

e7\1t +e)\zt
yi(0) = ST ET el = e cos(Br),  yalt) = ST —m(eM?) = e sin(p),

et on obtient deux solutions indépendantes a valeurs réelles.

EXEMPLE 3.10: L’équation différentielle homogéne d’ordre 2
Yy =4y’ +3y=0

a pour polyndme caractéristique est P = A> —4A+3 = (A—1)(A—3), donc les fonctions y (t) = et ety (t) = e3*
forment une base de I'espace des solutions de I’équation homogéne, et la solution générale s’écrit

yn(t) = Ae' + Bet

avec A,B € R.

THEOREME 3.3: SOLUTIONS HOMOGENES A L’ORDRE Tl
‘ensemble des solutions de I’équation différentielle linéaire homogene d’ordre n
any™ +an gy @y +ay =0

avec agp,...,0an € R, ap # 0 est donnée par les combinaisons linéaires (réelles) des fonctions générée par

les racines du polyndéme caractéristique P(A) = anA™ + an A" + ...+ a1A + ao.

1. Pour chaque A € R racine de P de multiplicité m > 1, on a les m fonctions indépendantes t — te* avec
k=0,...,m—1.
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2. Pour chaque paire A, A € C racine de P de multiplicité m > 1, on a les 2m fonctions indépendantes
t — te*t cos(Bt), t — t*e*tsin(Bt)

pourk=0,...,m—letavecA = x+1if, &, € R.

L’ensemble de ces fonction constitue une base des solutions de I’équation homogéne.

Démonstration. Admise. O

PROPOSITION 3.8: VARIATION DE LA CONSTANTE
On considére 1’équation différentielle linéaire d’ordre n
any™ +an_y™ 4+ aiy' +ay="b

avec Qg,...,0n € R,an #0etb: 1 — R continue. On suppose connue une base yi, .. .Yyn des solutions de
I’équation homogene associée. Alors une solution particuliére est donnée par

Yp = X1Y1 + ...+ &nYn

oll &1,..., 0 : I — R sont des fonctions de classe C' qui vérifient
Yr .- Yn o 0
y! .. yh o) .
: : : 0
ymt oy ey b

Démonstration. On réécrit I’équation d’ordre n sous la forme d’un systéme d’ordre 1 mais de taillen, Y/ = AY + B,
donné en Proposition 3.6. Les solutions de I’équation homogéne yri,...yn générent Y1,...,Yn : I = My 1(R),
des solutions du systéme homogéne Y’ = AY. On pose Y, = 1 Y7 + ... + ot Yy, Explicitement, on a

Y1 Yn
Y1 Yn
Yp = 1 : +... 4+ an .
.71 .71
yim v yo "

C’est une solution du systéme différentiel si et seulement si

n

n
Z(O({Yi + (XiY{) = Z xiAY; + B

i=1 i=1

n n
Puisque Y; est solution du systéme homogéne on a, par linéarité, Z oY = Z a;AY;. Donc Y}, est solution si et

i=1 i=1
n

seulement si Z o!Y; = B. C’est une équation vectorielle, qui contient 1 lignes. Pour chacune d’elles on obtient
i=1
oyt .o+ yn =0
ay;+... oy, =0

7, (n=1)

ATR ooyt =p

que 'on peut récrire sous forme matricielle. On obtient I’énoncé de la proposition. O
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EXEMPLE 3.11: On reprend exemple précédent et on cherche a résoudre I’équation différentielle
y' =4y’ +3y=(2t+1)e "

Les solutions de I’équation homogéne associée sont Yy (t) = e' et y,(t) = e3t. On pose donc Yy, = x1Y1 + x2Y1,

et on doit résoudre
Y1 Y2\ (o) _ 0
yr yy ) \ey)  \(2t+1)et)”

Y1 +ayys =0,
oY) + oyl = (2t +1)e t

c’est a dire

On a donc
of (t)et + aj(t)e’t =0,
of (t)et + 3o (t)edt = (2t + T)e .

En soustrayant la premiére équation a la seconde, on trouve

o (t) = (t + ;) e Mt puis o (t) =— (t + 2) e 2t

En intégrant, on obtient

1 1
oo (t) :—ﬁ(4t+3)e_4t, o (t) = 5 (t+1)e 2t

et on trouve finalement

yp(t) = (t+1)e*t—l(4t+3)e*t = (Jtt+ > > e b,

16 16

N —

Finalement, on trouve que les solutions de I’équation sont les fonctions

1. 5
y:t— Aet +Be3t + (4t+16> e’t, A,BeR.



4 SERIES

@ Objectifs :

® Maitriser la terminologie des séries (convergence, divergence,...)
® Connaitre les critéres de convergence

© Identifier les séries classiques (géométrique, harmonique, de Riemann,...)

Motivation

Le but des séries est de donner un sens mathématique aux sommes contenant une infinité de termes. Dans
certains cas, la réponse est évidente, par exemple 1 + 1+ 14 ... = +00. A l'inverse, il y a des cas ou une somme
infinie peut donner un nombre fini. Par exemple, on va montrer I'identité suivante sur la série géométrique :

: 1 1 1 1 )
5t tatate=
Dans d’autres cas, la réponse n’est pas claire. Quel sens donnera T —1+1—1+41—1+...? Est ce que la somme
suivante est finie : 1 + % + % + % +...?
Dans ce chapitre, on étudie les séries numériques, c’est a dire que les termes de la série sont des nombres (réels ou
complexes), qui repose sur la théorie des suites numériques. Dans les années d’études supérieures, on généralisera
ces notions aux séries de fonctions, notamment les séries entiéres et les séries de Fourier.

4.1. Terminologie, convergence, divergence

Dans tout ce chapitre on note K = R ou C.

Soit (U )nen € KN une suite de nombre réels ou complexes. La suite (S, )nen définie par

n
Sn = Z Uy
k=0

est appelée série de terme général u, et u, est appelée le terme général de la série. On dit que la série
converge (ou est convergente, abrégé CV) si la suite S, admet une limite { € K lorsque { — oo. Sinon on
dit que la série diverge (ou est divergente, abrégé DV). La suite (Sy,) s’appelle aussi la suite des sommes
partielles.

ESN

+o00o
On note E Un, pour abréger « la série de terme général u, ». Si la série converge, on note E uy la
k=0
limite de la suite S;,.

% .

On distinguera bien la série E u, € KN, de la limite E uy € K. La premiére existe toujours alors que
k=0
I'on ne peut écrire la deuxiéme seulement si la série converge.

70
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n
REMARQUE 4.1: Sile terme général est indexé par n > ngy on adapte les notations : S;, = Z Uy et la limite,
k:no
+oo
si elle existe, devient Z Uk.
k=no

PROPOSITION 4.1: SERIE GEOMETRIQUE

Soit q € K. La série )_q™, de terme général u,, = q™ (suite géométrique de raison q), est appelée série
géométrique. Elle est convergente si et seulement si |q| < 1, auquel cas on a

oo o .I
Zq 1.4

n=0

Démonstration. Siq = TonaS, = 1+ 12+ ...1" = n + 1 et la série diverge. Supposons |q| < 1 On a
Sh=1+qg+qg*+...+q"etdonc

@Sn=q1+q+q*+...4q)=q*>+¢>+...+ q" + q"*'

La différence des deux nous donne (1 — q)S, = 1 — q™*', donc pour q # 1

1— n+1
s, =4
T—q
Puisque |q| < 1ona q™*! — 0 car |q"*'| = |g|™*!. Donc S, — ﬁ lorsque n — oo.

Supposons maintenant || > 1 et supposons par 'absurde que la série est convergente. On a donc S;, — ¢
lorsque n — co. De méme, S, 1 — {, donc Sy 1 —Sn — 0.0r Sy 1 — Sy = q™* ' avec |q] > 1, donc q™*! ne
tend pas vers O et 'on a une contradiction. O

EXEMPLE 4.1: Avec = % on a donc

+oo
1
D 5n =2
n=0
PROPOSITION 4.2
Sila série ), converge alors lim u, =0.
n—oo
n
Démonstration. On reprend la preuve de la proposition précédente. On considére Sy, = Z Uy. Sila série converge,
k=0

alors S, — ¢ S,,_1 = letdoncS,, — S 1 =u, - €{—€=0. O

Par contraposée, si U, ne tend pas vers 0 alors la série ) _u,, est divergente. On dit qu’elle diverge grossié-
rement.

EXEMPLE 4.2: Avec u, = (—1)™ ona S;; = 0 si n est impair et S;; = 1 si n est pair. La suite S;, n’admet donc
pas de limite. Plus simplement, on a [u,| = 1 donc u,, = O et la série est grossiérement divergente.

@ La réciproque est fausse.
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1

EXEMPLE 43 : Onau, = In(1 + ) — Olorsque n — oo mais ) u, diverge. En effet, si on récrit u, =

In(n+1)—1In(n)ona

Sh = Z ux = (In(2) —In(1)) + (In(3) —In(2)) +... 4+ (In(n+ 1) — In(n)) = In(n) — +oo.

k=1
PROPOSITION 4.3: SOMME TELESCOPIQUE
n
Siu, =vni1 —vpalors Sy, = E uy est appelée somme télescopique etl'ona S;, =vn1 —Vvo.
k=0
Démonstration. Laissée au lecteur. O

PropPoSITION 4.4

Soit (un) et (vy) € KN tel que un = v,, pour tout n > no. Alors les séries >, et 3 v, sont de méme
nature (i.e. 'une converge si et seulement si l’autre converge).

Démonstration. On pose S, =uo+...+upetS, =vo+...+vy.Pourn<npona
Shn—S,=U—Vo+U —VI+ ...t Un, — Vny-

Donc Sy, — S, est constante a partir d’un certain rang. Donc (S, ) converge si et seulement si (S;,) converge. [

PROPOSITION 4.5: LINEARITE DES SERIES

Soit (ay,) et (by) € KN. Alors :
1. Y Oconvergeet) - ,0=0,

2. Si ) a, converge et ) by converge alors > _(an + by, ) converge et 'on a

oo o )
Z(an+bn) = Z anJFan)
n=0 n=0 n=0

3. Si)_ an converge et A € Kalors ) (Aan) converge et 'on a

oo

Aan) =A i an.
n=0

n=0

Démonstration. Posons

n n n
An:Zana Bn:an) Cn:Z(an+7\bn)-
k=0 k=0 k=0

Ona C, = A,, + AB,, donc si A,, et B;, ont des limites alors C,, a aussi une limite et
lim C, = lim A,, +A lim B.
n—oo n—oo n—oo

O

REMARQUE 4.2 : Cette proposition nous dit que I'ensemble S = {(u,) € KN| 3 u, converge} est un sous-
espace vectoriel de KN et que I'application suivante est linéaire :

S — K

+o0
(un) +— Zun-
k=0
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Si ) an converge et > b, diverge alors ) (a, + by, ) diverge.

Démonstration. Supposons que Y_(a, + by ) converge. Alors, d’aprés la proposition précédente, Y ((an + bn) —
an) = >_ by converge. Contradiction. ]

@ Si ) a, diverge et >_ b, diverge, on ne peut rien dire sur la nature de ) _(an + by,).

EXEMPLE 4.4: a, = letb, =—1.) an et ) by divergent grossiérement, mais leur somme converge.

PROPOSITION 4.6: SERIES COMPLEXES

Soit () € CN.La série }_ w, converge si et seulement si _ Re(u,,) et 5 Im(w,,) convergent. Dans ce cas
ona
+o00 +o00 +oo +oo
Re <Z un> = Z Re(un), Im (Z un> = Z Im(un).
n=0 n=0 n=0 n=0

Démonstration. Posons S, = Y _, k. On rappelle que pour une suite & valeurs complexe S, — S est équivalent
a
lim [S, —S|=0.

n—oo

On pose S;, = Xn + iyn et S = x + iy avec (xn)n, (Yn)n € RN et x,y € R. Donc

im0 Xn = X
limn 00 Yn =Y

i 15, -51=0 & lim \fx—xn 2t ly-ui=0 &

n—oo n—oo

On conclut en remarquant que

Xn = Re(Sn) = Z Re(wy), Yn =Im(Sy) = Zlm(uk)~
k=0
+00
D’autre part on a x = Re(S) ety =Im(S) avec S = Z Up. O
n=0

PROPOSITION 4.7: CRITERE DE CAUCHY POUR LES SERIES

La série ) u, converge si et seulement si

n+m
Ve>0, INeN, vn>N, Vm>0, ) w<e
k=n-+1
n+m
Autrement dit, pour tout m > Oona lim Z u, = 0.
noee k=n+1

Démonstration. On rappelle qu'une suite a valeurs dans R ou C converge si et seulement si elle est de Cauchy. On
revient ensuite a la définition d’une suite de Cauchy pour S,, = Y ', ux.

Ve >0, INeN, vn,m>N, S —Sml <e.
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Soit ¢ > 0,n > N et m > 0. En particulier n + m > N donc Sy 4 — Sn| < €. Or

n+m n n+m
Snim —Sn = Z U—k_Zuk = Z Uk.
k=0 k=0 k=n+1
O
ProPOSITION 4.8
La série harmonique )_ % diverge.
Démonstration. Pourk € {n+1,...,2n}ona % > ﬁ Donc
2
=1 _.n 1
- > =
k=™ 2n 2
k=n+1
Donc cette série ne satisfait pas le critére de Cauchy, donc elle diverge. O
4.2. Convergence absolue et séries a termes positifs
{DI’EFINITION 4.2: CONVERGENCE ABSOLUE]
Soit (1n)n € CN. On dit que la série 3_ 1, est absolument convergente si la série Y_ |u,| converge.
ProposITION 4.9
Si Y u, est absolument convergente alors elle est aussi convergente et I'on a
o0 oo
D un[< ) lual
n=0 n=0
Démonstration. Si )_[un| converge, alors on a le critére de Cauchy : pour tout m > 0
n+m
lim =
Y=o
k=n+1
De plus, on a I'inégalité triangulaire
n+m n+m
0< Z ug | < Z lul
k=n+1 k=n-+1
Donc par encadrement
n+m
lim ug =0.
dim ) we=0
k=n+1
Donc }_ uy satisfait le critére de Cauchy, donc elle est convergente. De plus on a, pour tout 1,
n n
> w <Y hul
k=0 k=0
Donc puisque les deux limites existent on peut prendre la limite de cette inégalité et en déduire le résultat. O

REMARQUE 4.3 : La convergence absolue est un critére simple qui permet de ramener la question de la conver-
gence a une série a termes positifs.



CHAPITRE 4. SERIES 75

@ La réciproque est fausse. Il existe des séries dites semi-convergente qui sont convergentes sans étres
absolument convergentes. Voir I’Exemple 4.7 plus loin.

[DI'EFINITION 4.3: SERIE A TERMES POSITIFS]

On dit qu’une série ) _u, est a termes positifs si u,, > 0 pour tout n.

REMARQUE 4.4: 1. Siu, < 0 pour tout n, on peut prendre v,, = —u,, > 0. Ainsi 'important est surtout que
le terme général soit de signe constant.

2. Siuy, > 0 apartir de n > ny, alors d’apres la Proposition 4.4 les criteres ci-dessous s’appliquent aussi.

; Les critéres de convergence qui suivent ne sont valables que pour les séries a termes positifs. On se gardera
bien de les appliquer aux autres séries plus générales.

ProprosiTIiON 4.10

Soit (Un )n avec Uy, > O pour toutn et S;, = ZEZO uy. Alors
1. Y un converge si et seulement si (S, )y est majorée.

2. ) Uy diverge si et seulement si lim S, = +oc0.
n—oo

Démonstration. On a

n+1 n
Sn+1 _Sn = Zuk_zuk = Un41 ZO)
k=0 k=0
donc la suite (Sy, )y est croissante. Soit elle est majorée et elle converge, soit elle tend vers +o0. O]
(e 9)
REMARQUE 4.5: Dans le cas ou la suite S,, diverge, on pourra noter Z U, = +00, mais on retiendra que cette
n=0
notation n’est valable que pour les séries a termes positifs. En général, une série peut étre divergente sans avoir

de limite.

ProprosiTION 4.11: COMPARAISON

Soit >_u, et vy, deux séries a termes positifs. On suppose que U, < vy, pour toutn > 0.
Alors, si )_ vy converge, > U, converge.
Par contraposée, si )_u, diverge, alors ) v, diverge.

Démonstration. Si ) vy converge alors la suite S/, = ) |'_, Vi est majorée, d’aprés la proposition précédente. De

plus, pour tout n
n n
Sn = Zuk S Z\lk :S.[/1
k=0 k=0

Donc S;, est majorée, donc )_ u,, converge. O

ExXeEmMPLE 4.5: Etudions la série 1

I PErys



CHAPITRE 4. SERIES 76

Pour toutnona —1 < cos(n) < 1donc 1 <2+ cos(n) < 3. En particulier u, > 0. De plus on a

1
unﬁzfn

Or}_ zi“ converge, c’est la série géométrique de raison % qui est une série a termes positifs. Donc, par comparaison
> uy converge.

PROPOSITION 4.12: DOMINANCE

Soit (Un )n et (v )n deux suites tel que vy, > 0 pour tout n et uy, = O (V). Si D>V, converge alors )y,
“+o00

est absolument convergente.

Démonstration. Puisque Uy, = O (Vn), soit C > 0et N € N tel que
vn >N, lun| < Cvy

Si }_vn converge, alors } | -y Cvn converge aussi, et donc par comparaison, } | -y [un| converge. Enfin, la
nature de la série ne change pas en ajoutant un nombre fini de termes. Donc )_ |u,| converge. O

I REMARQUE 4.6 : Dans la proposition ci-dessus, on suppose seulement que v;; > O et rien sur le signe de u,,.

ProprosiTION 4.13: EQUIVALENCE

Soit (U ), et (v )n deux suites tel que u, > 0 et v, > 0 pour tout n. Siw, ~ vy, alors les séries ) uy, et
“+oo

>~ v, sont de méme nature (convergente ou divergente).

Démonstration. Puisque U, ~ Vq, il existe (wy )n, avec lim w;, =0et N € N tel que
+o00 n—oo

vn > N, Un =Vn (1 + wy)

En particulieronau, = O (vn)etvy, = O (un) et on peut simplement appliquer la proposition précédente. [J
+oo +o0o

REMARQUE 4.7 : Les critéres ci-dessus permettent de déduire la convergence d’une série en utilisant une série
plus simple, mais il ne nous disent rien sur la valeur limite de la série lorsqu’elle est convergente.

EXeEMPLE 4.6 : Considérons les séries de terme général

1 1
Up = ——— V= —.

Cnn+1) n2
Onau, >0,vy > 0etu, I Vn,. En récrivant
o0
1 1
Wy = — — ——
"Tn o n+0U
la premiére série se calcul par somme télescopique :
S 1
Sn = uy=1-—: —1
n Z k n -+ 1 nooo
k=1
(oo}
Donc ) u,, converge et Z = 1. On en déduit que }_ vy, est convergente, par contre on ne sait rien sur la valeur
n=0

de la somme infinie.
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LEMME 4.1: COMPARAISON SOMME-INTEGRALE

Soit f : Rt — R™ une fonction positive et décroissante. Alors, pour tout n, m > 0

n+m+1 n+m n+m
J fldt < Y f(k) < J f(t)dt
n — n—1
2 Y
f(k) |--- -
fk+1)|---- fx)
k k41 x

Démonstration. Soit k > 0ett € [k,k + 1]. f est décroissante donc f(k + 1) < f(t) < f(k). En intégrant entre k et

k + 1 on en déduit
k+1

flk+1) < J f(t)dt < f(k)
k

Sion somme I'inégalité de gauche de k = n—1 an+m—1 on obtient, avec la relation de Chasles, puis en changeant
d’indice dans la somme :

n+m—1 n+m n+m n+m
> fk+1) SJ i) & ) k< J £(t).
k=n—1 n—l k=n n-—1

De méme, en sommant 1'inégalité de droite de k = a n + m on obtient

Jn+m+1 n+m

fltdt < ) (k).
k=n

n

PROPOSITION 4.14: SERIES DE RIEMANN

Soit @ € R. La série Z n]T est appelée série de Riemann. Elle converge si et seulement si o« > 1.

Démonstration. Pour o = 1 on retrouve la série harmonique, qui est divergente d’apres la Proposition 4.8.
Soit « < 1. Pour toutn > T on a % € [0, 1], donc

1

n(X

Y

Too
n

Donc, par comparaison, y_ % diverge.
Soit &« > 1, on applique le lemme précédent a la fonction f(t) = J—a décroissante. Avecn =2et N =m+ 2 on

a donc
N+1 1 N 1 N 1
—dt < — < —dt

Dong, apres intégration

(N + ])—oc—H — -+l N 1 N—x+1 -1
< N -
—o+ 1 - Z

o1 _
Nt
une série a termes positifs donc elle converge.
(N41) &+ _p—ot]

—o+1

1
Puisque o > 1 alors ™ 1 est bornée lorsque N — oo. Donc Sy = Z}jzz — est bornée pour tout N. C’est

Remarque : Si ov < 1 alors — 00 et on retrouve que Sy — 0. O
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PROPOSITION 4.15: SERIES DE BERTRAND

Soit &, 3 € R. La série Z ﬁ est appelée série de Bertrand. Si & > 1 elle converge et si o« < 1 elle
diverge. Pour o = 1, la série converge si et seulement si 3 > 1.

Démonstration. C’est une série a termes positifs donc on peut utiliser les criteres de comparaisons. De plus, notons
que In(n) > 1 pourn > 3.
Supposons & > 1.Si 3 > 0, pourn >3 ona

1 _ 1
n*(ln(n))? = n«’

, - .
Or Y I —« converge (c’est une série de Riemann avec o« > 1), donc par comparaison ) _
B <Oona

E(m(n))F converge. Si

1 1
N (In(m))P 4o <na>
pour tout a tel que 1 < a < «. Eneffet on a

T-LCl nafcc

n(In(n))® ~ (In(n))P

—0
lorsque n — oo, par croissance comparée et a — o« < 0. Or >_ % converge pour a > 1, donc par dominance,

1
Z S (In(m))F converge.
Supposons « < 1. Soit a tel que o« < a < 1. Pour n assez grand on a

1 1
ne 4% <n<x(1n(n))f5> '

n*(In(n))P

n(l

En effet
=n*"%In(n))P =0,

lorsque N — oo, par croissance comparée et x — a < 0, pour tout . Or 5_ -!
comparaison )_ e moyF diverge.
Supposons & = 1. Sl [3 <Oona

.« diverge pour a < 1, donc par

1 1
n = n(ln(n))p

pourn > 3.0r >_ % diverge donc }_ m diverge. Le cas 3 = O est déja traité par les séries de Riemann.

On suppose donc 3 > 0 et on considére la fonction f(x) = & pour x > 1, qui est décroissante. On utilise la

x In(x
comparaison série intégrale pour n = 3 et m = n — 3 soit

ntl dx b 1 n dx
L TIGITF < 2= )P < L x(In(x))P

In -
Pour  #1ona [ X(In(%);))(i — (;cl)

1
-8

(n(n+1))'~P — (In <3 xm < 116 ((n(n)'® — (n(2)) ).

Pour 3 > 1, le terme de droite a une limite finie lorsque n — oo, donc S, = 22:3 W est bornée, donc la
série converge. Si 3 < 1, le terme de gauche tend vers 400 lorsque n — oo, donc S;;, — 400 et la série diverge.

Pour =lona f Xln = In(In(x)) donc I'inégalité précédente devient

In(In(n+ 1)) — In(In(3)) < S < In(In(n)) — In(In(2)).

Le membre de gauche tends vers 400 lorsque n — oo, donc S;;, — +00 et la série diverge. O
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4.3. Criteres de convergence

PROPOSITION 4.16: REGLE DES RACINES DE CAUCHY

Soit (Un)n € CN telle que lim |un|% = { existe. Alors
n—oo

1. Sif <1, uy est absolument convergente.

2. Sil>1,) u, diverge grossiérement.

Démonstration. Supposons { < 1. Soit ¢ > 0 tel que £ < £ + ¢ < 1. Puisque hun|™ — ¢ il existe N € N tel que
vn > N, ’|un|%_e‘ < e.

En particulier, on a \un|% < e+ L doncfuy| < (4 €)™ Or D> (£ + €)™ est une série géométrique convergente car
0 <+ ¢ < 1.Donc ) uy converge absolument.
Supposons maintenant { > 1. Soit € > 0 tel que { — ¢ > 1. Comme dans le cas précédent, il existe N € N tel

que ’IuHI% — 2‘ < e pour n > N. En particulier on a IunIJT >{—¢,doncun| < (£ —¢)™avec — ¢ > 1. Donc

|un| — 400, donc la suite ne tend pas vers 0. Donc >_ u,, diverge grossiérement. O

PROPOSITION 4.17: REGLE DU QUOTIENT DE D’ALEMBERT

Soit (un)n € CN telle que u,, # O a partir d’'un certain rang et tel que

u

T | n+1‘ .y
n—oco  |[un|

existe. Alors

1. Sif <1, uy est absolument convergente.

2. Sit>1,) u, diverge grossiérement.

Démonstration. Supposons £ < 1. Soit ¢ > 0 tel que { < £ + ¢ < 1. Puisque uﬁ—:‘ — {, il existe N € N tel que
anN) |un+l| < (E+£)‘un|

Par récurrence sur 1, on en déduit [y, | < (€4 &)™ Njun pourn > N.Or 5 (£ +¢)™ N est une série géométrique
convergente car 0 < { + ¢ < 1.Donc )_ u,, converge absolument.

Supposons maintenant £ > 1. Soit ¢ > 0 tel que { — ¢ > 1. Il existe N € N tel que un 1| > ({ — €)lun| pour
n > N. On en déduit [u,,| > ({ — &)™ Njuy| pour n > N, avec £ — & > 1. Donc [u,,| — +00, donc la suite ne tend
pas vers 0. Donc >_ uy, diverge grossiérement. O

REMARQUE 4.8: © Pour les deux criteres ci-dessus, dans le cas o { = 1, on ne peut pas conclure : tous les
i —1
cas sont possibles. Par exemple, pour u,, = -, ona

1 ln(n)) Uny1r M
| = exp (—1nm) SN
[un| xp( n ’ Un n+1 ’

alors que la série >_ % diverge. D’autre part, avec u,, = % ona

2
hun| ™ = exp (—Zln(n)) =1, Un+l _ (n) =1

n uTl

alors que la série >_ % converge.

® Ces deux critéres de convergence sont aussi trés utiles pour étudier les séries a termes positifs. Dans ce
cas, on peut enlever les | - | dans le calcul de £.
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[DI’—:FINITION 4.4: SERIE ALTERNéEj

Une série de la forme Y (—1)™v;, avec v, > 0 pour tout n est appelée série alternée.

PROPOSITION 4.18: CRITERE DE LEIBNIZ

Soit (v )n € RN décroissante et positive telle que lim v, = 0. Alors la série alternée Y (—1)™v,, converge.
n—oo

Cette proposition est une conséquence d’un résultat plus général, voir Théoréme 4.1 ci-dessous.

- " e s . -
EXEMPLE 4.7 : Lasérie )_ ( n) converge car vy = % satisfait les criteres ci-dessus. En revanche, cette série n’est

pas absolument convergente car la série harmonique diverge. C’est un exemple typique de série semi-convergente.

THEOREME 4.1: SOMMATION D’ABEL

Soit (an)n, (bn)n € CN tel que
1. (an) est décroissante, positive et telle que a,, — 0

2. Les sommes partielles de (b;,) sont bornées :
n
IM>0, V¥neN, |> b|<M
k=0

Alors la série ) a, by, converge.

Démonstration. On effectue un changement dans la sommation en posant B, = ) |'_ by. Par hypothése [B,| < M.
De plus, bp = Bp et pourn > 1 onab,, =By — By, 1. On écrit donc la somme partielle

n
S, = Z axby = apbop+a1by+...+an_1bn_1 + anbn
k=0

=aoBo+ai(By —Bo)+...+an—1(Bn—1 —Bn_2) + an(Bn —Bn_1)
=Bolag—ar) +Bi(ar —az)+...+Bn_1(an_1 —an) +Bnan

n—1

= Z Bx(ax — ak+1) + Bnan.
k=0

D’une part, (By,) est bornée et a,, — 0 donc By, a, — 0. D’autre part, [By (ax — ax+1)] < M(ax — ax41) car By
est bornée par M et (an, ) est décroissante. Donc, par somme télescopique,

n—oo

n—1 n—1
D Brlak—ai)l <MY (ax —ary1) = M(ag — an) — Mao.
k=0 k=0

Donc, par comparaison, >_ By (ax—ay. 1) est absolument convergente. Donc (S, ) converge, donc >_ a,,b;, converge.
O

Démonstration de la Proposition 4.18. On pose a,, = vy, qui est décroissante, positive et telle que a,, — 0, et b, =
(—1)™. Deplusona ) ,_,bx = 1sin est pair et O sinon, donc }__, by est bornée. Le théoréme de sommation
d’Abel s’applique, donc Y _(—1)™v;, converge. O

. Y ’ . iné . i s . . . . . i
EXEMPLE 4.8 : On considere la série ) *—. Si e'® = 1 on retrouve la série harmonique, qui diverge. Si e*® # 1

on pose 0n = % qui est positive, décroissante avec a,, — 0, et b,, = e'™9. On a, par série géométrique,

i(n+1)6

= 1—e 1+ [etn+1)9 2
Zbk - ‘ 1_ ci®
k=0

T—e® ~[—eo
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. s N . in®o . . s
donc ) '_, by est bornée. Donc le théoréme de sommation d’Abel s’applique et }_ &~ converge si et® £ 1. Cest
un autre exemple de série semi-convergente.

Remarque : si e'® = —1 on retrouve la série harmonique alternée.

ProprosiTION 4.19

n o

ir
= est:

Soit &, 0 € R. La série _ <
1. absolument convergente pour o« > 1
2. semi-convergente pour 0 < o < 1 et 0 # 0[271], et divergente si 0 = 0 [271].

3. grossiérement divergente pour o > 0.

Démonstration. Laissée au lecteur. O

4.4. Compléments

On cherche a définir le produit de deux séries et étudier sa convergence. Commencons par des sommes finies,
et réarrangeons les termes en fonction de la somme des indices. Pour deux termes on a :

(ap + a1)(bg +b71) = apby + apby + ajbo +aiby,
~—~—\— —— -

ou la somme des indices vaut respectivement 0, 1 et 2. Pour trois termes on a

(ap+ a7 + az)(bp+ by +ba) =apbo+agb; + ajbg+ apbs + a;b; + azbg+aibs + axb; + axby,
\v/ \v/

ou la somme des indices vaut respectivement 0, 1,2, 3 et 4. Pour n termes, on a donc

n n n n 2n n k
Yol (o) -3 Yan-3 ¥ b3 ¥ ane
i=0 j=0 i=0j=0 k=01i+j=k k=0 1i=0

[DI’EFINITION 4.5: PRODUIT DE CAUCHYJ

Soit ) an et }_ by, deux séries. On appelle série produit ou produit de Cauchy la série _ ¢, avec

n
Cnh = E aibn,i.
i=0

THEOREME 4.2

Si) an et by, sont deux séries absolument convergentes, alors leur produit de Cauchy ) ¢, est absolu-
ment convergente et 'on a

o0 (o) n o0 (o]
Sen=3 3 ami=(ya) [T
n=0 n=01i=0 i=0 j=0
Démonstration. Admise. O

EXEMPLE 4.9 : Soit >_ a, une série absolument convergente, et >_ b, avec by, = zin’ qui converge absolument.
Le produit de Cauchy est la série de terme général

n
ai
Cn = Z ani
i=0
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La série ) ¢, est absolument convergente et 'on a

ZCHZ<ZCH> Zb] ZZZCli.
n=0 = j=0 i=0

[DI’—:FINITION 4.6: SERIE COMMUTATIVEMENT CONVERGENTE)

On dit que la série >_ 1, est commutativement convergente si pour toute permutation o : N — N la série
Y Ug(n) converge.

THEOREME 4.3

La série )_ Uy, est commutativement convergente si et seulement si elle est absolument convergente. Dans ce
cas, pour toute permutation 0 : N — Nona

Démonstration. Admise. O

[COROLLAIRE 4.3: Sj

> Uy est seulement semi-convergente avec u,, € R, alors pour tout { € R U {fo0} il existe une bijection

0:N — N tel que
Zuo
TI*)OO

REMARQUE 4.9 : Lorsque la série n’est pas absolument convergente, des phénoménes étranges apparaissent.
Par exemple, la série harmonique alternée converge :

+oo
1 1 1 1
—1)k =14 - ——4...
P 2t3 7t
k=0

Notons S sa somme (en fait S = In 2). Regroupons les termes par paquets de 3. En simplifiant, on trouve la moitié
de la somme!
1— 1 l + 1f1f1 + + #fol +
2 4 3 6 8 2k—1 4k—-2 4k

11+1_1+L_L+ A
24 6 8 10 12 4k —2 4k

1 —— — 1+
2 3 4

N\—* N\—‘




A ANNEXE

1.1. (Rappel) Dérivées et primitives des fonctions usuelles

f(x) Ds Ensemble de dérivabilité (%)
x| R R* signe(x)
x™ (n > 0 entier) R R nxn!
x™ (n < 0 entier) R* R* nx"!
x* (o« > 0 non entier) [0; 400 10; 400l ax 1
x* (¢ < 0 non entier) 10; +o00( 10; +o0l ox* !
e R R e
b (b > 0) R R In(b)b*
In(x) 10; 400 10; 400 %
cos(x) R R —sin(x)
sin(x) R R cos(x)
f(x) D¢ [f(x)dx Intervalles maximaux
x™ (n > 0 entier) R ’::: R
x~! R* In |x| ]—00;0[ ou ]0; +o00[
x™ (n < —1) entier) R* ’;ﬂ: ]—00;0[ ou ]0; +-o0l
x% (o« > 0 non entier) [0; 400 Xo:r]] [0; +o0l
x* (o0 < 0 non entier) 10; 400 X:J: 10; +o00(
e R ex R
cos(x) R sin(x) R
sin(x) R —cos(x) R
f f/ f J'f
fou="f(u) u'f’(u) u'f(u) F(u) (F primitive de f)
In(u) (u>0) n Y (u#0) In(|ul)
ev u’et u’e et
u* ou/ux! uu® (o # —1) %
cos(u) —u’ sin(u) u’ sin(u) —cos(u)
sin(u) u’ cos(u) u’ cos(u) sin(u)
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1.2. Fonctions hyperboliques

[DI’-:FINITION A.1: COSINUS ET SINUS HYPERBOLIQUE]

On définit le cosinus hyperbolique ch (ou cosh) et le sinus hyperbolique sh (ou sinh) par

ch: R - R sh: R —» R
eX+e * , e —e X .

x +— sh(x) =

x — ch(x)= > —s

ProrosITION A.1

1. ch est paire et sh est impaire.

2. ch et sh sont dérivables sur R et 'on a
ch’(x) = sh(x), sh’(x) = ch(x).

3. ch est strictement positive sur R alors que sh(x) > 0 si et seulement si x > 0.

4. ch est strictement décroissante sur [—oo, 0] et strictement croissante sur [0, co]. Elle posséde un minium

global en x = 0, avec ch(0) = 1.
5. sh est strictement croissante sur R. Elle possede un point d’inflexion en x = 0, avec sh(0) = 0.
6. Ona

lim ch(x) = 4o, lim sh(x) = +oo, lim sh(x) = —oco.
x—Eoo xX—+00 xX——+00

7. Les fonctions ch et sh n’ont pas d’asymptote, mais on a

e e e e
Ch(X) +~OO 7, Ch(X) 7~Oo 7 y Sh(X) +; 7, Sh(X) 7~OO — o
Démonstration. Laissée au lecteur. Par calcul direct et en utilisant les propriétés de la fonction exponentielle. [
ProposiTiON A.2
Au voisinage de x =0 on a
2 4 2k
w L% ® 2k+1
ch(x)_1+2—!+4—!+...+(Zk)!Jro(x ), (x — 0),
3 x2k+1 i
h(x) = —+ =+ = — 0).
sh(x) x+3!+5!+ +(2k+1)!+0(x ) (x )
Démonstration. Déja vue dans 'exemple 1.12. O

ProposiTiON A.3
Pour tout x,y € Rona
ch?(x) —sh?(x) =1,

ch(x +y) = ch(x)ch(y)
sh(x +y) = sh(x)ch

+ sh(x)sh(y),
(y) + ch(x)sh(y).

Démonstration. Laissée au lecteur. Par calcul direct et en utilisant les propriétés de la fonction exponentielle. [
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[DI’—:FINITION A.2: TANGENTE HYPERBOLIQUE)

On définit la tangente hyperbolique th (ou tanh) par

th: R —- R
sh(x)
th(x) =
X (x) h(x)
1l existe de nombreuses facons d’écrire th(x) :
eX —e X e2x_1 2
th(x) = = —1_ )
) ex+ex e +41 e?x 41
ProrosiTION A4
1. th est impaire, en particulier th(0) = 0.
2. th est dérivable sur R et 'on a :
th'(x) = —— = 1 —th?(x).
(x) 20 (x)

3. th est strictement croissante sur R, elle posséde un point d’inflexion en x = 0.
4. th(x) > 0 si et seulement si x > 0.

5. th a une asymptote horizontale en +oc0 et —co et l’'on a

lim th(x) =1, lim th(x) =—1.
X——+00 X——00
6. Au voisinage de 0 on a
3
th(x) = x — % +o(x"), (x—0).

7. Pour tout x,y € R,
th(x) + th(y)
h =——==
tht+Y) = T ()

Démonstration. 1-5 laissés au lecteur (calcul direct et propriétés des fonction exponentielle, ch et sh). Pour 6, on
utilise le DL de ch et shen 0:

3
x4+ % 4+ o(x4) < x3 x2 X3 x3 X
th(x) = —3— "~ = x++ox4><1+ox3>_x++ox4 =x—>+o(x*
()1+%+o(x3) ¢ tolx’) > Tolx’) > T g tolx’) 3 Holx")

Pour 6, on utilise les formules pour ch et sh et on factorise par ch(x)ch(y)

sh(x)ch(y) + ch(x)sh(y)  th(x) + th(y)
ch(x)ch(y) + sh(x)sh(y) 14 th(x)th(y)’

th(x +y) =

1.3. (Rappel) Régularité des fonctions réciproques

ProPosITION A.5

Soit f : [a,b] — R continue et strictement monotone. Alors f réalise une bijection entre [a, b] et 'intervalle
fermé délimité par f(a) et f(b), et sa réciproque ! est continue.
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argth(x
y gth(x)
\ argsh(x)
| 7/
| p
S argch(x)
1 7
[l
1
1 1 A
|
|
% X | X
0 1 ! 0 1
|
,,,,,, J/,,,, y/
// //‘
7/ / I
// // !
/ 7 |
7/ / [/
L7 s |
7/ / |
// // |

FIGURE A.1 - Les fonctions hyperboliques et leurs fonctions réciproques respectives .

PrRoPOSITION A.6

Soit I un intervalle et f : I — R strictement monotone. Si f est dérivable en a avec f/(a) # 0, alors 1 est
dérivable en b = f(a) et 'on a

1

—1y7/ _
(f)'(b) *W'

1.4. Fonctions trigonométriques réciproques

On rappelle d’abord quelques valeurs remarquables du sinus et du cosinus :

« Jolz[35]3 3
sin(x) 0 % @ ? 1
cos(x) 1 ? @ 15 0

Les autres valeurs remarquables sont déduites soit en tracant le cercle trigonométrique, soit en utilisant la parité de
sin et cos et I'une des formules suivantes

sin(x + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y), cos(x +y) = cos(x) cos(y) — sin(x) sin(y).

Par exemple cos (5%) = —cos(%) = _§_

[DI'EFINITION A.3: ARC smusj

La fonction sinus est continue et strictement croissante sur [—7, 7], d’'image [1, 1]. Elle réalise donc une
bijection entre ces intervalles et on appelle arc sinus, notée arcsin (ou asin ou sin~ '),

) T T

arcsin : [—1,1] — [—z, z} ,

la fonction réciproque associée, qui est continue.
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arcsin(x)

|
NIA

(&)
[N

sin(x)

Ainsi, pour x € [~1, 1],y = arcsin(x) est I'unique valeur dans [~7, 5] telle que sin(y) = x. Par exemple :

in(0) = 0 n(1) =" m( V3 7™
arcsin(0) =0, arcsin ) =@ arcsin > | =73

ProrosITION A.7

©® Pour tout x € [—1,1] on a sin(arcsin(x)) = x.
© Pour tout x € [~F, 5] on a arcsin(sin(x)) = x.

Démonstration. C’est la définition d’une fonction réciproque. O

;? Pour [x| > 1, la fonction arcsin n’est pas définie. Pour [x| > 7, arcsin(sin(x)) est bien définie mais n’est
pas égal a x. Par exemple
. (3 . (V2 T y 3
arcsin ( sin ( — ) | =arcsin [ — | =+ # —.
4 2 4 4

ProrosITION A.8

Pour x €] — 1, 1], la fonction arcsin est dérivable et ’'on a

1
V1I—x2Z

arcsin’(x) =

Démonstration. On utilise la Proposition A.6. La fonction sin est une bijection strictement monotone de [~7, 5]
dans [—1,1] et pour tout x €] — Z, 7|, sin est dérivable et 'on a sin’(x) = cos(x) # 0. Donc arcsin est dérivable

sur] —1,1[etl’'ona
1 1 1 1

aresin’(y) = sin’(arcsin(y)) - cos(aresin(y)) ) \/1 - sinz(arcsin(y)) - \/1 71‘;2.

On a utilisé le fait que cos?(x) + sin®(x) = 1 pour tout x € R et que cos(x) > 0 pour x €] — 7, 5[, de sorte que

cos(x) =+4/1— sin?(x). Enfin, on a sin? (arcsin(y)) = (sin(arcsin(y)))? = y2. O

@ arcsin est continue sur [—1, 1] et dérivable sur ] — 1, 1[. Elle n’est pas dérivable en 1 et —1.
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[DI’—:FINITION A.4: ARC cosmus}

La fonction cosinus est continue et strictement décroissante sur [0, 7], d’image [—1, 1]. Elle réalise donc une
bijection entre ces intervalles et on appelle arc cosinus, notée arccos (ou acos ou cos™! ),

arccos : [—1,1] — [0, 7],

la fonction réciproque associée, qui est continue.

arccos(x)

arccos(0) =

N\_m _V3\ _5m
s arccos 7= 3 arccos > =%

Nl A

ProPosITION A.9

® Pour tout x € [—1,1] on a cos(arccos(x)) = x.
® Pour tout x € [0, 71] on a arccos(cos(x)) = x.

Démonstration. C’est la définition d’une fonction réciproque. O

@ Pour |x| > 1, la fonction arccos n’est pas définie. Pour [x| > 7, arccos(cos(x)) est bien défini mais n’est
pas égal a x. Par exemple

s

arccos (cos (77)) = arccos (0) = i #* —

T
2 2

ProprosiTiON A.10

Pour x €] — 1, 1], la fonction arccos est dérivable et I’on a

—1
VI —x2

arccos’(x) =

Démonstration. On utilise la Proposition A.6. La fonction cos est une bijection strictement monotone de [0, 7t] dans
[—1,1] et pour tout x €]0, 71[, cos est dérivable et I'on a cos’(x) = sin(x) # 0. Donc arccos est dérivable sur ] — 1, 1[
etl'ona
1 1 —1 —1
arccos’(y) = = _

~ cos’(arccos(y))  —sin(arccos(y)) - \/1 — cos? (arccos(y)) NG —yz'

On a utilisé le fait que cos?(x) + sin®(x) = 1 pour tout x € R et que sin(x) > 0 pour x €]0,7[, de sorte que

sin(x) = 4+/1 — cos2(x). Enfin, on a cos? (arccos(y)) = (cos(arccos(y)))? = y2. O
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@ arccos est continue sur [—1, 1] et dérivable sur | — 1, 1[. Elle n’est pas dérivable en 1 et —1.

PropPosITION A.11

Pour toutx € [—1,1] on a

arcsin(x) + arccos(x) =

T
2

Démonstration. Posons f(x) = arcsin(x) + arccos(x). Pour x €] — 1, 1], f est dérivable et I'on a f'(x) = 0. Donc
f(x) = C. En prenant x = 0 on en déduit C = 0 + 5§ = 7. Enfin, on vérifie que la propriété reste vraie en x = 1 et

x =—1. O

REMARQUE A.1: Cette proposition permet d’exprimer arccos en fonction de arcsin et permet ainsi de déduire
les propriétés d’arccos a partir de celles de arcsin (par exemple son développement limité).

[Dl’-:FlNlTlON A.5: ARC TANGENTE]

La fonction tangente est continue et strictement croissante sur | — 5, 7[. Son image est R. Elle réalise donc

une bijection entre ces intervalles et on appelle arc tangente, notée arctan (ou atan ou tan™'),

T T
arctan: R — ]—z,z{,
la fonction réciproque associée, qui est continue.
: v
! !
| |
l l
l l y
| : 5
I = 2 7 7777777777
! e tan(x) ~ cmommoomoooeooepeooeo o
i i arctan(x)
l l
l_z I X X
2 /0 3 0
| |
3 l
» e _____
e ! _ T
| : 2
| |
! !
! !
| |
| |
! !
! !
| |

Ainsi, pour x € R,y = arctan(x) est 'unique valeur dans ] — 5, 5[ telle que tan(y) = x. Par exemple :
7 T
arctan(0) = 0, arctan (1) = L arctan (—\ﬁ) =3
De plus on a
. T . 7T
lim arctan(x) = =, lim arctan(x) = ——.
X—+00 2 X——00 2

ProprosiTION A.12

® Pour tout x € R on a tan(arctan(x)) = x.
© Pour tout x €] — 7, T on a arctan(tan(x)) = x.
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Démonstration. C’est la définition d’une fonction réciproque. O

@ Pour [x| > 7, arctan(tan(x)) est bien défini mais n’est pas égal a x. Par exemple

arctan (tan (71)) = arctan (0) = 0 # 7.

ProposiITION A.13

Pour x € R, la fonction arctan est dérivable et I'on a

1

tan’(x) = —.
arctan’(x) 732

Démonstration. On utilise la Proposition A.6. La fonction tan est une bijection strictement monotone de | — %, %[
dans R et pour tout x €] — J, Z[, tan est dérivable et I'on a tan’(x) = 1 + tan’(x) # 0. Donc arctan est dérivable
sur Retl'ona

1 1 1
tan’ = = = .
arctan(y) tan’(arctan(y)) 1+ tan?(arctan(y)) 1+y2
On a utilisé le fait que tan? (arctan(y)) = (tan(arctan(y)))? = y2. O

REMARQUE A.2: La proposition ci-dessus est fondamentale pour calculer une primitive des éléments simples
de seconde espéce.

PROPOSITION A.14: SYMETRIES

Les fonctions arcsin et arctan sont impaires et la fonction arccos possede un centre de symétrie en (0, 5 ), c’est

a dire :
arcsin(—x) = — arcsin(x), Vx[—1, 1],
arctan(—x) = — arctan(x), vx € R,
arccos(—x) = 7t — arccos(x), vx € [—1,1].
Démonstration. O

PROPOSITION A.15: DEVELOPPEMENTS LIMITES

Les fonctions arcsin, arccos et arctan sont infiniment dérivables au voisinage de O et I'on a

g I1x3x5x...x (2n—1) x&n+!
arcsin(x) :X+%+...+ XX xznmx 2n );n+1 +o(x*"2), (x —0),
3 1 5X...x (2n—1) x2nt]
arccos(x):g—x—%—...— X3 X inmx (2n );n+1 + o(x?™*2), (x —0),
X3 XZn—H
arctan(x) :x—?—i— soak (= )“2n+] +o(x*™+2), (x = 0).
Démonstration. En exercice. O

Ces formules générales ne sont pas a connaitre, mais il est bon d’avoir les premiers termes en téte (au moins un
équivalent).

Fonctions hyperboliques réciproques

Les trois fonctions qui suivent sont représentées sur la Figure A.1 pour comparer avec leur fonction hyperbolique
d’origine.
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[DI’—:FINITION A.6: ARGUMENT SINUS HYPERBOLIQUE]

La fonction sh est strictement monotone de R dans R. Elle réalise donc une bijection sur R et sa fonction
réciproque est continue, on I'appelle argument sinus hyperbolique, notée argsh : R — R (ou argsinh),
telle que

Vx € R, y = argsh(x) & sh(y) = x.

ProprosiTION A.16

La fonction argsh est dérivable sur R et 'on a

1

Vx € R, argsh/(x) = \/ﬁ.
X

Démonstration. On utilise la Proposition A.6. La fonction sh est une bijection strictement monotone de R dans R et
pour tout x € R, sh est dérivable et 'on a sh’(x) = ch(x) # 0. Donc argsh est dérivable sur R et 'on a

1 1 1
ch(argsh(y)) \/1 +sh2(argsh(y)) o V1 +y2-

argsh’(y) =

On a utilisé le fait que ch?(x) —sh?(x) = 1 et ch(x) > 0, donc ch(x) = A1+ sh?(x). Enfin on a shz(argsh(y)) =
(sh(argsh(y)))* = . 0

[DI’EFINITION A.7: ARGUMENT COSINUS HYPERBOLIQUE}

La fonction ch est strictement monotone de [0, +oo[ dans [1,+oo[. Elle réalise donc une bijection entre ces
intervalles et sa fonction réciproque est continue, on 'appelle argument cosinus hyperbolique, notée
argch : [1, +oo[— [0, 400 (ou argcosh), telle que

vx>1, WYy >0, y = argch(x) & ch(y) =x.

ProprosiTION A.17

La fonction argch est dérivable sur ]1,+oo[ et 'on a

1

Yx > 1, argch’(x) = ——.
x2 —1

Démonstration. On utilise la Proposition A.6. La fonction ch est une bijection strictement monotone de [0, +oo[ dans
[1,4o0[ et pour tout x > 0, ch est dérivable et 'on a ch’(x) = sh(x) # 0. Donc argch est dérivable sur |1, +oo[ et
lona : 1 :

argch’(y) = -

sh(argch(y)) \/Chz(argch(y)) VAR

On a utilisé le fait que ch?(x) — sh?(x) = 1 et sh(x) > 0 pour x > 0, donc sh(x) = \/sh?(x) — 1 pour tout x > 0.
Enfin on a chz(argch(g)) = (ch(argch(y)))? = y2. O

{DI'EFINITION A.8: ARGUMENT TANGENTE HYPERBOLIQUEJ

La fonction th est strictement monotone de R dans ] —1, 1[. Elle réalise donc une bijection entre ces intervalles
et sa fonction réciproque est continue, on I'appelle argument tangente hyperbolique, notée argth :] —
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1, 1[— R (ou argtanh), telle que

vx €] —1,1], y = argth(x) & th(y) = x.

ProPoOSITION A.18

La fonction argth est dérivable sur ] — 1, 1[ et 'on a

; 1
Vx 6]71)][, argth (X):W.

Démonstration. On utilise la Proposition A.6. La fonction th est une bijection strictement monotone de R dans ]—1, 1]
et pour tout x € R, th est dérivable et 'ona th’(x) =1 — th? (x) # 0. Donc argth est dérivable sur] —1,1[ et 'on a

1 1

th'(y) = .
et () = T ety T 2

On a utilisé le fait que thz(argth(y)) = (th(argth(y)))? = y2. O
ProPOSITION A.19: FORMES EXPLICITES
On a les formes explicites suivante pour les fonctions hyperboliques réciproques
Vx € R, argsh(x) =1n (x +Vx2+ 1) ,
Vx > 1, argch(x):ln(x+\/x2—1>,

1 14+ x
vx €] — 1, 1], argth(x)21n<]x>.

Démonstration. Soit x,y € R. On cherche a résoudre I’équation y = argsh(x) & sh(y) = x. On a donc

ey — e_y

2 "

En multipliant par 2eY on obtient
e’V —2xe¥ — 1 =0.

Onpose X = eY et on se raméne aux racines du polynéome X? —2xX—1 = 0. Son discriminant est A = 4(x?+1) > 0,
les racines sont donc X4+ = x + v/x2 + 1. De plus, on cherche X = eY > 0, donc X = X .. Finalement

y:ln(X+):ln(X+ x2+1>.

La preuve pour argch est analogue. Pour argth, cette méthode fonctionne mais on a aussi la preuve suivante. On

part de
1 1 1 1
h/ —_—— = —
argth (x) = 73 2<1+x+1—x>

Donc en prenant une primitive de cette équation on a, pour x €] — 1,1,

1 1 14+x
argth(x) _z(ln|]—|—x|—ln|1 —X|)+C—21n<1 —X) +C.

Enfin, argth(0) = 0 donc C = 0. O
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PRrROPOSITION A.20: DEVELOPPEMENTS LIMITES

Les fonctions argsh et argth sont infiniment dérivables au voisinage de O et 'on a

x3 1x3x5x...x (2n—1) x#H!
argsh(x) = x — = Ny g Tl o +o(x*™+2), (x = 0),
X3 X2n+1 5 N
argth(x)=x+?+ +2n+1 +o(x*™4), (x — 0).
Démonstration. Admise. O

Ces formules générales ne sont pas a connaitre, mais il est bon d’avoir les premiers termes en téte (au moins
un équivalent). Notons que le développement de argch au voisinage de 1 n’existe pas car la fonction n’y est pas
dérivable.

1.6. (Résumé) Dérivée et primitive des fonctions réciproques

f Ds dérivable sur /(%)

arcsin [—1,1] 1—1,11 \/117

arccos —1,1] I—1,11 \/1*_1?

arctan R R 1+1x2

1

argsh R R 7o

argch (1, +oo[ 11, 400 xlfl

argth 1—1,11 =110 —
f(x) Ds [ f(x)dx Intervalles maximaux
11)(2 1—1,11 arcsin 1—1,11
1+1x2 R arctan(x) R

1

—~= R argsh(x) R
Xlil 11,400 argch(x) R
1JXZ RA\{1,—1} %lnH%ﬂ ]—o0,—1[ou] — 1,1 ou]l, +oo[

Notons que pour la derniére primitive on retrouve argth sur I'intervalle ]| — 1, 1], et que argsh et argch ont aussi une
forme explicite donnée en Proposition A.19.
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