1 PRIMITIVES ET INTEGRATION

Objectifs :
® Définir la primitive d’une fonction et maitriser les technique de calcul des primitives,
® Définir et calculer I'intégrale d’une fonction f sur un intervalle,
® Maitriser les notations : [ f, [ f(x)dx et fz f(x)dx.

1.1. Primitives d’une fonction continue sur un intervalle

1.1.1 Définition

DEFINITION 1

Soit I un intervalle. Soit f une fonction définie sur I a valeurs dans R. On appelle primitive de f sur
I toute fonction F dérivable sur I telle que F' = f.

PRoOPOSITION 2

Soit I un intervalle et soit f : I — R. Si f admet une primitive F sur I alors :
1. L’ensemble des primitives de f sur I est I'’ensemble des fonctions F + o¢ o ¢ parcourt R.

2. Pour tout xp € I et tout yp € R, il existe une unique primitive G de f sur I telle que G(xp) = yp.

En effet, pour toute constante & dans Ron a (F+ o)’ = F/ = f, donc F 4 « est une autre primitive de F.
On retiendra donc qu’une primitive de F n’est pas unique, mais toujours définie a une constante pres.
1.1.2 Théoréme fondamental de ’analyse

Le théoréme suivant découle de la construction de 'intégrale d’une fonction continue sur un segment qui
dépasse le cadre de ce cours. La notion d’intégrale sera toutefois discutée a la fin du chapitre.

THEOREME 3: THEOREME FONDAMENTAL DE L’ANALYSE

Toute fonction continue sur un intervalle admet une primitive sur cet intervalle.

Soit I un intervalle. Soit f une fonction continue sur I. On note Jf (x)dx une primitive de f sur I.

Cette écriture n’est donc bien définie qu’a addition pres d’une constante arbitraire.

REMARQUE 1: 1. On utilisera la notation J f(x)dx aussi bien pour parler d’une primitive de f en tant
que fonction que pour parler de la valeur en x d’une de ces primitives.

2. Lorsqu’iln’y a pas d’ambiguité sur la variable, on note parfois I'intégrale de f avec la forme simplifiée
[
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1.1.3 Techniques de calcul

Une primitive de certaines fonctions simples peut étre obtenue a partir des dérivées des fonctions usuelles
(en Annexe). Par exemple, on a (sin(x))’ = cos(x) donc sin est une primitive de cos sur R. On peut ainsi
établir une table des primitives pour certaines fonctions usuelles.

Pour le calcul de primitives de fonctions plus compliquées, il existe certaines techniques. Ainsi, en utilisant
la linéarité de la dérivée, la formule donnant la dérivée d’un produit de fonctions ainsi que la dérivée d’une
composée, on peut donner les propositions suivantes :

PROPOSITION 5: LINEARITE

Soit I un intervalle de R. Pour toutes fonctions f et g continues sur I et tout (x, 3) € R ona:

J (ocf(x) + Bg(x))dx = och(x)dx—i— ng(x)dx,

(une primitive d’'une combinaison linéaire est la combinaison linéaire des primitives).

En remarquant que (fg)’ = f’g + fg’, on obtient :

PROPOSITION 6: INTEGRATION PAR PARTIES

Soit I un intervalle de R. Si f et g sont dérivables de dérivées continues sur I alors :

Exercice 1T Donner une primitive de In sur R™.

PROPOSITION 7: PRIMITIVE ET COMPOSEE

Si u est dérivable de dérivée continue sur un intervalle I et si f est continue sur w1 (I) alors
Jf(u(x)) u/(x)dx = Fou,

ou F est une primitive de f sur u(I).

Exercice 2 Calculer JSXZ cos(x?)dx.

@ Si F/ = f, alors F o u n’est pas une primitive de f o u : le terme 1’ doit apparaitre !

Parfois on est en présence de la dérivée d’une fonction usuelle a un facteur multiplicatif preés, il suffit de
compenser ce facteur pour obtenir la primitive voulue, voir I'exercice suivant.

2019(

Exercice 3 Trouver une primitive de cos x) sin(x) sur R.

PRrRoOPOSITION 8: CHANGEMENT DE VARIABLE

Soient [ et | deux intervalles; soit ¢ est une fonction dérivable sur |, a valeurs dans I vérifiant que sa
dérivée est continue et ne s’annule pas sur J. Soit f une fonction continue sur I, alors on peut poser
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x = ¢(u) | pour obtenir :

Jf(x)dx = Jf(d)(u))d)’(u)du =F(u) =F(¢ ' (x)) avec :

F:u — F(u) primitive de la fonction f(¢(u))d’(u).

. , P e dx
REMARQUE 2: Pour se rappeler cette formule, on peut utiliser les notations différentielles et écrire —

du
d
pour x’(u). Ainsi, le changement m donne ﬁ =/ (u) ou|dx = ¢’ (u)du|..

EXERcICE 4 Trouver une primitive de x +—

sur R en posant x = In(u).

1
1+ex

1.2. Primitives de polynémes et fractions rationnelles

1.2.1 Cas des polynomes

DEFINITION 9

Soit n € N et soient les réels ap, ..., an € R, la fonction polynomiale P, dite plus simplement ici
polynome, de coefficients (ay, ..., an) est la fonction définie pour tout x € R par I'expression :

P(x) =ap+ arx + -+ anx™.

La puissance la plus élevée apparaissant dans ’écriture de P se nomme le degré de P, on le note
deg(P). Si P(x) = 0, on dit que son degré est —oo.
Les racines de P sont les solutions de I’équation P(x) = O (elles peuvent étre réelles ou complexes).

Xk-H
Par linéarité de |, et comme XK = ,ona:
k+1
ProposiTION 10
Soit m € N et soient les réels ag, ..., an € R, alors:
XZ X3 Xn+1
n
J(ao+a1x+-~—|—anx Jdx = a0x+a17+az?—|—---+an i + constante.
n

1.2.2 Cas des fractions rationnelles

Une fraction rationnelle F est une fonction définie par une expression de la forme F(x) =

P(x)
Q(x)

ou P et Q sont deux polynémes (Q n’est pas la fonction nulle). Cette fonction n’est pas définie en
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les racines de Q, que 'on nomme poles de F.

On peut montrer que toute fraction rationnelle peut s’écrire plus simplement comme combinaison linéaire
de fractions rationnelles particulieres, appelées éléments simples.

Soit (a,b) € R et n € N*. Un élément simple de premiére espéce est une fraction rationnelle

F:x— F(x)ou:
a

(x—b)"

Cet élément simple ne posséde que b comme pole.

F(x) =

Soit (a,b,c,d) € R*etn € N*. Un élément simple de seconde espéce est une fraction rationnelle
F:x— F(x) ou:

ax+Db
(x2 +cx +d)’

Cet élément simple ne possede pas de poles réels.

F(x) = ol A:=c?—4d <0.

PrRoPOSITION 14: DECOMPOSITION EN ELEMENTS SIMPLES

Soit F une fraction rationnelle Il existe un polynéme P, des entiers N,M € N, des éléments
simples de premiere espéce notés Fy, .. ., Fy et des éléments simples de seconde espéces, Gi, ..., Gm
tels que :

F=P+F+ - +Fn+Gi+-- +Gm.

Cette décomposition est unique et se nomme la décomposition en éléments simples de F.
Les poles des fractions F; sont les pdles de T.

ReEMARQUE 3: Il existe une version de cette décomposition qui précise la forme des fractions F; et G;
en fonction de la factorisation en polynémes irréductibles du dénominateur de F. Nous ne détaillerons
pas ici et ne verrons que des cas particuliers.

On peut toujours trouver des primitives des éléments simples, on peut donc toujours calculer la primitive
d’une fraction rationnelle. Dans le cadre de ce cours, on se restreindra a certains cas simples.

On ne donne qu’une primitive dans chacun des cas suivants (il y a toujours une constante d’intégration
qui s’ajoute). De plus, on ne le précise pas, mais une primitive est toujours définie sur un intervalle. Donc

le domaine sur lequel on recherche une primitive de la fonction f sera toujours un intervalle inclus dans
Dy.

@ Les formules suivantes ne sont pas a appliquer par coeur. Il faut plutdt connaitre les méthodes
pour obtenir ces primitives.

(1). On suppose ici que la fraction est irréductible, c’est-a-dire que I'on ne peut pas la simplifier par un polynéme non constant.
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Fractions du t a
ractions du e ——

PrRopPoOSITION 15

Soit a,b € Retn € N*:

a (111’1(|X—b|) sin=1
J ———dx = a 1
x—b)" in > 2.
=t I
REMARQUE 4: Danslecasn > 2, écrire -———— sous la forme (x —b) ™ est utile pour se rappeler la

(x—b)

forme de sa primitive : on augmente d’un degré la puissance et on « compense » par le bon coefficient...

Cas des fractions s’écrivant %, les x; étant tous distincts et deg(P) < m

PROPOSITION 16

P
J () dx =AM Inlx —xi| + A2 Inlx — x| + - + A In|[x — xl,
(x—=x1) - (x —xm)

m
avec pour tout entier i € {1,...,m} : Ay = P(x;) [T (xi—x5).
=1,

En effet, la décomposition en éléments simples de ( P(x) s’écrit (pour des réels A1,..., Ay a dé-

x—x1 )+ (x—Xm)
terminer) :

P(x) A1 A2 v Am

+ +-- :
(x—x1)- - (x—xm) X—%X1 X—%x2 X — Xm

Pour trouver les constantes A;, on pourra par exemple multiplier des deux cotés par x — x4, puis simplifier
et évaluer en x = x;.

On obtient alors :

Vie{l,...,m}: A=

Le résultat découle alors de la proposition[15]

X
(x—=1x-2)

EXERcICE 5 Trouver une primitive de

Fonction arc tangente

Le cas des éléments simples de seconde espece repose sur le calcul d’'une primitive de la fonction x :—

T Pour cela il faut faire un détour par les fonctions trigonométriques réciproques. On rappelle que
X
la fonction tangente x — tan(x) = sin(x)

cos(x)

est définie sur R\ {5 + k7t} pour k dans Z.
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PRoPoOSITION 17: arctan

Pour tout x dans R, il existe un unique 0 €] — 7, 7[ tel que tan(0) = x. On note 6 = arctan(x) et
définit ainsi la fonction arc tangente :
1- 3,31

arctan : R —
X +—— arctan(x) °

On a par exemple arctan(1) = 7 car tan(7) = 1. On dit que arctan est la fonction réciproque de tan,
car pour tout x dans R on a tan(arctan(x)) = x.

[STP|

IR

FIGURE 1.1 - Le graphe de la fonction arctan.

EXERCICE 6 En admettant que arctan est dérivable sur R, montrer que pour tout x € R

1

tan’ (x) = —
arctan’(x) 722

On en déduit :

ProPOSITION 18

Une primitive de H% est arctan(x), définie sur R.

1.2.3 Polynémes trigonométriques
Méthode générale

Un polyndéme trigonométrique est une combinaison linéaire de produits de puissances de cos(x) et sin(x).
Par exemple :

f(x) = sin®(x) + cos(x) + 3 cos®(x) sin?(x).

On donne ci-dessous les méthodes permettant de linéariser cosP (x) sin9(x) pour p, q € N (en utilisant la
linéarité de J on pourra trouver des primitives de tout polynéme trigonométrique).

La méthode générale pour trouver une primitive de cosP (x) sin9(x) est de linéariser cette expression (en
utilisant ce qui a été vu dans le chapitre sur les nombres complexes) pour obtenir une combinaison linéaire
de fonctions du type cos(ax) et sin(bx) avec a,b € R.

EXERcICE 7 Trouver une primitive de cos>(x) aprés avoir linéarisé cette fonction.
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1.3. Intégrale d’une fonction continue sur un segment

Soit I un intervalle. Soit f une fonction continue sur I et soit a et b deux réels de I et soit F une
primitive de f sur . On appelle intégrale de f de a a b le réel :

Ce réel est indépendant du choix de la primitive F de f.

[COROLLAIRE 1: AUTRE VERSION DU THEOREME FONDAMENTAL DE L’ANALYSE]

Soit f une fonction continue sur I et xo € I. La fonction F : I — R définie par :

F: 1 — R
x»—)Jf(t)dt

X0

est 'unique primitive de f s’annulant en xo.

b
REMARQUE 5: Le x apparaissant dans la définition de J f(x)dx est « muet ». Ainsi :
b b ¢ b
J f(x)dx = J f(t)dt = J f(u)du
a a a
PRoOPOSITION 20
b
Soit f une fonction continue et positive sur [a,b] avec a < b alors A = | f(x)dx > 0 et cette

a
quantité A correspond a l'aire comprise entre ’axe des abscisses et la courbe de f pour x entre a et
b.

FIGURE 1.2 - L’intégrale de f correspond a Iaire sous la courbe entre a et b.

b

On peut ainsi voir J f(x)dx comme une somme de rectangles infinitésimaux de largeur dx et de hauteur
a

f(x) lorsque x varie de a a b. Le symbole J correspond a la lettre S, étirée verticalement, du mot « Somme ».
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Une construction rigoureuse de 'intégrale via I’aire sous la courbe est possible mais dépasse le cadre de ce
cours. Le théoréme fondamental de ’analyse établit une relation remarquable entre I’aire sous la courbe
d’une fonction et une primitive de la fonction.

[DstlNlTION 21: CROCHET D’INTI’EGRATIONJ

Soit F une fonction continue sur un intervalle I, et a, b € I, on utilise la notation :

[F(x)], = F(b) — F(a).

PROPOSITION 22

Si F est une fonction continue sur un intervalle [ et a,b,c € [,on a:

1 [F)1e =0, 3. ()18 = [F)IS + [FOE
2. [F(x)1% = —[F(x)]5, 4. Yo €R :  [F(x) + ol® = [F(x)18.

On a alors :
ProposITION 23

La proposition précédente et la définition de I'intégrale donne les propriétés suivantes :

b
1. Sif est dérivable de dérivée continue sur [a, b] alors J /(x)dx = [f(x)]2.
a

2. Sia, B € Retf, g deux fonctions continues sur [a, b, on a alors :

b b

f(x)dx + B J g(x) dx.

a

Jb(af(x) +Bg(x) dx = ocj

a a

3. Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant les réels a et b alors :

4. Soit f une fonction continue sur un intervalle I contenant a, b et ¢ alors :

b c b
J f(x)dx = J f(x)dx + J f(x)dx (Propriété de Chasles).

a a C

1.4. Intégration par parties et changement de variable

1.4.1 Intégration par parties
En remarquant que (uwv)’ = u'v + uv’ et en intégrant entre a et b on obtient :
ProposiTiON 24

Soit I intervalle de R et soit u et v deux fonctions dérivables sur I telles que 1’ et v’ soient continues
sur I. Alors :

b b
J u(x)v’'(x) dx = [u(x)v(x)2 —J u/ (x)v(x) dx.

a



CHAPITRE 1. PRIMITIVES ET INTEGRATION 9
1
Exercice 8 Trouver la valeur de A = fo arctan xdx.

1.4.2 Changement de variable

En remarquant que F(db(t)) = f(dp(t))d’(t) si F est une primitive de f, on obtient :

ProPosITION 25

Soit I un intervalle contenant deux réels a et b. Soit ¢ une fonction dérivable de dérivée continue
sur | a valeurs dans un intervalle | et soit f une fonction continue sur J. Alors :

$(b) b
J f(x) dx_J f(d(t))Pp'(t) dt.
P(a) a

@ Les bornes d’intégration changent lors d’'un changement de variables!

1
EXeEMPLE 1: Trouvons la valeur de A = J V1 —x2dx:
1

(a) Définir ¢ en écrivant x = ¢(t) := sin(t).

(b) Ecrire les bornes en fonction de ¢ :

X t
T=6¢(a) & a=-3
1=¢(b) & b=73

dx
(c) Vérifier que ¢ est dérivable sur [a, b] (a valeurs dans un intervalle ou f est définie) et calculer a = (l)l(t) = cos(t)

puis écrire le changement de variable :

1 n
J V1 —x2dx = 1 — sin?(t) cos tdt.
-1 J-Z
—|° | cos(t)] cos tdt mais cos(t) > 0 sur [—g,g}
-3
(2 L
= cos”(t)dt on linéarise
)5
_ (> 1 + cos(2t) dt
J-z 2
2
[t N sin(2t)] 2
|2 4 n
B 2
_T
=3

En pratique, face a une intégrale f/]i f(x) dx, on peut appliquer la formule de changement de variable de
deux fagons :

©® En posant et on a donc a chercher un intervalle [a, b] tel que ¢p(a) = A et p(b) = B
pour appliquer la formule du changement de variable (comme ’exemple précédent)
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® En posant et dans ce cas, pour appliquer le changement de variable, il a besoin que
soit dérivable de dérivée continue non nulle : il existe alors ¢ telle que P o p(t) = t et dans ce

cas ¢ est dérivable. Le changement de variable s’écrit alors x = ¢(t) avec ¢'(t) = Do b On
a alors :
JB ) G(b(B)) ) p(B) (6(t)) dt
fxdx—J fxdx—J f(d(t) ————.
A S(A)) W(A) Vo d(t)

ExempLE 2: Calculons la valeur de : ]
1
J’ Zid‘)(-
0 X +x+ 1

On sait calculer une primitive de 5> cherchons a s’y ramener :

1+t
1 1 1
1 1 4 1
sz—f—x—i—]dx_J ]ngx_sj 7 dX.
... 2 ] . o L, (z)dt 2
On a envie ici de poser t = —3(x + Z)’ qui est dérivable, de dérivée I = —3 # 0 pour tout x € [0, 1].
Ensuite :
X t
y) TN — 1
1= Z0+3)=V3

Finalement, on a :

JWdX=3J 24t = " [arctant]?’ —7(E_E>:L.
0

(2). ce qui suit est un abus de notation : cela signifie « dérivée de 'expression fournissant t en fonction de x ».
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2 EQUATIONS DIFFERENTIELLES LINEAIRES

Objectifs :

® Comprendre ce qu’est une équation différentielle.
® Savoir reconnaitre les différentes caractéristiques : linéaire, ordre, homogeéne, avec forcage...

® Maitriser la résolution des équations différentielles linéaires d’ordre 1 et 2.

Introduction

Une équation différentielle est une équation ot I'inconnue est une fonction y, et qui fait intervenir y et/ou
ses dérivées. On a vu au chapitre précédent comment résoudre les équations de la forme y’(x) = f(x) ou
f(x) est une fonction donnée (ex : cos). Onaalorsy = [ f(x)dx. C’est un exemple d’équation différentielle,
mais il en existe plein d’autres.

Considérons par exemple la population de bactéries se développant dans un milieu favorable. On note
B(t) le nombre de bactéries se trouvant dans ce milieu au temps t. Apres étude de quelques populations,
il semble que B’(t), représentant la vitesse d’évolution du nombre de bactéries a I'instant t, soit propor-
tionnelle au nombre de bactéries B(t). Cette fonction, définie sur I = [0, +oo[, vérifie ainsi la relation
suivante pour une certaine constante k, dépendant de la population et du milieu :

Pourtoutt € I : B'(t) = kB(t).

On dit que B est solution sur [ de '’équation différentielle y’ = ky. Comment résoudre cette équation
différentielle, c’est-a-dire trouver les fonctions B solutions de cette équation ? De plus, peut-on trouver la
solution vérifiant la condition initiale B(0) = By pour une certaine valeur By ?

REMARQUE 1 : Les équations différentielles sont partout! En physique (mécanique, optique, élec-
tronique, acoustique...), en chimie (cinétique...), en biologie (génétique, populations d’especes...), en
économie... Etudier leur structure et trouver des solutions est donc un outil mathématique essentiel.

Notons qu’il existe en général plusieurs solutions a une équation différentielle donnée. Par exemple,
I’équation f” = —f admet pour solution f(x) = cos(x), mais aussi sin(x), ou encore A sin(x) + pcos(x)
pour A, it € R. 1l est donc important de regarder I’ensemble des solution d’une équation différentielle
donnée.

2.2. Equations différentielles linéaires et homogénes du premier ordre

DEFINITION 1

Soient I un intervalle de R et a, b deux fonctions continues définies sur I. Une équation :
a(x)y’ +b(x)y =0

s’appelle une équation différentielle homogeéne linéaire d’ordre 1.
Résoudre une telle équation différentielle, c’est trouver toutes les fonctions dérivables y définies sur
[ 4 valeurs dans R vérifiant pour tout x € I, a(x)y’(x) + b(x)y(x) = 0.
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2 3. EQUATION DIFFERENTIELLE LINEAIRE HOMOGENE DU SECOND ORDRE

THEOREME 2

Soit [ un intervalle de R et soit & une fonction continue sur I. On note A une primitive de la fonction
asur I (ie. A’(x) = a(x) pour x € I).
1. Les solutions de I’équation différentielle y’ + a(x)y = 0 sont les fonctions f s’écrivant pour une

certaine constante K :
f: 1 — R

x — Ke Ak -

2. De plus, sixp € [ etyp € R, il existe une unique solution f vérifiant f(xy) = yo.

Exercice 1 Démontrer ce théoréme. Indication : multiplier I’équation par e”*(x) et reconnaitre la dérivée
d’un produit.

EXeEMPLE 1: Revenons a 'exemple initial : comme —kt est une primitive de la constante —k, B(t) est
solution de y’ — ky = 0 si et seulement si B(t) = Ke ("%t} = Ke*!. Si on ajoute la condition B(0) = B,
on obtient K = Bj et :

Pour tout t > 0, B(t) = Bge*t.

Plus généralement,

COROLLAIRE 1

Soit I un intervalle de R et soit a,b deux fonctions continues sur I. On suppose que

, N . b
a ne s’annule pas sur I et on note A une primitive de la fonction —.
a

1. Les solutions de I’équation différentielle a(x)y’ + b(x)y = 0 sont les fonctions f s’écrivant pour

une certaine constante K :
f: 1 — R

x — Ke Ak -

2. De plus, sixp € [ etyp € R, il existe une unique solution f vérifiant f(xy) = yo.

PROPOSITION 3: PRINCIPE DE SUPERPOSITION

Siyj et y; sont solutions d’une équation différentielle linéaire, alors Ay; 4 py; est aussi solution
de cette équation pour tout A, u € R2,

Cette propriété se vérifie aisément pour les équations différentielles linéaires du premier ordre, mais elle
est en fait beaucoup plus générale.

Equation différentielle linéaire homogeéne du second ordre

Considérons '’exemple suivant (c.f. figure|2.1) : une bille de masse m est accrochée a un ressort vertical de
constante de raideur k. On écarte la bille a I'instant t = 0 de sa position a I’équilibre. On note x(t) I’écart
entre sa position a 'instant t et sa position a I’équilibre. Comment évolue la quantité x(t) ?

En effectuant une étude des forces en présence, et en utilisant le principe fondamental de la mécanique,
on montre que la fonction x vérifie la relation (on note I = [0, +00]) :

Pour toutt € I, mx”(t) +kx(t) = 0.

Cette fois-ci la fonction x est solution de I’équation différentielle my” + ky = 0 qui est un exemple
d’équations linéaires homogénes du second ordre a coefficients constants.
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///////////////////

lo

FIGURE 2.1 — Elongation d’un ressort vertical (I'objet est de masse m; le ressort de raideur k).

DEFINITION 4

On appelle équation différentielle linéaire homogéne du second ordre a coefficients
constants une équation de la forme (a, b sont des constantes réelles) :

y”"+ay’ +by =0.

Résoudre cette équation, c’est déterminer toutes les fonctions f définies sur un intervalle I, deux fois
dérivables et vérifiant, pour toutx € I :  ”(x) + af’(x) + bf(x) = 0.

Cherchons une solution de cette équation de la forme f(x) = €™ ou r est une constante. On obtient
2™ 4 are™ 4 be™ = 0, et puisque e™ # 0 on en déduit :

[DEFINITION 5: EQUATION CARACTI’-ZRISTIQUEJ

Soit a, b € R, on appelle équation caractéristique de I’équation différentielle y” + ay’ + by = 0
I’équation (enr € C): > +ar+b=0.

On sait, c.f. le chapitre sur les complexes, que cette équation caractéristique posséde ou bien deux racines
réelles distinctes, ou bien une unique racine réelle, ou bien deux racines complexes conjuguées. On peut
alors énoncer le théoréme suivant :

THEOREME 6

Soit a,b € R, soit I un intervalle de R, notons (E) I’équation différentielle y” + ay’ + by = 0 et
soit (EC) : 2 + ar 4+ b = 0 son équation caractéristique. Toute solution f de (E) vérifie alors :

1. si (EC) posséde deux racines réelles distinctes 71, 17, il existe deux constantes réelles A et B
telles que, pour toutx € I :
f(x) = Ae""* + Be'2*,

2. si (EC) posséde une unique racine réelle r (le discriminant de (EC) est nul), il existe deux
constantes réelles A et B telle que, pour toutx € I :

f(x) = (A + Bx)e™*.

3. si (EC) posséde deux racines complexes conjuguées v+ = p =+ iq, de parties réelles p et imagi-
naires £q # 0, il existe deux constantes réelles A et B telle que, pour tout x € I :

f(x) = eP* (A cos(qx) + Bsin(qx)) .

De plus, dans tous les cas, si xg € I et yo,y; € R il existe une unique solution f de (E) vérifiant les
conditions initiales f(xo) = yo et f'(xo) = ys.
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REMARQUE 2: (© Pour une équation d’ordre 2, il faut deux conditions initiales pour trouver une
unique solution. Pour une équation d’ordre 1, une condition suffit.

® Les racines du théoréme précédent ont des expression explicites. En posant A = a* —4b on a

—at VA
r1/2:az\Fdanslecasl(A>O),ro:—(zldanslecasz(A:O)etr:p:tiqavec
vV—A
p:—%etq: 7 dans le cas 3 (A < 0).

Exercice 2 Résoudre I’équation différentielle de 'exemple précédent (mx” (t) 4+ kx(t) = 0) et trouver la
solution qui vérifie x(0) = xo et x'(0) =0

Exercice 3 Montrer que, dans le cas 3, f(x) = Ce""* + De"2* est aussi une solution de (E) si 17 et 72 sont
solution de (EC) et faire le lien avec la solution proposée dans le théoréme.

Equations différentielles linéaires avec second membre

Les équations que ’on a considéré jusqu’ici sont homogeénes, de la forme y'+oy = O ouy”+ay’+by = 0.
On étudie maintenant le cas ou ’on remplace le terme nul a droite par une fonction donnée, indépendante
de y. Dans I'exemple précédent, si le support du ressort n’est plus fixe mais attaché a une table vibrante
d’amplitude F et de fréquence w, on peut montrer que le mouvement de la bille est régit par I’équation
différentielle suivante :

mx”(t) + kx(t) = Fcos(wt)

Cette équation n’est plus homogene car le membre de droite ne vaut plus zéro, elle est dite avec second
membre ou avec forcage. Pour résoudre ce type d’équation, on va utiliser la linéarité des équations
différentielles considérées. Supposons par exemple que 'on « devine » une solution particuliére, que
'on note xp(t). On a donc

mX}’)’(t) + kxp(t) = Feos(wt).

Considérons maintenant une solution générale x(t). En soustrayant les équations précédentes on en dé-
duit :
m(x” —x))(t) + k(x —x,)(t) =0,

ou le second membre a maintenant disparu! On s’est ramené a une équation différentielle homogene dont
on connait déja ’'ensemble des solutions.

THEOREME 7

Soit (E) une équation différentielle linéaire d’ordre 1 ou 2 a coefficients constants avec second
membre, c’est a dire
y+ay=g ou y'+ay' +by=g

avec &, a et b des constantes réelles et g : I — R une fonction continue. Les solutions de (E) sont
données par

y(t) = yn(t) +yp(t),

ol Yp, est une solution particuliére de (E) et yp une solution de I’équation différentielle homogene
correspondante : Yy’ + oy =0 ouy” + ay’ + by = 0.

REMARQUE 3: ( Ce théoréeme ne nous donne pas la forme de la solution particuliere, mais une
fois que I'on connait celle-ci il nous donne ’ensemble des solutions de (E).
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© Ce théoreme reste vrai si &, a et b ne sont plus des coefficients constants mais des fonctions
continues sur un intervalle.

Exercice 4 Trouver une solution particuliére de ’équation de la bille : mx”(t) + kx(t) = Fcos(wt) de la
forme x,, (t) = A cos(wt) et en déduire toutes les solutions de cette équation.

2.4.1 Quelques solutions particulieres

Il existe une méthode générale pour trouver la solution particuliére d’une équation différentielle linéaire
d’ordre 1 ou 2 a coefficients constants. On se restreindra ici a quelques second membres spécifiques.

PRrRoOPOSITION 8

Considérons I’équation
y'(x) + oy (x) = P(x)e

ou P est un polynéme de degré p € N et k € R avec k # —a. Une solution particuliére est a de la
forme

Yp(x) = Q(x)e™
ou Q est un polynéme de degré au plus deg(P) = p.

REMARQUE 4 : Cette méthode reste valable lorsque P =1 ou k = 0.

Exercice 5 Trouver une solution particuliére de y’(x) +y(x) = x+ 1 et en déduire 'ensemble des solutions
de cette équation.

PRrRoPOSITION 9

Considérons les équations

(D) y'(¥)+oy(x) =

P(x) cos(kx)
(E2) y'(x) + ay(x) = P(x) sin

(x) sin(kx)

ou P est un polyndme de degré p € N avec k € R. Les solutions particulieres sont respectivement
Re(Jp) et Im({j,) ou §p est une solution (complexe) de I'équation §'(x) + «ij(x) = P(x)e'**, de la
forme

p(x) = Q(x)e™
ou Q est un polynome de degré au plus deg(P) = p.

REMARQUE 5 : Puisque e* = cos(x) + isin(x), 'équation sur {j permet de résoudre 4 la fois (E1)

et (E2) par une fonction a valeurs complexes. On retrouve ensuite la solution de chaque équation en
prenant la partie réelle ou imaginaire.
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Les deux méthodes ci-dessus s’appliquent aussi au cas des équations différentielles linéaires d’ordre 2

PRoOPOSITION 10

Considérons I’équation
y"(x) + ay’(x) +by(x) = P(x)e*

ot P est un polynéme de degré p € N et k € R tel que k? + ak + b # 0. Une solution particuliére
est de la forme

ou Q est un polynéme de degré au plus deg(P) = p.

EXERCICE 6 Trouver une solution particuliére de I'équation y” (x) +y’(x) +y(x) = e**.

ProposITION 11

Considérons les équations

(ET)
(E2)

(x) + ay’(x) + by (x) =

P(x) cos(kx)
(x) + ay’(x) + by(x) = P(x) sin

(x) sin(kx)

y//
y//

ot P est un polynéme de degré p € N avec k € R tel que k? # b si a = 0. Les solutions particuliéres
sont respectivement Re({j,) et Im({j,) ou U, est une solution (complexe) de I'’équation §"(x) +
ay’(x) + by(x) = P(x)e™**, de la forme

p(x) = Q(x)e™

ou Q est un polynome de degré au plus deg(P) = p.

2.4.2 Phénomene de résonance

Les propositions ci-dessus requiérent certaines conditions sur le parametre k pour étre valable. Que se
passe-t-il lorsque cette condition n’est pas satisfaite. Reprenons 'exemple précédent de la bille oscillante

et supposons que le terme de forcage s’écrit F cos(/ %t). On cherche une solution de

k F i./x
() + —%(t) = e Vit

3

k H k
de la forme X, (t) = /\e\/%t avec A € R. En dérivant on obtient if)(t) = 14/ n%Ael\/gt et ig(t) =

x
—%Ae\/:t. En remplacant dans I’équation on en déduit

- k. k [ X k /X
(1) + —%x(t) = ——AeVm' 4 ZAeVm' =0
m m m

Ce terme disparait et ne permet donc pas de trouver de solution particuliére a ’équation avec second
k.
m
rentielle homogeéne. Ce phénomeéne est appelé résonance et a de nombreuses conséquences physiques.
Pour la résolution des équation différentielles, on verra en Travaux Dirigés quelques exemples pour trou-
ver une solution particuliére dans ce cas.

membre. Le probléme vient du fait que le forcage A cos( t) est aussi une solution de I’équation diffé-
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3 MATRICES, SYSTEMES, DETERMINANTS

@ Objectifs :

© Initiation a I'algebre linéaire par I'étude du calcul matriciel.

© Savoir appliquer la méthode du pivot de Gauss a la résolution de systémes linéaires et/ou
au calcul de 'inverse d’une matrice.

® Savoir faire le lien entre I'inversibilité d’une matrice et systéme linéaire.

® Savoir calculer un déterminant et connaitre ses applications.

Introduction
Considérons le systeme d’équations :

3x+y—6z =4
—Xx+2y+3z =0 (3.1)
x—2y =2

On cherche a répondre aux questions suivantes :

® Existe-t-il une solution x,y,z € R a ce systeme?
® Sioui, est elle unique ?
©® Sielle n’est pas unique, combien y en a t-il et quelles sont elles?
Le but de ce chapitre est de répondre de facon systématique a ces questions pour tout systéme linéaire.

On peut aussi se demander comment varie ’ensemble des solution d’un systéme en fonction du nombre
d’inconnues p et du nombre d’équations n.

[DI'EFINITION 1: SYSTEME D’EQUATIONS LINI'EAIRES]

Un systeme (S) de n équation a p inconnues est dit linéaire si, pour tout (x1,...,xp) et (Yy1,...,Yp)
solutions de (S), (Ax1 + wyr,...,Axp + Hyp) est aussi solution de (S). Résoudre un tel systeme
revient a trouver ’ensemble de ses solutions.

Dans notre exemple précédent, on a 3 inconnues et 3 équations. Il s’avére commode de noter ’ensemble
des informations de ce systéme a I’aide de trois tableaux :

3 1 —6 X 4
A=|-1 2 3|, x=|y|, e B=]0
1 -2 0 z 2

Le tableau X contient I’ensemble des inconnues X, y et z. Le tableau B regroupe le terme dans chaque
équation qui ne dépend pas de ces inconnues (a droite dans notre exemple). Enfin, I'information restante
est encodée dans les différents coeflicients qui apparaissent comme facteur multiplicatif devant chaque
inconnue pour chacune des équations, c’est le tableau A. Ces trois tableaux de nombres sont appelés
matrices. La manipulation des équations pour résoudre un systéme peut ainsi étre remplacée par une
théorie trés compleéte : le calcul matriciel.
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3.2. Matrices

Dans toute la suite la lettre K désigne R ou C, et n, p ou q désignent des entiers strictement positifs.

3.2.1 Définitions

[DéHNlTION 2: MATRICE}

Une matrice A a coefficients dans K et a n lignes et p colonnes est un tableau de n lignes et p
colonnes d’éléments de K :
arg coo a]p
A= : : | notée aussi: ((aij))i<n,j<p
any - anp
A est dite de taille n x p. Les ajj sont les coefficients de la matrice.

Le premier indice (i ici) désigne la ligne du coefficient, le second sa colonne.
Enfin, 'ensemble des matrices n x p a coefficients dans K est noté My, , (K) ou M, (K) sin = p.

REMARQUE 1: On peut noter une matrice de facon équivalente avec des parenthéses ou des crochets

12\ |1 2

3.4) |3 4p
mais on n’utilisera pas les simples barres verticales |-|, réservées aux déterminants (cf. derniére section).
Pour les coefficients d’une matrice, on peut noter a;; au lieu de a; en cas d’ambiguité.

[DI'EFINITION 3: MATRICES PARTICULII‘ERES)

©® On appelle matrice nulle de M,, ,(K) la matrice dont tous les coefficients sont nuls. On la
note Opp.

® Sin =p, ondit que A est est une matrice carrée.

©® Lamatrice Iy = ((04))1<i,j<n est appelée matrice identité (on rappelle que d;; désigne le
symbole de Kronecker ayant pour valeur O sii #jet1sii=j.):

1 0 0

0 1 0
L, =

: ~ 1 0

0 -+ - 0 1

@ Sip =1, la matrice n’a qu'une colonne : c’est donc une matrice-colonne. idem, sin =1 on
parle de matrice-ligne.

ExempLE 1: Dans I'exemple de l'introduction, la matrice A € Mj3(R) est une matrice carré, et les
matrices X et B € M3y sont des matrices colonnes.



CHAPITRE 3. MATRICES, SYSTEMES, DETERMINANTS

@ Deux matrices A = ((ay;)) et B = ((by;)) sont égales si :
©® elles posseédent les mémes dimensions,

© Pour toutietj,ona: aj = by.

Soit M = ((myj)) une matrice carrée de M (K).

® On appelle coefficient diagonaux de M les coefficients m;.

©® M est une matrice diagonale si mj; = 0 des que 1 # j.
® M est une matrice triangulaire supérieure si my; = 0 dés que i > j.
® M est une matrice triangulaire inférieure si m;; = 0 dés que i < j.
2i =3 541
EXEMPLE 2: Lamatrice | 0 1 i € M3(C) est triangulaire supérieure.
0 © 7

3.2.2 Opérations sur les matrices

[DI'EFINITION 5: ADDITION DE MATRICES]

Soient M, N € M, »(K), la somme M+ N est la matrice de taille n x p a coefficients dans K définie
par :

M+ N = ((mij +Tlij)) 1<i<n € Mn,p(K).

1<i<p

@ On n’additionne que des matrices de méme taille!

[DéFINlTION 6: MULTIPLICATION PAR UN SCALAIRE)

Soient M € M, (K) et a € K. On définit pour M la multiplication par le scalaire a par :

aM = ((ami,j)) 1<i<n € My p(K).

1<j<p

[DEFINITION 7: PRODUIT DE MATRICES]

Soient A € My, (K) et B € My, 4(K). On définit le produit de ces deux matrices par :
AB = ((cij)) 1zi5n € Mnq(K),
1<j<q

avec pour tout (i,j) :

P
cij =) aixbi.
k=1
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@ Le produit AB n’est défini que lorsque le nombre de colonnes de la premiére matrice A est égal
au nombre de lignes de la seconde matrice B!

REMARQUE 2 : Il est alors possible que le produit AB soit bien défini mais que le produit BA ne le
soit pas. Cependant, le produit de deux matrices carrées est toujours défini.

Dans un premier temps, pour effectuer le calcul AB, il est possible de poser 'opération sous la forme
ci-apres : la seconde matrice B est décalée vers le haut, le produit se « lisant » en bas a droite.

Qpq

an “es qu

Exercice 1 Calculer le produit matriciel AB ou A = <_]3 ;) etB = (§ (1) _]]>

REMARQUE 3 : Si X est une matrice-colonne a n éléments et A € My (K) alors AX est toujours une
matrice-colonne a n éléments.

EXERcCICE 2 Montrer que I’équation matricielle AX = B est équivalente au systéme d’équations (3.1), ou A, X
et B sont définis dans I'introduction

PROPOSITION 8: REGLES DE CALCUL

SiA,B,C e Mpp(K)etsiA,ue Kalorsona:
1. A+(B+C) = (A+B)+C : le résultat est simplement noté A + B + C (associativité de 1’addition)

2. A+0qp=0qp+tA=A (existence d’un élément neutre pour +)

3. A+ (-A) = (-A)+ A =0Ony (existence d’un opposé)
ou plus simplement A — A = —A + A = On

4. A+B=B+A (commutativité de 1’addition)
Ces premiéres propriétés permettent de dire que My, , (K) muni de I'opération + est un groupe commutatif.

5 A+ W) A=AA+uAetA(A+B)=AA+AB (distributivité scalaires/matrices)

6. TA = Aet (Au)A = A(1LA) notée ApA

En ajoutant ces propriétés, on dit que My, (K) muni des opérations + et « multiplication par un scalaire »
est un espace vectoriel.
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Pour la suite M € M, »(K), N,N" € M, 4(K) et P € Mq.(K).
7. InA = AL, = A
8. M(NP) = (MN)P noté plus simplement MNP (associativité du produit)
9. (AA + uB)N = AAN + uBN et A(AN + uN’) = AAN + pAN’. (distributivité)
10. A(MN) = AM)N = M(AN)

@ La multiplication des matrices est non commutative, c’est-a-dire qu’en général, MN %= NM !

@ La multiplication n’est pas intégre : si AB = 0, on ne peut pas en conclure, en général, que
A=0o0uB=0!

EXEMPLE 3: Pour A = [_11 _]1] etB = E ”.OnaAB = [g g} = 0,2 alors que A # O et B # 0.

[DEFINITION 9: MATRICES Eij}

On définit E; € M, (K) la matrice de M, (K) dont tous les coefficients sont nuls, sauf en position
(1,j), ou ce coefficient vaut 1.

EXEMPLE 4 : Pour n = 2 on a quatre matrices Ej;
1 0 01 00 0 0
En=<0 0)» E1z=<0 O)’ Ez1=(1 0)> Ezz=<o 1)-
EXERCICE 3

1. Soit A € M3(K), calculer E12A
2. Ecrire les coefficients de Eij; € M (K) al’aide de symboles de Kronecker.

3. Montrer en utilisant la définition du produit matriciel que si A € My, (K) : EjA € My, (K) dont toutes
les lignes sont nulles, sauf la i*™ qui est la j*™ ligne de A.

[Dl’-:FlNlTlON 10: TRANSPOSITION]

Soit M. € My, (K), la transposée de M, notée *M est la matrice de taille p x n définie par :

M=((6)1gzp 08 by =y

1. Si 'M = M, on dit que M est une matrice symétrique.

2. Si *M = —M, on dit que M est une matrice antisymétrique.
REMARQUE 4: (© Latransposée d’une matrice-ligne est une matrice-colonne, et vice versa :
1
12 3)=(2

3
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® Pour une matrice carrée, la transposition revient a échanger les coefficients de facon symétrique
par rapport a la diagonale :

12 3 1 4 7
M=14 5 6], ™M=(2 5 8
7 8 9 369
12 3 0 2 3
ExempLE 5: |2 5 6| estsymétrique, [ —2 0 6 | est antisymétrique.
34 9 -3 —6 0

PRroPoOSITION 11: REGLES DE CALCUL

Soient A, B et C des matrices telles que A + B et AC soient bien définies et soit A € K, alors :

HPA)=A 4 t(AC) = 'C x A

©)
® YA+B)=tA+'B ® YAA)=AtA.

3.3. Matrices inversibles

3.3.1 Définitions

[DéFlNlTlON 12: MATRICE INVERSIBLE)

Une matrice carrée M € M, (K) est dite inversible s’il existe une matrice N € M, (K) telle que :

MN =NM = L.

L’ensemble des toutes les matrices inversibles de M;, (K) est noté GL,, (K).

REMARQUE 5: (& Une matrice inversible est nécessairement carrée.

© Il est possible de montrer qu’il suffit d’avoir I'existence de N vérifiant 'une des deux égalités —
MN = I, ou NM = I;; — pour assurer l'inversibilité de la matrice M.

LEMME 13: UNICITE DE L’ INVERSE

Soit A € GL,,(K). Il existe une unique matrice B telle que AB = BA = [;;. Dans ce cas, on dit que
B est I'inverse de A et est notée B =A"".

PRrROPOSITION 14: REGLES DE CALCUL AVEC L’INVERSE
Soit A,B € GL(K)eta € K:

1. AB € GL(K) et (AB)"' =B 'A"! @ 3. (AT T=A
2. YA e GLy(K)et (tA) T = HA 4. aA € GLKet (aA)™' = 1A
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PROPOSITION 15: PREMIERE CARACTERISATION DES MATRICES INVERSIBLES

Soit A € M,,(K). Alors A est inversible si et seulement si pour toute matrice-colonne Y € M, 1(K),
il existe une unique solution X € M,, 1(K) satisfaisant I’équation AX =Y.
Cette unique solution s’écrit alors X = A7'Y.

On verra dans la section 4 que tout systéme linéaire défini par une matrice carrée inversible admet une
unique solution.

EXERcICE 4 Montrer que la matrice A définie dans I'introduction est inversible et que son inverse est

N0

O NI=NIN
W[ =NINN B
NI=

W=

En déduire I'ensemble des solutions du systéme (3.1).

PROPOSITION 16: MATRICES INVERSIBLES ET SIMPLIFICATION

Considérons A € GLn(K) et B,C € M, p(K) telles que AB = AC. Alors, on a nécessairement
B=C.

@ Ce résultat est faux en général si A n’est pas inversible!

EXEMPLE 6:AvecA:[_1] _]]},B:E ” etCz[g g],onaAB:AC:OalorsqueB#C.

La section suivante a pour but de fournir une méthode générale permettant de trouver l'inverse d'une
matrice A.

3.3.2 Matrices et opérations élémentaires

Opérations élémentaires sur les lignes

On rappelle (c.f. exercice 3) que la matrice Ey; € My (K) est la matrice dont tous les coefficient sont nuls,
sauf en position (i,j) ou ce coefficient a pour valeur 1.

EDEFINITION 17: MATRICES DE DILATATION, TRANSVECTION ET PERMUTATIONJ

Soitae K", beKetl <i#j<mn.

® On appelle matrice de dilatation de rapport a notée D;(a) € M, (K) la matrice I,, dont le

1€ coeflicient est remplacé par a :

Di(a) =In + (a — T)Ey.
©® On appelle matrice de transvection de rapport b la matrice T;;(b) € My (K) définie par :
Tij(b) = I, + bEy .

©® On appelle matrice de permutation notée P; j la matrice de M, (K) égale a I, a 'exception
de ses colonnes 1 et j qui sont échangées.
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LEMME 18

Toute matrice de permutation s’écrit comme un produit de matrices de dilatation et transvection,
pour tout (i,j) ona:

De plus on a Pizj = PyiPyj = L.

En utilisant I’exercice 3, on montre alors :

[DéFINlTION 19: OPERATIONS ELEMENTAIRES SUR LES LIGNES ET LES COLONNES]

Soit M € My p(K),ac K", beKetT <i#j<n. On note Ly la kéme ligne de M.
On définit les opérations élémentaires sur les lignes :

® donne la matrice obtenue a partir de M en remplagant L; par al;
® |Lj — Li + bL; | donne la matrice obtenue a partir de M en remplacant L; par L; + bL;

® donne la matrice obtenue a partir de M en échangeant L; et L;.

Chacune de ces opérations se traduit par une multiplication matricielle :

PROPOSITION 20: OPERATIONS SUR LES LIGNES

En utilisant les notations de la définition précédente, le résultat de 'opération :

® |Li — aly| est donnée par la matrice : Di(a) x M.

® |Li = Li + bL; | est donnée par la matrice : Ti5(b) x M.
© est donnée par la matrice : Pij x M.

Exercice 5 Calculer D (2)A, T31(3)A et P12A pour A = —1

o o =
oSN O

LEMME 21: INVERSIBILITE DES OPERATIONS SUR LES LIGNES

Ona:
1. pour tout a € K*, Di(a) est une matrice inversible d’inverse Di(]a),
2. pour tout b € K, T;(b) est une matrice inversible d’inverse T;;(—b),

3. les matrices P; sont donc inversibles.

En utilisant ce qui précéde :
LEMME 22: OPERATIONS SUR LES LIGNES ET INVERSIBILITE

Soit M € My, (K). S’il est possible de trouver une succession d’opérations sur les lignes transformant
M en I, alors la matrice M est inversible. De plus, les mémes opérations appliquées a I, donnent
M,
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[COROLLAIRE 1: METHODE POUR « POSER » LE CALCUL DE L’lNVERSEj

Pour poser le calcul de M™', on peut commencer par écrire la matrice M augmentée de I, (C’est a
dire la matrice M a laquelle on a accolé les colonnes de I,) : on I’écrit [M|L,,].

Si une suite d’opérations sur les lignes de M la transforme en I, on applique cette méme suite

d’opérations sur la matrice augmentée [M|I,,]. On obtient alors la matrice [ M ] et la partie a
droite de I,, fournit M.

EXERCICE 6 Montrer que la matrice M = |0 1 1| est inversible et trouver M.

Nous dirons dans ce chapitre que A € M, ,(K) est équivalente sur les lignes a U € M, (K)
s’il existe une succession d’opérations élémentaires sur les lignes transformant A en U. On notera

A~ L.

REMARQUE 6: 1. Ona A ~ U si et seulement s’il existe une matrice P € GL,, (K) qui soit produit de
matrices de dilatation ou transvection vérifiant U = PA.

2. Cette relation ~~ est une relation dite réflexive (A ~ A), symétrique (si A >~ U alors U ~ A) et
transitive (si A ~ U et U ~ B alors A ~ B).

3. On a donc montré dans le lemme 22 que si A >~ I, alors A est inversible.

On peut alors se poser la question de la réciproque : si A est inversible, est-ce que A est bien équivalente
a I, ? De plus, toutes les matrices ne sont pas inversibles, il existe alors des matrices M qui ne sont
pas équivalente a I,,. Dans ce cas, nous allons montrer que M reste équivalente a une matrice simple
d’utilisation (c.f: la partie sur les systémes linéaires) et « ressemblant a I, ».

Méthode du pivot de Gauss

[DstlNlTION 24: ELEMENT DE TIETE}

On appelle élément de téte d’une ligne non nulle d’'une matrice I’élément non nul situé le plus a
gauche de la ligne.

[DEFINITION 25: MATRICE (BIEN) I'ECHELONNI'-ZE}

Une matrice est échelonnée si elle remplit les deux conditions suivantes :
(E1) toutes ses lignes non nulles sont situées au-dessus de ses lignes nulles,

(E2) chaque élément de téte d’une ligne se trouve dans une colonne strictement a droite de
I’élément de téte de la ligne précédente.

Sil’on rajoute les deux condititions :
(R1) Iélément de téte de chaque ligne (non nulle) vaut 1,
(R2) chaque 1 de téte d’une ligne est le seul élément non nul de sa colonne ,

alors la matrice est dite échelonnée réduite ou bien échelonnée.
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8 1 2 3 4 5 6 7
EXEMPLE 7: Lamatrice g g 8 100 101 102 103 & est échelonnée, mais non réduite. La matrice
000 0 0 0 15 16
1 2 3 10 2 0 4
0 1 1| n’estpaséchelonnée. La matrice |0 1 3 0 5| estéchelonnée réduite.
0 2 1 0 0 016

Exercice 7 Soit A € M, (K) une matrice échelonnée carrée.
On dit qu’un élément de téte d’une matrice échelonnée est a droite de la diagonale s’il se trouve en position
(L, p) avecp > L

1. Montrer que sil’élément de téte de la ligne £ de A est a droite de la diagonale, alors tous les éléments de téte
des lignes non nulles suivantes le sont aussi.

2. Montrer que la matrice A est triangulaire supérieure.
3. Montrer que si A est bien échelonnée sans ligne nulle, alors A = I,,.

On obtient donc le lemme :

LEMME 26: CARACTERISATION DE [;, PARMI LES MATRICES ECHELONNEES REDUITES
Soit E € M (K) une matrice bien échelonnée. Alors :

E=1, <= TLEestinversible <= la derniéreligne de E est non nulle.

THEOREME 27

Soit M € M, ,(K). 1l est possible de transformer M en une matrice bien échelonnée en utilisant
une suite d’opérations sur les lignes.
Dit autrement, toute matrice de My, , (K) est équivalente (c.f. déf. 23) a une matrice bien échelonnée.

COROLLAIRE 2

Pour toute matrice M € Mn,p(K) non nulle, il existe une matrice inversible P, produit de matrices
de dilatation et transvection, telle que PM est bien échelonnée.

REMARQUE 7 : Il est possible de montrer que si deux matrices bien échelonnées sont équivalentes sur
les lignes alors elles sont égales : toute matrice est donc équivalente sur les lignes a une unique matrice
bien échelonnée.

[COROLLAIRE 3: METHODE DU PIVOT DE GAUSS (I)}

En pratique, pour échelonner une matrice, on utilise ’algorithme suivante :

1. On note C la colonne la plus a gauche contenant au moins un coefficient non nul : on note L sa
ligne (si ce coefficient est 1, cela simplifie souvent les calculs).

2. On permute cette ligne avec la premiére et on ajoute des multiples adéquats de L aux autres lignes
pour faire apparaitre des O dans le reste de la colonne C.

3. On recommence les étapes précédentes sur la matrice obtenue en oubliant sa premiere ligne...On
répete ceci jusqu’a obtenir une matrice-ligne.

Chaque élément de téte de la matrice échelonnée obtenu s’appelle un pivot.
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Exercice 8 Echelonner la matrice A = 1 -3 4 4

[COROLLAIRE 4: METHODE DU PIVOT DE GAUSS (II)}

Pour bien échelonner une matrice, on ajoute a la méthode donnée dans le corollaire 3 les étapes :

1. on divise chaque ligne contenant un pivot par sa valeur pour mettre les éléments de téte a 1,

2. pour chaque pivot — en commencant par celui le plus a droite vers celui le plus a gauche — on
« nettoie » la colonne le contenant en mettant des zéros aux autres positions de cette colonne :
on utilise pour cela la ligne du pivot.

EXERCICE 9 Bien échelonner la matrice A de I'exercice précédent.

REMARQUE 8 : On peut maintenant montrer la réciproque du résultat du lemme 22. En effet soit
A € GL,,(K) : en appliquant le corollaire 2, il existe une matrice P € GL,(K) produit de matrices
de transvection et dilatation telle que PA := E soit bien échelonnée. Alors par produit de matrices
inversibles, E = PA est inversible. Le lemme 26 assure que E = I,,. Donc A = P~ qui reste un produit
de matrices de dilatation/transvection. On obtient donc I’équivalence : A € GL,(K) <= A =~ I,.
Finalement :

PROPOSITION 28: LES MATRICES INVERSIBLES SONT LES PRODUITS DE TRANSVECTION/DILATATION

A € M, (K) est inversible si et seulement si elle est équivalente sur les lignes a la matrice L.

Dit autrement :

A est inversible si et seulement si elle s’écrit un produit de matrices de tranvection/dilatation.

3.4. Systemes linéaires

3.4.1 Généralités

[DEFINITION 29: SYSTEME LINI'EAIRE]

Soient n € N* et soit p € N tel que p > 2. Un systeme d’équations linéaires a n équations et p
inconnues est une équation de la forme AX = B ou A = ((ayj)) 1<i<n € My p(K) est la matrice de
1<i<p

by X1

b, X2
coefficients du systeme, B = | | | € M, 1(K) est le second membreet X = | | | € M, ;(K)

bn Xp

est la matrice inconnue.
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[DI'EFINITION 30: SOLUTION D’UN SYSTEME LINI'EAIREJ

X1
X2
En reprenant les notations précédentes, si le vecteur X = | . | satisfait 'égalité AX = B, on dit
Xp
que X est une solution de ce systéme.
X1
X2
REMARQUE 9: Le vecteur X = | . | est alors solution de AX = B si et seulement si :
Xp
anxy +apxy+--+apxy = by
aynxy+apxy+---+apx, = b
An1X1 + QX2 + -+ AupXp = by

Soient A € My p(K) et B € M, 1(K). Résoudre le systeme linéaire AX = B consiste a trouver
toutes les solutions de ce systeme.

[DEFINITION 32: SYSTEMES I'-ZQUIVALENTS}

Deux systémes linéaires sont dit équivalents si et seulement s’ils possedent exactement les mémes
solutions.

La suite de cette section a pour but d’exhiber une méthode permettant de toujours trouver un systéme
équivalent dont les solutions s’écrivent aisément.

3.4.2 Résolution par la méthode du pivot
Nous avons déja vu a la proposition 15 le résultat suivant :
PROPOSITION 33: MATRICE A INVERSIBLE ET UNICITE DE LA SOLUTION

Soit A une matrice carrée inversible de GL,(K) et B € M, ;(K). Le systeme AX = B admet alors
une unique solution X donnée par :

X1
X2
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[DI'EFINITION 34: MATRICE AUGMENTEE D’UN SYSTI‘EME]

Soit le systéme linéaire AX = B ou A € My, ,(K) et B € M, 1(K). La matrice augmentée de ce
systéme est la matrice [A[B] € M, ,11(K) constituée de A suivie de la matrice colonne B.

Dans le cas ou cette matrice augmentée est échelonnée, les solutions du systéme associée s’écrivent faci-
lement :

PROPOSITION 35: SOLUTIONS D’UN SYSTEME ECHELONNE
Soit un systeme AX = B (noté (S)) de matrice augmentée [A|B] € M, ,1(K) échelonnée.
On note 1 le nombre de pivots de [A|B] et J 'ensemble des colonnes contenant ces pivots.
1. Sip+ 1€ g (laderniere colonne contient un pivot) alors (S) n’a pas de solutions.
2. Sinon, T < p.
(@) Si T =p alors (S) posséde une unique solution.
(b) Si r < p alors (S) posséde une infinité de solutions :

® chaque variable x;, ou i & J, est libre,

© les variables x;, pour j € J, s’écrivent en fonction des variables libres.

Exercice 10 Donner toutes les solutions X = t [X] X2 X3 X4] de chacun des systémes suivants dont
on écrit la matrice augmentée :

101 01 101 01 101 01

1. |01 1 00 2.0 1.1 0 0 3 01100
00 0 11 0 0 0 01 00 1T 1 T
00 0 1 2

La proposition suivante permet de justifier la méthode du pivot pour résoudre des systémes linéaires :

PrRoPOSITION 36

Soit A € My p(K) et B € M, 1(K).
Si P € GLy(K) alors le systéme AX = B est équivalent au systéme PAX = PB.

[COROLLAIRE 5: METHODE DU PIVOT DE GAUSS POUR LES SYSTEMES LINl'-ZAIRESj

En pratique, pour résoudre un systeme linéaire AX = B, on échelonne la matrice augmentée du
systéme [A|B] (on concaténe la matrice A et la colonne B). On obtient alors une matrice échelonnée
[A’|B’] : les solutions du systémes sont alors les solutions de A’X = B’, que I'on trouve en utilisant
la proposition 35.

[COROLLAIRE 6: NOMBRE DE SOLUTIONS D’UN SYSTEME LINl'EAIREJ

Tout systéme linéaire admet soit zéro, soit une seule, soit une infinité de solutions.

1 2 3 1 X1
ExeERrcice 11  Résoudre le systetme AX =B,ou A= | 4 5 6(,B=|1]etX=|x2].
-2 -1 0 1 X3
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3.4.3 Quelques propriétés complémentaires

PROPOSITION 37: STRUCTURE DES SOLUTIONS

On associe a tout systeme linéaire AX = B, le systeme linéaire AX = 0 dit
systéme linéaire homogeéne associé a A.

Supposons qu’il existe une solution Xy tel que AXy = B alors les solutions de AX = B sont les
matrices s’écrivant sous la forme Xy 4 Y pour Y solution du systéeme homogene associé.

Terminons cette section en donnant une relation entre le nombre de solutions du systéeme homogéene
associé a A et I'inversibilité de A :

THEOREME 38: AUTRE CARACTERISATION DE L’ INVERSIBILITE

Soit A une matrice carrée de taille n x n. Alors :
A est inversible si et seulement si le systéeme AX = 0 ne posséde que la solution nulle X = 0.

Déterminants

Dans toute cette section, les matrices sont supposées carrées.

;2 Les déterminants sont définis uniquement pour les matrices carrées!

3.5.1 Introduction

[DI'EFINITION 39: DETERMINANT D’UNE MATRICE | X ]j

La matrice A = ((aj7)) est inversible si et seulement si aj; # 0. On définit le déterminant de
A € M;(K), que 'on note det(A), comme étant égal a apy.

{DI'EFINITION 40: DETERMINANT D’UNE MATRICE 2 X 2}

b
d
Ce nombre est appelé déterminant de A.

] € M;(K) onnote det(A) = ad — be.

) a
Pour une matrice A = [C

PropPoOSITION 41

A € M;(K) est inversible si et seulement si det A # 0, et 'inverse de A est donnée par :
1 d -b
ATl = — .
det(A) [—C a ]

REMARQUE 10 : Pour des matrices de M;(K) ou M;(K), on a donc det A = O si et seulement A est
inversible. On donne a la définition 42 une définition du déterminant généralisant ce résultat a des
matrices de toutes tailles.
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3.5.2 Deéfinition

[DéFlNlTlON 42: DEFINITION DU DETERMINANT PAR RI’ECURRENCE)

Soit A € M, (K). On appelle déterminant de A, noté det(A) le scalaire défini comme suit :
® Sin=1T1etA = (a), alors det(A) = a (c.f. définition 39).
® Sin>1etA = ((ay)), on pose :
det(A) = 3 1 (—1)"ay; det(Aqq)
ol Ay € Mp_11—1(K) est la matrice obtenue a partir de A en retirant a A sa kéme ligne et

sa {°™€ colonne.

On dit que 'on a développé le déterminant de A par rapport a la premiére colonne de A.

apn apz - Qn
, a .. a
On note également det(A) = | 2’ |
an1 e ... ann

[DI'EFINITION 43: MINEUR ET COFACTEUR D’INDICE (1, j)j

Le déterminant de Ay; (c.f. définition précédente) est appelé mineur d’indice (i, j).
Le cofacteur d’indice (1, j), noté Cy, est obtenu en multipliant (—1)**) par le mineur d’indice (i, j).

1T 2 3 4
A |5 6 7 8 .
ExXempPLE 8: Soit A = °o 10 11 12 . Cherchons C3 1 :
13 14 15 16
j=1
1 2 3 4 + -+ - 2 3 4
5 6 7 8 ~ " 7 7 Ainsilecofacteur C3; =+|6 7 8| aiaso.
i=3 9 10 11 12 R 14 15 16
13 14 15 16 -t -t

REMARQUE 11 : Dans le cas ou n = 2, cette définition coincide bien avec ce qui a été défini dans la
définition 40.

[COROLLAIRE 7: REGLE DE SARRUS POUR LES MATRICES 3 X 3j

Si A = ((ai;j))1<i<sn € M3(K), on a la formule, appelée régle de Sarrus :

1<j<n

det(A) = ajraxasz + ajpazzaz; + ajzaziaz — (azjazpais + azazarn + azaziap).



16 5. DETERMINANTS

app a2 Qi3 [app agp
a; dpp 4az3 [(4A; ap

as; das d4az3 [az as

Exercice 12 Calculer le déterminant de la matrice suivante en utilisant le définition générale puis la régle

de Sarrus :
1 2 -3
-1 0 2
3 1 4

3.5.3 Propriétés calculatoires
PROPOSITION 44: DETERMINANT D’UNE MATRICE TRIANGULAIRE

Le déterminant d’une matrice triangulaire T est égal au produit des coefficients diagonaux de T.

[COROLLAIRE 8: DETERMINANT DES MATRICES DE TRANSVECTION/DILATATION}

® Le déterminant d’une matrice de transvection est égal a 1,
® le déterminant d’une matrice de dilatation de rapport A vaut A.

PROPOSITION 45: DETERMINANTS ET OPERATIONS SUR LES LIGNES

Soit A € Mp(K),Ae K, 1 <i#j<n
1. Si B est la matrice obtenue aprés I'opération Ly — AL; alors det(B) = A det(A).
2. Si B est la matrice obtenue apres I'opération L; — L; + AL; alors det(B) = det(A).

3. Si B est la matrice obtenue aprés I'opération L; < L; alors det(B) = —det(A).

En utilisant les relations précédentes on a les corollaires :

COROLLAIRE 9

Si A est une matrice carrée ayant une ligne nulle. Alors det(A) = 0.

[COROLLAIRE 10]

Soit A, A" € M;,(K); Ak € K pour k € [1,n]\{i}.

« Ajouter une combinaison linéaire des autres lignes a une ligne ne modifie pas le déterminant ».
Plus précisemment :
Si A’ est obtenue en modifiant A par 'opération Lj — Li + Y i MLy alors det(A) = det(A’).
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On peut maintenant utiliser ces résultat pour énoncer les deux propriétés essentielles du déterminant :

PROPOSITION 46: DETERMINANT D’UN PRODUIT DE MATRICES

Soit A, B € M, (K), alors : det(AB) = det(A) x det(B).

PROPOSITION 47: DETERMINANT ET INVERSIBILITE

Soit A € M, (K) alors : A est inversible si et seulement si det A # 0.

Démontrons les deux propositions précédentes :

Etape 1 Le corollaire 8 et la proposition 45 assurent que det(AB) = det(A) det(B) pour toute matrice B
si A est une matrice de dilatation ou de transvection. Par un récurrence immédiate, le résultat reste
vrai dans le cas ou A est un produit de matrices de dilatation/transvection.

Etape 2 On montre que detA # 0 < A € GL,(K).
Soit A € M,,(K), il existe un produit de matrices de dilatation/transvection P et une matrice bien
échelonnée E telle que PA = E (c.f. corollaire 2 page 10).

La premieére étape permet d’écrire det(E) = det(P) det(A). On distingue alors deux cas :

® Si A est inversible alors E est inversible (car produit de matrices inversibles)et bien échelon-
née : le lemme 26 assure que E = I,,. Ainsi, det(E) = 1 = det(P) det(A) (en particulier,
det(A) # 0.

® Si A n’est pas inversible alors E ne I’est pas non plus (car sinon, A = P~'E serait un produit
de matrices inversibles donc inversible). En particulier, E # I, et le lemmelemme :caralndans-
BienEchelonnees, assure que E contient une ligne nulle : ainsi (c.f. corollaire 9) det(E) = 0.
Comme P est inversible, le début de la preuve assure que det(P) # 0 donc det(A) = 0.

Etape 3 On veut montrer que det(AB) = det(A) det(B) pour toute matrice A, B € M, (K).

On distingue deux cas :

® Si A est non inversible, alors AB non plus donc det(A) = det(AB) = 0, ce qui donne le
résultat.

® SiAestinversible, alors A est produit de matrices de transvection/dilatation et I’étape 1 permet
de conclure.

PROPOSITION 48: DETERMINANT ET TRANSPOSEE

Si A est une matrice 1 x n alors : det(A) = det(tA).

On distingue deux cas :

® Si A n’est pas inversible alors 'A non plus et det(A) = det(*A) = 0.

® Si A estinversible, alors A = ExEx_1 ... E; ot chaque E; est une matrice de dilation/transvection.
On a donc : det(A) = det(Ey) det(Ex_7)---det(Eq) et det(*A) = det('Eq) det(*E;) - - - det( 'Ey).
Mais il est aisé de remarquer que det( 'Ey) = det(Ey) pour toute matrice de dilatation/transvection.
On obtient alors le résultat voulu.

REMARQUE 12 : Ainsi, toutes les propriétés énoncées précédemment restent vraies en remplacant le
mot « ligne » par « colonne » : il est possible de faire des manipulations sur les colonnes, toute matrice
ayant une colonne nulle a un déterminant nul...

La définition donnée pour le déterminant n’est qu’une possibilité pour développer le déterminant d’une
matrice :
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PROPOSITION 49: DEVELOPPEMENT PAR RAPPORT A UNE LIGNE OU UNE COLONNE DE A
Soit A € M, (K) etj €{1,...,n}. Alors:

n

det(A) = ) (—1)"ay det(Ayy).

i=1

On dit qu’on a développé le déterminant par rapport a laj*™ colonne.
De méme, sii € {1,...,n}:

det(A) = ) (—1)"ay det(Ayy).
j=1

On dit qu’on a développé le déterminant par rapport a la i°™ ligne.

Une stratégie vise donc a développer selon une ligne et/ou une colonne contenant beaucoup de zéros.

5 -7 2 2

3 0 —4
Exercice 13 Calculer : 5 8 0 3|
0 5 0 —6

3.5.4 Applications

Forme explicite de I'inverse d’une matrice : formule par la comatrice

[DEFINITION 50: COMATRICEJ

On appelle comatrice d’une matrice carrée A = ((ajj)) 1<i<n la matrice des cofacteurs de A (voir
AZj<n
définition 43 page 15) :
com(A) = ((Cyj)) 1<i<n.

IAI
E}

PROPOSITION 51: FORMULE DE L’ INVERSE D’UNE MATRICE

Soitn > 2 et A € M, (K). On a toujours :
A x tcom(A) = det(A),.

De plus, si A est inversible alors :

L

= det(A) tcom(A).

ExeRrcice 14  Ecrire cette formule pour une matrice 2 x 2.

ExeRcICE 15 Calculer I'inverse de la matrice A donnée en introduction en utilisant la formule de la comatrice.
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Solution explicite d’un systéme : formule de Cramer

[DEFINITION 52: SYSTEME DE CRAMER}

Un systéme linéaire est dit de Cramer V) s’il admet autant d’équations que d’inconnues et s’il pos-
séde une unique solution.

PropPosITION 53: FORMULE DE CRAMER

Soit A € My (K) et B € M, 1(K). Le systeme carré AX = B est de Cramer si et seulement A est

X1
. . s . 52 1 ez 9 . det(A;)
inversible. Dans ce cas, 'unique solution s’écrit X =A"'B = | . | oupourtouti: x; = WA
: e
Xn

avec Aj, la matrice A dans laquelle la i*™ colonne de A est remplacée par B.

La premiére partie de cette proposition est déja connue. Pour la deuxiéme partie, on a que det(A)X =
det(A7) det(A1)

det(AZ) X = A*]B . det(Az)
. det(A)A~! = tcom(A) , on doit donc montrer : : = tcom(A) x B.

det (An ) det (An )

En développant det(A;) par rapport a sa ™ colonne — qui est B —, on obtient le résultat.

.Maisona {

EXERcCICE 16 Résoudre le systéme (3.1) de 'introduction en utilisant les formules de Cramer.

(1). Gabriel Cramer, Mathématicien suisse (1704—1752).
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