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Examen d’Analyse Complexe

La calculatrice et les documents de cours ne sont pas autorisés. Toutes les réponses doivent
étre soigneusement justifiées; la correction récompensera la rigueur, précision et clarté des
démonstrations.

Question de cours.
1. Donner la définition de l'indice d’un point z par rapport & une courbe . Soit v(t) = e
définie sur [0, 27]. Calculer I'indice de 0 par rapport a =.

2. Soit h et g deux fonctions holomorphes, et z un pole simple de %. Montrer que Res(%, z) =

h(z)
g'(2)"

. 2 i
Exercice 1. Calculer foﬂ ;]:g;idt

Exercice 2. Soit f une fonction holomorphe sur C et P un polynéome de degré k, tels que
|f(2)] < |P(2)| pour tout z.
1. Montrer qu'il existe un réel positif C tel que |P(z)| < C|z|* pour tout z de module plus
grand que 1.
2. En déduire que f(0) = 0 pour tout n > k (on pourra utiliser les inégalités de Cauchy).

3. On considere g(z) = f(z) — Zf:o %zl Calculer ¢(™ (0) pour tout n.

4. En déduire que f est un polynéme de degré inférieur ou égal a k.

Exercice 3. Théoreme des 3 cercles d’Hadamard

1. Question de cours : rappeler le théoréeme du module maximal pour une fonction f holo-
morphe définie sur un ouvert connexe U.

2. Soit f une fonction holomorphe définie sur C*. Pour tout réel 7, on note M (r) = sup,|, | f(2)]-
En appliquant le théoreme du module maximal & un ouvert bien choisi, montrer que pour
tout 0 < a <b < ¢ < +ooona M(b) <max(M(a), M(c)).

3. Pour tout p € Z et ¢ € N, montrer que bPM (b)? < max(aPM (a)?,c?M(c)?). Indication :
considérer z — 2P f(2)4.

4. En déduire que pour tout réel o, aln(b) + In M (b) < max(aln(a) + In M(a),aln(c) +
In M(c)).

5. Pour o — 2(M(a)=In(M(c)

e—TIng , en déduire le théoreme des 3 cercles d’Hadamard :

In(b) — In(a)

~ In(c¢) — In(a) In M(c).

(Autrement dit In M (r) est une fonction convexe de In(r)).



Exercice 4. Soit ¢ € R* un parametre réel non nul. Le but de ’exercice est de trouver une

formule simple pour >
1.
2.
3.

. On admet que sup|z|:R{

“+o00
1

n2+a?"

7 cos(mz)

On considere la fonction f(z) = rad) sm(ra)

n=—oo
Montrer que f est méromorphe sur C, avec des poles simples en Z U {ai} U {—ai}.
Montrer que Res(f,n) = ﬁ pour n € Z, et calculer Res(f, +ati).

Soit N un entier naturel strictement supérieur a |a|, et soit R = N + %. On considére

la courbe vg(t) = Re'® définie sur I'intervalle [0, 27]. Décrire cette courbe et donner sans
démonstration I'indice de chacun des poles de f par rapport a vgr.

. En déduire que

N

1 7wCh(ra) 1
;N n?+a?  aSh(ma) T 2in - J(z)dz.

/YR f(z)dz

cosTz
sinmz

. Montrer que

- 212 R {coswz}
< ——— sup )
R? —a? g

sinmz

} est borné, pour tout R = N + 1/2, par une constante M

+00
indépendante de N. En déduire une formule simple pour >
n=—oo

_1

n2+a?"

Application : calculer la limite quand a tend vers 0 de Zg]’z((;rg)) - a% et en déduire la valeur
+o0 1

de Z ne”

n=1

. Question subsidiaire si vous vous ennuyez : calculer de deux maniéres différentes la limite

+o00
1 xtoo 1 1 410 1 :
quand a tend vers 0 de -3 ) /' ez — nz eten déduire la valeur de ) ) —7- Expliquer
n=

+00
brievement pourquoi ﬂ% > n—%k est un rationnel pour tout entier k.
n=1



