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1 Remerciements

Nous tenons & remrcier chaleureusement notre encadrant Joseph Lehec, qui
a su éclairer la preuve rédigée de maniére trés succinte par Zagier, ainsi que
répondre & toutes nos questions, peu importe la difficulté ou le nombre de fois
que nous les avons posées !

2 Introduction

2.1 Contexte historique

Initialement conjecturé en 1792 ou 1793 par Gauss, alors qu’il n’a que 15
ans, le théoréme des nombres premiers est stirement I'un des grands théorémes
les plus intuitifs. Effectivement, il semble tout & fait logique que les nombres
premiers deviennent de plus en plus espacés asymptotiquement. Cependant, il
faudra attendre 1896 pour que le théoréme soit demontré par Hadamard et par
La Vallé Poussin indépendament. Cette premiére preuve s’appuie notamment
sur I’étude de la fonction zéta de Riemann, mais s’avére longue et compliquée.
D’autres preuves du théoréme ont suivi en faisant appel a d’autres domaines des
mathématiques, mais n’en sont pas pour autant plus simples. C’est en 1980 que
le mathématicien américain Donald J. Newman découvre une preuve élégante
pouvant tenir en quelques pages. Cette preuve est reproduite dans ce rapport,
détaillée dans le but d’étre abordable pour un éléve en licence de mathématiques.

2.2 Notations

Pour alléger la rédaction, nous allons introduire quelques notations.
P est I’ensemble des nombres premiers
7(x) est le nombre de nombre premiers inférieur ou égal a x, pour z > 0
On définit aussi trois fonctions qui vont étre présentes dans plusieurs parties de

la preuve.
o0

1
¢(s) = Z — la fonction zéta de Riemann, avec s € C
n
n=0
I(x) = Z log p avec le logrithme népérien et x > 1

p<z
pEP

@(8)22@ avec s € C

peP

2.3 Enoncé du théoréme

Théoréme 1 7(x) ~ lorsque x +— +00

ogx




3 Schéma de la preuve

La preuve se construit autour de la convergence d’une intégrale. Effecti-
T
Hax) —x

vement, on va chercher & montrer que lim 5

T—+o0 Jq €T
déduira astucieusement le théoréme des nombres premiers.
Pour montrer que cette intégrale converge, on va utiliser un théoréme d’ana-
lyse complexe, que I’on nomme théoréme analytique.

dx existe, et on en

Théoréme 2 Soit f une fonction mesurable et bornée sur Ry. On suppose
“+o0
que la fonction g définie par g(z) = / f(t)e *tdt sur {z € C, R(z) >0}
0
s’étend de maniére holomoprhe & un ouvert contenant l’ensemble {z €

T
C, R(z) > 0}. Alors Th+m / ft)dt existe et vaut g(0).
> Jo

Remarque 1 Ce théoréeme ne s’appelle pas réellement le théoréeme analytique,
c’est uniquement pour éviter d’éventuelles confusions. En réalité, c’est un théo-
reme Taubérien, permettant de conclure sur la convergence d’une série ou d’une
somme.

La preuve du théoréme analytique se trouve dans la derniére partie de ce
rapport. Elle est centrale a la validité du rapport, mais n’est pas en lien direct
avec le raisonnement que l'on construit autour du théoréme des nombres pre-
miers.

On choisit la fonction f(t) = 9(et)e™t — 1, et pour tout 2 € C tel que
R(z) > 0, g prend donc la forme :

Foo +oo
9(e) = /0 f(t)e™>"dt :/0 (F(eV)e™t — e dt

Supposons que ces fonctions satisfassent les hypothéses du théoréme. On

aurait,
teo oo Y(x x
4(0) = / (D)™ — 1)dt = / (o) gy de

T T

On a utlisé le changement de variable ¢! = z avec ¢ € [0, +oo[. On a effective-
ment ‘fi—f =el =z soit dt = df et x € [1,4+o00]. Finalement, on obtient,

T 9(z) —
0= [ M

2
x
On retrouve bien l'intégrale dont on cherche & montrer la convergence. On
en déduit que si les fonctions que 'on a choisies satsifontt les hypothéses du
théoréme analytique, alors 'intégrale est convergente.

Il reste & montrer que les fonctions f et g satisfassent les hypothéses du
théoréme, ce qui forme la partie centrale de cette preuve.



4 Vérification des hypothéses

4.1 f bornée

Pour montrer que la fonction f est bornée et localement intégrable, il faut
une information sur son comportement asymptotique.

Lemme 1
d(x) = O(x) lorsque x +— +00
(2n)! . o
On commence par poser b = — € N. On sait que b est divisible par n! car
n!
b 2n)! 2
— = (2n) = ( n) € N. De plus, Vp € [n+ 1, 2n] tel que p est premier, on a
n! n!? n
(QTL)' 2n
p|b.Eneffet,onab=-— - = H k, divisible par tout entier k € [n+1, 2n],
n!
k=n-+1

en particulier pour tout k premier.
Or, Vp € [[n +1, Qn]] tel que p est premier, p et n! sont premiers entre eux car
p est premier. D’aprés un corollaire du Théoréme de Gauss, on a

2n

(n! I1 p)|b

p=n+1
peP

2n b 2n m,
Ce que l'on peut réécrire H P | E, C est—a—dlre, H p | (n>

p=n+1 ' p=n+1
peP peEP
2n m,
On en déduit que H p < ( ) On remarque ensuite que
sa N
2n m,
22" = (1+1) = Z ( A > d’aprés la formule du bindéme de Newton. Or,
M, 2n m h=0 2n
< )gZ( >.Onadonc Hp§22"
" k=0 k p=nil

On applique le logarithme de chaque coté de I'inégalité, car les termes sont
strictements positifs et la fonction log est croissante donc conserve le sens de
I’inégalité.

2n
Z logp < 2nlog 2
p=n+1
peEP
2n
On observe que Z logp = ¥(2n) — ¥(n). En particulier, Ym € N,
p=n+1
peEP

9(2™) —9(2m L) < 2mlog 2



En utlisant une somme téléscopique et le fait que ¥(1) = 0, on en déduit que

m m
9(2m) =D 927 92 ) <> 2" log2
r=1 r=1
m 9 _ gm+l1
Or, ; 2" = ——5 = 2m+l _ 9 car c’est une somme géométrique.
On a donc 9(2™) < (2mT! — 2)1log2 < 2m*1log 2.
Puisque Vz > 1,3n € N tel que 2"~ < 2 < 2" et comme la fonction ¥ est
croissante en tant que somme de termes positifs, on en déduit que

I(z) < 9(2") < 2" log2 < 2(41log 2)

Ceci étant vrai pour tout > 1 on a montré que J(z) = O(x) quand z tend
vers +00.

Il en découle assez rapidement que f est bornée. Comme e’ tend vers 400
quand t tend vers +o0,

IM,b >0, Vt €] b, +oo[|[f(t)] < [I(eh)e | +1< M+ 1

Comme e~ est bornée sur [0,b] et que J(e’) ne prend quun nombre fini de
valeurs pour t dans [0, ] qui sont toutes finies par définition de ¢, on a bien f
qui est bornée sur [0, +o0].

4.2 Prolongement de la fonction g & un ouvert contenant
I’ensemble {R(z) > 0}

Il faut maintenant montrer que g admet un prolongement holomorphe sur un
+oo

ouvert contenant I’ensemble {z € C,R(z) > 0}. Pour rappel, g(z) = / f(t)e *tdt.

Notons déja que si R(z) > 0, alors g(z) est bien définie car d’auprés0 le Lemme
1, le terme dans l'intégrale est un O(e™**) quand ¢ — +oco qui est intégrable en
+00.

Commengons par exprimer g de maniére plus simple.

Théoréme 3

Pz+1) 1
Vz € C tel que R(z) > 0, g(z):%_;

Remarque 2 La fonction ® est plus facile a traiter que la fonction g directe-
ment. Ainsi, pour monter que g admet un prolongement holomorphe sur un ou-
vert contenant {z € C,R(z) > 0}, il suffit de montrer que la fonction 2ztl) 1

z+1 z
est holomorphe sur un tel ensemble.



Démonstration :
Soit z € C tel que R(z) > 0. Comme g(z) existe, on peut séparer I'intégrale.

+o0 +oo +oo
g(z) = / (V(ehe ™t —1)e *tdt = / I(e)e D gt — / e *tdt
0 0 0

P(z+1) 1

On va traiter les deux integrales séparement et montrer que g(z) = ——— — —.

z+1 z
D’une part,

+oo —2t7] T
ot e 1
dt = |— = -
/0 ‘ { Z L z

D’autre part, on utilise le fait que 9(e?) = 9(p,) ot p,, est le n-iéme nombre
premier, avec n vérifiant p, < e! < p,;1. Comme tous les termes sont positifs,
on peut passer au logarithme avec log(p,) < t < log(pn+1). Dés lors, on utilise
la o-additivité de l'intégrale de Lebesgue car la fonction que I'on intégre est
mesurable et positive et {[log(p,),log(pnt1)],n € N*} forme une partition de
lespace [log2,+o00[. En effet, il suffit de considérer la fonction a partir de
t =2 =p; car Vo < 2,9(x) = 0. En particulier, on a log2 < 2.

+oo +oo 108,’(10n+1)
/ V(et)e gt = Z/ e~ VLY (p,, )dt
0 1

n—1"1og(pn)

On peut alors sortir ¥(p,,) de lintégrale. Finalement,

+oo +oo log(pn+1)
/ ﬁ(et)e_t(z+1)dt = Z ﬂ(pn)/ e~ (Dt gy
0 n—1 log(pn)
+§ o~ (1)t log(pn+1)
D e A
n=1 z+1 log(pn)
—+oo
ﬂ(pn) —(z+1 *(24’1)
:Z:l z+1(p”( i)
_ 1 <+°O 19( —(z-‘rl) Zﬁ p p z+1))
z+1 ot nimtl
1 ~(G+1)
= 9 (pn)py; GTY (P
Sl ( (p1 + Z n)Pn, Z (Pn—1)

n=2

On remarque que 9¥(p,) — 9(pn—1) = log(pn). On a

+0019 D) —t(=41) gy — 1 (log(2) ++§ 9 _9 ) —(z+1))
; (e")e =1\ ((pn) = V(pn-1))Py,

+1 z+1

z+1\ 27 = Dn
(2 41)
o241

z+1 )



Maintenant que l’on a exprimé la fonction g en fonction de ®, on va pouvoir
démontrer 'existence d’un ouvert contenant {f(z) > 0} en se ramenant a I’étude
de la fonction zéta de Riemann. On va commencer par énoncer deux lemmes

qui nous permettront d’obtenir I’holomorphie de % — %, et donc de g, sur
{R(z) = 0}
Lemme 2
1 1
VR(s) 20, () =) —=]] ==
n=0 peP p*

Remarque 3 Ce lemme montre entre autres le lien entre la fonction zéta de
Riemann et les nombres premiers et justifie la présence de cette fonction dans
cette démonstration

Démonstration : si R(s) > 1, on remarque que le terme dans le produit est en
réalité la limite d’une série géométrique de raison p~* avec |[p~*| < 1,on peut
réécrire le terme de droite sous la forme :

1 : . —ns
Hl—%zplgnoo II >»

p P p<P,peP n=0

—Is

Comme le produit est fini et que tout les p sont intégrables car p > 1, en
utilisant Fubini, on peut inverser le signe somme avec le produit sur le produit
des 7(P) séries :

1 . 1 s
Hlfi:Ph—{noo > ( )
>

Tk
P (nk)kep,k<p ENTP) HP<P7p€Pp

La décomposition des nombres entiers en nombres premiers est unique, donc

ona [[ p™ €Np, ot Np ={k € Nk =T],.pp"™, (np)pepp<p € NTP)}
p<PEP
Autrement dit, Mp est ’ensemble des nombres entiers tels que sa décompostion

en nombres premiers ne comporte que des nombres premiers plus petits que P.
On a donc identifier chaque terme a un unique entier. On a donc :

p p° €

1 1
On peut dominer ——1 7, par -——qui est intégrable, donc on peut inverser

la limite et la série par le théoréme de convergence dominée, ce qui achéve la
preuve :

1 . 1 1
I =2 i it =3
keN keN

D p*®



Corollaire 1

Vs € C tel que R(s) > 1, {(s) #0

1
Démonstration : D’aprés le Lemme 2, on a ((s) = HpeJPl—ip*S' On remarque
que :

1. Z;DE]P’ ‘# — 1| < 00, en effet le terme dans la somme est équivalent a
1% qui est sommable si s € {R(s) > 1}.
2. VpeP,Vs e CN{RN(s) > 1}, —1= #0

1-p—
De ces deux conditions, on en déduit que le produit est convergent sur cette

ensemble et qu’il est non nulle .

A présent, nous allons introduire un autre lemme sur la fonction zéta de
Riemann.

Lemme 3 La fonction ((s) —
{R(s) > 0}

1 s’étend de maniére holomorphe a

Remarque 4 Autrement dit, la fonction ¢ s’étend de maniére méromorphe sur
R(s) > 0, avec un seul pole en s = 1.

Démontrons ce nouveau résultat ! Soit s € C tel que R(s) > 1:

1 ~ 9 e |

Cette fonction est définie pour tout s tel que $(s) > 0. En effet, la série converge
absolument puisque R(s) > 0 implique R(s)+1 > 1, le critére de Riemann nous
assure alors la convergence absolue :

KRR | N T du s |s]
———)dz| =|s —dz| < |s dr| < mar |—| = ==
[ e =1 [ [ < [ [ el £ e |2 = i

Avec notre Corollaire 1 et notre Lemme 3 en poche, nous pouvons nous attaquer
a I’holomorphie de g :




o(s) 1

Propriété 1 est holomorphe sur un ouvert contenant l’en-

s s —
semble {z € C, R(z) > 1}

Remarque 5 Il y a une translation de —1 effectuée dans ce résultat par rapport
a celui cherché sur g. C’est effectivement le méme énoncé, mais cette écriture
permet une rédaction plus légére, il faudra juste opérer la tramslation inverse
pour conclure.

Démonstration : On écrit cette fonction sous la forme :

e(z) 1 :l(q)(z)_ 11_1>

z z—1 z z—

1
On sait que la fonction z — — est holomorphe sur ’ensemble R(z) > 1/2.
z

1
Montrons alors que la fonction z — ®(z) — —— — 1 est holomorphe sur un

P
ouvert contenant ’ensemble {#(z) > 1}. L’idée est de montrer que ®(z) a un

unique pole en 1 dont la partie singuliére est effacée par celle de
Le Corollaire 1 affirme que Vs tel aue R(s) > 1 ((s) # 0. On remarque
que —log(¢) = > log(1l — p—*), et on en déduit que :
pEP

¢'(s)  Olog( log(p) log(p)
I _Zps(l— - _Z(

s S
peP P pep P 1)

log(p) _ log(p) log(p) ,
ppr—1) p -1 p°

s _ ) log(p) _ T log(p) +Zlog(p) -y log(p) +a(s)

S _ S _ S S _
G =1) -1 e opt it - )

Par ailleurs, onc :

On trouve donc :

B(s) = ~{(s) > slog(p)

((s)  Zpre®—1)

Les critéres de croissances comparées et des séries de Riemann nous as-
surent que la série de droite est holomorphe sur (s) > %, car c’est la limite

d'une série de fonction holomorphe sur R(s) > 1 qui converge normalement.
!

Le Lemme 3 nous assure que ¢ est méromophe sur {R(s) > 1} donc > aussi.

On en déduit que ® est aussi méromorphe sur cet ensemble et que ses podles



!
sont exactement les poles de Z, qui sont les zéros et les poles de . On fait une

disjonction de cas.
— SiR(s) >1
D’aprés le Corollaire 1 et le lemme 3, la fonction ¢ n’admet, ni pole, ni
zéros sur cet ensemble, et donc ® est holomorphe sur cet ensemble. On peut en
déduire que les seuls poles de % sont sur {R(s) = 1}.
— SiR(s) =
Si ¢ admet un zéro sur R(s) > 1 alors il vérifie nécessairement R(s) = 1.
Montrons que ¢ n’admet pas de zéros sur {R(s) = 1} . Pour cela on considére
s =1+ia,a € Ria # 0, et on suppose qu'il est un zéro d’ordre p € N (en
acceptant 1 = 0, ce qui signifierait qu’il n’est pas un zéro). On considére aussi
s = 1+ 2ia, et on suppose qu’il soit un zéro d’ordre v € N. Le fait que s et 5

sont des zéros de méme ordre, vient de I'égalité ((s) = {(3) .
!

Comme = est une dérivée logarithmique, le résidu asssociés a un zéro de ( est

son ordre de multiplicité en tant que zéro de ¢. On en déduit :
Resi%(l) = 1;1{(165@(1 +e)=1
Res (1t a)=lmed(l+ia+e)=—pu
-C eN\0
Res_¢r (1 +2ia) =lime®(1 £+ 2ia+¢) = —
< N0

Afin de prouver que p et v valent 0, nous devons introduire une nouvelle
fonction h :

2
4 , log(p) r 1 1 1 1
h(e) =Y <2+k> O(1+etika) = e <p_2m; +4p +6+4 +p+2m)

k=-2 peP
log(p ! log(p ! log(p)
i(k—2 Bk, (4—k)v) _ 8 4
10 =S TR (1)) = SR (X (1)) = S e
peP =0 p€eP k=0 peP
Par identification g = f%, v = % On a donc :

2

3y wiretine) = 30 20ttt 5 Gyt 20

k=-—2 peP peP

Enfin :

0= 3,4 Jeotreesisar o ()+ () () +(3)-(3) ~o-su-



La fonction h étant positive pour tout &, cela implique que 6—8u—2v > 0.
Or, p € N donc p = 0 soit 'ordre de multiplicité de 1 + i est 0. Puisque cette
relation est vrai Va € R*, il n’y a pas de zéros de ¢ sur la droite {R(s) = 1}.

Pour étendre ce résultat & un ouvert contenant {R(s) = 1}, on remarque
d’abord que les zéros seront dans l'ensemble {R(s) < 1}. Comme ils sont isolés,
on en déduit qu’il existe un ensemble ouvert contenant ensemble {#(z) > 1}

1
tel que la fonction z — ®(z) — 7 soit holomorphe.
o

1 1
Finalement, la fonction z +— P (@(2 +1)— - — 1) est holomorphe sur cet
z z

ouvert.

En effectuant la translation de 1, on a montré que la fonction g admet
un prolongement holomorphe sur un ouvert contenant ’ensemble {(z) > 0}.

5 Preuve du théoréme des nombres premiers

A ce moment de la preuve, nous avons enfin montré que les hypothéses
de notre théoréme 2 sont vérifiées, et on ne va pas s’en priver ! Il nous reste plus
qu’une petite manipulation pour montrer un ultime lemme :

Lemme 4
Hzx) ~ x

T—0o0

Démonstration : On rappelle que d(x) = Zlog(p), s €C, z € R. D’aprés le

p<x
v v
Lemme 1, J(z) = O(x)). L'idée est de montrer que lim sup () < letliminf ‘SC)' > 1.

x
Pour cela, on suppose par ’absurde qu’il existe A > 1 et x arbitrairement grand,
vérifiant ¥(x) > Az. Comme ¢ est croissante en x, on obtient I'inégalité suivante :

Az o Az o
/ o0~ / et
T t2 T t2

t
En utilisant le changement de variable ¢’ = —, on trouve :
x

Az A /
Az —t A—t
/ ’ dt:/ At =X —1—1log(\) >0
T 1

12 12

On remarque que pour ce A, 'intégrale est strictement positive et indé-

pendante de z. Cela contredirait le résultat du théoréeme 2, c’est-a-dire que

toYt) —t

/ %dt converge. donc par extension que f’\l ﬁ(ig_tdt — 0. On
1 t z r—+00

peut donc en déduire la premiére inégalité :

U(x)

limsup——= <1
rz—+oo L

10



De méme, l'inégalité 9(x) < Az avec A < 1 donnerait :

T 9(t) —t TAr—t -t
/ ®) dtg/ ’ dttz”/ dt' =1 —X+1log(\) <0
12 12
A A A

12
x x t

Une fois de plus cette derniére conséquence contredirait les résultats du
théoréme analytique donc :

lim lezﬁwx
r—+o00 X

Le théoréme des nombres premiers découle assez rapidement de cette
équivalence :

Ve>0,0(x) > Y log(p)= D (1-¢)log(x) = (1—¢)log(w)(m(z)—m(z' %))
(1= e)log(x)(m(z) — (' ~%)) = (1 - €)log(x)(n(z) + O(z'~%))

La derniére égalité découle du fait que m(2'17¢) < 217° ce qui permet d’affirmer
que m(x!7%) = O(2'~¢). On obtient donc :

path = (1 =€) (aa) + Oa'))
De plus :
0a) = Y log(p) < 3 log(e) = () log(x)
Donc () o
m(x) > >(1—¢e)(m(z)+O0(x %))

~ log(z)

L’inégalité étant vrai pour tout €, en faisant tendre € vers 0 et en utilisant
I’équivalent précedemment démontré, on termine la preuve du théoréme des
nombres premier :

11



6 Preuve du théoréme analytique

T
Soit T' > 0 et z € C. On définit la fonction gr(z) = / f(t)e=*'dt. Mon-
0

trons qu’elle est holomorphe sur C.

La fonction ¢ — f(t)e™*! est mesurable pour tout z € C. De plus, la fonction
z — f(t)e *! est holomorphe sur C.

Soit K un compact de C. On note k = max{e *%,z € K,t € [0,7]}. Comme
f est bornée par hypothése, on peut noter B sa borne. Dés lors, Vz € K,Vt €
[0,T], |f(t)e **| < Bk qui est intégrable sur [0,7] car c’est un segment. En
vertu du théoréme d’holomorphie sous le signe somme, on a montré que gr est
holomorphe sur C.

Le but est de montrer que limy_, ;o g7(0) existe et vaut ¢(0).

Par hypotheése, g se prolonge de maniére holomorphe sur un ouvert conte-
nant l'ensemble {z € C, R(z) > 0}. Soit R > 0, on sait que 3 § > 0 tel
que g se prolonge de maniére holomorphe sur un ouvert contenant 1’ensemble
M = {z € C,|z]| < R, R(2) > —¢}. On note C = IM le bord de M.
L’idée de cette preuve est d’;ltiliser la formule de Cauchy pour la fonction
2z (9(2) — gr(2)) T (1 + %) en z = 0 avec le chemin qui correspond a
C parcouru dans le sens trigonométrique (on le note C' aussi).

On sait que cette fonction est holomorphe au voisinage de M U C, et que
Vz ¢ M UC, nc(z) = 0, avec ne(z) 'indice du chemin C' par rapport a z.
Comme C est un chemin fermé dans M U C, on peut utiliser la formule de

Cauchy.
9(0) — g7(0) = % /C Me”(l + %)dz

On va montrer que cette intégrale tend vers 0 quand T tend vers +oo.

On définit d’abord les ensemble Cy = C N {R(z) > 0} et C_ = C'N
{R(z) < 0}, et les chemins correspondant & ces ensemble parcourus dans le
sens trigonométrique, de sorte que l'intégrale sur C soit égale a la somme de
lintégrale sur Cy et sur C_, car on enléve deux points (un ensemble de mesure
nulle pour la mesure de Lebesgue).

On commence par chercher la limite de l'intégrale sur C;. Soit z € Cy,
on a

+o00
l9(2) — gr(2)| = ‘/T f(t)e*tht’
“+o0
|M@4@ﬂd|§A1 F(t)e=|dt

—+oo
M@—W@KBA i
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Avec B la borne supérieure de f

+oo +o0 Be R(2)
Or, B/ le™#|dt = B/ e RE@tt =~ puisque z € Cy donc R(z) > 0
T T R(z)

On majore ensuite I'autre terme dans l'intégrale.

22
zT (1 + ﬁ) ‘ ER(Z)T

ER(z)T’ R? + 2° ‘
z

zR?

7l -

Comme z est sur C, on a |2| = R et R? = 2z. On peut donc écrire

22 = R(2)T
AUt )| wor|2E 2| wr| 22| _ O
z 2R? "R2 R?
Finalement, Vz € C4, on a
‘ (9(2) — gr(2)) (1 + i)‘ Be—R(E)T R()T ) = 2B
2 R = R(2) R2 - R2

On se raméne a l'intégrale curviligne. On paramétre le demi-cercle C :

(9(2) = g7() or,, 2 / "2 (g(Re®®) = gr(Re®)) poop . R
s FE Ve (1 dz - € 1 “d
[ e A L

D’aprés ce qui précéde, on a

L/ (g(z)—gT(z)) zT 1+7 dz /2 d9: @
C z

2im ‘ - 27TR R

On verra que cette majoration suffira pour conclure. Il faut maintenant
effectuer un travail similaire sur 'intégrale sur le chemin C_. Cette fois-ci, il est
nécessaire d’étudier séparément les fonction g et g7 :

/ (g(Z)_gT(Z)) ZT(1+R2)d _/ g( ) zT(1_|_ )d gT( ) (1_|_

~ z oz R? oz R?

On effectue un raisonnement analogue a celui pour l'intégrale sur le chemin Cy
sur intégrale de gp. L’idée est de se ramener a 'intégrale sur le demi-cercle &
gauche de la droite des imaginaire purs pour utiliser les résultats précédents.

D’aprés la Figure 1, le chemin C3 correspond & la différence entre le
chemin C_ et le chemin C5. On a donc I’égalité

/Cs gr(2) . (1+R2)d /C gT(z)ezT(H%)dz _/ gT(z)ezT(1+%)dz

z z
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FIGURE 1 — Chemin C_ 1 (gauche, noté C), chemin Cs (centre), et chemin
C3 = Cy — C} (droite)

22

On remarque que la fonction z — 1 + —5) est holomorphe sur C* car

gz()zT(

on a montré que la fonction gr est entiére, et le seul pole de cette fonction est en
z = 0. Puisque le chemin C5 n’entoure pas le point 0, on a Indc, (0) = 0. Comme

¢’est un chemin fermé, par la formule de Cauchy, on a / gTZ( 2) T (1 + ﬁ)d =0.
C3

On en déduit que

/ QT;EZ)ezT( Rzz)d _/C2QTZ( z) 2T (1 +]«‘722>

On peut alors effectuer un raisonnement analogue a celui de 'intégrale sur C .

On a
Be—%R(z)T
1R(2)|

Avec B la borne de f et en notant que R(z) < 0 d’ou la valeur absolue. De plus,

T T
V2 € Oy, lgr(2)] < / F(O)le *dt < B / R gy —
0 0

2

oL 7 | = 7| k) | = emem|Z2Z) o)
z zR? "R2 R?
Car |z| = R puisque z € (5. On paramétre 'intégrale curviligne de la méme

maniére avec :

9r(z) vy 22y [P gr(REO) pep o (REO?N
/C . e” (1—|—ﬁ)dZ— s TR ¢ ¢ (1+ e )zRe’ de

On en déduit que

L/ gT()z +7d2 o/ 2B
C_

24 z ‘ - 27TR R
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gT(Z) ezT(

I reste uniquement a étduier l'intégrale / R2)
z

fois-ci, on va passer & la limite en T
1
Montrons donc que lim sup —/ 9(2) e T(1+ —z)d ‘ =0
T+ +oo T Jo_ R R
Tout d’abord, on paramétrise 'intégrale curviligne :

9(2) . 2 [Tehk(®) (e (1)
/ﬁ 42767X14—j?)dz4 A i OT (1+ 2 )y(ﬂdt

On n’a pas besoin de déterminer v explicitement. En effet, puisque c’est un
chemin, il est C' par morceaux sur [0,1]. En particulier, 7/ est continue par
morceaux sur cet intervalle, et y est donc bornée. On note M > 0 sa borne en
module.

2

1 g(Z) 2T <
— LA 14+ 2
lzm/c_ paUi +R2)d2‘

o [ e (1 2 al

2 [ (e, )

On va montrer que ce dernier terme tend vers 0 lorsque T tend vers +oo. Pour
ce faire, on utilise le théoréme de convergence dominée. D’une part,

gy V(t)? _ 9y V(t)?
VT > 0, VteOl‘ ‘“‘*W(“)T(H = _‘ ‘(1+ ](%2 )
t t)?
Puisque ¥t € [0, 1],v(t) € C_ done R(~(t)) < 0. Or, la fonction ¢ s ‘g (]((t))) ‘(1 + 71(%2) )

est intégrable sur [0, 1], car elle est y défnie et continue par morceaux. On a donc
I’hypothése de domination (et par ailleurs que la fonction est intégrable). D’autre
part,

vt € [0,1], M’e%(v(t)) (1+7( )2) 0

~(t) R? 7 Trytoo
On a la convergence simple Ainsi, d’aprés la théoréme de convergence dominée,
t 2
/ )9 t))T<1 + %)dt — 0 lorsque T — 400
On en déduit que limsup ‘—/ MGZT(I + Z—z)dz’ =0
Testoo | 20T Jo_ 2 R? .

4B
On obtient limsup |g(0) — gr(0)| < el Comme R est choisi arbitrairement, on
T—+o00 ™

peut le faire tendre vers +o00. On en déduit que
i [9(0) — gr(0)] =0

On a donc montré que limr,, o g7(0) existe et vaut g(0), ce qui est le
résultat demandé. Le théoréme est donc démontré.
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7 Conclusion

On a montré le théoréme des nombres premiers, par 'intermédiaire d’un
théoréme d’analyse complexe. Cette preuve a de nombreuses astuces, mais per-
met une compréhension plus profonde du théoréme des nombres premiers. En
particulier, nous avions déja rencontré le résultat avec un grand O plutdt qu'une
rélation d’équivalence, mais la preuve était beaucoup plus simple (on peut
d’ailleurs trouver ce résultat rapidement a partir du Lemme 1). Toute la sub-
tilité est donc dans la relation d’équivalence, qui nécessite des arguments plus
forts, et donc une compréhension plus globale du sujet.
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